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Program magistrskega dela

Aproksimacija porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk je eden od pomembnih problemov
verjetnostnega racuna. Chen—Steinova metoda je nov pristop k temu problemu, s katerim
lahko po eni strani dokazemo klasicne izreke o Sibki konvergenci proti Poissonovi ali nor-
malni porazdelitvi, po drugi strani pa v nasprotju z ostalimi metodami omogoca tudi, da
ocenimo hitrost konvergence in kakovost aproksimacije.

V magistrskem delu prikazite idejo Chen—Steinove metode s pomoc¢jo Dynkinove for-
mule za markovske procese. Predstavite tudi primerno ozadje iz teorije operatorskih
polgrup. Pri tem se oprite na vira [1] in [2]. Metodo nato uporabite pri Poissonovi
aproksimaciji in pokazite, da je uporabna tudi za primer odvisnih sluc¢ajnih spremenljivk.
Kot vodilo naj vam sluzijo viri [3], [4] in [5]. Delovanje Chen—Steinove metode prikazite
tudi na primeru normalne aproksimacije tako za eno- kot tudi za vecrazsezni primer.
Oprite se na vira [3] in [6].
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POVZETEK

Povzetek

Delo obravnava Chen—Steinovo metodo, ki pomeni preokret pri aproksimaciji
porazdelitev vsot slu¢ajnih spremenljivk s Poissonovo, normalno ali tudi kako drugo
“limitno” porazdelitvijo. Glavni prednosti te metode sta, da da eksplicitno oceno
napake in da ne deluje le za vsote neodvisnih, temve¢ tudi rahlo odvisnih slucajnih
spremenljivk.

Ko porazdelitev dane slucajne spremenljivke X aproksimiramo z bolj znano
porazdelitvijo p, napako ocenjujemo z izrazi |[E(f(X)) — [ f du| za primeren razred
testnih funkcij f. Osnovna ideja Chen—Steinove metode je, da pois¢emo markovski
(Feller-Dynkinov) proces, ki ima porazdelitev p za ravnovesno, in resimo Steinovo
enatbo Gg = f — [ fdpu, kjer je G generator operatorske polgrupe, ki pripada
nasemu markovskemu procesu. Tedaj velja E(f(X)) — [ fdp = E(Gg)(X), torej
je dovolj oceniti slednji izraz. Izkaze se, da je to bistveno lazje od ocene prvotnega
izraza.

Delo predstavi aproksimacijo s Poissonovo in normalno porazdelitvijo, ¢eprav
Chen—Steinova metoda nikakor ni omejena le na aproksimacijo s tema dvema po-
razdelitvama. Pri Poissonovi aproksimaciji navede tudi dva zgleda z odvisnimi
sluc¢ajnimi porazdelitvami. Predstavi pa tudi markovske procese, ki ti¢ijo v ozadju
Chen—Steinove metode.

Math. Subj. Class (1991): 60F05, 60J35, 60J40

Key words: Stein’s Method; Poisson Approximation; Central Limit Theorem;
Markov Processes
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Uvod

V teoriji verjetnosti (in seveda tudi v praksi) imamo precej opravka z vsotami sluc¢ajnih
spremenljivk. S porazdelitvami vsot (denimo neodvisnih) slu¢ajnih spremenljivk pa ni
prav lahko racunati, tudi ¢e porazdelitve posameznih slucajnih spremenljivk dobro poz-
namo. Ze na temeljno vprasanje, koliksna je verjetnost, da vsota slucajnih spremenljivk
pripada danemu intervalu, niti v najenostavnejsih primerih ne moremo podati odgov-
ora, ki bi dal lahko izracunljiv in eksakten numericen rezultat. Zato se je seveda smiselno
vprasati, ali obstaja vsaj kaka priblizna formula. Drugo vprasanje, ki se nam takoj porodi,
pa je, koliksno napako smo pri tem naredili.

Za vsoto neodvisnih in enako porazdeljenih Bernoullijevih slucajnih spremenljivk, torej
za binomsko porazdelitev Bin(n, p), ki nam pove, koliko dogodkov se je zgodilo v n neod-
visnih poskusih, pri ¢emer se vsak dogodek zgodi z verjetnostjo p, je odgovor ze dolgo
znan. Ze de Moivre in Laplace sta izpeljala lokalno in globalno aproksimacijsko formulo:
¢e je X ~ Bin(n,p), velja:

1 —np)?
PIX = k] = (n)pkqn_k ~

kjer je g =1 — p, in:

b4+ 1 —1_
P[angb]%@<w>_q><u)
v/ pq v/ pq

kjer je ® znani verjetnostni integral:

1 v 1,2
(b(l') = E/ €_§t dt

Oznake za ® niso enotne: morda je obicajneje vzeti spodnjo mejo 0, nekateri pa vzamejo
celo dvakrat vecje vrednosti; mi se bomo ves ¢as drzali zgornje formule.

Kar smo pravkar navedli, je v resnici aproksimacija z normalno porazdelitvijo: poraz-
delitev slucajne spremenljivke X smo aproksimirali z normalno porazdelitvijo N(np, npq).
Pri fiksnem p je aproksimacija tem natancénejsa, ¢im vecji je n. Ce je p majhen (npr.
obratno sorazmeren n), pa je ugodneje uporabiti obrazec, pri katerem porazdelitev slu-
cajne spremenljivke X aproksimiramo s Poissonovo porazdelitvijo Po(np) (to je tako ime-
novani zakon maghnih stevil):

(np)*te

k!

Zadeva pa se takoj zaplete, ¢e slucajne spremenljivke niso Bernoullijeve ali pa niso
enako porazdeljene. Za poljubno, toda enako porazdeljene slucajne spremenljivke velja
znani izrek.

P[X =k] ~

Izrek 0.0.1 (Centralni limitni izrek). Naj bodo X, Xy, ...neodvisne in enako
porazdeljene slucajne spremenljivke z matematicnimi upanji pu in variancami o?. Tedaj
porazdelitve slucajnih spremenljivk:

Xi+... X, —nu
Vvn
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sibko konvergirajo proti normalni porazdelitvi N(0, 0?).

Veliko tezje pa je vprasanje, koliko se porazdelitve nasih vsot dejansko razlikujejo od
normalne. V precejsnji meri nam odgovor na to da Berry—Esseenov izrek.

Izrek 0.0.2 (Berry, Esseen). Naj bodo X, ... X, neodvisne in enako porazdeljene
slucajne spremenljivke. Naj bo E(X},) = 0 in var(X},) = 1. Naj bo tudi 3 := E(|X,;|?) <
00. Oznacimo X :=n"Y23""  X;. Tedaj velja:

cp
= n

Tu je C' pa je univerzalna konstanta, za katero je znano, da je % < (C<08.

sup IP[X < 2] — ®()]

Pri aproksimaciji s Poissonovo porazdelitvijo pa nam oceno napake da Le Camouv izrek
(glej [7]).

Izrek 0.0.3 (Le Cam). Naj bodo Xy, ... X, neodvisne Bernoullijeve slucajne spre-
menljivke in P[X; = 1] = p,. Najbo X :=X;+ ...+ X, in A :=p; + ...+ p,. Tedaj
velja:

A=A ) s a 9
sup P[XEA]—Z 1 gmln{l,X}Zpk
k=1

ACINg kcA

Vsi trije izreki se na klasicen nacin dokazejo z uporabo karakteristicnih funkcij. t.
j. Fourierjevih transformacij porazdelitev. Vse temelji na dejstvu, da je karakteristicna
funkcija vsote neodvisnih slucajnih spremenljivk enaka produktu karakteristicnih funkcij
posameznih porazdelitev. Toda to orodje dobro deluje le pri neodvisnih sluc¢ajnih spre-
menljivkah.

Leta 1970 pa je profesor Charles Stein odkril popolnoma nov nacin ocenjevanja napake
pri normalni aproksimaciji, ki je lepo deloval tudi pri rahlo odvisnih sluc¢ajnih spremen-
ljivkah. Malo kasneje je profesor Louis H. Y. Chen odkril, da se da ta metoda uporabiti
tudi pri Poissonovi aproksimaciji. Tako je nastala Chen—Steinova metoda. Lep pregled te
metode nam da knjiga [24].

Pripomniti velja, da Chen—Steinova metoda nikakor ni omejena le na Poissonovo in
normalno aproksimacijo. Tako npr. c¢lanek [17] obravnava aproksimacijo z multinomi-
alno porazdelitvijo, delo [18] obravnava aproksimacijo s porazdelitvijo gama, delo [19] pa
obravnava aproksimacijo z geometrijsko porazdelitvijo, vse po Chen—Steinovi metodi.

V tem delu se bomo omejili le na Poissonovo in normalno aproksimacijo, saj ze ti dve
naneseta vec kot dovolj. V prvem poglavju obravnavamo osnovno idejo, to je, da porazde-
litev pu, s katero aproksimiramo (npr. Poissonovo ali normalno) gledamo kot ravnovesno
porazdelitev primernega markovskega (Feller-Dynkinovega) procesa. Ce zelimo porazde-
litev dane slucajne spremenljivke X aproksimirati z i, lahko ocenjujemo E(f(X))— [ f du
za dolocen razred testnih funkcij. Pri Chen—Steinovi metodi pa ne ocenjujemo tega izraza,
marvec izraz E((Gg)(X)), kjer je G generator operatorske polgrupe markovskega procesa.
Natancneje, velja:

E(f(X)) - / f du = B((Gg)(X))
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kjer je g resitev Steinove enacbe:
Go=f~ [ fan

Za primeren razred testnih funkcij f moramo torej resiti Steinovi enacbo in nato ¢im vec
povedati o funkcijah g, da bomo znali dobro oceniti E((Gg)(X)). Izkaze se, da moramo
oceniti odvode ali diference funkcije g. Ta korak je odvisen le od porazdelitve, s katero
aproksimiramo, in na ta korak je to delo v glavnem tudi osredoto¢eno. Omeniti velja, da
ocenjevanje odvodov ali diferenc Steinove enacbe Se zdale¢ ni preprosto, vendar pa je, ko
je enkrat narejeno, narejeno za vselej.

V prvem poglavju izpeljemo splosno pot, ki vodi do resitve Steinove enacbe. Seveda pa
ni nujno, da se te poti kasneje vselej drzimo. V resnici se je drzimo le v ¢etrtem poglavju
pri vecrazsezni normalni aproksimaciji, medtem ko pri Poissonovi in enorazsezni normalni
aproksimaciji Steinovo ena¢bo resimo neposredno. Pripomniti pa velja, da se pomembna
ocena pri Poissonovi aproksimaciji (namesto katere mi izpeljemo nekoliko slabso, glej lemo
2.3.2 in drugo opombo k njej) izpelje prav po poti, opisani v prvem poglavju.

Ocenjevanje izraza E((Gg)(X)) pa je seveda ¢isto odvisno od problema, ki ga resujemo.
V tem delu ta korak naredimo za neodvisne slucajne spremenljivke. Ocena za neodvisne
slucajne spremenljivke pa je tudi osnova za splosnejSe ocene, kjer so slucajne spremen-
ljivke odvisne. V osnovni oceni je namrec¢ vselej skrita slucajna spremenljivka X*, katere
porazdelitev je na dolo¢en nacin transformirana porazdelitev slucajne spremenljivke X.
Ce znamo slucajno spremenljivko X* s tako transformirano porazdelitvijo najti tudi v
primeru, ko je X vsota odvisnih slucajnih spremenljivk, in to na istem verjetnostnem
prostoru kot X, nam to ze da oceno za E((Gg)(X)). Primer takega ocenjevanja je obde-
lan v drugem poglavju pri Poissonovi aproksimaciji (glej zgled na strani 19).

Delo ima dva dodatka. V prvem so opisane najpogostejSe topologije in metrike na
prostorih porazdelitev. Drugi dodatek pa predstavi markovske procese, ki tic¢ijo v ozadju
Chen—Steinove metode. Markovski procesi so predstavljeni precej podrobno. Morda je
za to potrebno opravicilo, saj se da Chen—Steinova metoda obravnavati celo ¢isto brez
njih. Za prej omenjeni operator GG lahko vsaj pri Poissonovi in enorazsezni normalni
aproksimaciji hitro pozabimo, da je generator Feller-Dynkinove polgrupe. Vendar pa
potem nimamo vec¢ ideje, kako bi tak operator dobili Se za kako drugo porazdelitev.

Zavedam se, da je v tem delu kljub pregledu verjetno ostala prenekatera napaka.
Za vse morebitne napake se bralcu ze vnaprej opravicujem. Prav tako se zavedam, da
bi se dalo v to delo vkljuciti Se precej ve¢ zanimivih primerov uporabe Chen—Steinove
metode za odvisne slucajne spremenljivke. Ve¢ bi se dalo povedati tudi o vecrazsezni
normalni aproksimaciji, dalo pa bi se tudi na kratko obravnavati Chen—Steinovo metodo
pri aproksimaciji z drugimi porazdelitvami. Vendar pa bi to preseglo obseg tega dela —
predvsem rok, v katerem je moralo to delo nastati. Vseeno pa ponizno upam, da delo
deluje kot zakljucena celota in da se bodo bralci iz njega tudi kaj naucili.

V Ljubljani, 20. aprila 1998
Martin Rai¢
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NajpogostejSe oznake

[ f(z) p(dx) Integral funkcije f po meri p, t. j. [ fdu.

Jebt

Bin(n, p)
Po(\)
N(a, %)

C.(S)
C(k)(IRP)
Cr(D)
G (S)

Mera pu, preslikana s preslikavo f, t. j. (fup)(A) := p(f~1(A)).
Verjetnostna mera na temeljnem verjetnostnem prostoru.
Porazdelitev slucajne spremenljivke X, t. j. X, P.

Dogodek, da se zgodi izjava A, t. j. mnozica tock, na kateri je izjava A
pravilna. Tako je npr. [X > 0] = X~!([0, 00)).

Indikatorska funkcija dogodka A, t. j. Ia(z) = 1, ¢e je z € A, drugace pa
je Ia(x) = 0.

Indikator izjave A, se pravi 1, ¢e je izjava A pravilna, drugace pa 0.
Prostor vseh porazdelitev (= verjetnostnih mer) na S.

{1,2,3,...}.

{0,1,2,...}.

Slucajna spremenljivka X ima porazdelitev p, t. j. p = L(X).

Binomska porazdelitev.

Poissonova porazdelitev.

Normalna (Gaussova) porazdelitev. Pripomniti velja, da drugi parameter
predstavlja varianco in ne standardnega odklona, kar je usklajeno z oznako
za veCrazsezno normalno porazdelitev (glej spodayj).

Vecrazsezna normalna porazdelitev. Tu je 3 kovarianéna matrika.

Standardna normalna porazdelitev v IR? t. j. N(0, I).
1 v 1,2
Verjetnostni integral: ®(x) := —/ e 2t dt
j g (z) 5]

Kompaktifikacija topoloskega prostora S z eno tocko.
Prostor zveznih realnih funkcij na topoloskem prostoru S.

Prostor zveznih realnih funkcij na S, ki gredo v neskoncnosti proti 0, t. j.
zunaj dovolj velike kompaktne mnozice so po absolutni vrednosti poljubno
majhne.

Prostor zveznih realnih funkcij na S s kompaktnim nosilcem.
Prostor k-krat zvezno odvedljivih funkcij na IRP.
Prostor zveznih preslikav iz D v L.

Prostor omejenih merljivih realnih funkcij na merljivem prostoru S (t. j. s
podano o-algebro, brez mere).



1.

Izpeljava Chen—Steinove metode

Chen—Steinova metoda nam pomaga oceniti razdaljo med porazdelitvijo v, ki jo do-
bimo kot porazdelitev kake zapletene slucajne spremenljivke, in ‘limitno’ porazdelitvijo
w. Porazdelitev u je navadno Poissonova ali normalna, vendar pa Chen—Steinova metoda
nikakor ni omejena le na aproksimacijo s tema dvema porazdelitvama.

Osnovna ideja Chen—Steinove metode je, da konstruiramo Feller-Dynkinov proces z
ravnovesno porazdelitvijo p. Pri Poissonovi porazdelitvi je to primeren proces rojevanja
in umiranja, pri normalni pa je to Ornstein—Uhlenbeckov proces. Pripomnimo naj, da za
dano porazdelitev lahko obstaja vec¢ primernih slucajnih procesov, ki imajo to porazdelitev
za Tavnovesno.

Naj bo torej p ravnovesna porazdelitev Feller-Dynkinovega procesa na lokalno kom-
paktnem Hausdorffovem prostoru S s Stevno bazo topologije. Procesu naj pripada ope-
ratorska polgrupa (Pp)ico,o0) z generatorjem G (glej dodatek B). Ce za zaetno poraz-
delitev postavimo neko porazdelitev v in opazujemo, kako se spreminja s casom, se pri
dobrem procesu zacnejo robne porazdelitve vselej priblizevati invariantni porazdelitvi p.
Pri Chen—Steinovi metodi gledamo, kako hitro se zacne porazdelitev v blizati porazdelitvi
4 in na podlagi tega ocenjujemo razdaljo med p in v.

Hitrost priblizevanja pa ni ni¢ drugega kot delovanje generatorja. Natancneje, ce je
X markovski proces z zacetno porazdelitvijo v in jedrom, ki ima G za generator, je za
primerno funkcijo g integral [ Ggdv ravno odvod funkcije t — E(g(X;)) v tocki 0. Ce je
v =p, je E(g(X})) seveda konstanta. Pri dobrem procesu bo v = p natanko tedaj, ko bo
[ Ggdv = 0 za vsako funkcijo g € D(G) (glej trditev B.14.2). Ce bomo torej za primerno
druzino testnih funkcij g dobro ocenili izraz [ Ggdv, bomo morda dobro ocenili razdaljo
med p in v.

Razdaljo med p in v bomo ocenili tako, da bomo za primeren razred testnih funkcij f
ocenili [ fdv — [ fdu. Ce za f vzamemo vse merljive funkcije, ki so po absolutni vred-
nosti navzgor omejene z 1, dobimo oceno v metriki totalne variacije, ¢e pa vzamemo vse
neraztezne funkcije (t. j. Lipschitzove funkcije s konstanto 1), dobimo oceno v Wasser-
steinovi metriki (glej dodatek A, stran 76). Razliko integralov pa bomo izrazili kot integral

[ Ggdv. Velja namrec:
/fdl/—/fd,u:/ngu

10
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kjer je g resitev Steinove enacbe:
Gg=f— /fdu (1.0.1)

Ce je generator G dovolj preprost, lahko Steinovo enacbo resimo povsem elementarno.
V splosnem pa se njena reditev izraza s pomocjo operatorske polgrupe (P )c(0,00), ki jo
generira GG, toda le v primeru, ko proces dovolj hitro konvergira k ravnovesni porazdelitvi
. Natancneje, za vsako testno funkcijo f mora iti P, f dovolj hitro proti [ fdu, ko gre
t proti neskoncno. Funkcija P,f je namre¢ regresija slucajne spremenljivke f(X};) glede
na Xy in pri dobrem procesu in dovolj velikem ¢ ima X, porazdelitev blizu p in je skoraj
neodvisna od Xj.

Videli bomo, da bodo morale iti funkcije P, f iti proti [ fdu enakomerno, in to do-
volj hitro. To pa navadno ne bo res kar v prostoru Cy(S), v katerem navadno gledamo
operatorje F;. Nerodno je ze to, da v primeru, ko S ni kompakten, konstanta [ f du ne
pripada Cy(S). Zato operatorje P razsirimo na kak vecji prostor L, ki bo moral med
drugim vsebovati tudi konstante. Prostor L bo treba opremiti s primerno normo, v kateri
bo poln. Pripomniti pa velja, da norma na L na preseku LNCy(S) ne bo nujno inducirala
supremuim norme.

Operatorje P, lahko gledamo tudi na prostoru b(.S,S) omejenih merljivih funkcij iz S
v IR, kjer je S Borelova g-algebra. Novo operatorsko polgrupo na L bomo definirali tako,
da se bodo stari operatorji na preseku b(S,S) N L ujemali z novimi.

Operatorska polgrupa na Cy(S) je krepko zvezna in kontrakcijska (glej razdelka o
Feller-Dynkinovih procesih in generatorjih operatorskih polgrup v dodatku B). Za novo
operatorsko polgrupo na L bo seveda treba posebej dokazati, da so njeni elementi omejeni
operatorji (kontrakcije v splosnem ne bodo) in da je polgrupa krepko zvezna. Poleg tega
pa bo seveda treba Se dokazati, da gredo funkcije P;f dovolj hitro proti [ f du.

Kljucni korak k resitvi Steinove enacbe je trditev B.11.7. Iz nje sledi, da za vsako
funkcijo f € D(G) velja Dynkinova formula:

Pf—f= /OtGPsfds

Pri dobrem procesu z ravnovesno porazdelitvijo p in dobro izbranem prostoru L bo izraz
P, f po normi konvergiral h konstanti ¢ := [ fdpu, ko bo Sel ¢as ¢ proti neskonéno. Levi
izraz bo torej konvergiral k ¢ — f. Potem pa bo konvergiral tudi desni izraz in po definiciji
posplosenega Riemannovega integrala (glej stran 115) bo veljalo:

c—f= / GP;f ds
0
Ce bo el izraz P, f dovolj hitro proti ¢, pa bo obstajal tudi naslednji posploseni Riemannov

integral:
/ (Ps f— c) ds
0

Ta integral moramo zdaj preslikati z generatorjem G. Ker je f € D(G), je po trditvi
B.11.3 tudi P, f € D(G). Ker operatorji P; ohranjajo konstante, morajo biti tudi le-te v
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definicijskem obmocju generatorja G in ta jih mora preslikati v 0. Po posledici B.11.8 je
generator G zaprt. Po tocki (2) trditve B.11.6 potem tudi zgornji posploseni Riemannov
integral pripada D(G) in velja:

G/OOO(PSf—c)ds:/OOOG(PSf—c)ds:/OOGPSfds:c—f

0
Dokazali smo naslednji izrek.

Izrek 1.0.1. Naj bo (P,)cjo,00) krepko zvezna operatorska polgrupa na Banachovem
prostoru L z generatorjem G. Naj bo f € L in naj gre P,f proti elementu ¢ € L, in sicer
tako hitro, da velja:

/OOHPsf—cH ds < o0
0

Za vsak t € [0,00) naj bo tudi P,c = c. Tedaj resitev Steinove enacbe Gg = f — ¢ obstaja
in se izraza v obliki: -
g:—/ (Pof —c)ds
0

Enacba (1.0.1) ima torej resitev oblike:

g=—/ooo(Psf—/fdu) s

Ce enacbo (1.0.1) integriramo po porazdelitvi v, dobimo, da za tako definirano funkcijo

g velja:
/fdu—/fdu:/ngu

V dosti primerih se bo izkazalo, da je [ Ggdv laze oceniti kot [ fdv — [ fdpu.

Osnovni recept je torej takle: vzamemo primerno druzino testnih funkcij f in skusamo
¢im ve¢ povedati o funkcijah ¢, ki so pripadajoce resitve Steinove enacbe. Ta korak je
odvisen le od porazdelitve p in procesa, ki smo ga izbrali. Drugi korak pa je ocena integrala
[ Ggdv iz parametrov, ki smo jih ocenili v prvem koraku. Ta pa je seveda odvisna tudi
od porazdelitve v, torej od problema, ki ga reSujemo.

Kako sploh dobiti primeren markovski proces, ki ima p za invariantno porazdelitev?
Eden od nacinov je, da izhajamo kar iz problema, ki ga reSujemo, in naredimo najprej drug:
korak. Slucajni spremenljivki Y, katere porazdelitev aproksimiramo, pois¢emo podobno
slucajno spremenljivko Y’ na istem verjetnostnem prostoru in z isto porazdelitvijo, pri
¢emer verjetnostni prostor, na katerem je definirana Y, po potrebi razsirimo. Nato za
primerno druzino testnih funkcij ¢ razvijemo izraz E(g(Y”)) in ¢e imamo sreco, dobimo
rezultat oblike:

E(9(Y")) = E(g(Y)) +E((Gg)(Y)) + t=(g)

kjer je G generator Feller-Dynkinovega procesa. Tako dobimo oceno:

B(Gn)I = | [ ngcm\ < |e(g)]

Drugi korak je tako narejen. Zdaj, ko imamo generator, pa je treba le Se poiskati resitev
Steinove enacbe in povedati ¢im ve¢ ocen o nje;j.



2.

Poissonova aproksimacija

2.1 Motivacija

Naj bodo Xj,...X, neodvisne Bernoullijeve sluc¢ajne spremenljivke, t. j. P[X} =
0] =1 —pi in P[X, = 1] = pi. Zeleli bi aproksimirati porazdelitev vsote X := X; +
...+ X,. V skladu s prejsnjim poglavjem bomo to storili tako, da bomo verjetnostni
prostor, na katerem so definirane nase sluc¢ajne spremenljivke, Se malo razsirili in poiskali
slucéajno spremenljivko X', ki bo malo druga¢na kot X, porazdeljena pa bo enako. Njeno
konstrukcijo povzemamo iz [3].

Izberimo neodvisne slucajne spremenljivke K in Yj,...Y,, takole: slucajna spremen-
ljivka K naj bo porazdeljena enakomerno na {1,...n} in za vsak k naj bo Y}, porazdeljena
tako kot Xj. Sluc¢ajne spremenljivke K, Y7,...Y, naj bodo neodvisne in tudi neodvisne
od Xi,...X,. Definirajmo D;, := Y}, — X}, in naj bo X' := X + Dg. Tako slucajna
spremenljivka X’ ni preveé¢ razlicna od X, ¢ée so le parametri p, dovolj majhni. Trdimo:
X' je enako porazdeljena kot X. Velja namrec:

PX'cAK=k=PX+D,c AK=FK=
=PXi+.. . + X1+ Y+ Xp1+.. .+ X €A K=k =
=PXi+.. + X1+ Y+ X +... .+ X, € A]P[K =k] =
=P[X;+...+ X, € A|P[K = k]

(2.1.1)

Upostevali smo neodvisnost in dejstvo, da sta X in X + Dj, enako porazdeljeni, saj sta obe

slucajni spremenljivki vsoti neodvisnih Bernoullijevih slucajnih spremenljivk s parametri

p;. Ko zdaj vse skupaj sestejemo po k, dobimo, da je X’ res porazdeljena enako kot X.
Naj bo zdaj g poljubna funkcija iz INy v IR. Tedaj velja:

n

E(9(X)) = E(9(X") = Y (B(g(X") fivio fix=s) + B(9(X") Iy L)) =

k=1

Z(E(Q(X = X0) Ivi=o) =) + E(g(X = Xoo + 1) Iy I[K=k1)) =
k=

1

— % ((1 —pe)E(9(X — X)) + peE(9(X — Xk + 1)))

13
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Zgolj iz formalnih razlogov izberimo vrednost g(—1), ki na koncu ne bo igrala nobene
vloge, in za n € INy definirajmo:

(Ag)(n) :==g(n) — g(n — 1)
Ker X, lahko zavzame le vrednosti 0 in 1, velja:

n

B(o(X)) = = > (1= p)(9(X) ~ Xe(Ag)(X)) + pe(9(X +1) ~ Xu(Ag)(X +1)))
k=1

Od obeh strani odstejmo E(g(X)) in pomnozimo z n. Po krajsem racunu dobimo:

0= E(p(Ag)(X +1) = Xu(Ag) (X) = pXe(A%)(X + 1)) =

=E(MAQ)(X +1) = X(Ag)(X)) = > mB(X(A%)(X +1))

k=1

Oznadili smo X := p; +...p,. Ce oznacimo:
My(g) := sup |(A%g)(r)]

velja ocena:
[E(Xk(A%)(X +1))| < E(X)) Ma(g) = pr Ma(9)

(e je X =0, je tudi X = 0 in ocena velja ne glede na to, koliko je g(—1)). Sledi:
E(\Ag)(X +1) - X(Ag)(X))| < Malg) 3 1t
k=1

Izraz pod absolutno vrednostjo je enak E((Gg)(X )), kjer je G generator procesa rojevanja
in umiranja s koeficienti a, = X\ in b, = n (glej stran 120). Ta proces ima invariantno
porazdelitev Po(\) (glej stran 137). Resiti moramo torej Steinovo enacbo:

Gg:f—/fdPo(A) (2.1.2)

pa bomo imeli oceno:

B(700) - [ £apo)| < Malo) Yt

k=1

Izraz (Gg)(r) = M(Ag)(r+1) —r(Ag)(r) se izraza le z Ag, prav tako tudi zgornja ocena.
Zato lahko zgornjo ugotovitev zapisemo tudi takole: ¢e je h resitev enacbe:

A(r+1) —rh(r) = f(r) — /fdPo()\)
velja ocena:

‘E(f(X)) —/fdPo(A)‘ < Mi(h) kzi:pz

kjer je M (h) = sup,s, |(Ah)(r)|. Ve¢ o tem pa v naslednjem razdelku.
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2.2 Ocenjevanje z drugimi diferencami

V prejsnjem razdelku smo dokazali naslednjo lemo.

Lema 2.2.1. Naj bodo X, ... X, neodvisne Bernoullijeve slucajne spremenljivke in
P[X, = 1] = pp. Naj bo X := > 7 | X) in A := >} pr. Tedaj za vsako funkcijo
h: Ny — R velja ocena:

BACY 1) = XA(X)) £ 240031

Prejsnji razdelek pa je sluzil bolj za to, da smo dobili obcutek, zakaj gledati ravno
E(A(X + 1) — Xh(X)). Lema je bila zato izpeljana na bistveno daljsi nacin, kot je v
resnici potrebno. Zato bomo navedli Se krajsi dokaz, ki bo tudi osnova vseh nadaljnjih
ocen pri Poissonovi aproksimaciji.

KRAJSI DOKAZ LEME. Oznacimo Wj, := X — X;. Velja:
E()\h(X +1)— Xh(X)) =

= kzn; E(ph(X +1) — X,JL(X)) _
= zn: E(peh(X +1) — Xph(Wy + 1)) =
=
_ Z B(pe(1 = Xh(Wi+ 1) + peXih(Wi +2) = Xeh(Wic+ 1)) =
_ i B(pe(1 — po)h(We + 1) + ph(Wi +2) - pih(Wic+1)) =

—ZpkE ((AR) (W, +2)) < My(h Zpk

k=1

Resiti je treba Se prirejeno Steinovo enacbo:

AR(r + 1) — rh(r) = f(r) — /fdPo()\) (2.2.1)

in oceniti M;(h). Oceniti je torej treba druge diference resitve g originalne Steinove
enacbe (2.1.2), ki so natancno prve diference funkcije h.

Opomba. Pri rekurzivnih enacbah, kakrsna je tudi (2.2.1), moramo za enoli¢nost
resitve postaviti Se zaCetni pogoj, ki je v nasem primeru vrednost h(0). Vendar pa v
nasem primeru nadaljnje vrednosti funkcije h (in z njimi tudi vrednost M;(h)) niso prav
ni¢ odvisne od h(0). Zacetni pogoj torej ne igra nobene vloge.
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Idejo ocene povzemamo iz [6] (glej stran 8). Postavimo:

p:i=f- /fdPo(A) (2.2.2)

zar=1,2,... pa postavimo:
)\7‘
= h

in dodajmo se ¢(0) := 0. Tedaj za r =0, 1,... velja:

v +1) — 0lr) = 2e(r)

Sledi:
r—1 )\’L
9 =3 Sl)
=0
Zar=1,2 ... torej velja:
) U
h(r) = ( G ) > (i) (2.2.3)
i=0

Zdaj, ko smo resili enacbo (2.2.1), pa moramo oceniti Se M;(h). Najprej za vsak r € IN
velja:

oo Ao (r=1)! A B
1) = 0) = 3753 3 et = E5 R S e =
d rl e \ (r—1) & A
= — —1)= (2.24
(0 + 1 ; () — > - e =1 = (224)
7! r—1) o= A\
VST p(0) + ( )\r—i-l) Z il (TQD(Z) —iep(i — 1))

Formula (2.2.3) nam pove, da je vrednost h(r) odvisna le od ¢(0), ... p(r—1). Potrebovali
pa bomo tudi, da je vrednost A(r) odvisna tudile od ¢(r), @(r+1),. ... To sledi iz enakosti
[ @dPo(X) = e 3722 2 p(i) = 0. Dobimo:

h(r) = _(r ;Tl)! Z %g@(Z) (2.2.5)

=T

Sledi:

o+ 1) —h(r) = S A LS X =

i=r i=r+1
I )R N S U
(r—1)! &

= Z G fl)!((wr (i) — re(i + 1))

i=r
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Kako je porazdelitev slucajne spremenljivke X blizu Poissonovi porazdelitvi Po()), bomo
ocenjevali v metriki totalne variacije, torej bomo za testne funkcije f postavljali indika-
torje. Za vsako mnozico A C INg naj bo hu resitev enacbe (2.2.1) za f = I4. Oceniti
moramo M (h4). Najprej bomo ocenili M;(hyy) za j = 0,1,.... Zavser =1,2,... je
torej treba oceniti hg;y (1 + 1) — hy;y(r). Naj bo najprej r < j. Tedaj je ¢(i) = —’j\.—je_)‘ za
vse i = 0,...r. Iz verige neenakosti (2.2.4) sledi:

N L r=1) &N
hiy(r+1) = hipn(r) = _ﬁe * <)\r+1 Nl Zf T_Z> <0

V primeru, ko je r = j, prav tako iz (2.2.4) dobimo:

. . N i G-I N , (j—l)!)\j,
hip (G +1) = hin () = — e ()\j-i-l V] Zj - VIR

i=1
Drugi ¢len izraza v oklepaju je veéji ali enak 0. Ce ga spustimo, dobimo oceno:

. L l—e?
hiy(j+1) = hg () < .

Ce je 7 > j, pa enakost ¢(i) = —’j\%e” veljaza ¢ =r,r+1,.... Sledi:
hplr 1) =~ hip(r) = =5 D Gy L) S0

Dobili smo, da za vsak r € IN in vsak j € INy velja:
h{j}(’f‘—l-l) h{j}( )<O cejej#r

: N e Ca (2.2.7)
hin(G+1) = hi () <

Ocenili smo hyjy, zdaj pa ocenimo Se hy. Trdimo:

ha=>_ hg (2.2.8)

jeEA

Dokazali bomo konvergenco po tockah. Najprej s ¢4 oznacimo funkcijo ¢ v enaé¢bi (2.2.2),
kjer postavimo f := I4. Z drugimi besedami, velja pa(r) = I4(r) — Po(\)(A). Tedaj
oCitno za vsako mnozico A velja ¢4 = Zje 4%y V primeru, ko je A neskoncna, vrsta
konvergira po tockah. Iz formule (2.2.3) pa je jasno, da je vrednost h4(r) odvisna le od
©a(0),...pa(r — 1), torej vrsta po tockah konvergira tudi v formuli (2.2.8).

Iz formule (2.2.8) zdaj dobimo, da je za oceno diferenc funkcije hy treba le sesteti
ocene (2.2.7) po vseh j € A. Pri tem je najvec¢ en Clen pozitiven, pa Se ta je navzgor
omejen z % Sledi:

1—e?

A

hA(T + 1) — hA(T) <
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Ce postavimo f =1, je ¢ = 0 in tudi h = 0. Zato je hye = —h4. Dobimo:

1—e?

hA(T+1)—hA<T) Z — )\

Dokazali smo naslednjo oceno drugih diferenc resitve Steinove enacbe.

Lema 2.2.2. Naj bo A > 0, A C INg in naj bo h: INg — R resitev prirejene Steinove
enacbe:

M(r 4+ 1) = h(r) = 1a(r) — Po(N\)(A) (2.2.9)
Tedaj velja ocena:
My(h) < 1 —)\6_)‘
|

Opomba. Za A > 0 velja %(1 — e"\) < min {1, %} Da je izraz manjsi ali enak % je
ocitno. Trditev, da je izraz enak najveé¢ 1, pa je ekvivalentna neenacbi 1 —e™* < \. Le-ta
pa drzi, saj je 1 —e ™ = fo)\ e tdt < fo)\ dt =

Ce v lemi 2.2.2 v funkciji f in h vstavimo sluéajno spremenljivko in izra¢unamo ma-
tematicno upanje, dobimo naslednji izrek.

Izrek 2.2.3. Naj bo X slucajna spremenljivka z vrednostmi v kon¢ni podmnozici
mnozice INg, naj bo A > 0 in naj za vsako funkcijo h: INg — R velja:

E(A(X +1) — Xh(X)) < CM;(h)

Tedaj velja:

.Y
dry (L(X), Po())) < O < Cmin {1,

kjer je drvy metrika totalne variacije, definirana na strani 72.

Pri neodvisnih slu¢ajnih spremenljivkah nam je pri preverjanju pogojev zgornjega
izreka na voljo lema 2.2.1. Dobimo naslednji izrek.

Izrek 2.2.4 (Le Cam). Naj bodo Xi,...X, neodvisne Bernoullijeve slu¢ajne spre-
menljivke in P[X; = 1] =p,. Najbo X := X1+ ...+ X, in A :=p; + ...+ p,. Tedaj
velja:

1 o n
dTV('C(X)>PO()‘ > ° Zpk < min {1 }Zpi
k=1

Ce smo natanéni, je ta izrek izboljsava Le Camovega izreka, pri Gemer pa je izboljsana
le konstanta. Le Cam namre¢ v [7] dokaze oceno:

drv (E(X), PO()\)) < min {1, %} sz

Pripomnimo pa naj, da je Le Cam svoj izrek dokazal s popolnoma druga¢nimi sredstvi.
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Zgled 1. V primeru, ko so vsi parametri p; enaki, dobimo naslednjo oceno:
drv (Bin(n, p),Po(np)) < p (1 — e ™) < pmin{l, np} (2.2.10)
Drugace povedano, za vsak A > 0 zaporedje binomskih porazdelitev Bin(n, %) konver-

gira proti Poissonovi porazdelitvi Po(\) in hitrost konvergence je velikostnega reda % ali
hitrejsa. No, v resnici je velikostni red % kar pravi, saj velja:

Bin(n, 2)({0)) -~ Po(u({0}) = (1-2) e

Ce definiramo funkcijo f po predpisu:

f(x) = (1 — )\55)5
in dodamo f(0) := e~*, dobimo zvezno funkcijo na realni osi in po Lagrangeovem izreku
velja:
Bin(n, 2)({0}) — Po(A)({0}) = f(3) — f(0) = +f'(€)
Ker je:

SN 1 yaE log(l—)\x
o= = () (B A ) =
= = (1= 20)7 (IR 2 P )

za velike n velja:

' A2
[Bin(n, 2)({0}) = Po)({0})| ~ —~
Hitrost konvergence je torej res velikostnega reda 2 -
Opomba. Zgornja meja v oceni v lemi 2.2.2 je dosezena, Ce postavimo A := {1}.
Velja namre¢ hyy(2) — hyy(1) = 1_/6\%. Vendar pa to Se zdale¢ ne pomeni, da je ocena v

prejsnji posledici najboljsa mozna, saj ocena v lemi 2.2.1 ni dosezena. 7 bolj sofisticiranimi
tehnikami, ki temeljijo na oceni supremum norme funkcije h, ki je resitev enacbe (2.2.9)
(torej ocene prvih, ne drugih diferenc resitve Steinove enacbe), je npr. mozno dokazati
naslednjo oceno, ki je izpeljana v [25]:

0.6844 p\/np (2.2.11)
\/ w2 (1 - %)

Tu |-| pomeni celi del. Ce je np velik, je ta ocena boljsa od ocene (2.2.10).

drv (Bin(n, p), Po(np)) <

Chen—Steinova metoda nam je dala lepo oceno za razdaljo med binomsko porazdeli-
tvijo, ki je porazdelitev vsote neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk, in Poissonovo porazde-
litvijo. Ena glavnih prednosti te metode pa je, da ni omejena le na neodvisne slucajne
spremenljivke. V naslednjem zgledu bomo pokazali, da se da izrek 2.2.3 koristno uporabiti
tudi v primeru, ko so slucajne spremenljivke rahlo odvisne.
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Zgled 2. Ta zgled povzemamo iz [3]. Dana naj bo matrika a(i,j), 1 < i,5 < n, z
elementi, ki so nicle in enice. Matriko si lahko predstavljamo tudi kot usmerjen graf na n
tockah. Naj bo 7 permutacija n elementov. Definirajmo:

n

X(m) =Y a(i,x(i))

1=1

Ce prostor  vseh permutacij n elementov opremimo z verjetnostno mero P, ki naj bo
kar enakomerna porazdelitev, postane X sluc¢ajna spremenljivka na §2. Lahko si preprosto
predstavljamo, da permutacija m postane sluc¢ajna. Tedaj je X Se vedno oblike > " | X;,
kjer postavimo X;(m) := a(i, 7(i)). Slucajne spremenljivke X; so sicer Bernoullijeve, niso
pa veC neodvisne. Toda ce je Stevilo enic v matriki razmeroma majhno in so primerno
razprsene, se da porazdelitev slucajne spremenljivke X Se vedno dobro aproksimirati s
Poissonovo. Natancneje, velja:

n

B(X) = 22 3" ali ) card{r | n(i) = J} = = " ali. ) ==

B(X) = 3 pi= %ZZa(i,j) —)

i=1 j=1

zato je porazdelitev slucajne spremenljivke X smiselno aproksimirati s Poissonovo poraz-
delitvijo Po()).

Oprli se bomo na izrek 2.2.3. Pri dokazovanju pogojev tega izreka bomo zaceli tako kot
v krajsem dokazu leme 2.2.1. V njem moramo med drugim izracunati tudi E(X;h(X)).
Velja:

E(X:h(X)) = %Za(i,j) B(h(X) [ Ay)

Oznaéili smo A;; := {m | 7(i) = j} in upostevali, da je P(4;;) = .

V naslednjem koraku bomo pogojno porazdelitev glede na dogodek A;; izrazili z brez-
pogojno porazdelitvijo. To bomo storili tako, da bomo konstruirali projekcijo p;;: @ — A;j,
za katero bo veljalo, da se mera p;;,P ujema z normalizirano zozitvijo mere P na A;;.

Natancneje, veljati mora:

P05 (B) =i

=nP(B)

Ocitno je to dovolj preveriti na tockah. Za vsako permutacijo m € A;; bo moralo torej vla-
kno pi_jl({w}) vsebovati natanko n tock. V tem primeru bo pogojna porazdelitev slucajne
spremenljivke X glede na dogodek A;; enaka brezpogojni porazdelitvi slucajne spremen-
ljivke X op;;. Na istem verjetnostnem prostoru smo torej definirali slucajni spremenljivki,
od katerih ima ena (namre¢ X) enako porazdelitev kot X, porazdelitev druge pa se ujema
s pogojno porazdelitvijo slucajne spremenljivke X glede na dogodek A;;. Temu pravimo
sklapljanje. Sklapljanje je eden glavnih prijemov pri Chen—Steinovi metodi in ima zelo
siroko podrocje uporabe. Tako cela knjiga [6], ki obravnava Poissonovo aproksimacijo po
Chen—Steinovi metodi, temelji le na sklapljanju.
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Definirajmo projekcijo p;;: S — A;; po predpisu:

J k=1
pij(p)(k) == ¢ (i) k=p(j)
p(k)  sicer

V primeru, ko je p(i) = j oz. p~'(j) = i, prvi dve vrstici sovpadata in velja p;;(p) = p.
Ocitno p;; res slika v A;;. Naj bo zdaj m € A;;. Preveriti moramo, da obstaja natanko n
permutacij p, za katere je p;;(p) = 7.

Za vsak k = 1,...n poglejmo, koliko je permutacij p, za katere je p~'(j) = k in
pij(p) = m. Ocitno mora p na vseh elementih, ki so razliéni od ¢ in k, delovati tako kot
7. Biti mora Se p(k) = j, s tem pa je p natan¢no dolo¢ena. O¢itno za tako dolo¢eno
permutacijo p res velja p;;(p) = 7, torej ima pi_jl({ﬂ'}) res natanko n elementov.

Velja torej L(X | A;;) = L(X o p;;). Sledi:

n

B(XA(X)) = = 3 ali, B(H(X opy)

J=1

Za vsako permutacijo 7 velja:

X(py(m)) = X(7) = ali,n(i)) — a(x™"(j), ) + ali, j) + a(r ™' (5), 7(i))

Napisimo to bolj kompaktno. Oznacimo:

Tedaj velja:

Xopij IX—XZ —Y} +a(7,,j) +ZZ]
Vse skupaj bomo morali pomnoziti z a(i,j). Ce je a(i,j) = 0, bomo dobili 0, ¢e je
a(i,7) = 1, pa velja:

h(X opij) = h(X + 1) + Ijz,=(Ah) (X +2) = Iix,=1)(AR)(X + 1+ Z;;) —
- ][yjzl](Ah)(X +1+7Z; — XZ)

Ce definiramo:
Ri; :=E(h(X + 1) — h(X o p;))

velja:
E(h(X opy)) =E(M(X +1)) - Ry

Ce bomo hoteli zadostiti pogojem izreka 2.2.3, bomo morali argumente funkcije Ah
oceniti z M (h) = sup,s, [(Ah)(r)|. Preveriti moramo torej, da so vsi argumenti v Ah
enaki vsaj 2, brz ko je faktor pred Ah razlicen od 0. Za argument X + 2 to ze velja. Ce
je X;=1,jetudi X =5, Xy > 1, torej je tudi X + 1+ Z;; > 2. Preverimo Se tretji
argument. Naj bo Y; = 1. Velja Y;(7) = a(n'(j),j) = Xp—1(5(m). Brz ko je Yj(m) =1,
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je torej tudi X (7) > 1. Edina moznost, pri kateri bi bil lahko argument v Ah manjsi od
2, je, da je se X;(m) = 1. Ce je (i) # j, je X(7) > Xi(7) + Xp-1(j(7) = 2 in zadeva
velja. Ce pa je 7(i) = j, je Zij(7) = X;(n) in ker je X(7) > 1, zadeva tudi drzi. Torej
lahko ocenimo:

|Rij| < Mi(h)E(X; + Y] + Zy)

Velja:
I~ . .
E<XZ) = = Za(l,j> = Pi
njzl
I ..
B(Y;) = > alii) = g

Izracunati moramo Se:
n n
= E E a 2]7"3

kjer je:

Bijrs == {7 | W_l(j) =r,7(i) = s}
Ce je r = i in zelimo, da mnozica Bijrs ni prazna, mora biti ocitno tudi s = j. V tem
primeru je P(B;jrs) = % Ce pa je r # i in zelimo, da Bij,s ni prazna, mora biti o¢itno
tudi s # j. V tem primeru pa ima permutacija 7w predpisani dve vrednosti, torej je
P(Bij.s) = ﬁ Sledi:

E(Z,-j):%a(z',j Py p— ZZ a(r, s)

r#l s7j
= %a(z',j =D (ZZ a(r, s) Za(i,s>—2a(r,j>+a(z‘,j>> =
— (i) A - pi— )
Ml(h)

|R1]| <

— (ali ) + A+ (0= 2)(pi + )

Lotimo se zdaj konéno ocenjevanja po Chen—Steinovi metodi. Velja:

E(M(X +1) = Xh(X)) = AE(h(X + 1)) ZXh

= XB(h(X +1)) -~ Z Z a(i, ))E(h(X o pij)) =

i=1 j=1

:AE(h(XH))—%ZZa(i,j)(E( (X +1)) - Rw):

i=1 j=1

= 3> al )Ry

i=1 j=1
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Sledi:

BOK(X +1) - Xh(x))| < S0 iiaw i) + A+ (n = 2)(ps +47)) =

:Ml_wl (w fn-2) (zz))

1z izreka 2.2.3 zdaj koné¢no sledi:

drv (L(X),Po())) < 2__61 T (A+)\2 (Zpl +Zq]>> <
S%(AHZ (meLZq,))

Spet smo dobili lepo, pregledno oceno, ki spominja na oceno iz izreka 2.2.4. V primeru,
ko so vsi parametri p; in g; enaki, torej v primeru, ko je p; = ¢; = %, dobimo:

dry (LX), Po(N)) < 1= e’ (1 ;o= 4>\)

n—1 n

Hitrost konvergence je torej istega velikostnega reda, kot ¢e bi bile slucajne spremenljivke
Xy, ... X, neodvisne, namre¢ reda % Chen—Steinova metoda nam je torej s sicer nekaj

veC racunanja za odvisne slucajne spremenljivke dala prav tako kakovosten rezultat.

2.3 Lokalna odvisnost

V drugem zgledu v prejsnjem razdelku smo videli, da Chen—Steinova metoda lepo
deluje tudi za odvisne slucajne spremenljivke. Pogoje izreka 2.2.3 smo seveda morali
preveriti na roko, saj nam je zaenkrat na voljo le lema 2.2.1, ki obravnava le neodvisne
slucajne spremenljivke. V tem razdelku jo bomo posplosili na slu¢ajne spremenljivke z
dano strukturo lokalne odvisnosti. Tudi slucajnih spremenljivk ne bo nujno ve¢ konc¢no
mnogo, ampak bomo obravnavali teoreti¢no poljubne, v praksi pa najvec stevno neskonc¢ne
druzine slucajnih spremenljivk X, kjer a pripada indeksni mnozici Z. Sledili bomo ¢lanku
2] in vsakemu indeksu « priredili okolico odvisnosti B,, znotraj katere odvisnost slu¢ajnih
spremenljivk podrobno poznamo. Natancneje, za vsak § € B, bo treba poznati korelacijo
med X, in Xg. Zunaj okolice odvisnosti B, pa bomo odvisnost le grobo ocenili.

Naj bodo torej X,, kjer je a € Z, Bernoullijeve slucajne spremenljivke in naj bo
Po = P[X, = 1]. Najbo X =% X, Ta slucajna spremenljivka ima zdaj sicer
vrednosti v INg U {oo}, vendar je skoraj gotovo konéna, ¢e je A := > 7 po < 00. Za vsak
indeks a € 7 izberimo mnozico B, C Z, ki vsebuje a. Ozna¢imo:

> Xy

BETI\Ba

W, =X — X,
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Na podoben naéin kot v krajsem dokazu leme 2.2.1 bomo ocenili izraz E(Ah(X + 1) —
Xh(X)). Tu pa h ne bo kar poljubna, temvec¢ omejena funkcija, saj bi drugace imeli tezave
z dobro definiranostjo tega izraza, pa tudi v sami oceni bo nastopala tudi supremum norma
funkcije h. To pomeni, da bo za oceno v metriki totalne variacije treba oceniti tudi normo
same funkcije h in ne le Ah, kjer je h resitev enacbe (2.2.9). Treba bo torej oceniti tudi
prve, ne le druge diference resitve Steinove enacbe. Pripomniti velja, da so izkljuéno s
prvimi diferencami izpeljane tudi precej ostre ocene v clanku [25].
Naj bo torej h: INg — IR omejena funkcija. Iz zvez:

Xoh(X) = Xoh(W, +1)
h(X +1) = h(W,+1) = X, (AR) (W, + 2)
podobno kot v krajsem dokazu leme 2.2.1 sledi:
E(A(X +1) — Xh(X)) =
=Y E(pah(X +1) — Xoh(X)) =

a€el

-y E(pah(X +1) = pah(Wa + 1) + pah(Wa + 1) — Xoh(Wa + 1)) —

ael

= E(ana(Ah)(Wa +2)) + (po — Xa) (h(Wa + 1) = h(Va +1)) +

ael

T (pa = Xa)h(Va + 1))

Ocitno je:

|E(paXa(AR)(Wo +2))| < Mi(h)p,
kjer je Mi(h) = sup,s, |(AR)(r)|. Ocitno velja tudi tole: ¢e je 1 < n < m, je |h(m) —
h(n)| < My(h)(m —n). Sledi:

}E((pa—Xa)(h(W +1) = h(Va + 1)) )}<
< My(h)E (|(pa Voll) =
(v - Xa)zﬁeBa\{a}Xa )

S Ml(hf) Z (paﬁ +papﬁ>
BEBa\{a}

E
E

IN

= M(h)

kjer je:
Pap = E(Xan)

Oceniti je treba Se zadnji sumand. Velja:
(b0 = Xa)h(Va + 1) = E (|E (0 = X)h(Va + 1) | Spers, X5) )
gMO(h)E<E(a—X Xﬁ)‘)
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kjer je:
Mo (h) = suplh(r)|
r>1
Zgornje ocene lahko strnemo v naslednjo lemo.

Lema 2.3.1 (Arratia, Goldstein, Gordon). Naj bodo X,, o € Z, Bernoullijeve
slucajne spremenljivke. Naj bo X := 3 X, in A := E(X) < co. Za vsak o € T
izberimo mnozico B, C I, ki vsebuje «. Definirajmo:

Do = E(X,), Dap =E(XaX5)

bl = Z Z PaPp

a€l BeBa

b= Y. Pap

a€Z BeBa\{a}

bs 1= aZgE(E(pa—Xa
ZE(‘E( " — X,

ael

> BeT\Ba Xﬁ) D <
o(Xs| 8T\ Bo))|)

IA

Tedaj za vsako omejeno funkcijo h: INg — IR velja ocena:
|E(AR(X + 1) — Xh(X))| < (b1 + by) Mi(h) + bs My(h)
[ |

Opomba. Povrsno povedano, parameter b; meri Stevilo sosednih dogodkov, parameter
b, meri Stevilo sosednih dogodkov, ki se zgodijo skupaj z osrednjim, parameter bs pa meri
vpliv dogodkov izven okolice odvisnosti. Zgornja lema je posebej uporabna v primeru, ko
je slucajna spremenljivka X, popolnoma neodvisna od dogodkov izven okolice odvisnosti.
V tem primeru je seveda b3 = 0.

Lema 2.3.1 je seveda posplositev leme 2.2.1 na lokalno odvisne sluc¢ajne spremenljivke.
Seveda pa nam lema 2.2.1 Se ni dala dejanske ocene napake pri Poissonovi aproksimaciji,
oceniti je bilo treba Se resitev Steinove enacbe, kar smo storili v lemi 2.2.2. Le-ta nam je
dala oceno drugih diferenc, torej oceno za M;j(h). Tu pa druge diference ne bodo dovolj,
oceniti bo treba se prve diference, torej My(h).

Lema 2.3.2. Naj bo A C INy in naj bo hy resitev prirejene Steinove enacbe:
Aha(r+1) = rha(r) = Ia(r) — Po(A)(A) (2.3.1)
Tedaj velja ocena:

My(ha) < min {1, %)\_1/2}

Opomba. Ocena v zgornji lemi je boljsa od tiste, ki jo navaja ¢lanek [2] in je dokazana
v ¢lanku [5]. V slednjem ¢lanku namre¢ namesto konstante 2 stoji L.
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Opomba. Dokazali bomo, da je konstanta 1 tudi najboljsa mozna ocena, ki velja za
vse A. Del ocene za velike A pa se da Se nekoliko izboljsati. V [6] je na strani 222 (opomba
10.2.4) dokazana naslednja ocena:

My(ha) < min {1, %} (2.3.2)

Lemo 2.3.2 bomo dokazali z elementarnimi sredstvi. Izboljsana ocena v [6] pa se dokaze s
pomocjo procesa rojevanja in umiranja, ki ti¢i v ozadju Chen—Steinove metode (glej stran
137).

Opomba. Na oceni (2.3.2) temelji tudi ¢lanek [25], v katerem so izpeljane zelo ostre
ocene napake pri Poissonovi aproksimaciji, med drugim tudi ocena (2.2.11).

DokAzZ LEME. Po formuli (2.2.3) za r =1,2,... velja:

ha(r) = - > eali) (2.3.3)

kjer je pa = I4 — Po(X\)(A). Oglejmo si najprej hy;y, kjer je j € INg. Za i # j je ocitno
(i) <0, torej za r < j velja hyjy(r) < 0. Po formuli (2.2.5) je tudi:

= DISN
ha(r) = === ; (i) (2.3.4)
Od tod sledi, da za r > j velja hy;y(r) > 0. Za fiksen r je funkcija A +— ha(r) mera. Iz
prejsnjih ugotovitev potem sledi:

ha(r) < hio,.r-1y(r) (2.3.5)
Za r = 1 dobimo: 0 A
1—e"

ha(1) < hgoy(1) = SD{O; =—— <1 (2.3.6)

Ta meja je tudi asimptoti¢no dosezena pri A = {0} in A | 0, torej je konstanta 1 res
najboljsa mozna ocena, ki je neodvisna od A. Za r = 2 dobimo:

_ P00+ Appn(1) 1+ M) - e e )

ha(2) < hyo13(2)

14+ A— (14 )2

Ta izraz moramo zdaj navzgor omejiti z 1. Definirajmo:

A2 A2 (2.3.7)

p(A) =14+ X — (14 N)%e?
Dovolj bo dokazati, da je p(A) < A%, Ocitno je p(0) = 0. Ce odvajamo, dobimo:

PN =121+ Ne* +(1=N%", p0)=0
P'(A) = (142X — A%)e™?
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Trdimo: p”(A) < 2. Za ta namen pois¢imo ekstreme funkcije p”. Velja:
PN =N —AA+1)e = ((A—2)>=3)e?

Velja p”(0) = 1. Nato funkcija p” naraséa do A = 2 — /3, nato pada do A = 2 4+ /3 in
nazadnje spet narasca. Njena limita, ko gre A proti neskoncno, je enaka 0. Zato za vsak
A > 0 velja:

PN <p"(2-V3) =2(V3-1)e* <2
Ko to dvakrat integriramo, dobimo, da res za vsak A > 0 velja p(\) < A2, potem pa je
tudi ha(2) <1 za vsak A in vsak A.

Oceno za r > 2 pa bomo naredili drugace. Naj bo najprej A > r — 1. V tem primeru
uporabimo formulo (2.3.3). O¢itno je @4 < 1, torej velja:

r—1 r—1
Y (r—1)(r—-2)...(i+1)
ha(r S Z W Z N1 <
7 1 =0 1 (2.3.8)
Sy - (5
- AT~ AN —r+1

Il
o

%

V primeru, ko je A < r+ 1, pa uporabimo formulo (2.3.4) in upostevamo, da je p4 > —1.

Dobimo: -
)\’“ Z il Z r(r+1)

Lo Z)\Z’"_r = (2.3.9)
N e E R
re=(r+1)7"  r(r+1-2)
V primeru, ko je A <r — %, nam ta ocena ze da zahtevano oceno h4(r) < 1. V primeru,

koje AN >1r — %, pa bomo uporabili oceno (2.3.8). Iz geometrijske vrste je jasno, da je
zadnji izraz v oceni (2.3.8) padajoca funkcija parametra . Za A > r — L torej velja:

(=) ey

r—%—r—l—l 1—%

ha( S

hA(T) S

Oceno je dovolj narediti za r > 3. Za r = 3 dobimo:

za r > 4 pa dobimo:
) <3(1-(1+ D7) <4(1-1) =081<1

Zmnak = pomeni, da enakost velja na toliko decimalnih mest, kolikor jih ima decimalni
ulomek na njegovi levi ali desni. Dokazali smo, da za vsak A, vsak A > 0 in vsak r € IN
veljaocena ha(r) < 1. Kerje hac = —hga, jetudi ha(r) > —1, potem pa jeres My(ha) < 1.
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Dokazati moramo 8e oceno My(ha) < %)\_1/ 2. Za ta namen zapisimo resitev enache
(2.3.1) nekoliko drugace. Naj bo U, := {0, ...r — 1}. Iz formule (2.3.3) sledi:

atr) = S [ (0= porya)) apoy =
_ w (Po(\)(T; 1 4) = PoA)(U) Po()(4))
Iz ocene (2.3.5) sledi:
€>\ T — . 6)\ T — .
ha(r) < ho, () = 2 (po)0r) - Po(7)?) < S

Idejo za nadaljnje ocenjevanje si bomo izposodili pri Stirlingovem obrazcu. PiSimo:

n

n! = C, (—)e\/ﬁ

e

Stirlingov obrazec nam pove, da je lim,_., = v27. Mi pa bi radi konstante ), ocenili
navzgor z vrednostjo, ki bi bila ¢im blize v/27. Pokazimo, da je zaporedje C,, padajoce.
Krajsi racun pokaze, da je:

Postavimo a :=n + % Tedaj velja:
Cn—i—l 1 1
1 =14alog(l—— ) —alog|1+—)=
og c +a og( 2@) aog( +2a)
11 /1) 1/1Y°
=1-2a|—+4=(— e
a<2a+3(2a) +5(2a) * ><0

Zan > 2jetorej C), < Cy = %ﬁ = 2.61, medtem ko je v2m = 2.51. Razlika ni prevelika.

Ce torej oznacimo C' := iC’% za r > 3 velja:

A fr—1\"" C r—1\""2
< _ _ —_ )\—7‘—1—1 = —
ha(r) <C v ( . ) r—1 7 e ( 5y )

C A— +1( r—\— 1)T_% C A—r41 (,r._l)rf)\fl
= —e' " 1+ — < — eMTe 2 X =
A A =

C  O=r+D)O=r+3) C  o-r+3)?
= — e A A

i S

Naj bo a > 0. CejeA—\/X+%grg)\—i—\/X—l—%,lahkoocenimo:

62\/5 2
halr) < ——e“
A()—16\/X

(2.3.10)
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Cejer <A—vA+ %, lahko po formuli (2.3.8) ocenimo:

h(r)<1_(r_;1)r< L o (2.3.11)
ST T S S I S o >

Cepajer > A+VA+3 2, pa uporabimo predzadnji izraz v verigi neenakosti (2.3.9).

Dobimo:
R 1
hA(’r') S E (7" T 1 P > E ( ) - S a—\/X (2312)

Parameter o moramo izbrati tako, da so ocene (2.3.10), (2.3.11) in (2.3.12) ¢im boljse.
To pa bo takrat, ko se bodo njihove desne strani ujemale. Nedale¢ od ujemanja je izbira
a = 1. Iz ocen (2.3.11) in (2.3.12) potem takoj sledi zahtevana ocena ha(r) < SA7Y2,
seveda za tiste r in A, za katere oceni drzita. Iz ocene (2.3.10) pa dobimo:

2.64, /9
ha(r) < V2. L2aN12 < 2y
16v/A 4
Dokazali smo, da za vse A in vse r > 3 velja zahtevana ocena h4(r) < Z A~1/2. To moramo
zdaj dokazati Se za r = 1 in 7 = 2. Za A < 22 velja ha(r) <1 < 3A7Y2. Naj bo A > 2.

Za r =1 po formuli (2.3.6) velja:

1—e?

ot

1
1) < — < SN2
hall) < =3 X1
Za r = 2 pa iz ocene (2.3.7) dobimo:
T4+X— (1+X)2%e?
ha(2) < + (1+X)%e

>\2

Dokazati moramo, da za A > % velja:
9 _x_ 0 3/2
T+A=(14+ X% SZ)\

Za % < A < 2 velja:

9 9 3/2
T+A—(1+ N2 <3 - (1+ 12) 2i2.11<2.41ﬁ%(—5) < ZA?’/Q

za A > 2 pa velja:

A A
1+)\—(1+)\)26_)‘§1+)\:3+/ dt§3+/ 1§5\/¥dt:
2

2
5! 5) 5)
— _>\3/2 Y 23/2 _>\3/2
1 1 +3< 1

To pa pomeni, da za vse A > 22 velja hu(2) < SA7Y2. Torej res za vse r € N velja

ha(r) < 2X7Y2. To pa je bilo treba dokazati. [ |
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Opomba. V zgornjem dokazu bi lahko zgornjo mejo %)\_1/ 2 %e nekoliko izboljsali.
Vendar pa bi imel tako spremenjen dokaz kar nekaj ve¢ tehni¢nih podrobnosti, zgornje
meje pa ne bi prav bistveno izboljsali. Natancneje, v zgornjem dokazu smo morali oceno
posebej izpeljati za r = 1 in r = 2, tako pa bi jo morali Se za kak vecji r (in po metodi, s
katero smo dokazovali, je z vsakim naslednjim ve¢ dela).

Iz leme, ki smo jo pravkar dokazali, in leme 2.3.1 zdaj sledi naslednji izrek, ki je
posplositev izreka 2.2.3.

Izrek 2.3.3. Naj bo X slucajna spremenljivka z vrednostmi v INg, naj bo A > 0 in
naj za vsako omejeno funkcijo h: INg — R velja:

E(AR(X +1) = Xh(X)) < coMo(h) + 1 My (h)

Tedaj velja:
1—e?
A
Posebej, naj bodo slucajne spremenljivke X,, a € Z, okolice B,, ter X\, by, by in b3 kot v
lemi 2.3.1. Tedaj velja:

drv (L£(X),Po(\)) < comin {1, 2} X724 ¢

1—e?

dTv([,(X), PO()\)) < (bl + b2) + bg min {1’ %} )\—1/2

2.4 Zgled: problem rojstnih dni

Klasi¢ni problem rojstnih dni se glasi takole: koliksna je verjetnost, da imata vsaj dva
od danih n ljudi rojstni dan na isti dan. Ta problem ni tezak, saj se da brez tezav napisati
eksplicitna formula za verjetnost tega dogodka. Ce nekoliko posplosimo, dobimo, da za
poljubne neodvisne slucajne spremenljivke Y7, ...Y,, ki so enakomerno porazdeljene na
mnozici z d elementi, velja:

n—1 .
P[Y;,...Y,, so vse razlitne] = H (1 - 2) (2.4.1)
i=1

Tezava nastopi, ¢e problem posplosimo. Slu¢ajne spremenljivke Y7,...Y,, npr. lahko
niso ve¢ nujno enakomerno porazdeljene. Vprasamo se lahko tudi, kako je porazdeljeno
stevilo parov (i, j), za katere je Y; =Y. Lahko tudi ne gledamo vseh moznih parov (i, j),
ampak le vnaprej predpisane. Tovrstna posplositev je obdelana v [6] na straneh 104-
108, in sicer s pomocjo sklapljanja. Izsledki prejsnjega razdelka pa so bolj uporabni za
drugacno posplositev: zanimala nas bo porazdelitev Stevila podmnozic o moci k, za katere
velja, da imajo vse sluc¢ajne spremenljivke Y;, kjer je i € a, isto vrednost (za vrednosti
Y;, kjer je i ¢ a, pa se ne menimo: ¢e so vse slucajne spremenljivke Y; enake, je torej
takih mnozic (Z)) Zanimalo nas bo torej, na koliko na¢inov je mogoce izbrati k ljudi,
ki vsi praznujejo rojstni dan na isti dan. Stevilo teh nacinov oznacimo z X. To je zdaj
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slucajna spremenljivka. Njeno porazdelitev bomo aproksimirali s Poissonovo in ocenili
napako. Zgled povzemamo iz ¢lanka [1].
Najprej X zapisimo kot vsoto Bernoullijevih sluc¢ajnih spremenljivk. Indeksna mnozica
naj bo:
Z:={ac{l,...n}|carda =k}

Za vsak a € 7 naj bo X, indikator dogodka, da so vse sluc¢ajne spremenljivke Y;, kjer je
1 € a, enake. To je torej indikator dogodka, da vsi ljudje iz « praznujejo rojstni dan na isti
dan. Potem je ocitno X =3 _; X,. Slucajne spremenljivke X, so seveda odvisne. Pac
pa je, povrsno povedano, slucajna spremenljivka X, neodvisna od vsega, kar se dogaja
izven a. Ce torej postavimo:

B, ={feZ|anp#0}
je X, neodvisna od o(Xg | 5 ¢ B,), zato je b3 = 0. Ocitno je:

Pa = E(X,) = d=*

A= B(X) = (Z) gk (2.4.2)

Porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X bomo torej aproksimirali s Po(\). Preden se lotimo
dela, pa si oglejmo Se primer, ki bo ilustriral, kako natancna je Poissonova aproksimacija.
Naj bo d = 365 in k = 2. Zanima nas verjetnost dogodka, da so vsi rojstni dnevi razli¢ni,
torej P[X = 0]. Ogledali si bomo primer, ko je ta verjetnost blizu polovici. Iz formule
(2.4.1) dobimo:

] .5243

0
0] = 0.4927
~ e, kjer je A = n(n —1)/730. Dobimo:

n=22: P[X

0
n=23: P[X 0

—

Poissonova aproksimacija pa nam da P[X =0

n=22: P[X=0]
n=23: P[X=0]

Do razlike torej pride na drugi decimalki. V ¢lanku [1] je omenjeno le, da je v primeru,
ko je n = 23, parameter A enak In2 na Stiri decimalke natan¢no. To je sicer res, vendar
pa je tudi zavajajoce, saj se natancna verjetnost od ene polovice razlikuje za bistveno vec
kot 0.001. Poissonova aproksimacija torej le ni tako natan¢na, kot namiguje [1].
Ocenimo zdaj napako za splosni primer. Drzimo se oznak iz leme 2.3.1. Najprej je:

=Y paps = card(Z) card(B,) = (Z) <<Z) - <” f k)) 2% (2.4.3)

a€Z BEBq

0.5311
0.5000

QN

Za izracun konstante by moramo izracunati se E(X,X3). Dovolj se je omejiti na primer,
ko je anN @ # (. V tem primeru je to verjetnost dogodka, da imajo vsi ljudje iz a U 8
rojstni dan na isti dan. Naj ima o N 3 j elementov. Tedaj je E(X,X3) = d'~%%J. Vseh
mnozic § € Z, za katere je card(a N 3) = j, pa je (';) (Z:f) Sledi:

=Y Y E(X.Xs)= (Z) i (];) (Z :j) d\ =2+ (2.4.4)

a€l BeBa\{a} Jj=1
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Zdaj, ko smo izracunali vse potrebne konstante, lahko po izreku 2.3.3 Ze ocenimo napako.
Vendar pa nam zapletena formula za by, ne pokaze prav nazorno, kako velika je napaka.
Zato si oglejmo, kako se zadeva obnasa, ko je n velik, A pa ne tako velik. Stevilo n bomo
torej poslali proti neskoncno, medtem ko bo A ostal priblizno isti. Ra¢un bomo naredili
posebej za k = 2 in k > 2, saj se izkaze, da je sta pri kK = 2 parametra b, in b, istega
velikostnega reda glede na n, pri k > 2 pa je parameter b; zanemarljiv v primerjavi z bs.
Za k = 2 sta formuli Se precej enostavni in bomo naredili eksaktno oceno. Za k > 2 pa si
bomo ogledali le asimptoti¢no oceno, ki bo veljala za velike n.
Pri k = 2 iz formul (2.4.2), (2.4.3) in (2.4.4) dobimo:

_n(n—1)
=0
b — nn—=1) (nn—-1) (n—2)(n—3) P An — 6 32
T 2 2 T nn—1)
_n(n—1) a2 4dn-8
A Crp N s v
Iz izreka 2.3.3 potem dobimo:
dry (LX), Po(n) < =M1 - ey —0(1) (2.4.5)

“nn-1)

Omenili smo Ze, da je problem rojstnih dni za k& = 2 obdelan tudi v [6]. Za primerjavo
povejmo, da iz izreka 5.G(ii) na strani 105 sledi:
dn — 6

drv (L(X),Po())) < mm —e™) (2.4.6)

To je kar dvakrat boljsa ocena kot (2.4.5). Vendar pa bomo na koncu razdelka oceno
(2.4.5) izboljsali.
Ocenimo napako Se za k > 2. Najprej je:

= ()-GO~ ()"

Znak =~ tu pomeni priblizno enako za velike n. Natanc¢neje, zapis a(n) ~ b(n) pomeni, da
a(n)

je lim,, ) = 1. Ocenimo zdaj konstanti by in by. Velja:

(n)_(n—k) nn—1)..n—k+1)—n—k)n—k—1)...(n— 2k +1)

k k)T ! ~

P
3
=T
|
~.
_|_
N
~.
I
=
[ ] =
=
S
T

Sledi:
D= () ki
) T (k=D 0

O(n™)
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Za konstanto by pa dobimo:

1—2k+j
k1 ik n
n E\ (n—Fk A R
= ( ) () ( ) <T> ~ Y Ok, j, \nfnf=In" 710 =
PE=AVZAESVANG 2
k-1 . 1 1
= C(]{?,j, )\>an %C(l{i,/{}— 1’>\)n_ﬁ :O<n—m)
j=1
Faktor pred n~ 77 pa je enak:
k‘ 1-2 c—1 1 )
C(k,k—1,)) = E(k!/\) = (k)T AFT

Dobimo:
by = k(K!)FIAFTy~ T

Ker je k > 2, je konstanta b; zanemarljiva v primerjavi z by, ko je n velik. Dobimo torej:

k—2 11— 6_>‘

drv (L(X),Po(N)) ~ k(k!)_m)\%n_m SR
< k(K Fin w0 min{)\ﬁ’)\%}

Ce povzamemo: ko gre n proti neskonéno, A pa je priblizno fiksen (nujna odstopanja
zaradi celostevilskosti gredo proti 0), porazdelitev Stevila skupin s skupnimi rojstnimi
dnevi konvergira proti Po()), hitrost konvergence pa je reda no,

Ceprav smo se ves ¢as ukvarjali le s primerom, ko so rojstni dnevi enakomerno po-
razdeljeni, se da na ta nacin napako oceniti tudi v primeru, ko se porazdelitev nekoliko
razlikuje od enakomerne. Zar = 1,...d naj bo 7, := P[Y; = r] za vse i. Vsak posameznik
naj ima torej z verjetnostjo p, rojstni dan na dan r. Ce je porazdelitev enakomerna, je
seveda m, = é za vse r. Oznacimo:

vi=d

Tedaj je v > 1 in porazdelitev je enakomerna natanko tedaj, ko je v = 1. Ce ~ ni prevelik,
lahko z zgornjim postopkom sSe vedno dobimo kar dobre ocene napake, saj se parametri p,,
pomnozijo z najve¢ ¥, parametri p,s pa z najve¢ y?*~1. Parameter b; se torej pomnozi
z najve¢ v2¥, parameter b, pa z najve¢ 72*~1. Celotna ocena v metriki totalne variacije
se nam torej pomnozi z najveé v Ce je k > 2, pa se nam asimptoti¢na ocena, ko gre n
proti neskonéno, pomnozi z najvec v2*~1. Tako je ta metoda dobra tudi v primeru, ¢e pri
dnevih v letu upostevamo Se prestopna leta. V tem primeru je v = 366/365.25 = 1.002.

Omenili smo Ze, da je ocena napake pri & = 2 v [6] kar dvakrat boljsa. Toda v
primeru, ko so rojstni dnevi enakomerno porazdeljeni, se da okolica odvisnosti Se nekoliko
zmanjsati. Ce namre¢ izberemo element i € «, je slucajna spremenljivka X, neodvisna
tudi od Y;, torej od rojstnega dne fiksiranega posameznika i. Ce izberemo npr. i :=
min(«), lahko predpisemo:

Bo = {f | (a\{min(a)}) N3 # 0}



2.4. ZGLED: PROBLEM ROJSTNIH DNI 34

Vendar pa se izkaze, da je ta izboljsava bistvena le pri £ = 2 ali majhnem n. Pri £ > 2 in
velikem n je namre¢ parameter by zanemarljiv, pri parametru by pa bistven delez prispevajo
le tisti parametri p,g, pri katerih ima presek a N 3 k — 1 elementov. Cejek >2, v
tem primeru [ avtomaticno pripada tudi novi okolici B, torej se bistveni parametri ne
spremenijo.

Pri £ = 2 pa se nam ocena napake precej popravi. Nova okolica B, ima le n — 1

elementov, torej je:
2n — 2
by = <Z> (n—1)d2="22"%y

n?—n
_(n vz 2n—4,
by = (2)(71 2)d™* = = —n)\
Iz izreka 2.3.3 potem sledi:
dry (L(X), Po(N) < 270 31— e (2.4.7)
’ “n(n—1)

kar je natanko ocena (2.4.6), ki sledi iz izreka 5.G(ii) v [6]. Metoda lokalne neodvisnosti
nam je torej dala natancno isto oceno kot sklapljanje. Krajsi racun pa pokaze tudi, da
se ocena napake (2.4.5), ki se da brez tezav posplositi na neenakomerno porazdelitev
rojstnih dni, popolnoma ujema z oceno iz izreka 5.G(i) v [6], ki prav tako ocenjuje napako
v primeru, ko porazdelitev rojstnih dni ni nujno enakomerna.

Videli smo, da je pri kK = 2 ocena napake v primeru enakomerne porazdelitve priblizno
dvakrat boljsa od ocene v sploSnem primeru. Toda manjse okolice B, lahko gledamo tudi
v primeru, ko rojstni dnevi niso enakomerno porazdeljeni, le da parameter b3 potem ni vec
enak ni¢. Toda ¢e je porazdelitev rojstnih dni dovolj blizu enakomerni (npr. pri dnevih
v letu, kjer upostevamo tudi prestopna leta), se da parameter b3 dovolj dobro oceniti in
tako Se vedno dobimo oceno, ki je blizu oceni (2.4.7). Tovrstne izboljsave so mozne tudi
pri sklapljanju (glej izrek 5.H v [6]).



3.

Normalna aproksimacija

3.1 DMotivacija

Naj bodo Xy, ... X, neodvisne in enako porazdeljene sluc¢ajne spremenljivke s kon¢nim
tretjim momentom. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je E(X;) = 0 in
var(X;) = 1. Oznacimo Se o := E(|X]) in 3 := E(|X]?). Iz Jensenove neenakosti dobimo:

YE<B((XH)Y?) = (3.1.1)

o <E(|X]?) = var(X) =1 = (E(|X|*))
torej je a <1 < 3.
Iz centralnega limitnega izreka vemo, da porazdelitev slucajne spremenljivke:

1
X = (X1+4+...+X,)

NLD
sibko konvergira proti standardni normalni porazdelitvi, ko gre n proti neskon¢no. Nas cilj
pa je ne le pokazati Sibko konvergenco, temve¢ tudi oceniti napako. Le-to bomo najprej
ocenili v Wasserteinovi metriki (glej dodatek A, stran 76). Oceno povzemamo iz [3].

Zaceli bomo natanko tako kot pri Poissonovi aproksimaciji. Izberimo torej neodvisne
slucajne spremenljivke K in Yj,...Y,, takole: slucajna spremenljivka K naj bo porazde-
ljena enakomerno na {1,...n} in za vsak k naj bo Y}, porazdeljena tako kot X. Slucajne
spremenljivke K, Y7,...Y, naj bodo neodvisne in tudi neodvisne od Xi,...X,. Defini-
rajmo Dy := n~Y2(Y;, — X}) in naj bo X’ := X + Dg. Tako slucajna spremenljivka X’
ni prevec razlicna od X, ¢e je le n dovolj velik. Podobno kot pri Poissonovi aproksimaciji
lahko tudi tu preverimo, da je X’ enako porazdeljena kot X (glej (2.1.1)).

Naj bo g: R — R dvakrat zvezno odvedljiva funkcija in za ¢ = 1,2, 3 naj bo:

g () — gV (y)
T -y

M;(g) := sup
TFY

<

Opomba. Koli¢ine M; lahko izrazimo tudi kot supremume odvodov, saj velja nasled-
nja trditev.

Trditev 3.1.1. Naj bo funkcija f: R — IR absolutno zvezna in integral svojega
odvoda. Tedaj velja:
flx) = fy)

r—y

' — esssup|f'()

35
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Opomba. Pogoj trditve je avtomaticno izpolnjen, e je leva stran kon¢na. Ni pa nujno
izpolnjen, Ce je kon¢na le desna stran: odvod funkcije je lahko povsod tam, kjer obstaja,
enak 0, funkcija f pa ni konstantna.

f(x)—f(w)

DOKAZ TRDITVE. Oznacimo a := sup,_, ‘ prary

in b := sup,|f'(x)|. Najprej velja:

@) - f(y)] < / “IFO)dt < bl —y]

od koder sledi a < b. Pokazimo zdaj Se nasprotno neenakost. Dovolj je pokazati za b > 0.
Naj bo 0 < ¢ < min{l,b}. Obstaja taka merljiva mnozica A C R, da je m(A) > 0,
f odvedljiva v vseh tockah iz A in |f'(z)] > b — € za vsak © € A (z m smo oznacili
Lebesguovo mero). Mnozica A je unija dveh mnozic, A, in A_, pri ¢emer za vsak x € A,
velja f'(z) > b—einzavsak x € A_ velja f'(z) < —b+e. Vsaj ena od njiju ima pozitivno
mero in brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je to A, . Ker je Lebesguova mera
zunanje regularna, obstaja taka odprta mnozica U C R, da je A C U in:

m(A)
(1-¢)

m(U) <

Mnozica U je disjunktna unija najvec stevne unije odprtih intervalov Uy. Trdimo: obstaja
tak A, da je m(Uy N Ay) > (1 —e)m(U,). Ce namre¢ ne bi bilo tako, bi veljalo:

m(A Zm (UyNnA)<(1-—¢ Zm Uy) = (1 —-e)m(U)

kar ni res. Naj bo torej m(UyxNAy) > (1 —e)m(U,). Toda mnozica U, je odprt interval,
torej Uy = (x,y). Sledi:

/ f(t)dt = / f'(t)dt +/ f(t) dt >
UaxnA4 Ux\A4
—e)(l—e)ly—z) —be(y — )
Dokazali smo:
1@~ 1)
> Ty
Ko posljemo ¢ proti 0, dobimo, da je tudi a > b. [ |

>((b—¢e)(l—¢e)—be

Opomba. V resnici bomo pri nadaljnjem dokazovanju potrebovali le lazji del trditve,
t. j. a <b.

Vrnimo se zdajvk nasi funkciji g. Ker je M; < oo, je g Lipschitzova funkcija, torej
obstaja E(g(X)). Se vec, velja:

E(9(X)) = E(9(X") = E(9(X + Dx))



3.1. MOTIVACIJA 37

Izraz na desni bomo funkcijo g razvili v Taylorjevo vrsto. Za ostanek bomo uporabili
integralski obrazec. Velja torej:

gz +h) =g(x) + hg'(x) + /0 (h—=1t)¢"(x+t)dt =

= g(x) + hy'(z) + 3h*g"(x) + /0 (h = t)(g"(x +1) — g"(x)) dt

Sledi:

l9(z + h) — g(z) — hy'(x) — $h%g"( / [(h=t)(g"(x+1t) — ¢"(x))| dt <
< Ms(g) [, [t(h—1)| dt = EM;(h)|hf?
Ce zdaj vstavimo z := X in h := Dy, dobimo:

|E (Dig'(X) + 3Dieg"(X)) | =

B (o(X + D)~ (X) — D/ () ~ DR (V)] < My (o) B(D]?) =
= g0 PMy(9)E (Vi — Xk|*) < én‘?’/zMs(g) (Y| +1Xk])?) =
— =920y (g) (B(IYic) + 3B(Yic ) E(1Xkc)) + E(Vic JE (| Xk?) + B(IXkl’) ) =
=n"32Ms(g) (o + 38) < 307 My(9)8

Upostevali smo, da so vse slucajne spremenljivke Xg in Yy porazdeljene enako — tako
kot X; in tudi, da sta slucajni spremenljivki X in Yx neodvisni. Vse to dokazemo s
podobno tehniko kot v verigi enakosti (2.1.1). Ce torej oznac¢imo:

Ry :=E (Dxg'(X) + 1D%¢"(X))

velja ocena:
|Ra| < n™*2My(g) (a + 56)

Izraz R; bomo zdaj izrazili z X, kar se morda ne bo dalo izraziti, pa bomo ocenili. Najprej
velja:

B(Dig/ (X)) = —= (B(Yig/ (X)) ~ B(Xxg/ (X)) =

Nadalje je:

B (1D%d"(X)) = 5 (BORIB("(X)) ~ 2B(Vi)B(Xxg"(X)) + B(X3g"(X)) ) =
1
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V ¢lenu na skrajni desni slu¢ajna spremenljivka X seveda ni neodvisna od X, je pa
neodvisna od X + D = X7+ ...+ X1+ Y + Xk + ... X, (eksaktno to dokazemo
z verigo enakosti, podobno verigi (2.1.1)). Zato je:

E(Xkg"(X + Dx)) = E(XE)E(¢"(X + Dx)) = E(g"(X + Dx)) = E(¢"(X))

Ce torej oznacimo:
1
Ry = %E(X?((g”(X + Dk) — ¢"(X)))

velja:

B (1Dk"(X)) + Ro = 5 (B(g"(X)) + B("(X))) = - B(5"(X))

Sledi: )
Ry + Ry = JB(g"(X) - Xg'(X))

Ocenimo $e izraz Ry. 1z |¢"(X + Dg) — ¢"(X)| < M3(g)|Dk| sledi:
1 1

|Ry| < %MS(Q)E(X?HDKD < WM3(9)E(X?<(|YK| + |XK|)) <
1 1
< 557 Ma(9) (BB Yicl) + E(IXk[) < 575 Malg) o+ )
Sledi:
Ry + Ry| < n=%2Ms(g) (3o + 2)
oziroma:
[B(o"(X) = Xg'(X))] < n~2Ms(g) (B + §6) < fn/2My(g)5 (3.12)

Opomba. V rokopisu [3] je zaradi majhnega spodrsljaja navedena nekoliko slabsa
ocena, kot je v (3.1.2): namesto konstante % stoji .

Izraz pod absolutno vrednostjo na levi je enak E((Gg)(X)), kjer je G generator Orn-
stein—Uhlenbeckovega procesa (glej izrek B.13.1), ki ima v resnici za ravnovesno porazde-
litev normalno porazdelitev (glej stran 138). Resiti je torej treba Steinovo enacbo:

Gg=1f-— /fd% (3.1.3)

kjer je 71 = N(0, 1) standardna normalna porazdelitev, pa bomo imeli oceno:

< n2Ms(g) (5o + 35)

‘E(f(X)) - [ s

Steinovo enacbo bi lahko resili tako kot v izreku 1.0.1. To bomo storili pri vecrazsezni
normalni aproksimaciji, tu pa bomo izrek 1.0.1 obsli in raje ravnali podobno kot pri
Poissonovi aproksimaciji. Izraz Gg je namre¢ odvisen le od odvoda ¢'. Iz ocene (3.1.2)
zdaj dobimo, da za vsako zvezno odvedljivo funkcijo h velja:

[E(R(X) = Xh(X))| <n72My(h) (5o + §6) < §n72My(h)3 (3.1.4)
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Resiti je torej treba prirejeno Steinovo enacho:
h'(z) —xh(z) = f(x) — /fd% (3.1.5)

in oceniti Ms(h), pa bomo imeli oceno za E(f(X)) — [ fdy. Ce bomo znali globalno
oceniti My(h), ko f pretece dolocen razred testnih funkcij, bomo dobili oceno v primerni
metriki (glej dodatek A). V naslednjem razdelku bomo izpeljali oceno v Wassersteinovi
metriki. Le-ta nam bo potem dala tudi sibko konvergenco.

Bistvena prednost Chen—Steinove metode je, da deluje tudi za odvisne slucajne spre-
menljivke. Pri njih je glavni prijem transformacija porazdelitve: porazdelitvi p priredimo
porazdelitev p*. V ¢lanku [12] je opisana transformacija, ki vsaki porazdelitvi p na [0, 00),
za katero je A := [z p(dz) < oo, priredi tako porazdelitev p* (size-biased distribution),
da za vsako merljivo funkcijo h, za katero spodnja izraza obstajata, velja:

/xh(x),u(dx) = A/hdu*

Ce ima torej W porazdelitev u in W* porazdelitev u*, velja:
E(Wh(W)) = AE(h(W*)) (3.1.6)

Ce torej zelimo aproksimirati porazdelitev dane slu¢ajne spremenljivke X, najprej poisce-
mo sluc¢ajno spremenljivko X*, ki ima tako transformirano porazdelitev, in sicer na istem
verjetnostnem prostoru. Nato lahko zapiSemo:

E(N(X)— (X = Mh(X)) =E(W (X)) = \E(h(X*) — h(X))

Namesto faktorja X nastopa faktor X — A, to pa zato, ker slucajna spremenljivka X ni
centrirana. V drugem ¢lenu zdaj funkcijo h razvijemo v Taylorjevo vrsto. Ce se X in X*
ne razlikujeta prevec, lahko vse skupaj dobro ocenimo.

V ¢lanku [12] je navedenih kar nekaj primerov uporabe. Tako se da podobno kot pri
Poissonovi aproksimaciji tudi tu gledati lokalno odvisnost, ki naravno nastopa v sluc¢ajnih
grafih.

Pomanjkljivost slednje metode pa je, da lepo deluje le za nenegativne slucajne spre-
menljivke ali kve¢jemu za slucajne spremenljivke, ki so negativne le z zelo majhno verjet-
nostjo. Izrazito neneravna pa je uporaba te metode pri simetri¢nih porazdelitvah. Pri teh
pa je primernejsa druga metoda (zero-bias transformation), ki je opisana v ¢lanku [11].
Pri tej transformaciji namesto (3.1.6) velja:

E(Wh(W)) = o*E(h'(W")) (3.1.7)

kjer ima slu¢ajna spremenljivka W matematiéno upanje 0 in varianco o. V ¢lanku [11] je
naveden tudi primer uporabe v statistiki.

Na sploh je konstrukcija slucajne spremenljivke X* na prvi ali drugi na¢in mocno
odvisna od problema, ki ga resujemo. Primer druge konstrukcije (zero-biased transfor-
mation) za neodvisne slu¢ajne spremenljivke bomo navedli pri dokazu Berry—Esseenovega
izreka.
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3.2 Ocenjevanje v Wassersteinovi metriki

Recimo, da smo za dano slucajno spremenljivko X dobili oceno oblike:
|E(R(X) = Xh(X))| < co Mo(h) + c1 My(h) + o Ma(h)

kjer je:
Mq(h) := supl|h(z)]

Ce je npr. X normirana vsota neodvisnih in enako porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk,
iz formule (3.1.4) sledi, da lahko postavimo ¢y = ¢; = 1 in ¢ = n="?(2a + 323). Nas
cilj je oceniti Wassersteinovo razdaljo med porazdelitvijo slucajne spremenljlvke X in
standardno normalno porazdelitvijo. Za vsako Lipschitzovo funkcijo f s konstanto 1
moramo torej resiti Steinovo enacbo (3.1.5):

W () — oh(z /fd% (3.2.1)
in oceniti My(h), My(h) in My(h), npr. z My, M; in M. Tako bomo dobili oceno:
dw (E(X), N(O, 1)) < C(]M(] + 01M1 + CQMQ

Lotimo se zdaj enacbe (3.2.1). To je nehomogena linearna diferencialna enacba prvega
reda. Ce oznacimo ¢ := f — [ f~, ima ta enacba naslednjo splosno resitev:

h(z) = e2™ < / ’ e 2% (1) dt+0> (3.2.2)

—00

Izmed konstant C' je le ena taka, da je funkcija h omejena. Ce sta namre¢ hy in ho
resitvi, ki propadata konstantama C in Cs, velja hy — hy = 37", Ta funkcija pa seveda
ni omejena in prav tako so neomejeni tudi vsi njeni odvodi. Dokazali pa bomo, da so
pri C' = 0 vse kolicine My(h), M;i(h) in Ms(h) omejene. Ocenili jih bomo tako, da bomo
funkcijo h izrazili z odvodom funkcije f, ki skoraj povsod obstaja, saj je f Lipschitzova.
Se ve¢, f je integral svojega odvoda.

Idejo ocene povzemamo po [24]. Naj bo torej:

h(z) = e2” /_ ' e 2 (1) dt (3.2.3)

Oznacimo:

Najprej velja:

%ﬂ( /f Je 3 dzdy - //f €2ydzdy)
(/oo ) 6deydz—/ f(Z)/Z €2ydydz):

(3.2.4)
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Sledi:

h(z) =

S
- / (/ (= )dz—/toof’(z)(l—é[)(z)) dz) e dt =
( / ‘thdtdz—/_;f’(z)(l—q)(z)) /_;e_%thtdz—
[ ron-aon [ vas)-
— VEmedr ( | reee @ - o) -
- /:O F(2)(1— (=)@ (x) dz) _
— —\Vomes® ( /f 2)dz + ®(x /f 1—())d>

(3.2.5)

/_x F(2)(1— (=)@ (2) d= —

Ker je f Lipschitzova s konstanto 1, je |f/(z)| < 1. Sledi:

h(z)] < Var e’ ((1 () / B(2) d> + B(x) /:0(1 _ (I)(z))dz)

— o0

T

Izraz na desni pa ni ni¢ drugega kot funkcija h(z), ¢e vstavimo f(z) = —z. V tem primeru
pa po formuli (3.2.3) dobimo h(x) = 1. Za vsako Lipschitzovo funkcijo f s konstanto 1 je
torej:

My(h) = sup|h(z)] <1

z€R

in ta ocena je najboljsa mozna.
Funkcija h je seveda klasi¢na resitev enacbe (3.1.5), torej je zvezno odvedljiva in velja:

h'(z) = p(z) + zh(x) (3.2.6)

Med drugim to tudi pomeni, da so izpolnjeni pogoji trditve 3.1.1, torej velja M;(h) =
sup, |1/ (z)|. 1z formul (3.2.4), (3.2.5) in (3.2.6) dobimo:

h'(x)z(l—\/%xe% / f'(2) ®(2)dz —
— (1 +V2r 2z e B(z) /x () (1—@(2))d=

Nedoloceni integral funkcije ® se da eksplicitno izracunati. 7Z integracijo per partes do-
bimo:

(3.2.7)

1 1,2 1 1,2
Q(r)de =2®(x) - —= [ ze 2" dr = 2P(x) + —=e 2" +C
Jo@dr=ro@) - —— (@) + =
Sledi: N .
O(2) dz = 20(z) + ——e 7 dx 3.2.8
| o) = av@) + (3:2:8)
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Seveda se da integrirati tudi 1 — ®(z) = ®(—z). Iz zgornje formule izpeljemo:

/ T(1-a(2)) de = / Co(ade—- [ ;OO o2)dz = [ OO =

1 1,2 1
—e 2" = —2(1-®(z)) + —e 2"
= (1 - @)

= —z®(—x) + NoT:

Iz formule (3.2.7) zdaj dobimo:

W (z) = 2eé2</oo /f 2)dz —
—/ dz/f )(1—@ ))d)

Sledi:
P (z)| < 2x/27re%x2/ (2)dz / (1—®(2)) dz =: F(x) (3.2.10)
Zgornja ocena je dosezena pri f(z) = |z — z|, torej je maksimum funkcije F' najboljsa

mozna ocena za supy, Mi(h), kjer je h definirana po formuli (3.2.3), ko f pretece vse
Lipschitzove funkcije s konstanto 1. Velja:

F(—z) = 2v2m 3% /_x D(2)dz - /_00(1 — B(2)) dz =

— o0 x
xT

PN /:O B(—2) dz - / (1-®(-2)) d= = F(x)

— 00

torej je funkcija F' soda, zato je F'(x) dovolj oceniti za = > 0. Za tak = pa velja:

/ D(2)dz =1+ [ P(2)dz < 4=

) [e%e] t
\/27T6%x2/ (1—<I> / / dtdz:/ e_%(tz_xz)/ dzdt =
= / (t—z)e” 3(t=a) o) gy — / 572878 g
x 0

F(r) < (1+ zx)/ se72 7 g
0

Za vsak x > 0 torej velja:

Slednji integral pa lahko ocenimo na dva nacina. Po eni strani velja:

> 1.2 > 1.2
/ se 29 7% ds < / se 2 ds=1
0 0

Za 0 < x <1 torej velja F(x) <1+ 2z < 3. Po drugi strani pa velja tudi:

o 1.0 o0 1
/ se 2% T ds < / se *Tds = —
2

0 0 z
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Za x > 1 potem velja F(x) < 1+ 2z 272 < 3. Dokazali smo, da za vsak x > 0 in zaradi
sodosti potem tudi za vsak realen x velja F'(x) < 3. Brz ko je torej f Lipschitzova funkcija
s konstanto 1 in je funkcija h definirana po formuli (3.2.3), potem velja:

M(h) <3
Ocenimo zdaj $e My (h). Iz formule (3.2.6) sledi, da je &’ na vsakem omejenem intervalu
Lipschitzova, torej skoraj povsod odvedljiva in integral svojega odvoda. Natancneje, b’ je
odvedljiva natanko tam, kjer je odvedljiva ¢, in tam velja:

W'(w) = ¢'(2) + h(z) + @l (2) = () + zp(x) + (1 + 2%)h(z)

Iz formul (3.2.4) in (3.2.5) sledi:

h'(z) = ¢'(x) + (x —V2r(1 + 2?)ez”’ (1- @(x))) /1‘ f'(z)®(2)dz —
. —oo (3.2.11)
(e vEa i ew) [0 - e

Lema 3.2.1. Za vsak x € R velja:

— x4+ V2r(1 + 2%)er™ (1 - d(x)) > 0
z+V2r(1 4 2%)er” ®(z) > 0

DokAz. Dovolj je dokazati le prvo neenachbo, saj drugo dobimo iz nje tako, da x
zamenjamo z —x. Prva neenacba oc¢itno drzi za x < 0, torej smemo privzeti, da je x > 0.
V tem primeru pa je prva neenacba ekvivalentna neenacbi:

1.2 & 1,2
52 e 2 < e 2V dt
x X

Odvajajmo izraz na levi. Po krajSem racunu dobimo:

( X _%xz)/:_(1+x2)2—2€_%x2

1+a2° (14 22)?

Ce zdaj neenacbo:
(1+t2)2—2 142
i+ee

1t2

<ez

integriramo od x do neskonc¢no, dobimo natanko to, kar smo iskali. [ |

Iz dejstva, da je f Lipschitzova s konstanto 1, prejsnje leme ter formul (3.2.8) in (3.2.9)
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zdaj iz formule (3.2.11) sledi:

R'(z) <1+ (—:)3 +V21(1 + 2%)er® (1- <I>(:v))> /x D(z)dz +

— 00

+ (x +V2r(1 + :L'Q)e%xQCI)(x)) /:O (1—®(2))dz =
=1+ (—o+ Var(L+ 2%)et” (1- 0(x)) ) (v 0(2) +

+ (ZL’ +V2r(1+ 1'2)6%902(1)(1')) (—:)3(1 —®(z)) + e‘%mz) =

=2

Dokazali smo torej oceno:
My(h) = esssup|h”(z)| < 2
z€R

Seveda tudi tu nastane vprasanje, ali je ta ocena najboljsa mozna. V formuli (3.2.11)
je maksimum absolutne vrednosti izraza na desni brez ¢'(x) dosezen, ¢e je odvod ¢’ = f’
konstanta 1 ali —1. Toda v tem primeru se ta del izraza unici s ¢'(z). Ce je torej ¢ = —1,
je drugi del izraza enak 1, kar se unici s ¢'(x) = —1. Toda funkcijo ¢’ lahko tudi malo
popravimo. Izberimo a € R in n € IN. Obstaja taka funkcija ¢, da je [ ¢, dy; =0 in da

velja:
, B 1 |lx —a| < %
#n(t) = { —1 sicer

Naj bo f,, = ¢, in naj bodo h,, funkcije, izvedene iz f,, po formuli (3.2.3). Tedaj iz formule
(3.2.11) in izreka o dominirani konvergenci sledi:
lim A (a) =2
Za vsak ¢ > 0 torej obstaja tak n € IN, da je h!(a) > 2 — ¢/2. Toda drugi del izraza
na desni v formuli (3.2.11) je zvezna funkcija, prvi del (namreé¢ ¢ (x)) pa je na intervalu
(a — %,a + %) konstanten. Zato obstaja tudi tak 6 > 0, da za vsak x, za katerega je
|z —al < 6, velja |h!(x)] > 2 —e. To pa pomeni, da je My(h) = esssup,|h(z)] > 2 —¢.
Konstanta 2 je torej v resnici najboljsa zgornja meja.
Zgornje rezultate lahko povzamemo v naslednjo trditev.

Trditev 3.2.2. Ce je f Lipschitzova funkcija s konstanto 1 in je h resitev Steinove
enacbe (3.1.5), definirana po formuli (3.2.3) (kar je edina omejena resitev te enacbe), je h
odvedljiva, odvod h' je absolutno zvezen in integral svojega odvoda, veljajo pa tudi ocene:

My(h) <1, My(h) <supF(z) <3, My(h)<?2

z€R

kjer je funkcija F' definirana po formuli (3.2.10). Vse te ocene, razen ocene sup, g F'(x) <
3, so tudi najboljse mozne.

Opomba. Zgornje ocene so omenjene tudi v [3]. Tam je napisano, da ni tezko videti,
da je My(h) <2, My(h) < 3in My(h) < 6. Nasi oceni za My(h) in My(h) sta torej boljsi
(celo najboljsi mozni), pa tudi ocena za M;(h) bi se dala Se izboljsati.
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Iz nasih ocen sledi naslednji osnovni izrek enorazrezne normalne aproksimacije po
Chen—Steinovi metodi v Wassersteinovi metriki.

Izrek 3.2.3. Naj bo X slucajna spremenljivka in naj za vsako odvedljivo funkcijo
h: R — R, katere odvod je Lipschitzova funkcija, velja:

‘E(h,( ) Xh )‘ < COMO(h) + ClMl(h) + CQMQ(h)

Tedaj velja:
dw (L£(X),N(0,1)) < co + 3c1 + 269

Posledica 3.2.4. Naj bodo Xi,...X, neodvisne slucajne spremenljivke. Naj bo
E(X};) = 0, var(Xy) = 1, E(|Xi|) = « in E(|X,|?) = 8. Naj bo X = n"V237_| X;.
Tedaj velja:

dw (L(X),N(0,1)) < % - 13_4%

Opomba. Iz zgornje posledice sledi tudi centralni limitni izrek, a seveda le za primer,
ko imajo sluc¢ajne spremenljivke koncen tretji moment. Bistvena prednost posledice 3.2.4
pa je seveda ocena napake.

3.3 Berry—Esseenov izrek

V prejsnjem razdelku smo porazdelitev normalizirane vsote neodvisnih in enako po-
razdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk aproksimirali standardno normalno porazdelitvijo. Na-
pako smo ocenili v Wassersteinovi metriki. V tem razdelku pa bomo dokazali Berry—
Esseenov izrek, ki nam napako oceni v metriki Kolmogorova (glej dodatek A, stran 75).

Izrek 3.3.1 (Berry, Esseen). Naj bodo X, ... X, neodvisne in enako porazdeljene
slucajne spremenljivke. Naj bo E(X},) = 0 in var(X},) = 1. Naj bo tudi 3 := E(|X;|?) <
00. Oznacimo X :=n"Y23"" | X;. Tedaj velja:

dk (£(X),N(0,1)) —sup‘PX<x ()| <

Tu je (x) = \/%—W ffoo e~2 dt, C pa je univerzalna konstanta, za katero je znano, da je
= <C<08.

Pri dokazovanju Berry—Esseenovega izreka se zal ne moremo sklicevati na rezultate
prejsnjega razdelka, saj testne funkcije:

1 <z
= . = <z|= -
I- [(—oo,zb t.] fz(:E) I[$ = Z] { 0 > 2

niso Lipschitzove. Se huje pa je, da se ne moremo sklicati niti na rezultate prvega razdelka,
t. j. oceno (3.1.4), saj ima odvod resitve Steinove enacbe (3.1.5), t. j.:

W (z) — zh(z) /fzcm1 = I[z < 2] — 3(2) (3.3.1)
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kjer je:

B(2) = 71 ((—00, 2]) = L%/_ e gt

skok pri x = z. Tudi samo Steinovo enacbo moramo obravnavati nekoliko bolj pazljivo.
Prej jo je bilo dovolj gledati na klasicen nacin, t. j. iskati vse zvezno odvedljive funkcije,
ki resijo enacbo. Tu pa moramo gledati vse funkcije, ki so absolutno zvezne in integral
svojega odvoda ter resijo zgornjo enacbo za skoraj vsak x. Gledano na ta nacin, funkcija
h., podana s formulo (3.2.3):

ho(z) = e2™ / e 2, (t) dt = —e2” / e 2%, (1) dt (3.3.2)

kjer je p, = f, — ®(z), resi Steinovo enacbo (3.3.1). Povsod razen v z je h, neskonéno
gladka in za vsak = # z velja (3.3.1). V tocki z pa ima h’ skok, ki je enak:

liin b (z) — li:Trn h(x) = liin (zh.(z) + ¢.(2)) — li%n (zh.(z) + ¢.(2)) =

(3.3.3)
= zh.(2) — ®(2) — (zh.(2) + 1 — ®(z)) = -1

Torej je Ms(h) = oo, zato res ne moremo uporabiti rezultatov prvega razdelka. Toda
zunaj skoka drugi odvod obstaja in ga je mogoce omejiti, prav tako pa je mogoce omejiti
tudi prvi odvod in seveda samo funkcijo h,.

Lema 3.3.2. Velja:
V2r
(1) 0<h, < 43"
(2) Zax < zvelja0 < hl(x)<1,zaxz>zpa—1<hl(x)<O0.

(3) Zax # z velja |h!(z)] < 1+ |z|.

DokAz. (1): Za x < z velja:
hao(z) = (1 — ®(2))ez® / D g Vor (1 — @(2))e2” o(x) (3.3.4)

za x > z pa velja:
h.(z) = ®(z) e /OO e3t dt = \21d(2) e3* (1 — () (3.3.5)
Ocitno je torej h,(z) > 0 za vsak = € R. Ker je funkcija ® narascajoca, je tudi:
h.(z) < V2mer” ®(z)(1 — (z)) =: F(x)
Ocitno je F(0) = @. Pokazati je torej treba, da funkcija F' doseze svoj maksimum
v tocki 0. To bomo storili tako, da bomo F' razvili v Taylorjevo vrsto. Le-ta ocitno

konvergira za vsak x, saj je ' produkt celih analiticnih funkcij. Dokaz povzemamo iz
[24].
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Najprej bomo z indukcijo pokazali, da za vsak k& > 1 velja:

F®(z) = 2F* V() + (k — 1)F*2)(z) + (%) - (1—29(x)) (3.3.6)

Pri k = 1 v formuli nastopa F'~Y(z), ki naj bo npr. kaka primitivna funkcija funkcije F.
Le-ta tako ali tako ne igra nobene vloge, saj je pomnozena z 0.
Najprej velja:

F'(z) = V2rze3” ®(2) (1 — ®(2)) + 1 — &(z) — ®(2) = 2F(x) + 1 - 20(x)  (3.3.7)

Za k =1 torej formula (3.3.6) velja. Naredimo zdaj indukcijski korak s k na k + 1 tako,
da formulo (3.3.6) odvajamo. Dobimo:

FED(3) = o F*2 () 4 kF*2 () + <%)k (1—20(x))

kar je ravno formula (3.3.6), pri ¢emer je k povecan za 1. Naj bo zdaj F(z) = >~ apz®
razvoj funkcije F' v Taylorjevo vrsto. Iz formule (3.3.6) zdaj sledi:

k! ap = (k’ — 1)'&k 2 + (dci’) i (1 — QCI)(ZL'))

=0
oziroma:

k:ak = Qg_o + ﬁ <%) i (1 — 2@(1’)) (338)

=0

Ce integriramo eksponentno vrsto, dobimo:

1- 220 \fz 2’“17’—1) (2r — 1)

Ce je k lih, iz formule (3.3.8) sledi kay = ax_o. Ker po formuli (3.3.7) velja a; F'(0) = 0,
je ar = 0 za vse lihe k. Za sode indekse pa oznac¢imo b, := as,.. Dobimo:

2 (=1
b, = by + 1/ =
: 1+\/;2T—1(7‘—1)!(27‘—1)

Po substituciji ¢, := 27r!b, in mnoZenju z 2"~ *(r — 1)! dobimo:

2 (=1
C—CT1+\/7%

Velja co = by = ag = \/ﬂ Sledi:

V21 = [2 (=1) 2 (1 & (=1)
_T+;\/;2¢—1:\£<Z+;2¢—1)
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Zdaj, ko smo izracunali koeficiente c¢,, lahko zapisemo razvoj funkcije F' v Taylorjevo

vrsto. Velja:
o0 2 r o0 2 r
Cr [T Cr [T
F(x) = — (=) =F(0O)+ — | = 3.3.9
@=3%(3) ~ro+35 (%) (339)
Dokazati moramo, da je (vsaj za majhne x) preostanek vrste negativen. To bomo storili
tako, da bomo koeficiente pobrali po dva in dva in pokazali, da je vsota vsakega para
koeficientov negativna. Najprej opazimo, da so koeficienti ¢, delne vsote alternirajoce
vrste. Sledi:
01§03§...< limCTS...SCQSCO

Ker je 1 — % + é — % +...=1,jelim, ¢ =0. Ce je r sod, je torej ¢, > 0, drugace pa

je ¢, < 0. Nadalje lahko zapisemo:
SR =!
T 21— 1
i=r+1

Naj bo r lih. Tedaj velja:

™ = (1) & (=)
\ﬁ(cr+cr+1):_z2(z’—>1_22(i—>1:

2 . .
i=r+4+1 i=r+2
S 2+1 20-—1 ZTlllz 1

= QZ ! <0
B r—|—2k+1) -1 4(r+2k+2)2-1

Torej je cop < —cop—1 za vsak k € IN. Iz formule (3.3.9) zdaj sledi:
Con 2 2k—1 Con 12 2k
2%—1 2
il <
+Z<2k—1 <2> +(2k:)!<2) )-

0o Coh1 2 2k—1 LE‘2
1
+Z 2k — 1) ( ) ( 4k>

=1

Ce je |z| < 2, je zdaj vsota na desni res negativna. Za |z| < 2 torej velja F(z) < F(0) =
@. Ocenimo zdaj F(x) e za |z| > 2. Najprej za vsak z > 0 velja:

\/27Te%m2(1—<1>(x)):/ e 3(*=7%) gt — / e 3 g <
T 0

*° 1
< / e ds =—
0 x

(3.3.10)

Sledi:
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Ker je funkcija F' soda, potem za vsak z # 0 velja:

1
Flz) < — (3.3.11)
]
Ce je |z| > 2, je potemtakem F(z) < 3 < @. Torej je res:
V2
F(z) < ¥ (3.3.12)

za vsak z € R, od tod pa ze sledi tocka (1).

(2): 1z formul (3.3.4) in (3.3.5) sledi, da je h_,(z) = h.(—x), torej tudi A’ (z) =
—h.(—z). Od tod pa po kratkem premisleku sledi, da je trditev dovolj dokazati le za
z > 0. Iz formule (3.3.4) sledi, da za = < z velja:

W(x) = (1— () (1 + \/2me%w2<1>(a;)) (3.3.13)
Naj bo 2 < 0. Ce v oceni (3.3.10) = zamenjamo z —z, dobimo:
12 1
V2me2® O(x) < - (3.3.14)

Sledi 0 < Al (x) <1 —®(z) < 1. Naj bo zdaj 0 < z < z. Tedaj je oc¢itno h’(z) > 0. Iz
dejstva, da je ® narascajoca funkcija, in ocene (3.3.10) pa sledi Se:

Wo(2) <1—3(2) + V2rze3” d(2) (1 — d(z)) <1—d(2) + 0(2) < 1

Za x > z pa iz formule (3.3.5) dobimo:
W (z) = ®(2) (—1 +Varzes (1 - @(x))) (3.3.15)

Ocitno je h,(z) > —1, iz ocene (3.3.10) pa sledi, da je tudi Al (x) < 0. To pa je vse, kar
je bilo treba dokazati.

(3): Ker je h_.(x) = h,(—x), je vse skupaj dovolj dokazati za primer, ko je x < z. V
tem primeru iz formule (3.3.13) sledi:

2

R(z) = (1—®(2)) (\/%(1 + 2%)er” ®(z) + :E)

Ker je funkcija ® narascajoca, sledi:
()] < (1 —®(z)) ‘\/2#(1 +22)er™ ®(x) + x) =|(1+2*)F(z) +z(1 - ®(2))]

Iz ocen (3.3.11) in (3.3.12) sledi (1 + 22)F(x) < @ + |z|. Naj bo x > 0. V tem primeru
bomo za drugi clen pokazali, da je enak najvec¢ 0.373. To je ocitno res za 0 < x < 0.373.
Za x > 0.373 pa po oceni (3.3.10) velja:

1 1a? L loars

z(l —®(x)) < e 2¥ < ——e 2 < 0.373
(1-0w) < 74 Nora
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Za x > 0 torej velja:
V2T
4

|nz(z)| < +2+0373<1+x

Za x < 0 pa sta izraza (1 + 2?)F(z) in (1 — ®()) nasprotnega predznaka. Ker sta oba

po absolutni vrednosti enaka najve¢ @ + || < 14 |z|, to velja tudi za njuno vsoto.

Torej tudi za x < 0 velja |h)(z)| <1+ |z|. H

Lotimo se zdaj dokazovanja Berry—Esseenovega izreka. Podali bomo Steinov dokaz
iz leta 1970, ki je objavljen v ¢lanku [14]. Naj bodo torej Xi,... X, kot v izreku 3.3.1.
Oznaéimo Yy := n~Y2X;, tako da je X = >_p_, Y. Tudi sluéajne spremenljivke Yy
so neodvisne in enako porazdeljene. Oznac¢imo se X* := Z;i Y.. Najbo h: R —- R
absolutno zvezna funkcija z omejenim odvodom (pravkar dokazana lema nam pove, da so
take tudi funkcije h,). Tedaj velja:

B(XH() = S BMA(S, LY 1 12) =
k=1

= B (VX" +Y,)) = nB(Y, (h(X" +Y,) ~ h(X")))

Pri drugem enacaju smo upostevali simetrijo, pri tretjem pa neodvisnost in dejstvo, da
je E(Y,) = 0. V naslednjem koraku bomo upostevali neodvisnost in matemati¢no upanje
zapisali kot dvojni integral. Naj bo u porazdelitev slucajne spremenljivke X*, v pa
porazdelitev slucajne spremenljivke Y,,. Tedaj velja:

E(Xh(X)) =n //y(h(:c +y) — h(z)) v(dy) p(dr) =

_ _n//y<0/yoyh’(a:+t)dtu(dy)u(d:)s)+
on [ [ [t 0 anmtan i -

_ —n//_:/yth'(x+t>u<dy>dw<dx>+
+n//000/y>_tyh’(x+t) v(dy) dt p(dz)

Definirajmo funkcijo p: R — R po predpisu:

-n yv(dy) t<0
t) = yst
p(t) { nfy>tyl/(dy) t>0
Tedaj velja:

E(Xh(X)) = / /_ T W+ 1) p(t) di pu(da) (3.3.16)

Opomba. Odvod A’ v z sicer ni definiran, vendar je vrednost izraza na desni neodvisna
od tega, kako ga razsirimo na celo realno os. Lahko se npr. dogovorimo, da postane h’ z
desne zvezna.
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Funkcija p je o¢itno povsod nenegativna. Ce v zgornjo enacbo vstavimo f (x) = =,
dobimo ffooo p(t)dt = E(X?) = 1. Funkcija p je torej gostota neke porazdelitve na
IR. Razsirimo zdaj verjetnostni prostor, na katerem so definirane slucajne spremenljivke
X1,...X, tako, da bo na njem definirana Se dodatna sluc¢ajna spremenljivka 7', neodvisna
od X7, ... X, in s porazdelitvijo, ki ima za gostoto funkcijo p. Tedaj lahko enac¢bo (3.3.16)
zapisemo tudi takole:

E(Xh(X)) = E(h’(X* + T))

Opomba. Porazdelitev slucajne spremenljivke X* + 7" je natan¢no porazdelitev slu-
cajne spremenljivke X transformirana na nacin, opisan v ¢lanku [11] kot ‘zero-bias trans-
formation’ (glej formulo (3.1.7)). Tako obstaja moznost, da dobimo rezultat podobnega
tipa, kot je Berry—Esseenov izrek, ne le pri neodvisnih slucajnih spremenljivkah, temvec
tudi pri drugih problemih, pri katerih obstaja primerna slucajna spremenljivka s tako
transformirano porazdelitvijo (glej ¢lanka [14] in [11]).

Vrnimo se zdaj k dokazu Berry—Esseenovega izreka. Po Chen—Steinovi metodi smo
torej dobili:
E(h’(X) — Xh(X)) = E(h’(X* +Y,) - h(X*+ T))

Sledi:
di (L(X),N(0,1)) <supE(RL(X* +Y,) — K, (X" +T)) (3.3.17)

z€R

Funkcija b’ je integral svojega odvoda na vsakem intervalu, ki ne vsebuje z. Na
intervalih, ki vsebujejo z, pa je treba upostevati Se skok v z, ki smo ga izracunali v
formuli (3.3.3). Velja torej:

T+t
h'z(m—l—t)—h'z(m):/ h'(s)ds— Iz <z<z+t]+Ix+t<z<uz (3.3.18)

Lema 3.3.3. Za poljubne z, z int € R velja ocena:
T+t 1 3
/ B (s) ds‘ < ( +2\f+\x|

DokAz. Najprej pokazimo, da je:

T+t
/ h(s)ds

Pri dokazovanju te ocene lahko brez skode za splosnost privzamemo, da je t > 0. Ce je
z & (x,x+t], velja kar fmﬁt h!(s)ds = h.(z+t)—h’(z). Po tocki (2) leme 3.3.2 stevili 1/, (x)
in h),(z+t) bodisi obe pripadata intervalu [—1, 0] bodisi obe pripadata intervalu [0, 1]. Od
tod pa takoj sledi (3.3.19). Ce paje z € (z, 2 +1], je f;“ h(s)ds = h,(z+1t)—h.(z)+1.
Toda v tem primeru Stevilo b’ (z + t) pripada intervalu [—1, 0], stevilo A (x) pa intervalu
[0,1] in ocena (3.3.19) spet velja.

<1 (3.3.19)
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Integral funkcije h” pa lahko ocenimo tudi po tocki (3) leme 3.3.2. Velja:

T+t T+t
/ h!(s)ds / (1+1s]) ds

Naj bo |t| < v/3 — 1. Tedaj velja:
ot 31 3+1
[ e ds‘ <t <1+ ol + Y2 ) — <f2 +Jal

Ce je |t| < v/3 — 1, pa iz ocene (3.3.19) sledi:
s 3+1 3+1
/ W(syds| <1 = (V- Y2 < (\f* —|—|:17|>

2 2
To pa je bilo treba dokazati. [ |

<

|| +]¢|
g/l (14 [s]) ds = [¢](1 + 2] + L[¢])

x|

Prepisimo zdaj formulo (3.3.18) malo drugace:

T+

v
R(x+y)—h(x+1t)= / R'(s)ds—Ix+y<z<z+t|l+Iz+t<z<z+y]=

T+t
z+y T+t
:/ h”(s)ds—/ '(s)ds — Iz —t<x<z—y|Ilt>y]+
+Iz—y<z<z—tIt <y
Iz leme 3.3.3 zdaj sledi:

‘h’z(x+y)—h’z(x+t)‘ < (|y|+\t|)(1+2—*/§+\:c|)+I[z—t§x<z—y][[t>y]+

+Iz—y<z<z—tlIt<y]
(3.3.20)

Opomba. V ¢lanku [14] je kot oc¢itna navedena Se nekoliko boljsa ocena:

W (z+y)—R(z+t)| <(yl+ 1)+ z]) + Tz —t <z <z—y]Ift >yl +

+Iz—y<az<z—tlI]t <y (3.3.21)

Iz formule (3.3.17) in ocene (3.3.20) zdaj sledi:

dic (L(X),N(0,1)) < E((m\ +1T)) (258 + X)) +

Yz -T < X* <z—Yn]I[T>Yn]+I[z—Yn§X<z—T]I[T<Yn]>
(3.3.22)
Najprej zaradi neodvisnosti velja:

B((Yal + T1) (52 + X)) ) = (E(Yal + E(TD) (55 + E(X°)



3.3. BERRY-ESSEENOV IZREK 23

Oznacimo a = E(|X;|). Iz (3.1.1) sledi, da je a < 1 < 8. Velja E(|Y,|) = n"2a. Iz
Jensenove neenakosti pa sledi:

n—1

E(|X"))? < E((X")?) = var(X") =

n

Torej je E(|X*|) < 1. Nadalje je:

E(\T|):n/w|t\p / / yu(dy) dt+n/ t/y>tyy(dy)dt:
= —n/ / tdtv(dy) —i—n/ / tdtv(dy) = .
_ ‘E/My v(dy) + 2/y v(dy) =
=5 [WPstin = FE(VP) = 5

B((Yal+ 171) (52 +|X7)) <

Sledi:
3+V3

4v/n

Ocenili smo torej prvi ¢len na desni strani ocene (3.3.22). Druga dva ¢lena pa najprej
zapisemo kot dvakratni integral. Dobimo:

(20 + B) (3.3.24)

E(I[Z—TgX*<z—Yn][[T>Yn]+[[z—Yn§X<z—T]I[T<Yn]) -
_ / Plz—t < X* < 2 — y|£(Y,, T)(dy x dt)+ (3:3.25)
t>y
+/ Plz —y < X" <z —t]L(Y,, T)(dy x dt)
t<y

Oceniti je torej treba verjetnost, da X* pripada danemu intervalu (a,b]. To je klju¢na
ocena pri dokazu Berry—Esseenovega izreka, saj nam prav ta premosti skok odvoda A/ v
tocki z.

Lema 3.3.4. Za poljubni realni stevili a in b, za kateri je a < b, velja ocena:

2
Pla< X" <i <b—at 2

NG

DokAz. Najprej po neenacbi Markova ocenimo:

PT|< L] =1-P 7| < £&] >1-LB(T|) =}

Upostevali smo formulo (3.3.23). Sledi:

Pla < X* < b < 2P[a < X* < }| P [|T\ %} 2P[a§X*<b,|T\§%]§

<P lo— L <X +T <at | =2B(g(X" + 7))
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kjer je g( ):I[a—%§x<b+%]. Naj bo:
. —%(b—a)—% a:ga—%
h(:):)::/ g(t)dt = z— +(a+D) a—%_mﬁb—i—%
a+b
E -+ & r>b+ &

Tedaj po formuli (3.3.16) velja:
Pla < X* <b] <2E(W(X*+T)) =2E(Xh(X)) < 2E(|Xh(X)]) <
<(b—a+Z)E(X)<b—a+ 2
Upostevali smo E(]X])? < E(X?) = var(X) = 1. Lema je tako dokazana. |
Iz zgornje leme in ocene (3.3.25) zdaj dobimo:
E([[Z—TSX* <z—Yn][[T>Yn]+[[z—Yn§X<z—T]I[T<Yn]) <

gE([[T>Yn](T—Yn+27i) +1[T<Yn](Yn—T+j—%)> _

D) 2
— 22+ B(IY,~TI) < 2= + B(Y.) + B(T) <
< %_'_i_'_ 6 B 20é+56

TVnooVno 2yn 2y

Iz te ocene ter ocen (3.3.22) in (3.3.24) zdaj koncno sledi:

d(£0X).NO, 1) < 2 ﬁ 0+ ) 2720 (0% 2@2«%13 V) _
23+3V3 3
< T % < 7.05%

Tako je Berry—Esseenov izrek (do konstante natanéno) dokazan.

Opomba. V ¢lanku [14], kjer je namesto ocene (3.3.20) uporabljena ocena (3.3.21), v
zgornji oceni namesto konstante 7.05 stoji konstanta 6.5. Stein v svoji knjigi [24] navede
Se en dokaz Berry—Esseenovega izreka in dobi konstanto 6 (pri ¢emer pripomni, da bi se
dala s pazljivejsim ocenjevanjem Se izboljsati). Vse te konstante pa so dale¢ od Ze znane
ocene s konstanto 0.8. Dobili smo sicer pravo hitrost konvergence, vendar pa je tu bolj
kot rezultat pomembna ideja, saj se jo da uporabiti tudi pri neenako porazdeljenih in celo
odvisnih sluc¢ajnih spremenljivkah.



4.

Vecrazsezna normalna
aproksimacija

V tem poglavju bomo rezultate prejsnjega poglavja posplosili na ve¢ dimenzij. Apro-
ksimirali bomo torej porazdelitev slu¢ajnega vektorja z vrednostmi v IR, in sicer s stan-
dardno vecrazsezno normalno porazdelitvijo v, := N(0, I), kjer je I identiteta na IRP.

Novost pri vecrazsezni normalni aproksimaciji je resitev Steinove enacbe. Tako pri
Poissonovi kot tudi pri enorazsezni normalni aproksimaciji smo se lahko izmazali brez
izreka 1.0.1, saj smo npr. pri enorazsezni normalni aproksimaciji v Steinovo enacho:

g"(x) —xg( /f dy, (4.0.1)

lahko vpeljali substitucijo h = ¢’. Tudi pri vecrazsezni normalni aproksimaciji bomo za
osnovo vzeli Ornstein—Uhlenbeckov proces (glej dodatek B, strani 126-135) in dejstvo,
da je njegova invariantna porazdelitev standardna normalna (glej stran 138). Steinova
enacba se bo tako glasila:

(Ag)(z) — 2 (Vg)(a / fdy

Te enacbe pa se ne da resiti tako lepo kot pri enorazsezni normalni aproksimaciji. V
naslednjem razdelku se bomo oprli na izrek 1.0.1 in pokazali, da ima enacba resitev oblike:

g=- [ (Ptf—/fdwp) i
0
kjer so P, elementi polgrupe, ki pripada Ornstein—Uhlenbeckovemu procesu, t. j.:
(P = [ £+ VI=eTy )ty

Nato bomo s parcialnimi odvodi funkcije f ocenili parcialne odvode funkcije g. Brz ko
bomo torej za dani sluc¢ajni vektor X znali izraz:

E((Gg)(X)) = E((Ag)(X) — X - (Vg)(X))

55
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oceniti s parcialnimi odvodi funkcije g, bomo znali tudi izraz [ f dL(X) — [ f dvy, oceniti
s parcialnimi odvodi funkcije f istih redov.

Pri enorazsezni normalni aproksimaciji smo videli, da se izraz E((Gg)(X)) za neod-
visne in enako porazdeljene slu¢ajne spremenljivke oceni z M3(g) oziroma s tretjimi par-
cialnimi odvodi. Podobne ocene nastopajo tudi pri vecrazsezni normalni aproksimaciji.
Pri enorazsezni normalni aproksimaciji smo videli, da ima reSitev g Steinove enacbe
(4.0.1) omejen tretji odvod. Zal dokaz tega dejstva v vefrazseZnem primeru povsem
odpove, saj temelji na resitvi, dobljeni s substitucijo h = ¢/, ki v vefrazseznem primeru
ni izvedljiva. Vprasanje, kako je s tretjimi parcialnimi odvodi funkcije g pri vecrazsezni
normalni aproksimaciji, bomo pustili odprto. S tem pa seveda odpove tudi pot, ki smo
jo ubrali pri ocenjevanju v Wassersteinovi metriki. Le-to pa se da vseeno dobiti, in sicer
tako, da funkcijo f najprej malo zgladimo in Sele nato ocenili po Chen—Steinovi metodi.
Idejo povzemamo iz ¢lanka [13], v katerem je naveden celo rezultat Berry—Esseenovega
tipa (testne funkcije so indikatorji merljivih konveksnih mnozic).

Seveda tudi vecrazsezna normalna aproksimacija ne deluje le za neodvisne in enako
porazdeljene slucajne spremenljivke, temve¢ celo za odvisne. Vec¢ o tem si lahko bralec
pogleda v ¢lankih [11] in [12]. Sami postopki ocenjevanja so podobni kot v enodimenzio-
nalnem primeru, bistveno razlicno je le ocenjevanje resitve Steinove enacbe, ki pa se tako
ali tako naredi enkrat za vselej.

4.1 ResSitev Steinove enacbe

Naj bo (P;)ejo,0) krepko zvezna operatorska polgrupa z generatorjem G. Izrek 1.0.1
nam resi Steinovo enacbo:

Go=f~ [ fan

za vsako funkcijo f, za katero funkcije P, f dovolj hitro konvergirajo proti [ fdu. V
nasem primeru moramo to narediti za Ornstein—Uhlenbeckov proces na IR” in standardno
normalno porazdelitev p = ,. Ce hocemo zadostiti pogojem izreka 1.0.1, morajo funkcije
P, f konvergirati proti [ fdy, za vsaj eno zaporedje ¢, ki gre proti neskonéno. Konver-
genca je seveda misSljena v normi prostora funkcij. Naravni prostor funkcij, na katerem
gledamo Feller-Dynkinove polgrupe, je seveda Cy(IRP). Toda ta prostor za naso nalogo
ni primeren, saj konstanta [ fdvy, navadno ne pripada temu prostoru. Tudi ¢e prostor
Co(IR?) dopolnimo s konstantami in dobimo prostor vseh zveznih funkcij na kompakti-
fikaciji prostora IR” z eno tocko, t. j. na sferi SP, nam vse to prav ni¢ ne pomaga, saj je
prostor Co(IR?) zaprt v tem veCjem prostoru. Sama razsiritev prostora Cy(IR?) torej ne bo
dovolj, popraviti bo treba tudi normo.

Kar bomo naredili, je tole: prostor Co(IR”) bomo preslikali s primerno zvezno funkcijo
¥: RP — (0,00). Definirali bomo torej:

Li={e:f | f € Co(R)} = {g e CR") | L g € Co(RY)}
Ocitno je L vektorski prostor. Na njem definirajmo normo:

lgllz == || 9]l
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kjer je ||| obi¢ajna supremum norma. Tako opremljen prostor L je izometri¢no izomor-
fen prostoru Cy(IR?) in je zato Banachov prostor.
Ce zelimo, da nas prostor L vsebuje konstante, bo moralo veljati limyjp)—o0 ¥ () = 00.
Izbrali bomo:
Y(x) =€l >0

Povrsno povedano, Steinovo enac¢bo bomo resili za funkcije, ki imajo najve¢ eksponentno
rast. No, v resnici bodo morale biti funkcije Se dvakrat zvezno odvedljive in tudi njihovi
prvi in drugi parcialni odvodi bodo smeli imeti najve¢ eksponentno rast.

Opomba. Ideja konstrukcije prostora L je povzeta iz clanka [4], kjer avtor vzame
funkcijo ¢(z) := 1+ |lz||*. Clanek sam se ukvarja z neskonénorazsezno aproksimacijo:
namesto z normalno porazdelitvijo aproksimiramo z Brownovim gibanjem. Pri konstruk-
ciji prostora L pa avtor naredi majhen spodrsljaj: namesto prostora Cy(IR”) pomnozi s
funkcijo ¢ kar cel prostor C(IR”). Toda v tem primeru operatorska polgrupa Ornstein—
Uhlenbeckovega procesa (glej spodaj) ni ve¢ krepko zvezna (avtor privzeme krepko zvez-
nost kot o¢itno). Protiprimer je funkcija f(z) := (]z1])sin(2?). No, v resnici avtor
namesto prostora R? gleda prostor dolo¢enih funkecij na [0, 1] s supremum normo, toda
v tem primeru namesto projekcije x — ;7 vzamemo projekcijo u +— u(0) in prav tako
dobimo protiprimer.

Oglejmo si, kako se na prostoru L obnasa operatorska polgrupa Ornstein—Uhlenbecko-
vega procesa:

(@) = [ £+ VI= ey )l

Najprej moramo preveriti, da operatorji P, sploh slikajo L v L. Naj bo f € L. Dokazati
moramo:

lim el /f(e_t:E + my) Yp(dy) =0

llz[|—oc

Ker velja:

o—cllel

f <€_t$€ + my) ‘ < ecll=l ||fHLec||e*tx+my”
< || fl|pecl=leclalieelivh = || £ el

in je izraz na desni v L'(7,(dy)), lahko uporabimo izrek o dominirani konvergenci. In res
za vsak y velja:

| lﬁm 6—0”1‘” f (6_t1’—|— /1 — 6_2t y)‘ S
< Tim eI f (ot /T ey )| e Dl el —
= Jelloo

torej operatorji P, res slikajo L v L. Preverimo, da so operatorji P, omejeni. Velja:

AP < e [|7 (e 4 VT y) [ ldy) <
<e bl [ ettt dy) = 17 [ iy (ay)
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Sledi || Pz < [el“l~,(dy), torej so operatorji P, enakomerno omejeni.

Operatorji P; tudi na novem prostoru tvorijo polgrupo. Vemo namrec, da enakost
P, sf = P,P,f velja na prostoru Cy(IR”), toda ta prostor je gost v L. To pa pomeni, da
enakost velja za vsak f € L.

Na ‘naravnem’ prostoru Cy(IR”) je operatorska polgrupa (F;)ico,) krepko zvezna,
saj je dobljena iz Feller-Dynkinovega procesa. Pri tem je kljucen izrek B.8.4. Nastane
vprasanje, kako je s krepko zveznostjo na L. Tudi tu nam pomega izrek B.8.4.

Trditev 4.1.1. Operatorska polgrupa (P;)icjo,c) je tudi na prostoru L zvezna (za
vsak ¢ > 0).

DokAz. Iz izreka o dominirani konvergenci takoj sledi, da za vsak f € L in vsak
x € RP velja limy o (P, f)(x) = f(z). Definirajmo zdaj operatorje P/ na prostoru Cy(IR”) po
predpisu P/f := iPt(@b f). Tudi ti operatorji so enakomerno omejeni in za vsak f € Cy(IRP)
in vsak z € R? velja lim; o (P, f)(x) = f(z). Po izreku B.8.4 je potem operatorska polgrupa
(P})icpo,00) krepko zvezna, potem pa to velja tudi za operatorsko polgrupo (FP;)cjo,00)- M

Opomba. Operatorji nase polgrupe so sicer enakomerno omejeni, vendar pa niso
kontrakcije. Vzemimo namre¢ f(x) := 1 + c||z||. Ta funkcija je v L in velja ||f||z = 1,
vendar pa je (P.f)(0) > 1 za vsak ¢t > 0 in zato tudi ||P.f||z > 1.

Izracunajmo generator nase operatorske polgrupe! To bomo storili podobno kot pri
izpeljavi generatorja na Cy(IRP) (glej strani 131-135). Naj bo torej f € L N C%(IRP) in naj
bodo vsi drugi parcialni odvodi funkcije f v L. Razvoj v Taylorjevo vrsto nam podobno
kot pri izpeljavi na Cy(R?) da:

(e x—i—my) = fle7'z) + V1 — —Qtz (e7'z)y; +

1—6 2 2f
* Zzaxlﬁx]

e x)yly]+R(x y,t)

=1 j=
kjer je:
1—e 2 P &
B,y 6)] < —5—p(z, VI —e|yl]) SN il
i=1 j=1
02 f 0?f
p(x’ T) o ||y§liﬂ)gr 03:, (9:17]- (x) B 8172 Oxj (y)
1<i,j<p

Ko integriramo po 7,(dy), dobimo:
1 —e 2

(P} (@) = fleta) + —

@NE )+ [ Bl ()
Zgornji izraz lahko gledamo tudi kot preslikavo iz [0, 00) v Co(IR?) in izracunati moramo

desni odvod te preslikave pri ¢ = 0. PiSimo:

1 —e 2

2t

Pf =ui(t) + (ua(t) + us(t) + ua(t))
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kjer je:
ur(t)(x) = fle™'2), wa(t)(z) == tAf)(2), us(t)(@) :=t((Af)(e 'z) — (Af)(2)),

2t
= 1 — o2t /R(xvyut) Wp(dy)v U4(0) =0

Dovolj je preveriti, da so vse stiri funkcije z desne odvedljive v 0. Tudi pri odvajanju pres-
likav z vrednostmi v Banachovem prostoru namrec¢ velja pravilo za odvajanje produkta:
¢e je a odvedljiva realna funkcija, u pa odvedljiva funkcija z vrednostmi v Banachovem
prostoru, je odvedljiva tudi funkcija au in velja (au)’ = o/u + au/. V nasem primeru je:

t#0
1 t=0

Funkcija « je odvedljiva (saj je celo analiticna). Ker je us(0) = u3(0) = uy(0) = 0, velja:

:
o= ()

brz ko imajo vse preslikave wuy, us, uz in uy desni odvod v 0 (seveda v prostoru L). Za
uy, Uy in ug bi se dalo pokazati, da imajo tudi obojestranske odvode, vendar pa tega ne
bomo potrebovali. Ce zapiSemo:

ui(t) =v(e™), v(s)(z) = f(sz)

po veriznem pravilu velja u}(0) = —v'(1), kjer je pri u misljen desni, pri v pa levi odvod.
Velja:

Fif =y (0) + u5(0) + u5(0) + w4 (0)
t=0

v(1 = h)(z) = f((1—h)z) +hzax (1 — Oh)z) z;
=v(1) — ha (Vf)((l—ﬁm)

kjer je 0 <9 < 1. Domnevamo torej, da je:
V(D)) =z (Vf)(2) (4.1.1)
Ta funkcija pa bo morala biti v L. Za funkcijo f bomo torej privzeli Se, da je:

lim e “lelz . (V1) (z) =

[[]|—o0

Dokazimo zdaj, da je v res z leve odvedljiva v 1. Naj bo € > 0. Obstaja tak r > 0, da za
vsak y € RP| za katerega je |ly|| > r, velja |y - (Vf)(y)| < £/3. Naj bo zdaj ||z| > 2r in
0 < h < 3. Tedaj je gotovo ||(1+ h)z|| > r. Sledi:

e—cliell v(1 = h)(z) —v(1)(x) _

i v (V)| -
— e—cllzl ‘x A(VHI(1=vh)x) —x - (Vf)(x)‘ <
e—c(1=9h)|lz|| 8
< Wm — Rz - (V)1 = 9h)z)| + e Wz (Vf)(2)| < 2_ LE_
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Na mnozici {y | |ly|| < 2r} pa je preslikava V[ enakomerno zvezna. Obstaja torej
tak 0 > 0, da za poljubna y in z z normo najve¢ 2r in oddaljena za manj kot ¢ velja
(V) (y) = (Vf)(2)]| < £. Naj bo zdaj ||z|| <2rin 0 < h <min{i, 2} Tedaj velja:

v(1+ h)(gi)h_ v@) v ) @)

< Jlall IV +0R)2) = (V@) < 2 = = ¢

o—cllel

< }:c A(VH(+9h)zx) —x - (Vf)(:c)} <

Dokazali smo, da, brz ko je 0 < h < min {%, %}, velja:

v(1—h) —v(1)
“h

—(z— 2 (Vf)(2))

<e€
L

To pa pomeni, da je preslikava v z leve odvedljiva v 1 in da velja (4.1.1), torej:

ui(0)(z) = —z - (Vf)(2)
Ocitno je u5y(0) = Af. Pokazimo Se, da je u5(0) = u}(0) = 0, kjer seveda mislimo

desna odvoda. Ker je u3(0) = u4(0) = 0, bo dovolj pokazati, da je limy, 7”“3(;”“ =

lua@®ll _
t

0. Najprej je:

w — |(Af)(e'x) — (AF)(@)]

Naj bo € > 0. Ker vsi drugi parcialni odvodi funkcije f pripadajo L, obstaja tak r > 0,

da za vsak y € RP, za katerega je |y|| > 7, velja e~IWI|(Af)(y)| < /2. Naj bo zdaj
|z|| > erin 0 <t < 1. Tedaj je ||e~tz|| > r, zato velja:

e~ IN(Af) (e 'z) — (Af)(@)] < e (A f) (e 2)| + e (Af) ()] <

—cllall jee | € 4 €
<e e 5 + 5 = €
Na mnozici {y | ||y|| < er} pa je funkcija A f enakomerno zvezna. Obstaja torej tak 6 > 0,
da za poljubna y in z z normo najve¢ er in oddaljena za manj kot § velja [(Af)(y) —
(Af)(z)] < e. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je § < er. Naj bo zda]
|z]| < erin 0 <t < —log (1 —2). Tedaj je gotovo [le~*z|| < er in [[(1 — e ")z|| < 6.
Sledi:

hmtlo

e (Af) (™) — (Af)(@)] < [(Af)(e™x) — (Af)(@)] <&
Dokazali smo, da, brz ko je 0 < t < min{l,—log (1 — e%)}, velja M
pomeni, da je res u5(0) = 0.
Dokazimo 8e, da je tudi u}(0) = 0. Definirajmo:

< e. To pa

p(r) = sup(c~Fp(z, 7))

[edaj velja:
Ug(t 2
I 4(t)”L = om sup (e‘c”w” /R(x7y7t> %(dy)) <

/ G (VT= T yl) S Juiws | 1p(dy)

i=1 j=1

IN
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Dokazati moramo, da gre izraz na desni proti 0, ko gre ¢ proti 0. Seveda bomo uporabili
izrek o dominirani konvergenci. Integrand je omejen s ¢(||yll) >, ;|yiy;|. Pokazimo, da je
ta funkcija v L'(v,(dy)). Ker so drugi parcialni odvodi v L, obstaja tak M > 0, da za
vsak x ter poljubna ¢ in j velja:

0% f

—cllz||
‘ or; 81’]' (SL’) <M
Naj bo zdaj ||z — z|| < r. Tedaj velja:
- o°f o f _ o f o2 f
ezl | _ 2 S _ < ||z <
‘ Oz; Ox; (2) Oz; 0x; (z)] <e ( Oz, O (37)‘ + a1, 01, (Z)D <

< M(1 4 eU=I-I)) < pr(1 4 ¢r)

Od tod pa sledi, da je p(r) < M(1+¢™), od tod pa sledi, da je res [ ([lyll) 32, ;lviy;] <
X7,(dy) < 0o. To pa pomeni, da lahko uporabimo izrek o dominirani konvergenci. Dovolj
je torej dokazati:

lim p(t) = 0

Naj bo € > 0. Obstaja tak r > 0, da za vsak z, za katerega je ||z| > r, velja:

*f £
&Ei&vj CC)’ < 1+ec

o—clel

Naj bo zdaj ||z|]| > r + 1 in |ly — z|| < 1. Tedaj je gotovo |ly|| < r + 2. Sledi:

0% f

o*f o*f
Ox; Ox; (y)‘ <

02 f
— <

Ox; Ox; (z)

Cc

<
1—0—60+6 1+ e

o—clel

+ ecUlyli=llzl)

C

Brz ko je torej [|z|| > r+1in 0 <t < 1, je e~I*lp(z,t) < e.

Na mnozici {z | ||z|| < r+2} pa so drugi parcialni odvodi enakomerno zvezni. Obstaja
torej tak 6 > 0, da za poljubna ¢ in j ter poljubna x in y, oddaljena za manj kot ¢ in z
normo najvec r + 2, velja:

O*f - 0*f
Ox; Ox; Y Ox; Ox;

()] <e

Brz ko je torej ||z|| <r+1in 0 <t < 9, velja:
e I*lp(z,t) < p(a,t) < e
Brz ko je torej 0 < t < min{1,§}, za vsak z € R? velja e~°I*llp(x, 1) < . Od tod pa sledi

tudi, da je p(t) < e, torej je res limy o p(t) = 0, od tod pa sledi, da je tudi u}(0) = 0.
Dokazali smo naslednji izrek.
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Izrek 4.1.2. Naj bo (P,)ic0,) operatorska polgrupa, ki pripada Ornstein-Uhlen-
beckovemu procesu, in naj bo:

D = {f e LNC*(RP) (Vi,j)ai;];j €L, (v (V)(2)) € L} (4.1.2)

Naj bo G generator operatorske polgrupe (Pi)iwcjo,c). Tedaj je D C D(G) in za vsak
f € D velja:

(G)(x) = (Af) () =2 (V])(x) (4.1.3)

Tako kot na ‘naravnem’ prostoru Cy(IR?) se je tudi tu smiselno vprasati, ali je G zaprtje
svoje zozitve na D. Odgovor je seveda pritrdilen, dokaz pa je ¢isto enak kot na prostoru
Co(IR?) in ga bomo zato opustili (glej dodatek B). Tega dejstva niti ne bomo potrebovali.

Pokazimo zdaj Se konvergenco proti ravnovesni porazdelitvi, ki jo zahteva izrek 1.0.1
in zaradi katere sploh obravnavamo operatorje P, na prostoru L. Za dano funkcijo f
moramo torej preveriti, kako hitro elementi P, f konvergirajo proti [ f dv,, ko gre t proti
neskon¢no. Velja:

[ = | ety

(2 IRP

: / f (e‘t:)s +V1—e? y) ezl Py =
R?

(27 )p/2

1 _1 Jy—e"ta)?
= T2t
T (2m)p2(1 — e2t)p/? /f(?/)e 2t dy

(Pf)(x) =

Ce torej definiramo:

velja:
@) = [ £ = [ 1) (ot0e) = g(o9.0))dy
Po Lagrangeovem izreku velja:

8g(

g(z,y,e7") — g(z,y,0) = P r,y,5), 0<s<e"

Po krajsem ra¢unu dobimo:

dg 1 _1 ly=se)? 9 9 9
5 05) = G gt | (P (L= )y —sa)-a = sy —sal?)

Naj bo t > 1. Tedaj je tudi 0 < s < 1/e. Sledi:

< 1 o= % lly—sll? p i ly — sz|| ||| 4 ly — sx|?
= (2m)P/ e(1 — e2)p2+1 T (1 — 2241 T o(1 — e—2)p/2+2
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Ce definiramo:

Mo = (27T)P/2e(1p— e=2)p/2+1 M, = (27)P/2(1 i e=2)p/21 IB%’((“@ i 2)7
Ma = et e By (e )
velja:
9@, y,e7™) = gz,y,0)| = ‘ (2,y,5)| < (Mo + My + My |j|))e”tlv=sel?
Sledi:

’(Pt /fd%

< e (Mo + My + M||x||) / |f(y)le” illy—sel? dy <
< Mo + My + Myl [ ele =t gy =
IRP

— e fllu(Mo + M + M1Hx||)/ eellzsall o~ s12 g, <
IRP

<e ' flln(Mo + My + M1||I||)ecllxll/e/ ell2ll=%1217 7

RP

Obstaja tak M > 0, da za vsak s > 0 velja:
(My + My + M;s)e=U1es < pp

Za vsak t > 1 in vsak = € IR? torej velja:

P - [ £,

‘Bf—/f@%L

Elementi P, f torej v prostoru L eksponentno konvergirajo proti [ fd~,, torej je gotovo
S NP = [ fdyplLdt < oo. Poizreku 1.0.1 potem za vsak f € L resitev Steinove enacbe:

Se‘tHfHLM/ Slel=L1z12 g,
IRP

oziroma:

< e_tHfHLM/ ellzll=3l=1% 7,
IRP

Go= 1~ [ fau

obstaja in se izraza v obliki:

9:—/OOO<Ptf—/fdfyp) dt

Opomba. Seveda se da Steinova enacba resSiti tudi bolj neposredno, brez uporabe
izreka 1.0.1. Vse, kar je treba narediti, je, da resitev, dobljeno z zgornjo formulo, vstavimo
v Steinovo enacho in preverimo, da drzi. Pri tem bolj ali manj oponasamo dokaz izreka
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1.0.1, le da moramo vse, kar v dokazu izreka 1.0.1 sledi iz teorije operatorskih polgrup,
pokazati posebej: namesto na konvergenco v normi prostora L se sklicemo na enakomerno
konvergenco po kompaktih in tako izpeljemo kljuéno Dynkinovo formulo (trditev B.11.7)
in dokazemo, da smemo odvajati pod integralskim znakom.

Nastane seveda vprasanje, ali je funkcija g v mnozici D, definirani v formuli (4.1.2).
Prav tako se je smiselno vprasati, ali ima funkcija g omejene tretje parcialne odvode.
Za vsoto neodvisnih in enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk smo namre¢ v formuli
(3.1.2) ocenili:

[E(¢"(X) = X¢'(X))| <n'2Ms(g) (30 + 36)
kjer po trditvi 3.1.1 velja M3(g) = esssup,|¢”’(x)|. Podobna ocena se da narediti tudi

v veCrazseznem primeru, le ve¢ dela je treba, glavna ideja pa je ista (glej [13]). Na obe
vpraSanji bomo odgovorili v naslednjem razdelku.

4.2 Ocenjevanje

Definicija. Funkcija f: IR” — R je eksponentno omejena, ¢e obstaja tak ¢ € R, da je
|f(z)] < efll*ll za vsak 2 € RP.

Opomba. Ocitno je vsaka funkcija eksponentno omejena natanko tedaj, ko pripada
kakemu prostoru L, definiranem v prejsnjem razdelku (za primerno izbrano konstanto c).

Opomba. Ce je k € Ny, f € C¥(RP) in so vsi parcialni odvodi funkcije f reda k
eksponentno omejeni, je tudi f eksponentno omejena.

Do konca razdelka naj bo f eksponentno omejena funkcija in naj bo Se:

o= [ (Ptf—/fdvp)dt

Ker f pripada primernemu prostoru L, je ta integral vedno dobro definiran. Najprej bomo
pokazali, da so parcialni odvodi funkcije g omejeni z istimi parcialnimi odvodi funkcije f.
Kasneje bomo ta rezultat se izboljsali.

Trditev 4.2.1. Naj bo k > 1 in naj bo f € C®(RP). Vsi njeni parcialni odvodi reda
k naj bodo eksponentno omejeni. Tedaj je tudi g € C™(IRP) in za poljuben parcialni
odvod 0 reda k velja:

%g:—/’éwﬂﬁfﬁ (4.2.1)
0

Opomba. Zgornji integral lahko gledamo bodisi kot integral po tockah bodisi kot
integral v Banachovem prostoru L za primeren c. Seveda v obeh primerih dobimo isto
(glej strani 114-117 in formulo (B.11.2)).

DOKAZ TRDITVE. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je [ fdy, = 0. V
tem primeru je nasa trditev smiselno formulirana tudi za k = 0. Se ve¢, za k = 0 je
nasa trditev tudi pravilna. Naredimo zdaj indukcijski korak s £ — 1 na k. Vsak parcialni
odvod 0y reda k lahko zapisemo kot kompozitum 09, _1, kjer je 0 parcialni odvod prvega
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reda, Oy_1 pa parcialni odvod reda k — 1. Indukcijski korak naredimo tako, da odvajamo
enacbo, ki drzi po indukcijski predpostavki:

Op—19 = —/ e~ VPO fdt
0

Nastane vprasanje, ali smemo odvajati pod integralskim znakom. Po lemi B.13.2 velja:
e~ " VIPo f = e M PO f

Integral:
- [ erpas@
0

pa konvergira enakomerno na vseh kompaktnih obmocjih, saj je funkcija 0y f, z njo pa
tudi PO, f, eksponentno omejena. Zato lahko odvajamo pod integralskim znakom, torej
je zgornji integral res enak O,g. Integral pa lahko zapisemo tudi v obliki:

1 o0 .
_W/ / e—kt(ﬁkf) (e—tx 4+ V1 — e 2 y) ezl dy dt
0 JRP

kar je (p+ 1)-kratni integral zvezne funkcije spremenljivk x, y in t. Ta integral glede na x
konvergira enakomerno po vseh kompaktnih obmod¢jih, zato je tudi sam zvezna funkcija
spremenljivke x. To pa je vse, kar je bilo treba dokazati. [ |

Posledica 4.2.2. Brz ko je f € C®(IRP) in so drugi parcialni odvodi funkcije f ekspo-
nentno omejeni, funkcija g pripada mnozici D, definirani v formuli (4.1.2) (za primerno
izbrano konstanto ¢ v definiciji prostora L), torej je g resitev enacbe:

<Am@»—x-amxw::ﬂ¢»—/fd%

Ce namreé integral v formuli (4.2.1) gledamo kot integral v Banachovem prostoru L,
dobimo, da v primeru, ko funkcija f s svojimi prvimi in drugimi parcialnimi odvodi vred
pripada prostoru L za primerno izbrano konstanto ¢, to velja tudi za g. Za vsak vecji ¢
zdaj dobimo f € D.

Posledica 4.2.3. Ce so vsi parcialni odvodi reda k omejeni, velja ocena:

1
10kg]|s0 < T 10k f | 0o

Ce torej za funkcijo h € C*)(IRP) oznacimo:

Mi(h) = max]| 9l
k

kjer 0y, pretece vse parcialne odvode reda k, velja ocena:

My (f)
k

Mi(g) <
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Iz teh ocen takoj sledi naslednja trditev.

Trditev 4.2.4. Naj bo X slucajna spremenljivka in naj za vsako funkcijo g € C® (IRP)
z omejenimi tretjimi parcialnimi odvodi velja:

[E((Ag)(X) = X - (Vg)(X))| < ¢ Ma(g) (4.2.2)

(glej konec prejsnjega razdelka). Tedaj za vsako funkcijo f € C® (IRP) z omejenimi tretjimi
parcialnimi odvodi velja:

‘/fdﬁ(X)—/fdvp

Ta ocena nam ze da dobro merilo, kako blizu je porazdelitev slucajne spremenljivke X
normalni porazdelitvi. Seveda pa nam ta ocena sama po sebi kaj malo pomaga, ce zelimo
dobiti npr. oceno v Wassersteinovi metriki. Prvi korak k temu bo izboljsava posledice
4.2.3. Pokazali bomo, da v primeru, ko je f € C¥(IRP) in so vsi parcialni odvodi funkcije f
reda k omejeni, velja, da je g € C**V(IRP) in da so omejeni vsi parcialni odvodi funkcije
g reda k + 1. To sicer Se ne bo dovolj za oceno v Wassersteinovi metriki, saj bomo dobili
oceno z Ms(f), zeleli pa bi oceno z M;(f). Vendar pa se bo dalo popraviti tudi to, in
sicer tako, da bomo funkcijo f Se pred uporabo Chen—Steinove metode malo zgladili.
Natanc¢neje, preslikali jo bomo z elementi 7T; operatorske polgrupe Brownovega gibanja,
torej:

< seMs(f)

_ ‘E(f(X)) - [t

(T.f)(x) = / £+ Vi) (dy)

Lema 4.2.5. Ce je f omejena merljiva funkcija in t > 0, je T,f € CM(IRP) in velja:

((%th) (z) = %/f(x + VY)Y o(dy)

DokAz. Najprej velja:

_1lle—z|?

(z)e7 2 & dz

(T,f)(z) = W /|RP f(l’ + \/l_fy)e_%llyH?dy = 2707 Jo

Nastane vprasanje, ali lahko to odvajamo pod integralskim znakom. Velja:

0 1 llz—=|2 %~ T 1 llz—=]2
(& t g (& t

Funkcija f je omejena. Ce je K kompaktna mnozica v R?, velja:

/ sup
RP z€K

Zi —X; _1 ===l
e 2 ¢ dz < 00
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kar ni tezko preveriti. To pa pomeni, da lahko pri odvajanju integrala uporabimo izrek o
dominirani konvergenci. Sledi:

0 1 |lz—z|?
(52738 @) = G [, Fes - et

IRP

S ponovno uporabo izreka o dominirani konvergenci se prepricamo, da je zgornja funkcija
zvezna. Po substituciji dobimo:

0 1 112 1
—T - - ez gy = _/ :
(8%‘ tf) (@) (2m)P/2\/t JRe f(:L’ * \/Ey)y ‘ dy Vit f(:t * \/z_fy)y w(dy)
To pa je bilo treba dokazati. [ |

Opomba. V resnici velja celo T; f € C*°(IR?). To vidimo tako, da element T} zapisemo
kot potenco T 'n- 12 prejsnje leme in leme B.12.6 se da izpeljati, da operatorji Ty, slikajo

prostor C¥) (IR”) v prostor C*+Y(IRP), torej mora T} f pripadati C™(IRP) za vsak n € IN.

Posledica 4.2.6. Ce je f merljiva in omejena, velja:

2| < 2 [ttt = e [l =2 i

825‘2'
kjer je || flloc = esssup,cge|f ()]

Izboljsajmo zdaj posledico 4.2.3 tako, da bomo My 1(g) ocenili z My (f). Naj bo torej
k>1, f € CH(RP) in My(f) < co. Naj bo 91 kak parcialni odvod reda k+1. Zapisemo
lahko Og11 = 00k, kjer je Oy parcialni odvod reda k, 0 pa reda 1. Po trditvi 4.2.1 velja:

1. f

%g:—/iéﬁﬂﬁfﬁ (4.2.3)
0

Odvajajmo zdaj to enacbo parcialno po x;. Spet nastane vprasanje, ali smemo odvajati
pod integralskim znakom. Ce zelimo dobiti odgovor na to, moramo seveda odvajati
integrand. Ce oznacimo (vif)(x) := f(tz), velja P, = v.—+T;_.-2c. Torej velja:

8Pt8kf = 8veftT1_ef2t = e_tve—taTl_efzt (424)
Iz posledice 4.2.6 sledi:

H ktaPtﬁka = He_(kH taTl P 2t8ka \/5

—k—i—lt

J——ﬁﬂkmw (4.2.5)

Ker je:
00 Cen (D —(k+1)t

k
t—/ l/ls(k_1)/2(1_s>_1/2d8:F(%l)ﬁ < 00
0 VI-e® \/1—U2 2 Jo 2l (£ +1)

integral odvoda integranda v formuli (4.2.3) enakomerno konvergira. Od tod pa sledi, da
lahko odvajamo pod integralskim znakom. Velja torej:

<0
Op19 = —/0 oz, (e ™ POy f) dt
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Iz (4.2.4) in trditve 4.2.5 sledi, da je integrand zvezna funkcija. Ker integral enakomerno
konvergira, je zvezna tudi funkcija Og11g. Iz ocene (4.2.5) pa sledi:

2 00 o—(k+1)t ( )
1900 < \/j Ok flloo 2 e flloo
10419100 = A/ — 1O f| i \/7 \fr(g )II b f ]

Dokazali smo naslednjo trditev.

Trditev 4.2.7. Naj bo k > 1 in naj bo f € C®(RRP). Naj bo My(f) < co. Tedaj je
g € C**V(IRP) in velja ocena:

J’_

r(’f

Mk+1( ) \/_F(

Mi(f)

l\DI??‘ %)

+1)

Opomba. V zgornji trditvi odvode funkcije g res ocenjujemo z enega reda nizjimi
odvodi funkcije f, je pa ta ocena asimptoti¢no slabsa. Je namre¢ reda k~'/2, medtem ko
je ocena iz posledice 4.2.3 velikostnega reda k1.

Opomba. Clovek bi se vpragal, ali se da z M (f) oceniti tudi My,4(g), saj smo pri
enorazsezni normalni aproksimaciji z M;(f) ocenili M3(g) (glej trditev 3.2.2). Konec
koncev opomba k trditvi 4.2.5 pove, da funkcija T} f ne pripada le CV(IR), temve¢ tudi
CP(RP). In v resnici se da z || flloo oceniti tudi druge odvode funkeije T;f, le da je
tokrat ocena velikostnega reda 1. Zal je to usodno za nadaljnje ocenjevanje, saj dobimo
divergenten integral. Vprasanje ali se da My12(g) oceniti ze z My (f), puséamo odprto.

Za k = 2 dobimo:
T
< \/%Mﬂf)

in tako dobimo naslednjo izboljsavo trditve 4.2.4.

Trditev 4.2.8. Naj bo X slucajna spremenljivka in naj za vsako funkcijo g € C® (IRP)
7z omejenimi tretjimi parcialnimi odvodi velja:

[E((Ag)(X) = X - (Vg)(X))| < ¢ Ms(g) (4.2.6)

Tedaj za vsako funkcijo f € C®(RP) z omejenimi drugimi parcialnimi odvodi velja:

'/fdﬁ(X)—/fdvp =‘ ) [ 1, _\Fc%(f)

Seveda pa to Se ni dovolj za ocenjevanje v Wassersteinovi metriki. Vendar pa je do
tega zdaj le Se majhen korak. Kot smo ze omenili, moramo pred uporabo Chen—Steinove
metode funkcijo f najprej malo zgladiti. Naj bo f Lipschitzova s konstanto 1. Tedaj
velja:

(T = 1) = [ (£(a+ Vi) - 1) ()
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Sledi:
ITef = flloe < Vi / ol 7(dy)

Velja:
/ lyll 1(dy) = E(VZ)

kjer ima Z porazdelitev hi kvadrat s p prostostnimi stopnjami, le-ta pa ima gostoto:

1

_ /2—1 /2
Pa) = ar gy
za z > 0. Sledi:
[Wtutan = [~ VEpatzyas = v (;)> ~ V3
0 2
torej je:
r(e)
ITef = flloe < V21 r(z) (4.2.7)
2

Oglejmo si, kaj smo z glajenjem pridobili! Naj bo 1 <i4,5 < p. Ker je f Lipschitzova s
konstanto 1, je 3 af merljiva funkcija, ki po absolutni vrednosti skoraj nikjer ne preseze 1.
Podobno kot v leml B.12.6 lahko tudi tu dokazemo, da velja:
0 0

T =T

8:@ tf t&l’j
povsod tam, kjer je f odvedljiva po ;. Klju¢tno vprasanje je spet odvajanje pod integral-
skim znakom in iz dejstva, da je f Lipschitzova s konstanto 1, sledi, da lahko uporabimo
izrek o dominirani konvergenci (v dokazu leme B.12.6 pa to utemeljimo z Lagrangeovim
izrekom). Iz posledice 4.2.6 zdaj sledi:

2
81’2' 8:@ o 81’2 8:@ o 7t
torej je:
2
My(T,f) < -

Naj zdaj velja (4.2.6). 1z zgornje ocene, trditve 4.2.8 in ocene (4.2.7) zdaj dobimo:

‘/fd(E(X ‘/Tf (LX) =) ‘/thd ")

<2Tof — fll + ‘/thd(ﬁ(ﬁﬁ —m)| <
r(t;)
(Vi 5 eMnif) <

(;n—l—l) 1
<2V2 (f,) t/2 Set 1/2
2

<

< 2V2
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Poiskati moramo le Se najugodnejsi ¢. Funkcija:

ht) := at*? + 0tV = (Vat’* = Vot VN2 4 2v/ab

ima najmanjso vrednost 2v/ ab, torej koncno velja:
(e
S 2 ( 2 )C

[ a0 = [ s <\ 25

Dokazali smo naslednjo trditev, ki nam da oceno v Wassersteinovi metriki.

Trditev 4.2.9. Naj bo X slucajna spremenljivka in naj za vsako funkcijo g € C® (IRP)
z omejenimi tretjimi parcialnimi odvodi velja:

[E((Ag)(X) = X - (Vg)(X))| < e Ms(g) (4.2.8)
Tedaj velja:

L)
dW('C(X)>7P) S 2 F(g)

Zgornjo trditev smo navedli zgolj za ilustracijo ocenjevanja Wassersteinove metrike
prek Chen—Steinove metode. Ta nacin ocenjevanja deluje tudi, e imamo namesto ocene
(4.2.8) na razpolago naslednjo oceno:

¢~ V2ept

IE((Ag)(X) = X - (Vg)(X))| < atMi(g) + c2Ma(g) + csM3(g)

Pripomniti pa velja, da v resnici ocene s kolicinami My, kot smo jih definirali (torej kar s
supremumi parcialnih odvodov) niso najbolj naravne. Naravneje bi bilo k-ti odvod dane
funkcije h, ki ga oznac¢imo z D*h, gledati kot simetri¢no k-linearno formo in definirati:

My.(h) = sulé) [(D*h)(x)(v1, . .. vp)|
z€IRP
lzl=1
i=1,...k

Tudi pri tako definiranih kolicinah M} bi lahko izpeljali trditve, podobne trditvam 4.2.4,
4.2.8 in 4.2.9.

Pri izpeljevanju smo §li do ocene v Wassersteinovi metriki. Kot smo ze omenili, pa
je v ¢lanku [13] izpeljan tudi izrek Berry—Esseenovega tipa: testne funkcije so indikatorji
merljivih konveksnih mnozic. Se ve¢, izpeljane so ocene za precej splosne razrede testnih
funkcij. Osnovna ideja izpeljave je sicer ista, izvedba pa je dosti tezja kot pri oceni v
Wassersteinovi metriki.



Dodatek A

Konvergenca porazdelitev

Dostikrat nas zanima, ali zaporedje porazdelitev (i, ),en na danem merljivem prostoru
(S, S) konvergira k dani porazdelitvi . Za ta namen pa moramo na prostoru Pr(.S, S) vseh
porazdelitev na (S, S) najprej definirati topologijo. To pa storimo tako, da porazdelitve
“otipavamo” s primernimi testnimi funkcijami: porazdelitvi p in v sta si “blizu”, ¢e sta
blizu integrala [ fdu in [ fdv za primeren nabor testnih funkcij f.

Topologijo lahko definiramo na dva nacina. Lahko definiramo kar metriko:

[rav= [ ran

kjer je 7 nas razred testnih funkcij. Nastane vprasanje, ali je to res metrika. Simetrija je
oc¢itna, tudi trikotnisko neenakost preverimo brez tezav. Zatakne pa se pri preverjanju,
ali iz d(p, v) = 0 sledi p = v. Odgovor ne bo vedno pozitiven. Ce npr. za 7 vzamemo vse
konstantne funkcije, je d(u,v) = 0 za poljubni porazdelitvi p in v. Da bo d res metrika,
mora biti razred 7 dovolj bogat.

d(p, v) = sup (A.0.1)

feT

Trditev A.0.1. Naj bo P w-sistem, ki generira S, in naj za vsak A € P obstaja
enakomerno omejeno zaporedje funkcij f, € T, ki po tockah konvergira k indikatorju I 4.
Tedaj je d res metrika.

Dokaz. Naj bo d(u,v) = 0, torej je [ fdu = [ fdv za vsak f € T. Iz izreka o
dominirani konvergenci takoj dobimo, da je u(A) = v(A) za vsak A € P. Druzina vseh
mnozic A, za katere je p(A) = v(A), pa je A-sistem. Pravkar smo dokazali, da ta A-sistem
vsebuje m-sistem P, ki generira S. Po Dynkinovi lemi mora biti potem u(A) = v(A) za
vsak A € S, torej je res u = v. [ |

Druga moznost pa je, da vpeljemo topologijo s podbazo, ki jo sestavljajo mmnozice
oblike:
G(fU) ={v|[fdveU} (A.0.2)

kjer je f € T, U pa je odprta mnozica v IR. Brez tezav preverimo, da v tej topologiji za
vsako porazdelitev 1 mnozice oblike:

N(p; fry-o  fni€1,- . 6n) = {V} Ufidl/—ffidu‘ <5i,i:1,...n} (A.0.3)

kjer je f1,...fn €t in eq,...6, > 0, sestavljajo bazicni sistem okolic porazdelitve u. Od
tod dobimo, da v tako definirani topologiji zaporedje porazdelitev u, konvergira proti

71
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porazdelitvi p natanko tedaj, ko za vsako funkcijo f € T zaporedje [ f dpu, konvergira
proti [ fdpu.

Za razred testnih funkcij 7 smo torej topologijo vpeljali na dva na¢ina. Seveda pa ni
nikjer receno, da sta ekvivalentna. Velja pa vsebovanost v eno smer.

Trditev A.0.2. Topologija, vpeljana z metriko iz formule (A.0.1), je mocnejsa od
topologije, definirano s podbazo iz formule (A.0.2).

DoxkAz. Oznac¢imo s K (u,r) odprto kroglo okrog porazdelitve p s polmerom r. Velja
torej K(u,r) = {v | d(p,v) < r}. Tedaj je dovolj dokazati, da za vsako mnozico
N(w; f1, ... fa;€1,...€,) obstaja odprta krogla oblike K(u,r), ki je vsebovana v njej.
To pa je gotovo res, ¢e postavimo 7 := min{ey,...&,}. [ |

Posledica A.0.3. Ce zaporedje porazdelitev (i, )nemw konvergira proti p bodisi v
topologiji, ki jo porodi metrika iz formule (A.0.1), bodisi v topologiji, definirani s podbazo
iz formule (A.0.2), za vsak f € T velja lim, . [ fdp, = [ fdu.

Pripomnimo naj Se, da tako definirane metrike in topologije Se zdale¢ niso nujno
definirane na vseh merljivih prostorih. Navadno delamo v prostorih, ki so opremljeni vsaj
Se s kako lepo topologijo, ¢e ne ze z metriko. In tudi na dolo¢enem prostoru ni nujno, da
definiramo topologijo na prostoru vseh porazdelitev. Dostikrat se moramo omejiti le na
dolocen razred.

A.1 Metrika totalne variacije

Razred testnih funkcij, ki ga lahko definiramo v vsakem primeru, so seveda indikatorji.
Le-ta nam doloc¢a metriko totalne variacije. Za dani porazdelitvi p in v torej definiramo:

dry(p,v) = ilglV(A) — nu(A)|

Brez tezav preverimo, da je to res metrika. Definirana je na prostoru porazdelitev vsakega
merljivega prostora. Vendar pa se izkaze, da je ta metrika navadno dale¢ premocna.
Oglejmo si recimo primer, ko je S topoloski prostor z Borelovo o-algebro in zaporedje
tock z,, ki niso enake x, konvergira k z. Kljub temu pa zaporedje Diracovih mer 6,
ne konvergira k J,, torej niti skoraj gotova konvergenca (ki je zelo mo¢na) ne implicira
konvergence v tej metriki. Metrika totalne variacije je zato dobra le v primeru, ko je
prostor S diskreten.

Pri metriki totalne variacije lahko za testne funkcije vzamemo tudi vse merljive funkcije

iz S v [0,1]. Velja namre¢:
/fdu—/fdu) (A.1.1)

Da je levi izraz manjsi ali enak desnemu, je o¢itno, saj razred 7 vsebuje vse indikatorje.
V obratno smer pa dokazemo tako, da definiramo Se en, vmesni razred testnih funkcij. To
bo razred £ merljivih funkcij f, za katere obstaja tak n € IN, da f zavzame le vrednosti

dry(p,v) = sup
0</<1
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E k=0,...n. Naj bosta p in v porazdelitvi in naj bo r := dyv(u,v). Vsako funkcijo iz
& lahko zapisemo v obliki:
1 n

Sledi:
‘/fdu—/fd,u‘gr (A.1.2)
Kon¢no, naj bo f poljubna merljiva funkcija iz S v [0,1]. Obstaja zaporedje f, funkcij

iz €, ki po tockah konvergira k f. Po izreku o dominirani konvergenci potem neenacha
(A.1.2) velja za vse funkcije iz 7. Od tod pa ze sledi enacba (A.1.1).

Opomba. Nekateri avtorji za metriko totalne variacije jemljejo tudi naslednjo metriko:

d(p,v) = sup
HS!

/fdv—/fdu' = 24y (1,v)

A.2 Sibka topologija

V primeru, ko je prostor S opremljen s topologijo in je & Borelova o-algebra, lahko
prostor Pr(S,S) opremimo s §ibko topologijo, pri kateri za razred testnih funkeij vzamemo
C,(S), t. j. razred vseh zveznih omejenih funkcij na S. Tu pa topologijo definiramo s
podbazo iz formule (A.0.2). V tej topologiji torej zaporedje (pn)nen konvergira k p
natanko tedaj, ko za vsak f € C,(S) zaporedje [ fdpu, konvergira k [ fdu. Rekli bomo,
da zaporedje porazdelitev u, $ibko konvergira k p.

Opomba. Sibka topologija je Sibkejsa od tiste, ki jo porodi metrika totalne variacije.
Gotovo je namrec Sibkejsa od topologije, definirane s podbazo iz formule (A.0.2), pri ¢emer
za razred testnih funkcij vzamemo vse omejene merljive funkcije. Isto topologijo dobimo,
¢e vzamemo le vse merljive funkcije iz S v [0, 1], le-ta pa je po trditvi A.0.2 sibkejsa od
topologije, ki jo porodi metrika totalne variacije.

Opomba. Obratno seveda ni res, saj zaporedje Diracovih mer 9, vedno Sibko kon-
vergira proti x,, ¢e x, konvergira proti x. V metriki totalne variance pa to zaporedje
konvergira le, ¢e za dovolj velike n velja x,, = x.

Konvergenca v sibki topologiji se da karakterizirati z odprtimi in zaprtimi mnozicami.
Velja namre¢ naslednji izrek.

Izrek A.2.1. Naj bodo p in u,, n € IN, porazdelitve na topoloskem prostoru S z
Borelovo o-algebro. Naslednje trditve so ekvivalentne:

(1) Zaporedje (jin)nen Sibko konvergira k p.
(2) Za vsako zaprto mnozico F' C S velja limsup,,cp pin(F) < p(F).

(3) Za vsako odprto mnozico G C S velja iminf,cn pn(G) > p(F).
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SKICA DOKAZA. Ekvivalenca (2) <= (3) je ocitna. Naj velja (1) in naj bo F' zaprta
mnozica. Definirajmo funkcije f,,: S — IR po predpisu:

fo(z) := max{0,1 — nd(z, F)}

Ocitno je indikator I limita padajocega zaporedja funkcij f,,, ki so zvezne in omejene (Se
vee, so celo Lipschitzove). Za vsak n velja:

lim sup g, (F) < limsup f,, dptm, = / fndp

m—00 m—0o0

Ce posljemo e n proti neskonéno, po izreku o dominirani konvergenci dobimo, da je tudi
limsup,, .. m(F) < u(F), torej velja (2).

Dokaz obratne implikacije je nekoliko tezji in ga bomo opustili. Ideja je v tem, da
zvezne funkcije aproksimiramo z enostavnimi (stopnicastimi). Podrobnosti si lahko bralec
pogleda npr. v [21] na strani 208, izrek 83.4. |

Posledica A.2.2. _C’e zaporedje (i, )nen Sibko konvergira proti p in je A taka Borelova
mnozica v S, da je p(A\ Int A) = 0, velja lim,, o p,(A) = 0.

Trditev A.2.3. Naj bo S regularen topoloski prostor s stevno bazo (po Urisonovem
metrizacijskem izreku je tak prostor metrizabilen) in Borelovo o-algebro S. Tedaj je Sibka
topologija na Pr(S,S) Hausdorffova.

DokAz. Najprej dokazimo tole trditev: ¢e sta pu in v porazdelitvi na (S,S) in za
vsako funkcijo f € C,(S) velja [ fdu = [ fdv, potem je = v. Po trditvi A.0.1 je dovolj
dokazati, da obstaja tak m-sistem P, da za vsak A € P obstaja enakomerno omejeno
zaporedje zveznih funkcij, ki konvergirajo k indikatorju /4. To pa ugotovimo tako, da
za m-sistem vzamemo druzino vseh zaprtih mnozic, za funkcije pa primerne Urisonove
funkcije.

Naj bo zdaj p # v. Po prejsnjem obstaja taka funkcija f € C,(S), daje a := [ fdu #
[ fdv =:b. Obstaja tak ¢ > 0, da je (a —e,a+¢e)N(b—¢e,b+¢) = 0. Potem pa je (s
prejs$njimi oznakami) tudi N(u, f,€) N N (v, f,e) = 0. |

Hausdorffova lastnost je vse, kar bomo potrebovali od lastnosti sibke topologije na
prostoru porazdelitev. Kot zanimivost pa naj omenimo, da velja Se precej vec.

Izrek A.2.4. Naj bo S separabilen metricni prostor z Borelovo o-algebro S. Tedaj
je prostor Pr(S,S) s sibko topologijo metrizabilen.

Dokaz bomo opustili. Za primer, ko je prostor S poln, si ga lahko bralec pogleda v
[21] na straneh 205-209. Ta dokaz je zelo posreden (sklice se npr. na Banach—Alaoglujev
izrek). Vendar pa se da izrek dokazati tudi neposredno, in sicer tako, da prostor Pr(S,S)
opremimo z metriko Prohorova:

p(p,v) :==inf{e > 0 | p(A) < v(A®) + € za vsako zaprto mnozico A}

kjer je A° :={x € S | d(x,A) < €}, d pa je metrika na S. Po precej muénega ra¢unanja
najprej preverimo, da je to res metrika in da res porodi sibko topologijo. Dobrsen del tega
si lahko bralec pogleda v [10] na straneh 96-110. Tam je dokazano vse razen dejstva, da
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je sibka topologija moé¢nejsa od topologije, ki jo porodi metrika Prohorova. To je treba
preveriti neposredno, brez uporabe zaporedij.

Iz izreka o dominirani konvergenci takoj sledi naslednja trditev.

Trditev A.2.5. Naj zaporedje slucajnih spremenljivk (X, ),en z vrednostmi v topo-
loskem prostoru z Borelovo o-algebro skoraj gotovo konvergira proti slucajni spremenljivki
X. Tedaj zaporedje njihovih porazdelitev L£(X,,) sibko konvergira k L(X). |

Posledica A.2.6. Naj zaporedje (a,)nen vektorjev v R™ konvergira proti A in naj
zaporedje pozitivno semidefinitnih matrik (X,),en iz R™" konvergira proti . Tedaj
zaporedje normalnih porazdelitev N(a,, 3,) Sibko konvergira proti porazdelitvi N(a,>).

DokAz. Naj bo Z standardizirano normalno porazdeljena slucajna spremenljivka z
vrednostmi v R". Definirajmo sluc¢ajne spremenljivke X,, po predpisu X,, := a,, + 2z
in naj bo se X := a + XY2Z. Ocitno je X, ~ N(a,,%,) in X ~ N(a,%). Ker je tudi
lim,, I Y 2 zaporedje sluc¢ajnih spremenljivk X,, po tockah konvergira k X, torej
zaporedje njihovih porazdelitev sibko konvergira k N(a, X). [ |

A.3 Metrika Kolmogorova

Porazdelitve na realni osi lahko karakteriziramo s porazdelitvenimi funkcijami: vsaki
porazdelitvi p priredimo porazdelitveno funkcijo F' po predpisu:

F() = (o0, )

Funkcija F' je naraScajoca, z desne zvezna, njena limita v minus neskoncno je enaka 0, v
plus neskoncno pa 1. Velja tudi obratno: vsaka taka funkcija doloca porazdelitev na IR.
Pripomnimo naj Se, da je F' nezvezna v kve¢jemu Stevno mnogo tockah.

S porazdelitvenimi funkcijami lahko karakteriziramo tudi sibko konvergenco.

Izrek A.3.1. Naj bodo p in u,, n € IN, porazdelitve na IR s pripadajo¢imi po-
razdelitvenimi funkcijami F' in F,,. Tedaj zaporedje i, Sibko konvergira proti u natanko
tedaj, ko zaporedje F,(x) konvergira proti F(x) za vsako tocko z, v kateri je funkcija F
zvezna.

SKICA DOKAZA. Naj u, sibko konvergira proti pu. Tedaj iz posledice A.2.2 takoj
sledi, da zaporedje (F,,)(x) konvergira k F(x) v vsaki tocki z, v kateri je F' zvezna.
Dokazimo $e obratno. Naj bo piy := p in Fi, := F. Interval [0, 1], opremljen z Borelovo
o-algebro in Lebesguovo mero, je verjetnostni prostor. Za n € IN U {oo} definirajmo
funkcije X,,: [0,1] — R po predpisu:

Xp(w) :==supf{z | F,(z) < w}

Z nekaj racunanja se da dokazati, da velja [X,, < ¢] = [0, F,,(¢)]. Drugace zapisano, velja
P[X, < ¢] = F,(¢). Za vsak n ima torej slucajna spremenljivka X, porazdelitev p,,.
Da se tudi dokazati, da slucajne spremenljivke X, skoraj gotovo konvergirajo proti X.
Potem pa mora po trditvi A.2.5 tudi zaporedje porazdelitev u, Sibko konvergirati proti
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foo = . Tehni¢ne podrobnosti si lahko bralec pogleda v [21] na straneh 212-213 (lema
84.5). n

Definicija. Metrika Kolmogorova na prostoru vseh porazdelitev na IR je definirana po

predpisu:
di(j1.) 1= sup (=0, ) = pl(—o0. )|

To je torej metrika iz formule (A.0.1), pri Cemer za testne funkcije vzamemo vse
indikatorje intervalov oblike (—oo, z|. Ker ti intervali tvorijo m-sistem, ki generira Borelovo
o-algebro, je po trditvi A.0.1 to res metrika. Topologija, ki jo porodi, je Sibkejsa od tiste,
ki jo porodi metrika totalne variance, saj imamo opravka z manjSim razredom testnih
funkcij.

Ce zaporedje porazdelitev (tn)nen v metriki Kolmogorova konvergira proti porazde-
litvi p, zaporedje pripadajocih porazdelitvenih funkcij gotovo po tockah konvergira k po-
razdelitveni funkciji porazdelitve u. Po izreku A.3.1 potem zaporedje u,, Sibko konvergira
k p. Iz te ugotovitve potem sledi naslednja trditev.

Trditev A.3.2. Topologija, ki jo porodi metrika Kolmogorova, je mocnejsa od sSibke.

Doxkaz. Naj bo A zaprta v §ibki topologiji. Dokazati moramo, da je A zaprta tudi
v metriki Kolmogorova. Dovolj je pokazati, da za vsako zaporedje pu, porazdelitev iz A,
ki v metriki Kolmogorova konvergira k u, velja, da je tudi p € A. Toda to zaporedje
konvergira tudi v Sibki topologiji. Ker je A v tej topologiji zaprta, mora bitires u € A. B

Opomba. Na prostoru Pr(IR) pa obstaja tudi metrika, podobna metriki Kolmogorova,
ki porodi natansno sibko topologijo. To je Lévyjeva metrika, ki je definirana po predpisu:

du(p,v) = inf {& | p((—o0,2 —€]) — & < v((—00,a]) < (& +<]) + )

A.4 Wassersteinova metrika

Pri Wassersteinovi metriki vzamemo za testne funkcije vse neraztezne funkcije, t. j.
Lipschitzove funkcije s konstanto 1. Metrika je definirana na prostoru vseh porazdelitev,
ki so v L, t. j. porazdelitev, pri katerih je razdalja od izhodiséne tocke v L.

Definicija. Naj bo (5, d) metri¢ni prostor z Borelovo g-algebro S. Porazdelitev p na
(S,8) pripada razredu L' (glede na metriko d), ¢e za kako (vsako) tocko x € S velja:

/d(% y)u(dy) < oo

Za vsako porazdelitev p iz L! in vsako enakomerno Lipschitzovo funkcijo f je potem
[1f]dp < co. Na prostoru vseh porazdelitev iz L' definiramo Wassersteinovo metriko dyy

po predpisu:
/fw—/fw‘

kjer je £ razred vseh nerazteznih funkcij iz (S, d) v

dw (1 = sup
fec




A.4. WASSERSTEINOVA METRIKA 7

Opomba. Ce zaporedje porazdelitev (tin)nen v Wassersteinovi metriki konvergira
proti u, tudi za vsako enakomerno Lipschitzovo funkcijo zaporedje [ f dpu, konvergira

proti [ fdpu.

Trditev A.4.1. Topologija, ki jo porodi Wassersteinova metrika, je mocnejsa od
zozitve gibke topologije na L*.

DokAz. Podobno kot pri metriki Kolmogorova opazimo, da je dovolj pokazati, da
vsako zaporedje (f,)nen, ki konvergira v Wassersteinovi metriki, konvergira tudi sibko.
Po izreku A.2.1 je dovolj dokazati, da za vsako zaprto mnozico F' velja lim sup,,_, . pin(F) <
wu(F). To pa dokazemo tako kot v dokazu implikacije (1) = (2) v tem izreku, saj funkcije
fn miso le zvezne, ampak tudi enakomerno Lipschitzove. |



Dodatek B

Markovski procesi

V tem dodatku bomo podali osnove teorije markovskih procesov, ki je ozadje Chen—
Steinove metode. Glavna vez med njimi in Chen—Steinovo metodo so seveda operatorske
polgrupe. Teorija markovskih procesov je drugace lepo podana npr. v [21], teorija opera-
torskih polgrup pa v [10].

B.1 Prehodne porazdelitve in jedra

Prehodne porazdelitve nam povedo, kako je porazdeljena slucajna spremenljivka Y pri
dani vrednosti vrednosti slucajne spremenljivke X. So kljué¢nega pomena pri preucevanju
odvisnosti slucajnih spremenljivk. Nepogresljive so tudi v teoriji markovskih procesov,
kjer preucujemo, kako se proces razvija pri dani zacetni vrednosti. V resnici najveckrat
preucujemo prav slednje, brez konkretnega slucajnega procesa.

Definicija. Naj bo (2, F, P) verjetnostni prostor in A € F. Naj bo X: (2, F) —
(S,8) slucajna spremenljivka. Prehodna verjetnost dogodka B glede na X je regresija
njegovega indikatorja Iz. To je torej merljiva funkcija f: S — R, ki zados¢a plavzibilni
enacbi:

f(2) =P(B| X = x)

ki v resnici pomeni, da za vsako mnozico A € S velja:
/ fdL(X)=P([X € AlnB)
A

kjer je L(X) porazdelitev slucajne spremenljivke X.

Definicija. Naj bo (2, F,P) verjetnostni prostor in naj bosta X: (Q,F) — (5,S)
inY: (Q,F) — (T,7) slucajni spremenljivki. Funkcija ¢: S x 7 — [0, 1] je prehodna
porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X, ¢e velja:

(1) Za vsak B € T je funkcija ¢%: S — [0, 1], definirana po predpisu ¢?(z) := q(x, B),
prehodna verjetnost dogodka [Y € B] glede na X.

(2) Za vsak x € S je funkcija g,: 7 — |0, 1], definirana po predpisu ¢,(B) = q(z, B),
verjetnostna mera na (7', 7).

78
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Taki funkciji pravimo prehodna porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y glede na X. To je
torej usklajena druzina prehodnih verjetnosti dogodkov [Y € B].

Opomba. Prehodne porazdelitve so v tesni povezavi z bolj znanimi pogojnimi po-
razdelitvami glede na dano o-algebro G. Ce je namreé ¢ prehodna porazdelitev slucajne
spremenljivke Y glede na X, je funkcija @, definirana po predpisu Q(w, B) := ¢(X(w), B),
pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na o(X). No, v resnici so pogojne
porazdelitve poseben primer prehodnih. Ce je namrec Y: (Q, F) — (T, T) slu¢ajna spre-
menljivka in G C F, je pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na G njena
prehodna porazdelitev glede na identiteto X: (Q, F) — (2,G). Vet o pogojnih porazde-
litvah glej npr. [9].

Vcasih pa nas bodo zanimale le funkcije, ki b bile lahko prehodne porazdelitve. Takim
funkcijam bomo rekli jedra.

Definicija. Naj bosta (S,S) in (7', 7) merljiva prostora. Funkcija ¢: S x T — [0, 1]
je jedro iz (S,S) v (T,T), e izpolnjuje naslednja dva pogoja, ki ustrezata pogojema pri
definiciji prehodne porazdelitve:

(1) Za vsak B € T je funkcija ¢, definirana po predpisu ¢?(z) := ¢(z, B), S-merljiva.

(2) Za vsak x € S je funkcija g, definirana po predpisu q,(B) := ¢(x, B), verjetnostna
mera na (7, 7).

Jedro na prostoru (5,S) je jedro iz (S,S) v (5,S5).

Ce hocemo dokazati, da je ¢ prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na
X, moramo torej preveriti, da je ¢ jedro iz (S,S) v (T, 7) in da velja:

/ ¢®dL(X)=P[X € A,Y € B] (B.1.1)
A

Opomba. Tako kot je regresija poseben primer pogojnega matemati¢nega upanja,
so tudi pogojne porazdelitve glede na dano o-algebro G C F poseben primer prehodnih
porazdelitev. Za X namre¢ vzamemo identiteto (2, F) — (£2,G).

Seveda bi bilo o prehodnih porazdelitvah nesmiselno govoriti, ¢e ne bi obstajale. Na
sreco pa obstajajo za dovolj velik razred merljivih prostorov. Prehodna porazdelitev ob-
staja, brz ko je prostor (T,7) Borelov, to je takrat, ko je kot merljiv prostor izomorfen
kaki Borelovi podmnozici realne osi (z Borelovo o-algebro). Konstrukcija prehodnih po-
razdelitev je povsem enaka konstrukciji pogojnih porazdelitev glede na dano o-algebro,
ki so njihov poseben primer (konstrukcijo pogojnih porazdelitev si bralec lahko pogleda
v [9] na strani 230, izrek 1.6). Razred Borelovih prostorov je kar velik, saj je znano, da je
vsak poln separabilen metriéni prostor Borelov (glej [9], stran 33, izrek 4.12).

B.2 Prehodne porazdelitve in preslikave

V tem razdelku bomo preucili razne lastnosti slu¢ajne spremenljivke f(X,Y), kot so
matematicno upanje, regresija glede na X in prehodna porazdelitev glede na X, pri dani
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prehodni porazdelitvi slucajne spremenljivke Y glede na X. Kljuéni korak je izrazava
regresije.

Izrek B.2.1. Naj bosta (S,S) in (T, 7T ) merljiva prostora in naj bo f: S xT — R
merljiva funkcija. Dano naj bo jedro q iz (S,S) v (T, T). Definirajmo funkcijo Pf: Dy —
IR po predpisu:

(Pf)(x) = / £, ) a(e, dy) (B2.1)

Tu je Dy mnozica vseh tistih x € S, za katere je [|f(x,y)|q(x,dy) < co. Mnozica Dy je
merljiva in tudi funkcija Pf je merljiva.

Naj bosta X: (0, F) — (S,8) in Y: (0, F) — (T,7T) slucajni spremenljivki in naj
bo q prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X. Naslednji trditvi sta
ekvivalentni:

(1) fe LYL(X,Y)) (oz. f(X,Y)e LY(P)).

(2) Velja L(X)(Dy) =1in P|f| € L'(L(X)) (¢e ima Dy = Dy mero 1, funkcija P|f| ze
doloca ekvivalencni razred funkcij glede na enakost skoraj povsod glede na L(X)).

V primeru, ko trditvi veljata, je P f regresija slucajne spremenljivke f(X,Y") glede na X.
Funkcija Pf je tudi edina funkcija, ki je dobra za vse mozne ustrezne pare (X,Y).

SKICA DOKAZA. Izrek najprej dokazemo za primer, ko je f indikator pravokotnika. S
pomocjo Dynkinove leme, znane tudi kot izrek m—M\, izrek posplosimo na primer, ko je f
indikator poljubne mnozice iz produktne o-algebre S x 7. Kon¢no z uporabo linearnosti,
izreka o monotoni konvergenci in razcepa funkcije na pozitivni in negativni del izrek
dokazemo tudi za poljubno merljivo funkcijo. Dokaz izreka v vseh podrobnostih ima sicer
kar nekaj tehni¢nih sitnosti, vendar nikjer ni potreben prav globok premislek. [ |

Posledica B.2.2. Naj bodo f, X inY in q kot v izreku B.2.1. Ce bodisi drzita trditvi
(1) in (2), bodisi je f > 0, velja:

E(f(X.Y)) = / / f( ) (e, dy) £(X) (dx) (B2.2)

DOKAZ. V primeru, ko drzita trditvi (1) in (2), vse skupaj takoj sledi iz izreka. Ce pa
je f nenegativna, je f limita narasc¢ajocega zaporedja omejenih merljivih funkcij, za katere
trditvi (1) in (2) gotovo drzita. Potem pa enacbi sledita iz izreka o monotoni konvergenci.

Opomba. Formula B.2.2 ne pomeni ni¢ drugega kot:
E(f(X.Y)) =E(E(f(X,Y)| X))

Opomba. V primeru, ko sta slu¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni, lahko postavimo
kar ¢(z, B) = P[Y € B] za vsak z in potem formula (B.2.2) ni ¢isto ni¢ drugega kot
Fubinijev izrek.



B.3. JEDRA KOT TRANSFORMACIJE FUNKCIJ 81

Izrek B.2.1 nam izraza regresijo slucajne spremenljivke f(X,Y") glede na X. Z njegovo
pomocjo pa lahko rekonstruiramo kar celo prehodno porazdelitev te slucajne spremen-
ljivke. Naj bosta torej X: (2, F) — (5,8) in Y: (Q,F) — (T,7) slucajni spremenljivki
in f: (SxT,8x7T)— (U,U) merljiva preslikava (zdaj ni ve¢ nujno, da je U = IR). Naj
bo C' € U. Po izreku B.2.1 je prehodna verjetnost dogodka [f(X,Y") € C], torej regresija
slucajne spremenljivke Io(f(X,Y")) glede na X, definirana po predpisu:

o(z) = / To(f(2,9)) (e, dy) = / Lo ) ale,dy) = (o, £4(C))

in to je tudi edina regresija, ki je dobra za vse mozne pare (X,Y), pri katerih je dano
jedro g prehodna porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y glede na X. Oznacili smo f,(y) =

f(x,y).

Izrek B.2.3. Naj bodo (S,S), (T,7) in (U,U) merljivi prostori in naj bo q jedro iz
(S,S) v (I',T). Dana naj bo se merljiva preslikava f: (S x T,8 x T) — (U,U). Tedaj
obstaja natanko eno jedro ¢' iz (S, S) v (U,U), za katerega velja: ¢e sta X: (0, F) — (S,S)
inY: (Q,F) — (T,7) poljubni slucajni spremenljivki in je q prehodna porazdelitev
slucajne spremenljivke Y glede na X, je ¢’ prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke
f(X,Y) glede na X. Velja formula:

¢ (z,C) = q(z, f;1(C)) (B.2.3)

DOKAZ. Enoliénost smo ze dokazali. Iz izreka B.2.1 sledi, da je (¢')¢ merljiva za
vsako mnozico C' € § x 7, ocitno pa je tudi C' — ¢'(x,C) verjetnostna mera za vsak
z € S. Torej je ¢ jedro. Ce je ¢ prehodna porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y glede na
X, smo tudi ze dokazali, da je za vsak C' € U funkcija z — ¢(x, C') prehodna verjetnost
dogodka [f(X,Y) € C] glede na X. To pa je vse, kar je bilo treba dokazati. [ |

B.3 Jedra kot transformacije funkcij

Porazdelitev slucajne spremenljivke Y je po definiciji preslikava B — P[Y € B,
ki je verjetnostna mera. Lahko pa jo opisemo tudi s preslikavo f — E(f(Y)). Vsaki
verjetnostni meri p na merljivem prostoru (7', 7") torej pripada funkcional ®: b(7,7) — R,
ki deluje po predpisu:

o(f) = /fdu (B.3.1)

S b(T,7) bomo oznacevali prostor vseh omejenih merljivih funkcij iz T v R. Funkcional
® ima nekaj oc¢itnih lastnosti:

e Linearnost: velja ®(af 4 fg) = a®(f) + 3P(g).
e Pozitivnost: ¢e je f >0, je tudi ®(f) > 0.

e Monotona konvergenca: c¢e zaporedje nenegativnih funkcij f,, po tockah narasca
proti omejeni funkciji f, je tudi lim,, ., ®(f,) = ®(f).
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e Normaliziranost: velja ®(1) = 1.

Definicija. Kontrakcija je linearna preslikava med normiranima prostoroma, ki ima
normo najvec 1.

Trditev B.3.1. Vsak linearni funkcional ® na b(T,T), ki je poleg tega Se pozitiven
in v zgornjem smislu normaliziran, je tudi kontrakcija.

DoxkaAz. Funkciji ||f]| + f in || f|| — f sta o¢itno pozitivni. Potem pa velja:

o(f) = IA1 = @lA =) < I
(f) = (/1 + 1) =l = =l

Od tod pa ze sledi, da je ¢ kontrakcija. [ |

Funkcional ® nam popolnoma opise mero p, saj iz enacbe (B.3.1) sledi:
w(B) :=d(Ip) (B.3.2)

kjer I pomeni indikator mnozice B € T (to je funkcija, ki je na B enaka 1, drugje pa 0).
Velja pa Se vec¢: preslikava, ki verjetnostni meri priredi ustrezen funkcional, se da obrniti.

Trditev B.3.2. Naj bo (T, 7T) merljiv prostor in ® realni funkcional na b(T,T), ki
ima zgoraj opisane lastnosti. Tedaj obstaja natanko ena verjetnostna mera p na (T,7T),
za katero velja enacba (B.3.1). Mera p je podana z enacbo (B.3.2).

DokAz. Enoli¢nost smo ze dokazali. Ce za podani funkcional ® definiramo preslikavo
i po enacbi (B.3.2), iz zgornjih lastnosti sledi, da je p res verjetnostna mera na (7,7).
Preveriti je treba le se enacbo (B.3.1). Vemo, da enacba velja za indikatorje. Iz linearnosti
sledi, da velja tudi za merljive enostavne funkcije, iz monotone konvergence, da velja za
vse pozitivne omejene merljive funkcije, in spet iz linearnosti, da velja za vse omejene
merljive funkcije. [ |

Govoriti o verjetnostnih merah na merljivem prostoru (7,7) je torej isto kot govoriti
o funkcionalih na b(7,7) s prej nastetimi lastnostmi.

Porazdelitev dane slucajne spremenljivke Y torej lahko opisemo s preslikavo f —
E(f(Y)). Nastane vprasanje, ali lahko vse to naredimo tudi pogojno na dano slucajno
spremenljivko X: prehodno porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X bi radi
opisali s preslikavo, ki omejeni merljivi funkciji f priredi regresijo slu¢ajne spremenljivke
f(Y) glede na X. Zdaj torej ne bomo ve¢ dobili linearnega funkcionala, ampak linearni
operator, ki bo funkciji na (7', 7") priredil funkcijo na (S, S).

Porazdelitev je po definiciji verjetnostna mera, prehodna porazdelitev pa je jedro.
Nasa naloga je torej jedra opisati s primernimi operatorji. Klju¢ do tega je naslednja
posledica izreka B.2.1.

Posledica B.3.3. Naj bosta (S,S) in (T,7) merljiva prostora in naj bo f: T"— R
omejena merljiva funkcija. Dano naj bo jedro q iz (S,S) v (T, T). Definirajmo funkcijo
Pf: S — R po predpisu:

(Pf)(x) = / £() (e, dy) (B3.3)
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Funkcija Pf je merljiva. Ce sta X: (Q,F) — (S,8) in Y: (Q,F) — (T,7) slucajni
spremenljivki in je q prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X, je P f
regresija slucajne spremenljivke f(Y') glede na X. Funkcija Pf je tudi edina funkcija, ki
je dobra za vse mozne ustrezne pare (X,Y).

Jedru q iz (S,S) v (T, T) smo torej priredili operator P: b(T,7) — b(S,S). Le-ta ima
spet naslednje ocitne lastnosti:

e Linearnost: velja P(af + fg) = aPf + BPg.
e Pozitivnost: ce je f > 0, je tudi Pf > 0.

e Monotona konvergenca: ¢e zaporedje nenegativnih funkcij f,, po tockah narasca
proti omejeni funkciji f, tudi zaporedje P f,, po tockah narasca k Pf.

e Normaliziranost: velja P(1) = 1.

Opomba B.3.4. Vsak linearni operator P iz b(T,T) v prostor merljivih funkcij na
(S,8), ki je poleg tega Se pozitiven in v zgornjem smislu normaliziran, je prav tako tudi
kontrakcija: velja |[P(f)|| < |IfIl. Za vsak € S je namre¢ funkcional f — (Pf)(z)
linearen, pozitiven in normaliziran, torej je po opombi B.3.1 kontrakcija, od koder ze
sledi, da je tudi P kontrakcija.

Vsakemu jedru smo torej priredili linearni operator iz b(7',7) v b(S,S). Podobno kot
prej je tudi tu mogoce prireditev, ki smo jo pravkar opisali, obrniti.

Izrek B.3.5. Naj bosta (S,S) in (T,7T) merljiva prostora in P operator iz b(T,T)
v (S,8), ki ima zgoraj opisane lastnosti. Tedaj obstaja natanko eno jedro q iz (S,S) v
(T, T), za katerega velja enacba (B.3.3). Jedro q je podano z enacbo:

q(z, B) = (PIp)(x) (B.3.4)

Jedro q je tudi edino jedro, za katerega velja: c¢e sta X: (Q,F) — (S,8) inY: (Q,F) —
(T, T) slucajni spremenljivki in je Pf regresija slucajne spremenljivke f(Y) glede na X
za vsako funkcijo f € b(T,T), je q prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede
na X.

DokAz. Da mora biti jedro ¢ res podano z enacbo (B.3.4), sledi iz enacbe (B.3.3).
Enoli¢nost smo torej ze dokazali. Ce za podani funkcional ® definiramo preslikavo ¢ po
enachbi (B.3.4), iz zgornjih lastnosti sledi, da je ¢ res jedro iz (S,S) v (T, 7). Preveriti je
treba le Se enacbo (B.3.3). Vemo, da enacba velja za indikatorje. Podobno kot v dokazu
trditve B.3.2 tudi tu prav lahko dokazemo, da v resnici velja za vse funkcije iz b(T, 7).

Dokazimo Se drugi del izreka. Enoli¢nost dokazemo tako, da za vsak x € S izberemo
taki slucajni spremenljivki X in Y, da je X skoncentrirana v z in da velja E(f(Y)) =
(Pf)(x) za vsako funkcijo f € b(T, 7). Po trditvi B.3.2 namre¢ obstaja taka verjetnostna
mera p na (T,7), da za vsako funkcijo f € b(T,T) velja (Pf)(z) = [ f du, potem pa X
in Y definiramo na verjetnostnem prostoru (7,7, ut) in za X vzamemo konstanto z, za Y’
pa identiteto na T'. Potem je P f gotovo regresija slucajne spremenljivke f(Y') glede na X,
torej je tudi PIs prehodna verjetnost dogodka [Y € C] glede na X. Le-ta je v & natan¢éno
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dolocena, torej mora biti res ¢(z,C) = (Plg)(z). Ce ¢ definiramo po tem predpisu in
sta X in Y poljubni taki slucajni spremenljivki, da je P f regresija slucajne spremenljivke
f(Y) glede na X, je potem o¢itno g prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede
na X in izrek je dokazan. |

Govoriti o jedrih iz (S, S) v (T, 7) je torej isto kot govoriti o operatorjih iz b(T,7) v
(S,8) s prej nastetimi lastnostmi.

B.4 Jedra kot transformacije porazdelitev

Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki in naj bo v porazdelitev slucajne spremen-
ljivke X, ¢ pa prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X. Zanima nas
porazdelitev slucajne spremenljivke Y, ki jo bomo oznaéili s P,. Formula (B.1.1) nam
pove:

P,(B) = /q(x, B) v(dx) (B.4.1)

Ni tezko preveriti, da je za vsako porazdelitev v na danem merljivem prostoru (S, S)
in vsako jedro ¢ iz (S,S) v (T, 7) funkcija P, porazdelitev na (7, 7). Na ta nac¢in smo
vsakemu jedru iz (S,S) v (T, 7T) priredili transformacijo, ki vsaki porazdelitvi na (S, S)
priredi porazdelitev na (7, 7).

Porazdelitvi P, seveda pripada matematicno upanje E,. Za x € S oznacimo Se:

E,(f) == E;.(B) = / F () ae. dy) = (Pf)(x)

Tu je 9, Diracova mera, P pa je operator, ki pripada jedru ¢ po oznakah iz prejsnjega
razdelka. Iz zgornjih zvez in izsledkov prejsnjega razdelka je tudi jasno, da je za vsak
B € T funkcija x — P, (B) merljiva, prav tako pa je tudi za vsak f € b(T,7) merljiva
funkcija x — E.(f).

Za dano mnozico B € 7T ali funkcijo f € b(T,7) ter slucajno spremenljivko X:
(Q,F) — (S,8) lahko potem definiramo realni slu¢ajni spremenljivki Px(B) in Ex(f)
po o¢itnem predpisu:

Px(B)(w) := Px)(B)

Ex(f)(w) == Ex)(f)
Kdaj je dano jedro ¢ prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X, lahko
zdaj zapiSemo z nasimi novimi oznakami. Iz posledice B.3.3 in izreka B.3.5 takoj sledi
naslednja trditev.

Trditev B.4.1. Naj bo q jedro iz (S,S) v (T, 7). Dani naj bosta se slu¢ajni spre-
menljivki X: (Q,F) — (S,S) inY: (Q,F) — (T,T). Naslednje trditve so ekvivalentne:

(1) Jedro q je prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X.

(2) Za vsak B € T velja:
Px(B)=P([Y € B]| X)
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(3) Za vsak f € b(T,T) velja:

Ex(f) =E(f(Y)|X)

Nastane vprasanje, ali se da preslikava, ki jedru priredi ustrezno transformacijo, obr-
niti. Za primerno transformacijo v — P, bi radi poiskali tako jedro ¢, da bo veljala
enacba (B.4.1). Najprej si oglejmo primer, ko je v Diracova mera 0., z € S. V tem
primeru iz enac¢be (B.4.1) dobimo, da mora biti jedro ¢ definirano po predpisu:

¢(z, B) := P,(B) (B.4.2)

Potreben in zadosten pogoj, da bo veljala enacba (B.4.1), je o¢itno enak, da je za vsak
B € T funkcija x — P, (B) merljiva in velja:

P,(B) = / P, (B) v(dz) (B.4.3)

Za take transformacije bomo rekli, da so usklajene z integracijo.

Vsakemu jedru ¢ torej po enacbi (B.4.1) pripada transformacija F: Pr(S,S) —
— Pr(T,7), v — P,, ki je usklajena z integracijo. Velja tudi obratno: vsaki trans-
formaciji porazdelitev v — P, ki je usklajena z integracijo, po formuli (B.4.2) pripada
jedro ¢ in za to jedro velja tudi enacba (B.4.1). S Pr(S,S) bomo oznacevali prostor vseh
verjetnostnih mer na danem merljivem prostoru (S, S).

V zvezi s transformacijami porazdelitev, ki so usklajene z integracijo, omenimo Se
trditev, ki jo bomo potrebovali kasneje.

Trditev B.4.2. Kompozitum transformacij, ki sta usklajeni z integracijo, je tudi
usklajen z integracijo.

DoxkAz. Naj bosta transformaciji F: Pr(S,S) — Pr(7,7) in G: Pr(T,7) — (U,U)
usklajeni z integracijo. Za vsak B € 7 je torej funkcija x — F(d,)(B) merljiva in za
vsako porazdelitev v € Pr(S5,S) velja:

F(v)(B) = / F(6,)(B) v(da)

Iz linearnosti in izreka o dominirani konvergenci sledi, da je potem tudi za vsako funkcijo
g € b(T,T) funkcija x — [ g(y) F(d;)(dy) merljiva in velja:

[ow P = [ [ o) PG vide)

Potem pa velja:
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Od tod pa sledi vse, kar je bilo treba dokazati. [ |

Spoznali smo, da je govoriti o jedrih isto kot govoriti o dolo¢enih transformacijah
porazdelitev, podobno kot smo v prejsnjem razdelku spoznali, da je to isto kot govoriti
o primernih linearnih operatorjih. Vendar pa je vsa zgodba racun brez krémarja, ce se
ugotovljene ekvivalence med nasimi objekti ne odrazajo na slucajnih spremenljivkah.

Predpis, ki jedru priredi transformacijo v — P,,, se na slucajnih spremenljivkah lepo
odraza: Ce ima slucajna spremenljivka X porazdelitev v in je ¢ prehodna porazdelitev
slucajne spremenljivke Y glede na X, je P, porazdelitev slucajne spremenljivke Y. Za
obratni predpis pa bi zeleli tole: ¢e ima X porazdelitev v, Y pa porazdelitev P,, naj bi
bilo jedro ¢, dobljeno po formuli (B.4.2), prehodna porazdelitev slu¢ajne spremenljivke
Y glede na X. Vendar pa to Se zdale¢ ni res. Naj bo na primer S = T = {0, 1}, za
o-algebri vzamemo potencéni mnozici, v naj bo enakomerna porazdelitev na .S, jedro ¢ pa
naj bo deterministicno: za x € S naj bo ¢(x, B) := Ig(z). Tedaj je tudi P, enakomerna
porazdelitev na T

Jedro g zahteva, da morata biti slucajni spremenljivki X in Y skoraj gotovo enaki.
To pa seveda ni res, ¢e za X in Y vzamemo neodvisni slucajni spremenljivki, ki sta
enakomerno porazdeljeni na {0, 1}. Obratni predpis se torej ne odraza na slu¢ajnih spre-
menljivkah, tako kot bi zeleli.

Da se bo tudi obratni predpis lepo odrazal, bomo morali zahtevati dodatno strukturo
slu¢ajnih spremenljivk in jeder. Sprejeli bomo precej hudo zahtevo, da mora biti X deter-
ministicno odvisna od Y. Obstajati bo torej morala taka merljiva (navadno surjektivna)
preslikava p: (T, 7) — (S,S), da bo veljalo X = p(Y). Preslikavi p bomo rekli projekcija.

Omejitev se zdi huda, vendar bo pri vseh stvareh, ki jih bomo preucavali, pogoj, da
je X = p(Y), v resnici izpolnjen. Slucajna spremenljivka X bo namre¢ opisovala zacetno
stanje, Y pa cel razvoj slucajnega procesa. Zanimalo nas bo, kako se proces razvija pri
danem zacCetnem stanju. Ker podatek o celem razvoju vsebuje tudi podatek o zacetnem
stanju, bomo projekcijo p vedno lahko nasli.

Tudi primer, ko gledamo prehodno porazdelitev poljubne sluc¢ajne spremenljivke Y
glede na X, lahko prevedemo na primer, ko obstaja naravna projekcija p: gledamo namrec
porazdelitev sluéajnega vektorja (X,Y") glede na X, potem pa lahko za p vzamemo pro-
jekcijo na prvo koordinato. Omejitev, ki jo bomo zahtevali, torej sploh ni tako huda, kot
se zdi.

Omejitev, ki jo zahtevamo za slu¢ajne spremenljivke, moramo seveda zahtevati tudi za
jedra. Kaksno naj bo dobro jedro ¢, ki je prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke
Y glede na X, pri ¢emer velja X = p(Y)? Ce je X = x, je seveda p(Y) = z, torej je
Y € p~1({z}). V skladu s tem postavimo naslednjo definicijo.

Definicija. Jedro q iz (S, S) v (T, 7T) je usklajeno s projekcijo p: (T,T) — (S,S), ¢e je
za vsak z € S verjetnostna mera B — ¢(x, B) skoncentrirana na vlaknu p~'({z}), torej,
ce velja:

q(z,p7'({a})) =1 (B.4.4)

Zgled 1. Naj bosta X: (2, F) — (5,8) in Y: (Q,F) — (T, 7T) slucajni spremenljivki
in naj bo ¢ prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X. Iz izreka B.2.3
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sledi, da je funkcija ¢/, definirano po predpisu:
q(z,C) :=q(z,C,) (B.4.5)

kjer je C, = {y € T'| (z,y) € T}, prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke (X,Y)
glede na X. Ce s p: S x T — S oznacimo projekcijo na prvo koordinato, je X = p(X,Y)
in tudi jedro ¢’ je usklajeno s projekcijo p.

Nastane vprasanje, ali vedno obstaja prehodna porazdelitev, ki je usklajena z dano

projekcijo. Za ilustracijo bomo navedli naslednjo trditev, ki pa je kasneje ne bomo potre-
bovali.

Trditev B.4.3. Naj bosta (S,S) in (T, T ) Borelova prostora. Dani naj bosta slucajni
spremenljivki X: (Q, F) — (S,8) inY: (Q, F) — (T, T) ter merljiva surjekcija p: (T, T) —
(S,8) z merljivim desnim inverzom s. Naj bo X = p(Y). Tedaj obstaja prehodna
porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X, ki je usklajena s projekcijo p.

Doxkaz. Ker je prostor (T,7) Borelov, obstaja prehodna porazdelitev ¢ slucajne
spremenljivke Y glede na X. Seveda ni receno, da je jedro ¢ usklajeno s projekcijo p.
Pokazali pa bomo, da je skoraj usklajeno.

Naj bo I' graf projekcije p z zamenjanimi koordinatami, torej:

Ii={(p(y),y) |yeT}={(z,y) € SxT |z =p(y)}

Preverimo najprej, da je mnozica I" merljiva. Ker je prostor (S, S) Borelov, lahko na njem
prek izomorfizma na Borelovo podmnozico realne osi definiramo odstevanje: obstaja taka
merljiva preslikava : S x S — R, da je © = y natanko tedaj, ko je é(x,y) = 0. Potem pa
lahko zapiSemo:

I'=A{(z,y) € §xT[d(z,p(y)) =0}

kar je res merljiva mnozica.
Naj bo f:=Ir. Ker je X = p(Y), je f(X,Y) = 1. Po posledici B.2.2 velja:

1=E(f(X,Y)) = //f(m,y) g(z, dy) L(X)(dz) =
- //Ip1<{m}>(y)q(az,dy)£(x)(dx):
= /q(x,p_l({a:}))g(x)(dx)

Sledi:
(= ale () £0X) @) =0
Od tod pa sledi, da je q(x,p‘l({x})) = 1 za skoraj vsak x € S glede na £(X). Mnozica

tistih x, kjer se to ne zgodi, je torej merljiva in ima mero 0. Oznac¢imo jo z N. Izberimo
poljubno verjetnostno mero v na (7,7 ) in definirajmo:

, (z, B) r¢& N
¢(x B) = { Inoz)) oeN
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Tedaj je jedro ¢’ se vedno prehodna porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Y glede na X,
saj smo q popravili le na mnozici z mero 0, je pa tudi usklajeno s projekcijo p. |

Oglejmo si zdaj, kako se ugotovitve z zacetka razdelka izboljsajo, ¢e privzamemo
usklajenost s projekcijo p.

Izrek B.4.4. Naj bosta (S,S) in (T, T ) merljiva prostora in naj bo p: (T,T) — (S5, S)
merljiva preslikava. Naj bo v porazdelitev na (S, S), q pa jedro iz (S,S) v (T, T), usklajeno
sp. Naj bo P, porazdelitev na (T, T ), definirana po enacbi (B.4.1). Tedaj sta za poljubno
slucajno spremenljivko Y: (Q, F) — (T, T) naslednji trditvi ekvivalentni:

(1) Slucajna spremenljivka X := p(Y') ima porazdelitev v in q je prehodna porazdelitev
slucajne spremenljivke Y glede na X.

(2) Slucajna spremenljivka Y ima porazdelitev P,,.

Vsaka porazdelitev P!, za katero bodisi za vsak Y velja implikacija (2) = (1) bodisi za

vsak Y velja implikacija (2) = (1), je enaka P,. Tako smo jedru q, usklajenemu s p,
priredili transformacijo v — P,. Ta transformacija je usklajena z integracijo.

DOKAZ. Ze na zacetku razdelka smo dokazali, da za porazdelitev P, za vsak Y velja
implikacija (1) = (2). Pokazimo $e obratno implikacijo. 1z formule (B.4.4) sledi:

q(z, B) = q(z,p~'({x}) N B)
Sledi:
q(z,p(A) N B) = q(z,p" " ({z}) Nnp " (A) N B) =
= Ia(z) q(z,p" " ({z}) N B) =
= 1a(z) q(z, B)
Naj ima zdaj Y porazdelitev P,. Pokazati moramo, da ima X porazdelitev v in da

je q prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X. Prva trditev sledi iz
naslednje verige enakosti:

ﬂXeMZP@Wﬂaﬂ:B@*MDI/dmﬁ%wwwwz

- /Aq(g;,T) v(dx) :/y(dg;) = v(A)

A

Kljucni peti enacaj sledi iz prej izpeljane verige enakosti. Slucajna spremenljivka X ima
torej res porazdelitev v. Ker je ¢ jedro, je za drugo trditev dovolj dokazati enacbo (B.1.1).
Le-ta pa sledi iz naslednje verige enakosti:

/A g(z, B)L(X)(dx) = / La(x) g(z, B) v(dz) = / o(2.p7'(A) N B) v(de) =
—P[Y €p (A)NB|=P[X € A,Y € B

Dokazali smo, da porazdelitev P, res izpolnjuje pogoje izreka. Da je transformacija
v — P, usklajena z integracijo, takoj sledi iz formule (B.4.1). Pokazati je treba le Se
enoli¢nost.



B.4. JEDRA KOT TRANSFORMACIJE PORAZDELITEV 89

Naj bo P! poljubna porazdelitev na (7,7 ), za katero za vsak Y velja (1) = (2).
Izberimo slucajno spremenljivko Y s porazdelitvijo P,. Tedaj velja (1), torej ima Y
porazdelitev P!. Potem pa je P, = P,,.

Naj bo zdaj P!, poljubna porazdelitev, za katero za vsak Y velja implikacija (2) = (1).
Zdaj izberimo sluc¢ajno spremenljivko Y s porazdelitvijo P/. Spet velja (1), torej ima Y
porazdelitev P, potem pa je spet P!, = P,,. [ |

Iz tega izreka in zgleda na zacetku razdelka dobimo naslednjo posledico.

Posledica B.4.5. Naj bosta (S,S) in (T, T ) merljiva prostora. Naj bo v porazdelitev
na (S,S), q pa jedro iz (S,S) v (T,7T). Definirajmo porazdelitev P, na (S x T,8 x T)
po predpisu:

P,(C) = / a(z, o) v(dy) (B.4.6)

(oznacili smo C, == {y € T | (x,y) € C}). Tedaj sta za poljubni slu¢ajni spremenljivki
X: (,F)— (5,8)inY: (,F) — (T,7T) naslednji trditvi ekvivalentni:

(1) Slucajna spremenljivka X ima porazdelitev v, q pa je prehodna porazdelitev sluc¢ajne
spremenljivke Y glede na X.

(2) Slucajni vektor (X,Y') ima porazdelitev P,,.

/

Vsaka porazdelitev P!, za katero bodisi za poljubna X inY velja implikacija (2) = (1)
bodisi za poljubna X in Y velja implikacija (2) = (1), je enaka P,. Tako smo jedru q
priredili transformacijo v — P,. Ta transformacija je usklajena z integracijo.

Izrek B.4.4 nam je dal predpis, ki jedru, usklajenemu s projekcijo p, priredi transfor-
macijo v — P,. Iz implikacije (2) = (1) sledi, da je p.P, = v (za mero p na merljivem
prostoru (5, S) in merljivo preslikavo f: (S,8) — (1,7) z f.pu oznac¢imo mero na (7,7 ),
ki deluje po predpisu f.u(B) := u(f~(A))). Transformacija v — P, je torej desni inverz
preslikave p,.

Izrek B.4.6. Naj bosta (S,S) in (T,7T) merljiva prostora in naj bo p — (T,7) —
(S,8) merljiva preslikava. Dana naj bo transformacija v — P, iz prostora verjetnostnih
mer na (S,8) v prostor verjetnostnih mer na (T,7), ki naj bo desni inverz preslikave p,
in usklajena z integracijo. Definirajmo jedro q iz (S,S) v (T,7T) po predpisu q(z, B) :=
P.(B), to je kot v enacbi (B.4.2). Tedaj je jedro q usklajeno s p in za poljubno porazdelitev
v na (S,8) in slucajno spremenljivko Y: (0, F) — (T, T) s porazdelitvijo P, velja, da je
q prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na p(Y').

DokAz. Ker je v +— P, desni inverz preslikave p,, je za vsak x tudi p,P, = d,. Sledi:

a(z,p7 ({=}) = P (p7"({2}) = @.P.)({z}) = 1

Jedro q je torej res usklajeno s projekcijo p. Dokazali smo ze, da jedro q ter porazdelitvi v
in P, povezuje enacba (B.4.1). Po tockah (2) in (3) izreka B.4.4 je potem g res prehodna
porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na p(Y). [ |

Govoriti o jedrih iz (S,S) v (T, 7 ), usklajenih s projekcijo p: (T,7) — (S,S), je torej
isto kot govoriti o transformacijah v — P, iz prostora porazdelitev na (5,S) v prostor

porazdelitev na (7', 7), ki so desni inverzi preslikave p, in usklajene z integracijo. Tokrat
pa ekvivalenca ni rac¢un brez krémarja, saj se lepo ozraza na slucajnih spremenljivkah.
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B.5 Definicija markovskega procesa

Govorili bomo o sluc¢ajnih procesih v zveznem c¢asu. Sluc¢ajni proces bo torej slucajna
funkcija iz [0, 00) v dani merljivi prostor (.5,S), ki mu bomo rekli prostor stanj. To bo
torej slucajna spremenljivka z vrednostmi v S0,

Brz ko zelimo govoriti o verjetnosti, moramo prostor S opremiti s primerno o-
algebro. Kar ponuja se nam produktna o-algebra S, V tem primeru nam izrek
Daniella in Kolmogorova (glej [21], strani 124-127) zagotavlja obstoj lepega Stevila mer.
Vendar pa se izkaze, da tako dobljen merljiv prostor ni preveé uporaben. Ce je npr.
S topologki prostor in S Borelova o-algebra in elemente produkta S gledamo kot
preslikave [0,00) — S, je mnozica vseh zveznih funkcij nemerljiva. Merljive so namrec
le mnozice, ki so odvisne kve¢jemu od Stevno mnogo komponent. Natancneje, ce z Y;
ozna¢imo koordinatno projekcijo na prostor z indeksom ¢, so merljive mnozice natan¢no
kve¢jemu Stevni preseki mnozic oblike [Y; € A], kjer je A € S. Mnozica zveznih funkcij
pa razen v trivialnem primeru ni take oblike.

Namesto merljivega prostora (S §0:%)) bomo torej vzeli kak njegov podprostor
(S,S), pri ¢emer je S lahko tudi nemerljiva podmnozica prostora (S1%°), §0:0))  5_algebra
S pa bo vedno inducirana s o-algebro S To bo torej najmanjsa o-algebra, glede na
katero so koordinatne projekcije Y; merljive. V skladu z zgoraj povedanim definirajmo:

Definicija. Naj bo (S,S) merljiv prostor. Slucajni proces je slu¢ajna spremenljivka
X: (Q,F) — (S,S5), kjer je S € SI%) in S najmanjsa o-algebra na S, glede na katero
so vse koordinatne projekcije Y; merljive. Za dani w € Q je torej X (w) € S. Elementom
X (w) bomo rekli trajektorije, prostoru (S,S) pa prostor trajektorij.

Opomba. Z Y;: S — S bomo ves ¢as oznacevali koordinatno projekcijo na faktor z
indeksom ¢. Prav tako bomo oznacili X; :=Y; o X.

Navadno nas ne bodo zanimale konkretne slucajne spremenljivke X, ampak le primerne
porazdelitve na (S, S). Tezis¢e naslednjih razdelkov bo torej konstrukcija porazdelitev na
tem merljivem prostoru. Ko bomo konstruirali porazdelitev, bo (Y})¢c[o,00) iskani slucajni
proces.

Dostikrat pa nas niti porazdelitve same ne bodo prav dosti zanimale, ampak nas
bo bolj zanimal razvoj procesa, e zacnemo v dani tocki x € S. Zanimala nas bo torej
prehodna porazdelitev slucajnega procesa X glede na Xj. Iskali bomo torej jedra iz (S, S)
v (S,8S), usklajena s projekcijo Yy. Takemu jedru bomo rekli jedro slucajnega procesa.
Pripomnimo naj Se, da je po izrekih B.4.4 in B.4.6 govoriti o jedrih sluc¢ajnih procesov
isto kot govoriti o transformacijah v — P, iz prostora porazdelitev na (5,S) v prostor
porazdelitev na (S, S), ki so desni inverzi projekcije Yy, in usklajene z integracijo.

Definicija. Ce je X slu¢ajni proces in je ¢ prehodna porazdelitev slu¢ajne spremen-
ljivke X glede na X, pravimo, da je ¢ (globalno) jedro slu¢ajnega procesa X (za razliko
od lokalnih jeder, ki bodo prehodne porazdelitve slucajnih spremenljivk X; glede na X
in bodo postale pomembne malo kasneje). Paru (X, q) pravimo slucajni proces z jedrom
q.

Brz ko imamo dano porazdelitev v na (S,S), ki ji pravimo zacetna porazdelitev, in
jedro g, ki je jedro slucajnega procesa, lahko torej po izreku B.4.4 konstruiramo slucajni
proces z jedrom gq.
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Zanimali nas bodo markovski procesi, to so slucajni procesi, pri katerih je nadaljnji
razvoj odvisen le od trenutnega stanja, ne pa tudi od preteklosti, in je tudi neodvisen od
trenutka, v katerem gledamo vse skupaj. Opisimo to Se formalno.

Definicija. Levi pomik je preslikava 6,: S0 — S0 ¥i deluje po predpisu:
0,(x)(s) :==x(s +1)

Elemente produktnega prostora smo tu pisali kot funkcije iz [0, 00) v S.

Opomba. Brz ko je preslikava 0, dobro definirana kot preslikava S — S (t. ]
takrat, ko je 0,(S) C S), je merljiva. Dovolj je namre¢ preveriti merljivost mnozic oblike
0; (Y7 1(A)) = Y, L(A), ki je ocitna.

s

Definicija. Slucajni proces X je markovski, ¢e za vsak t € [0, 00) velja:
(1) 6,(S) c S.

(2) Slucajna spremenljivka 6,(X) je pogojno glede na X; neodvisna od o-algebre F;, ki
jo generirajo slucajne spremenljivke X, s < t.

Spomnimo se: dogodka A in B sta pogojno neodvisna glede na o-algebro G, ce velja:
P(ANB[G)=P(A|G)P(B|G)

o-algebri A in B sta pogojno neodvisni glede na G, ¢e sta poljubna dogodka A € A in
B € B pogojno neodvisna glede na G.

Ce pri pogojni neodvisnosti namesto -algebre vzamemo slu¢ajno spremenljivko, mis-
limo s tem o-algebro, ki jo ta slu¢ajna spremenljivka generira.

Trditev B.5.1. Ce je slucajni proces X markovski, je to tudi 6,(X).

Dokaz. Naj bo X' := 6,(X). Treba je preveriti, da je za vsak s € [0,00) slucajna
spremenljivka 6,(X") = 6;,5(X) pogojno glede na X! = X, neodvisna od o-algebre, ki
jo generirajo slucajne spremenljivke X! = X, ,,, u < s. To pa takoj sledi iz dejstva, da je
X markovski proces. [ |

V zvezi s pogojno neodvisnostjo je kljucen naslednji razmeroma preprost izrek, ki je
dokazan v [8] (stran 217, izrek 7.3.1).

Izrek B.5.2. Naj bo X: (2, F) — (5,8) slucajna spremenljivka in naj bosta G, H
o-algebri. Naslednje trditve so ekvivalentne:

(1) X je pogojno glede na G neodvisna od H.
(2) Za vsak A € S velja:

P([X € Al|o(G,H)) = P([X € A]| §)

(3) Za vsako merljivo funkcijo f: S — R velja:
E(f(X)]0(¢, 1) = E(f(X) | G)
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Opomba. S o(G,H) smo oznaéili najmanjso o-algebro, ki vsebuje G U H. Podobno
bomo tudi s o(X) oznacevali najmanjso o-algebro na €2, glede na katero je preslikava
X: Q — (S5,8) merljiva.

Markovske procese torej karakterizira enacba:
P([0,(X) € B] | F) =P([6:(X) € B] | X;) (B.5.1)

Sledi:
E(f(6:(X)) | ) = E(f(6:(X)) | Xo) (B.5.2)

Tu je f zaenkrat indikator poljubne mnozice B € S. 1z linearnosti in izreka o dominirani
konvergenci za pogojno matemati¢no upanje pa sledi, da enakost velja za poljubno funkcijo

f eb(s,S).

Kot smo Ze omenili, nas bodo zanimali le tisti markovski procesi, pri katerih je nadaljnji
razvoj neodvisen tudi od trenutka, v katerem gledamo vse skupaj. Razvoj slucajnega
procesa pa opisuje jedro, ki je primerna prehodna porazdelitev. Casovno homogenost bo
torej naravno definirati za jedra slucajnih procesov.

Definicija. Naj bosta (S, S) in (S, S) kot zgoraj in naj bo 6;(S) C S za vsak t € [0, 00).
Jedro q iz (S,S) v S,8S) je markovsko, ¢e je za vsak sluéajni proces X z jedrom ¢ in vsak
t € [0, 00) slucajni proces 6;(X) markovski in ima ¢ za jedro.

Casovno homogen markouvski proces je tak slucajni proces X, da obstaja markovsko

jedro g, ki je jedro slucajnega procesa X, torej prehodna porazdelitev slu¢ajne spremen-
ljivke X glede na Xj.

Opomba. Po trditvi B.5.1 je za to, da je jedro ¢ markovsko, dovolj preveriti, da je vsak
slucajni proces X z jedrom ¢ markovski in da je za vsak t € [0, c0) slu¢ajna spremenljivka
0,(X) slucajni proces z jedrom q.

Naj bo ¢ markovsko jedro in X slucajni proces z jedrom ¢q. Iz dejstva, da je slucajni
proces X markovski, enacbe (B.5.2), dejstva, da je tudi 6;(X) slucajni proces z jedrom g,
in trditve B.4.1 sledi, da za vsako funkcijo f € b(S,S) velja:

E(f(0.(X)) | 7) = E(f(0,(X)) | X;) = Ex,(f)

Slucajna spremenljivka Ex,(f) je tu definirana kot kompozitum ¢ o X, kjer je ¢(x) =
E.(f). Videli smo ze, da je funkcija ¢ merljiva.
Kar smo dobili, je lastnost Markova. Le-ta tudi karakterizira markovska jedra.

Trditev B.5.3. Naj bo g jedro slucajnega procesa in naj z oznakami od prej velja,
da je 0,(S) C S za vsak t € [0,00). Naslednji trditvi sta ekvivalentni:

(1) Jedro q je markovsko.

(2) Za vsak slucajni proces X z jedrom q velja lastnost Markova:

Ex,(f) = E(f(6.(X)) ‘ Fi) (B.5.3)
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Doxkaz. Implikacijo (1) = (2) smo ze dokazali. Naj zdaj velja (2). Ker je slucajna
spremenljivka Ey, (f) merljiva glede na o(X}), velja:

Ex,(f) = E(f(0.(X)) | X;) = E(f(0.(X)) | 7)

Iz prvega enacaja in trditve B.4.1 zdaj sledi, da je 6,(X) slu¢ajni proces z jedrom ¢ za
vsak t, iz drugega enacaja in enacbe (B.5.2) pa sledi, da je sluc¢ajni proces X markovski.
Iz trditve B.5.1 potem sledi, da je g res markovsko jedro. |

Opomba. V literaturi je s pojmom markovski proces dostikrat misljeno markovsko
jedro, definicija pa temelji kar na enacbi (B.5.3). Tako je tudi v [21], kjer se markovsko
jedro q opise kot zbirka porazdelitev P,. Zveza med markovskim jedrom ¢ in porazde-
litvami P, je podana s formulo (B.4.2): ¢(z, B) = P,(B). No, definicija v [21] je Se
nekoliko splosnejsa: prostor trajektorij ni nujno podprostor prostora S1%>) in tako tudi
Y} niso nujno koordinatne projekcije. Splosneje so vzete tudi o-algebre F;. Nasa definicija
pa se sklada s tisto iz [10].

B.6 Markovski procesi in operatorske polgrupe

Definirali smo, kaj je markovski proces. Vendar pa zaenkrat razen nekaj trivialnih
zgledov, kot so npr. konstante, ne bi mogli konstruirati nobenega markovskega procesa.

Kako sploh konstruirati kako markovsko jedro? To je jedro iz (navadno krotkega) pros-
tora stanj (S,S) v ogromni prostor (S,S). Izkazalo pa se bo, da je mogoce to markovsko
jedro, ki je, kot vemo, prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na X, kjer
je X slucajni proces z jedrom g, izlusciti ze iz lokalnih jeder, ki so prehodne porazdelitve
slucajnih spremenljivk X; glede na Xj.

Kako iz globalnega jedra dobiti lokalna, vemo. Danemu jedru q iz (S,S) v (S,S)
priredimo jedra ¢; na prostoru stanj (S, S) po predpisu:

qi(z, A) = q(z,[Y; € A)) (B.6.1)

Iz izreka B.2.3 takoj sledi: ¢e je X slucajni proces z jedrom ¢, je ¢; prehodna porazdelitev
slucajne spremenljivke X; glede na Xj.

Posebno ce je jedro ¢ markovsko, jedra ¢; ne morejo biti kar koli. Izkaze se, da jih
karakterizirata dve osnovni lastnosti. V primeru, ko je (S,S) = (S0 §0:)) hosta
ti dve lastnosti dovolj: vsaki druzini (g:)icp,), ki ju izpolnjuje, pripada natancéno eno
markovsko jedro ¢, za katerega velja enacba (B.6.1). Ta ‘produktni’ primer bo tudi osnova,
za naslednji zanimivejsi primer, ko bo S dovolj lep topoloski prostor z Borelovo o-algebro
S, (S,8) pa bo prostor vseh funkcij iz [0,00) v S, ki so z desne zvezne in imajo limite
z leve. To bo izplonjeno tudi pri Feller—Dynkinovih procesih), ki bodo za nas Se posebej
zanimivi. V tem primeru pa bo morala druzina (g):cjo,00) izpolnjevati e dodatne pogoje.

Pa si oglejmo ti dve osnovni lastnosti, ki morajo veljati za jedra ¢;. Za vsak x € S
pripada markovskemu jedru ¢ porazdelitev P,. Ce merljivi prostor (S,S) opremimo z
verjetnostno mero P, postanejo projekcije Y; slucajne spremenljivke in izrek B.4.4 nam
pove, da je Y := (Y})iep0.00) (ki je identiteta na S) slucajni proces z jedrom ¢ in zatetno
porazdelitvijo 9.
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Iz dejstva, da je jedro ¢; je prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y; glede na
Yy, in enacbe (B.1.1) sledi:

4, A) = / woly, ALYy (dy) = P[Y, € A)

Velja torej L(Y;)(A) = q:(x, A). Ker je slucajna spremenljivka Y[ skoncentrirana v x,
velja:
To je prva lastnost, ki karakterizira jedra ¢;. Jedro ¢y torej predpisuje: ce je gy prehodna
porazdelitev slucajne spremenljivke U glede na V', je skoraj gotovo U = V.

Videli smo, da je L(Y;)(A) = ¢(x,A). Torej je tudi L(Yiis)(A) = qys(x, A). Iz
dejstva, da je tudi 6,(Y) slu¢ajni proces z jedrom ¢, sledi, da je gs; prehodna porazdelitev
slucajne spremenljivke Y; ¢ glede na Y;. Od tod pa dobimo:

Giosl, A) = PV, € A] = / 0u(y, 4) LOY:) (dy) = / 4a(y, A) gy(z, dy)

Dobljeni enachi:
e, ) = [ a0 A) o, ) (B.6.3)

pravimo enacba Chapmana in Kolmogorova in to je druga lastnost, ki karakterizira jedra

qt-
Po posledici B.3.3 pa vsakemu jedru ¢; pripada natancno dolo¢en linearni operator
P 5(S,S) — b(S,S), definiran po predpisu:

(Pf)(z) = / £() (e, dy)

Izkazalo se bo namre¢, da je za nadaljnjo obravnavo in konstrukcijo druzin jeder g, precej
ugodneje gledati njim pripadajoce linearne operatorje.

Opomba. Ce je X slucajni proces z jedrom ¢, ki je markovsko, je torej P,f regre-
sija slucajne spremenljivke f(X;) glede na Xy. Z drugimi besedami, velja (P.f)(Xo) =
E(f(X) | Xo).

Oglejmo si, kako se enachi (B.6.2) in (B.6.3) odrazata na dobljenih operatorjih. Prva
enacha ocitno pove, da je P kar identiteta. Druga enacba pa najprej pove, da v primeru,
ko je f = I, velja:

(Prof) () = qupalar, A) = / 0oy, A) qu(, dy) = / / £(2) 0y, d2) @i, dy) = (PLP.) ()

V primeru, ko je f indikator, je torej P, .f = P,P;f. Zaradi linearnosti in monotone
konvergence pa to velja tudi za vsak f € b(S,S). Velja torej Py s = P, Ps.

Definicija. Operatorska polgrupa na Banachovem prostoru L je druzina (P;)ieqo,o0)
omejenih linearnih operatorjev na L, ki ima naslednji lastnosti:
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(2) Pt+s = PtPS.

Vsakemu markovskemu jedru smo torej priredili operatorsko polgrupo nab(S,S). Ope-
ratorji, ki sestavljajo to polgrupo, so poleg tega Se pozitivni, normalizirani in zaprti za
monotono konvergenco. Nastane vpraSanje, ali je mogo¢ tudi obrat. Izrek B.3.5 nam vsaki
operatorski polgrupi z zgornjimi lastnostmi priredi druzino jeder ¢; na (5,S). Nastane
seveda vprasanje, ali zdaj veljata enacbi (B.6.2) in (B.6.3). Odgovor je po pricakovanju
pritrdilen. Prva enacba takoj sledi iz lastnosti (1), lastnost (2) pa nam pove:

Geon(z, A) = (ProaLa)(z) = (PP (2) = / / 14(2) 4 (9, d2) u(e, dy) =
= /QS(y>A) Qt(x>dy)

kar je natanéno enacba Chapmana in Kolmogorova. Govoriti o druzinah jeder na (S,S),
ki zadoScajo enacbama (B.6.2) in (B.6.3) je torej isto kot govoriti o operatorskih pol-
grupah na b(S,S), katere operatorji so pozitivni, normalizirani in zaprti za monotono
konvergenco. Drugo vpraSanje pa je, ali je to tudi isto kot govoriti o markovskih jedrih.

V naslednjem razdelku bomo pokazali, da je odgovor pritrdilen v primeru, ko je (S,S) =
(S10:0) | Sl0.00)),

B.7 Konstrukcija markovskih procesov

Cilj tega razdelka bo pokazati naslednji izrek.

Izrek B.7.1. Naj bo (S,S) Borelov prostor in naj bo (g)icj0,00) druzina jeder na
(S,8), ki zadoscajo enacbama (B.6.2) in (B.6.3), torej:

qo(z, A) = I4(x)
Gors(z, A) = / 0.y, A) ar(a, dy)

Tedaj obstaja natanko eno markovsko jedro q iz (S,S) v (S0°°) S§10:%)) ki mu pripadajo
lokalna jedra qq, t. j. veljati mora enacba (B.6.1):

Qt(sz) = Q(zv [Y;t € A))

Z drugimi besedami, da vsak slucajni proces X z jedrom q mora biti q; prehodna poraz-
delitev slucajne spremenljivke X; glede na X,.

Jedro ¢ bomo konstruirali kot primerno transformacijo v +— P, in se oprli na izrek
B.4.6. Porazdelitev P, bomo najprej konstruirali na mnozicah:

Y, € Ay,... Y, € A)]

ki jim bomo rekli cilindriéne. Konstrukcijo bomo izvedli iz posledice B.4.5. Iz nje in
trditve B.4.2 zlahka izpeljemo naslednjo trditev.
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Trditev B.7.2. Naj bodo (Sy,Sk), k = 0,...n merljivi prostori. Naj bo v poraz-
delitev na (Sp,Sp) in za k = 1,...n naj bo g jedro iz (Hfz_ol Si,Hf:_ll Si) v (Sk, Sk).
Tedaj obstaja natanko ena porazdelitev P, na (H?:o Si 1T, S,-), za katero velja, da
sta poljubne slucajne spremenljivke X;: (Q, F) — (5;,S;), i = 0,...n, naslednji trditvi
ekvivalentni:

(1) Slucajna spremenljivka X, ima porazdelitev v, q. pa je prehodna porazdelitev
slucajne spremenljivke X}, glede na (X, ... Xy_1) za vsak k.

(2) Slucajno zaporedje (Xo, ... X,) ima porazdelitev P,,.

Transformacija v — P,,, ki pripada jedrom gqy, je usklajena z integracijo. |
Za nas je seveda zanimiv markovski primer.

Definicija. Zaporedje sluc¢ajnih spremenljivk (X, ... X,) je markovsko, ¢e je za vsak
k=1,...n — 1slucajna spremenljivka X, ., pogojno glede na X, neodvisna od sluc¢ajnega
zaporedja (Xo, ... Xk 1).

Pri dokazovanju markovske lastnosti konstruiranega slucajnega procesa pa bomo po-
trebovali malo mocnejso karakterizacijo.

Trditev B.7.3. Ce je zaporedje (X, ...X,) sluc¢ajnih spremenljivk z vrednostmi v
Borelovih prostorih markovsko, sta za vsak k = 0,...n pogojno glede na X; neodvisni
tudi slucajni zaporedji (Xo, ... Xy) in (Xg,...X,).

DokAz. Za k = 01in k = n je trditev o¢itna. Za k =1,...n—1 pa je dovolj dokazati,
da sta pogojno glede na X} neodvisni slucajni zaporedji (Xo, ... Xp_1) in (Xpi1,...X5),
saj lahko X} vedno dodamo.

Najbotorejk =1,...n—1in k <1 < n. Tedaj je slucajna spremenljivka X, ,; pogojno
glede na X; neodvisna od (X, ... X;_1). Iz trditve B.5.2 sledi, da za vsak A € o(X;11)
velja:

P(A]o(X;) =P(A|o(Xo,...X;))

o-algebri na levi in desni pa lahko zamenjamo tudi z vsako vmesno o-algebro. Sledi:
P(A|o(Xo,... X)) =P(A|o(Xk,... X))

Po trditvi B.5.2 je potem sluc¢ajna spremenljivka X;,; pogojno glede na o(Xy,...X;)
neodvisna od (Xy,...X;_1). Obrnimo to pogojno neodvisnost! Iz trditve B.5.2 zdaj
dobimo, da za vsak B € o(Xy, ... X;_1) velja:

P(B|o(Xy,...X;))=P(B|o(Xk,...Xit1))
Z indukcijo po ¢ potem sledi, da je tudi:
P(B|o(Xy)) =P(B|o(Xk,... X))

od koder spet po trditvi B.5.2 dobimo, da sta sluc¢ajni zaporedji (Xo,...X;_1) in
(Xka1, ... Xn) pogojno glede na Xy, res neodvisni. [ |
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Posledica B.7.4. Vsako podzaporedje markovskega slucajnega zaporedja je tudi
markovsko.

Za markovski primer dobi trditev B.7.2 naslednjo obliko.

Posledica B.7.5. Naj bodo (Sy,Sk), k = 0,...n merljivi prostori. Naj bo v poraz-
delitev na (Sy,Sy) in za k = 1,...n naj bo q jedro iz (Sk_1,Sk-1) v (Sk,Sk). Tedaj
obstaja natanko ena verjetnostna mera P, na (H?:o Si 1T SZ-), za katero velja, da sta
za poljubne slucajne spremenljivke X;: (Q,F) — (5;,S;), i = 0,...n, naslednji trditvi
ekvivalentni:

(1) Slucajno zaporedje (Xo,...X,) je markovsko, Xy ima porazdelitev v in za vsak k
je qr prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke X} glede na Xj_.

(2) Slucajno zaporedje (Xo, ... X,) ima porazdelitev P,,.

Transformacija v — P,,, ki pripada jedrom q, je usklajena z integracijo. [ |

DoxkAz. Definirajmo jedra g, iz (Hf:_ol Si, Hfz_ll S,-) v (Sk, Sk) po predpisu:
@ (20, - - w1, A) = qr(wp-1, A)

Iz trditve B.5.2 po kratkem premisleku sledi, da sta za vsako slucajno zaporedje
(Xo, ... X,) naslednji trditvi ekvivalentni:

(1) Za vsak k je ¢, prehodna porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X}, glede na
(Xo, ... Xp_1).

(2) Za vsak k je qr prehodna porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X} glede na Xj;_; in
slucajno zaporedje (Xo, ... X,,) je markovsko.

Potem pa res vse sledi iz trditve B.7.2. [ |

Pri dani zac¢etni porazdelitvi in jedrih ¢; lahko zdaj konstruiramo porazdelitve slucajnih
zaporedij oblike (X, ,...X,,). Konstruirati pa moramo porazdelitev cele sluc¢ajne spre-
menljivke X. Klju¢ do tega bo izrek Daniella in Kolmogorova.

Definicija. Naj bo (S,S) merljiv prostor in naj bo T poljubna mnozica. Druzina
verjetnostnih mer (uy)yer na produktih (S, V), kjer je F' druzina konénih podmnoZic
mnozice T, je usklajena, ¢e za poljubni mnozici M, N € F, za kateri je N C M, velja
enakost jiy = parn«Vur, Kjer je parny naravna projekcija iz SM na SV.

Izrek B.7.6 (Daniell, Kolmogorov). Naj bo (S,S) Borelov prostor, naj bo T
poljubna mnozica in naj bo (uy)ner usklajena druzina verjetnostnih mer. Tu je F' taka
druzina konc¢nih podmnozic mnozice T, da je vsaka kon¢na podmnozica v 'I' vsebovana v
kakem elementu druzine F. Tedaj obstaja natanko ena verjetnostna mera pu na (ST,87T),
za katero je jiy = py« za vsak N € F. Tu je py naravna projekcija iz ST na SV.

Dokaz bomo opustili, bralec lahko pogleda v [21], strani 124-127. Izrek se najprej
dokaze za primer, ko je S kompakten metri¢ni prostor z Borelovo o-algebro §. Dokaz se
sklice na Carathéodoryjev izrek in izrek Tihonova. Iz primera, ko je S kompakten metri¢ni
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prostor, pa potem takoj sledi splosni primer, saj je vsak Borelov prostor izomorfen merljivi
podmnozici kompaktnega metri¢cnega prostora.

Zdaj imamo ze pripravljeno vse potrebno, da dokazemo glavni izrek.

DoxkAz 1ZREKA B.7.1. Obstoj: Naj bo F' druzina vseh kon¢énih podmnozic intervala
[0, 00), ki vsebujejo niclo. Naj bo v poljubna porazdelitev na (S,S). Po posledici B.7.5
za vsako mnozico:

N:{to,...tn}eF, O=to<ti <...<t,

obstaja taka porazdelitev P, da sta za vsako slu¢ajno spremenljivko (X, ... X,) z vred-
nostmi v (S S ) = (SN SN ) naslednji trditvi ekvivalentni:

(1) (Xo,...X,) ima porazdelitev P%.

(2) Slucajno zaporedje (Xo,...X,) je markovsko, X, ima porazdelitev v in za vsak
k =1,...n je g, _, prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke X} glede na
Xp_1.

Preverimo, da je druzina mer PY usklajena. Brz ko je N C M, mora torej veljati
PY = pyn.PY. To pa je dovolj preveriti v primeru, ko se M in N razlikujeta za en sam
element. Naj bo torej N = {tg,...t,},0=tg <t; < ...<t,, M = NU{t} int ¢ N.
Oznag¢imo koordinatne projekcije iz S™ v S takole: za k = 0,...n naj bo X}, projekcija na
koordinato z indeksom t;, X pa naj bo projekcija na koordinato z indeksom t. Opremimo
(SM SM) 7 mero PM! Tedaj je dovolj preveriti, da ima slu¢ajno zaporedje (X, ...X,)
porazdelitev P2

Identiteto na (S™,SM) si lahko predstavljamo kot slu¢ajno zaporedje. Le-to je mar-
kovsko, torej je markovsko njegovo podzaporedje (Xo,...X,). Prvi ‘¢clen’ identitete na
SM je seveda Xy, torej ima X, porazdelitev v. Da preverimo, da ima (Xj,...X,) res
porazdelitev PY . je treba le Se preveriti, da je za vsak k = 1,...n jedro g prehodna
porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Xj_1.

Slednje je gotovo res, ¢e je t > t,. Naj bo zdaj t,_1 < t < t,.. Tedaj je q—¢,_,
prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na X,_1, ¢;._+ pa je prehodna
porazdelitev slucajne spremenljivke X} glede na X. Mi pa moramo preveriti, da je ¢, ,
prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke X, glede na X,_;. Iz enacbe Chapmana in
Kolmogorova sledi:

/ Goro, (2 B) LX) (diy_y) =

G, —t(2; B) Ge—t,_y (r1, d) L(Xr 1) (dr 1) =

X 1)Qt7«—t(X B))
(@r-1) g, —e(, B) L(Xr—1, X)(d(23-1, 7)) =

-1/

//IA Te-1) @t —t(x, B) oy, (xp-1, dx) L(X, 1) (dzy1) =
E IA

/

/ G-+, B) £(X,_1, X)(d(w5_1, 7))

xS

b
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Tretji enacaj sledi iz dejstva, da je ¢, , prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke
X glede na X,_, in posledice B.2.2. Vemo pa tudi, da je ¢, _; prehodna porazdelitev
slucajne spremenljivke X, glede na X. Iz dejstva, da je slucajno zaporedje (X,_1, X, X,)
markovsko, in trditve B.5.2 pa sledi, da je funkcija:

(xr—17 x, B) = qtr—t(x7 B)

prehodna porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X, glede na (X,_1, X'). Potem pa po enacbi
(B.1.1) velja:

/ Qtr-—tr71(x>B) c(Xr—l)(dIr—l) = P[(Xk—bX) € Ax S, Xk € B] =
A
= P[Xk_l e A X, € B]

To pa je tudi enacba (B.1.1), ki pove, da je ¢4, res prehodna porazdelitev slucajne
spremenljivke X, glede na X,_i, torej je res PY = pyn.PM in druzina mer P2 je res
usklajena.

Po izreku Daniella in Kolmogorova obstaja taka porazdelitev P, na (S0 S[0:20)),
da za vsak N € F velja PY = py.P,. Opisimo to se malo drugace. Za slucajno spre-
menljivko X z vrednostmi v (S0 S10%)) kot ponavadi oznacimo X; := Y;(X), kjer so
Y; koordinatne projekcije. Dobili smo: brz ko ima slucajna spremenljivka X porazdelitev
P,, ima (X, ... X;, ) porazdelitev PY kjer je 0 =ty < t; < ...t, in N = {tg,...t,}.

Za vsak N je transformacija v — P usklajena z integracijo. Od tod sledi, da za
vsako mnozico B € Sl oblike [V}, € Ag,...Y;, € A,], 0=ty <t; <...<t, velja:

P,(B) = / P, (B) v(dz)

saj je P,(B) = PY(Ayx...x A,). Mnozice B zgornje oblike tvorijo m-sistem, ki generira
Sl0) " Druzina vseh mnozic, za katere velja enakost, pa je A-sistem in po Dynkinovi
lemi enakost velja za vse mnozice B € SI%*) torej je nasa transformacija res usklajena z
integracijo. Usklajena pa je tudi s projekcijo Yy, saj, ¢e prostor (502, S10%)) opremimo
s porazdelitvijo P, ima Y, porazdelitev Pl = .

Po izreku B.4.6 potem nasi transformaciji v — P, pripada natanc¢no doloceno jedro
q. Preveriti moramo, da je markovsko. Naj bo X slucajni proces z jedrom ¢. Trdimo:
proces X je markovski. Naj bo v zacetna porazdelitev nasega slucajnega procesa. Tedaj
ima X porazdelitev P,. Ker ima za vsak N = {to,...t,}, 0 = tg < t; < ...t,, sluéajno
zaporedje (X;,, ... X;, ) porazdelitev PY | je markovsko. Od tod pa sledi, da, ¢e je:

A: [th EAl,---Xtm EAm]
B =X, € By,...X,, € B,

in0 <t <...<t, <t<s <...<s,, sta dogodka A in B pogojno glede na X,
neodvisna. Pogojna neodvisnost pa je zaprta za A-sisteme. Ker dogodki A zgornje oblike
tvorijo m-sistem, ki generira F;, dogodki B pa tvorijo m-sistem, ki generira najmanjso o-
algebro, v kateri je merljiva slucajna spremenljivka 6,(X), iz Dynkinove leme sledi, da je
0,(X) pogojno glede na X; res neodvisna od F;. Slucajni proces X je torej res markovski.
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Preverimo zdaj, da je tudi 6;(X) sluc¢ajni proces z jedrom ¢. Privzamemo lahko, da
jet>0. Najbot =ty <t <... <t, Oglejmo sislucajno zaporedje (Xy,,...X;,). Ce
mu na zacetek pritaknemo Se X, dobimo, da ima novo slucajno zaporedje porazdelitev
PY' kjer je N' = {0,tg,...t,}. Od tod pa sledi, da je zaporedje (X, ... X;,) markovsko
in da je g, —,_, prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke X;, glede na X;, | za vsak
k=1,...n. Cez 1/ ozna¢imo porazdelitev slucajne spremenljivke X,, dobimo, da ima
potem (Xj,,...X;, ) porazdelitev PY, kjer je N = {t; — t,...t, —t}. To pa ne pomeni
ni¢ drugega, kot da je py.u = P, kjer je p porazdelitev slucajnega procesa 6,(X). Iz
enolicnosti v izreku Daniella in Kolmogorova sledi, da mora biti © = P, in po izreku
B.4.6 mora biti potem ¢ prehodna porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke 6;(X) glede na X,
torej jedro slucéajnega procesa 6,(X). Dokazali smo, da je jedro g res markovsko.

Preveriti je treba le Se enacbo (B.6.1). Za t = 0 ta enacba sledi ze iz enacbe (B.6.2)
in usklajenosti transformacije v — P, s projekcijo Yy. Najbot > 0in x € S. Opremimo
merljiv prostor (S0, SI%)) 5 porazdelitvijo P,. Tedaj ima (Y}, Y;) porazdelitev Pio’t},
torej ima Y, porazdelitev d,, ¢; pa je prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y;
glede naYj. Sledi:

o, Y € A) = PulYi € 4] = [ v, 4)8.(dy) = ale A)

torej (B.6.1) res velja.

Enoli¢nost: Naj bo ¢ poljubno markovsko jedro, za katerega velja enacba (B.6.1).
Naj bo = € S. Definirajmo porazdelitev p' po predpisu p/(B) := ¢(z, B) in opremimo
merljiv prostor (S10°°) §0)) s to porazdelitvijo. Tedaj je Y := (V})icj0.00) Slucajni pro-
ces z jedrom ¢'. Ker je jedro ¢’ markovsko, je ¢’ tudi prehodna porazdelitev slucajne
spremenljivke 6;(Y") glede na Y;. Po enacbi (B.6.1) in izreku B.2.3 je tudi ¢s prehodna
porazdelitev slucajne spremenljivke Y, glede na Y;.

Vzemimo 0 = ¢ty < t; < ... < t, in naj bo N := {to,...t,}. Slucajno zaporedje
(Yiy, ... Ys,) je markovsko, ¢;, je prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y;, glede
na Y,  za vsak k in Yy ima porazdelitev d,. Torej ima (Yy,,...Y;, ) porazdelitev PY. To
pa pomeni, da je py.u’ = PY. Iz enoli¢nosti v izreku Daniella in Kolmogorova potem
sledi, da je ¢/ = P, oziroma ¢'(x, B) = P.(B) = q(z, B), torej mora biti ¢’ = q. [ |

Posledica B.7.7. Naj bo (S,S) Borelov prostor in naj bo (P,)cjo,00) Operatorska
polgrupa na b(S,S). Operatorji naj bodo pozitivni, normalizirani in zaprti za monotono
konvergenco. Tedaj obstaja natanko eno jedro q iz (S, S) v (819, S[02°)) ki je markovsko
in mu pripada operatorska polgrupa (P;)ic(o,00)-

B.8 Feller—-Dynkinovi procesi

Kot smo Ze omenili, markovski procesi v (510, S1%%)) niso pretirano uporabni. Je
pa njihova konstrukcija osnova za konstrukcijo zanimivejSih markovskih procesov, ki bi
si jih zdaj ogledali. Ogledali si bomo Feller—Dynkinove procese, pri katerih zahtevamo
dvoje:

(1) Trajektorije morajo biti z desne zvezne funkcije z levimi limitami (takim funkcijam
bomo rekli R-funkcije).
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(2) Razvoj procesa mora biti zvezno odvisen od izhodiscne tocke.

Kakor hitro se zelimo pogovarjati o zveznosti, moramo imeti topologijo. Zahtevali
bomo, da je S kompakten Hausdorffov prostor s Stevno bazo (in Borelovo g-algebro S).
Zahteva po kompaktnosti se zdi ostra, vendar se izkaze, da s pojmi, s katerimi smo operirali
do sedaj, teorija lepo deluje le za kompaktne prostore. Pri lokalno kompaktnih prostorih si
lahko pomagamo s kompaktifikacijo s tocko neskon¢éno. Ta tocka je potem absorbirajoce
stanje markovskega procesa: delec vanjo lahko pride in ko je enkrat tam, tam tudi za
vedno obstane. Dejansko se v splosnem lahko zgodi, da delec uide v neskonénost. Ce bi
se zeleli izogniti kompaktifikaciji, bi morali Ze pri definiciji jedra (glej stran 79) popustiti
zahtevo (2): namesto, da je x — ¢(z, B) za vsak z verjetnostna mera, bi morali zahtevati
le, da je g, pozitivna mera in da je mera celega prostora najvec 1.

Postavimo zdaj definicijo Feller—-Dynkinovega procesa na kompaktnem prostoru. Le-
tega pa ne bomo definirali kot marovski proces, temve¢ kot markovsko jedro.

Definicija. Feller-Dynkinov proces na kompaktnem Hausdorffovem prostoru je mar-
kovsko jedro q iz (S,S) v (S,S), pri ¢emer velja:

(1) S je prostor vseh R-funkcij iz [0, 00) v S.

(2) Operatorji P, operatorske polgrupe, ki pripada jedru ¢, slikajo zvezne funkcije v
zvezne.

Opomba. Véasih bomo s pojmom Feller—-Dynkinov proces mislili tudi slu¢ajni proces,
ki ima za jedro Feller-Dynkinov proces.

Opomba. Za prostor S nismo smeli vzeti produktnega prostora Sl saj je mnozica
R-funkcij nemerljiva v S[**°) in tako zahteve (1) ni mogoce zamenjati z zahtevo: ‘trajek-
torije vsakega slucajnega procesa z jedrom ¢ so skoraj gotovo zvezne’.

Zahteva (2) nam moc¢no olajsa delo, saj lahko prostor, na katerem delujejo operatorji
P;, mocno zozimo. Velja namre¢ naslednji izrek.

Izrek B.8.1. Naj bosta (S,S) in (T,7T) merljiva prostora. Prostor T' naj bo kom-
pakten Hausdorffov prostor s Stevno bazo in Borelovo o-algebro T. Tedaj se da vsaka
pozitivna kontrakcija iz C(T') v b(S,S) enoli¢no razsiriti do pozitivne kontrakcije iz (T, T)
v b(S,S8), ki je zaprta za monotono konvergenco.

Dokaz. Naj bo P: C(T) — b(S,S) ustrezni linearni operator. Tedaj je za vsak
x € S preslikava f +— (Pf)(x) pozitivna kontrakcija iz C(T") v R. Po Rieszovem izreku
obstaja taka pozitivna mera p, na prostoru (7,7), da za vsako funkcijo f € C(T) velja
(Pf)(x) = [ fdu,. Za vsako funkcijo f € b(T,T) bomo torej definirali:

(Pf)() = / f dus

Dobili smo pozitiven linearni operator iz b(7, 7)) v prostor funkcij iz S v R, ki je razsiritev
operatorja P. Novi operator je ocitno tudi zaprt za monotono konvergenco.

Pokazimo, da P slika v b(S,S). Ker je P kontrakcija, za vsak = € S velja u,(T) =
[ 1du, = (P1)(z) < 1. Od tod pa sledi, da je za vsak f € b(T,T) funkcija Pf omejena s
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supremum normo funkcije f. Dobili smo torej pozitivno kontrakeijo iz b(T,7") v prostor
omejenih funkcij iz S v R, ki je poleg tega Se zaprta za monotono konvergenco.

Naj bo M druzina vseh funkcij iz b(T', 7'), za katere je funkcija Pf merljiva. Vemo, da
M vsebuje C(T). Naj bo zdaj f indikator zaprte mnozice. Ker je prostor 7" Hausdorffov
in ima Stevno bazo, je ta zaprta mnozica presek Stevne druzine odprtih mnozic. Ker
je prostor T normalen, lahko s primerno izbiro Urisonovih funkcij dosezemo, da je f
limita padajocega zaporedja zveznih funkcij iz 7" v [0,1]. Ker je P zaprt za monotono
konvergenco (in linearen), je tudi f € M.

Druzina vseh mnozic A € T, za katere je PI A merljiva, je zaradi linearnosti in zaprtosti
za monotono konvergenco A-sistem. Ta A-sistem pa vsebuje m-sistem vseh zaprtih mnozic,
ki generira 7. Po Dynkinovi lemi je potem I, € M za vsak A € 7. Potem pa 7
vsebuje vse enostavne funkcije, nadalje vse nenegativne in nazadnje vse funkcije iz b(7', 7).
Operator P torej res slika iz b(T,T) v b(S, S).

Podobno kot merljivost dokazemo tudi enoli¢nost. Ce je P’ se kak operator, ki zadosca
pogojem izreka, lahko definiramo mnozico N vseh funkcij f € b(T,7T), za katere je P'f =
P f. Podobno kot prej dokazemo, da N vsebuje najprej indikatorje vseh zaprtih, nato
indikatorje vseh merljivih mnozic in nazadnje vse funkcije iz b(T', 7). [ |

Operatorje P, lahko torej res gledamo kot operatorje na C(S) namesto na 5(S,S). V
skladu s tem bomo s pojmom operatorska polgrupa Feller-Dynkinovega procesa mislili
polgrupo operatorjev na C(.5).

Na operatorski polgrupi (F;).cj0,00) Feller-Dynkinovega procesa ¢ pa se odraza tudi
desna zveznost. Ce merljiv prostor (S,S) opremimo s porazdelitvijo P, postane Y =
(Yi)tepo,00) slucajni proces z zacetno porazdelitvijo 0, in jedrom q. Za vsak f je P.f
regresija slucajne spremenljivke Y; glede na Y, torej je:

B0 = [ Bt a5, = (RS (@)
Ce je funkcija f zvezna, zaradi desne zveznosti za vsak w € S velja:
lim £ (¥i()) = f(Yo(w))

Ker je prostor T" kompakten, je funkcija f omejena, torej lahko uporabimo izrek o do-
minirani konvergenci. Sledi:

lim E(f(Y1)) = E(f(Yo))

oziroma:

lim(P.f)(z) = f(2) (B3.1)

Definicija. Normalizirana Feller—Dynkinova polgrupa na kompaktnem Hausdorffovem
prostoru S s Stevno bazo je krepko zvezna polgrupa (P;).c(0,00) normaliziranih pozitivnih
linearnih operatorjev na C(S). Veljati mora torej:

(1) Pt+s:PtPsiIlP0:].
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(2) f>0= Pf>0.
(3) P1=1.

(4) limy o P, f = f za vsak f € C(S), in sicer v supremum normi.

Vsakemu Feller-Dynkinovemu procesu na kompaktnem prostoru pripada operatorska
polgrupa, ki izpolnjuje zahteve (1)—(3) iz prejsnje definicije, namesto zahteve (4) pa izpol-
njuje le sibkejso zahtevo (B.8.1). Toda izkaze se, da zahteva (B.8.1) ze implicira zahtevo
(4) iz definicije, kar pove naslednji izrek, ki ga (z dokazom vred) povzemamo iz [20].

Izrek B.8.2. Naj bo S kompakten Hausdorffov prostor, ki ustreza prvemu aksiomu
Stevnosti (vsaka tocka ima Steven bazicni sistem okolic). Naj bo (P,)icjo,00) POIgrupa
linearnih operatorjev na C(S) (velja torej Py = I in P,y s = P,P;). Operatorji naj bodo
enakomerno omejeni. Obstaja naj torej tak M > 0, da je ||P;|| < M za vsak t. Nadalje
naj za vsak f € C(S) in vsak x € S velja:

lim(F,f)() = f(z)
Tedaj za vsak f € C(S) v supremum normi velja:

ltll%l Rf=1rf

Opomba. Pogoj, da so operatorji enakomerno omejeni, se da Se oslabiti: dovolj je,
da njihove norme eksponentno narascéajo, t. j. [|[F|| < Me*". V tem primeru namrec
definiramo novo druzino linearnih operatorjev P/ po predpisu P/ := e “'F,. Ta druzina
je zdaj enakomerno omejena in tudi polgrupa, zato zanjo velja prejsnji izrek.

DOKAZ 1ZREKA. Najprej opazimo, da za vsak ¢ > 0, vsak f € C(S) in vsak z € S
velja:
lim(Pyof) () = lim(P.) ) = (P) ()

Funkcija t — (P,f)(z) je torej z desne zvezna, zato je:
(Pf)(a) = lim (Pyaranf) (@)

Z [-] smo oznaéili zaokrozevanje navzgor. Izraz pod limito je za vsak n in vsak f € C(S)
merljiva funkcija iz S x [0,00) v IR. To pa pomeni, da je tudi funkcija (z,t) — (P.f)(x)
merljiva. Je pa tudi omejena, zato za vsak \ > 0 obstaja integral:

(Baf)(z) = / T NP (o) de

Zgornjemu integralu pravimo resolventa (glej trditev B.11.9). Pokazimo, da je za vsak
f € C(9) tudi Ryf zvezna funkcija. Naj bo z € S. Ker S ustreza prvemu aksiomu
stevnosti, je dovolj pokazati, da za vsako zaporedje (z,)nen, ki konvergira k z, velja,
da (R)f)(x,) konvergira k (R)f)(x). Ker je funkcija P, f zvezna za vsak t, zaporedje
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(P.f)(z,) konvergira k (P,f)(x). Ker je |(P.f)(x,)| < M| f]|, lahko uporabimo izrek o
dominirani konvergenci in dobimo, kar smo iskali. Preslikava R, je torej linearni operator
na C(S). Je tudi omejen, saj je ||Ry| < Mfooo e Mdt = % Naj bo D, njegova zaloga
vrednosti. Pokazali bomo, da je prostor D, neodvisen od .

Najbot > 0inxz € S. Preslikava f — (P, f)(z) je omejen linearni funkcional na C(.5).
Po Rieszovem izreku (glej [23], stran 130) obstaja taka omejena realna mera u na S, da

velja (P,f)(x) = [ f du. Iz Fubinijevega izreka sledi:

(PRs)(=) = /kad”://oo e (Pf)(y) ds p(dy) =
= [ [ _ [Teprp@is= (B8

0

[T e P @y ds = [ e (P a) ds
- [

Spet iz Fubinijevega izreka sledi:
(BB fa) = [ M PR = [ e [T e pp) ) dsde =
0 0 t

= p— QOESY Ooe—us T w —
| e [ [ enspp@———as

1 1

- [T e = () - (@)

Dobili smo torej:

1
R\R, = ——(Rx»— R,)
- A

Naj bo zdaj A\, >0in f € D,. ObstaJa torej tak g, da je:
f=R.g=Rg+ (A= p)R\R.g

Dokazali smo, da je D, C D,. Ce zamenjamo \ in u, dobimo $e obratno inkluzijo, torej
je Dy = D,,. Prostor D, je torej res neodvisen od A in ga zato oznacimo kar z D.

Pokazimo, da je D gost v C(S). Pa recimo, da ni tako. Tedaj obstaja f € Co(S) \ D.
Naj bo D’ linearna lupina prostora D in elementa f. Ker je D zaprt v D’, obstaja omejen
linearni funkcional ¢ na D', ki je na D enak 0 in za katerega je ¢(f) = 1. Po Hahn-
Banachovem izreku se da ta funkcional razsiriti do omejenega linearnega funkcionala ®
na celem prostoru C(.S). Spet po Rieszovem izreku pa obstaja taka omejena realna mera
pna S, daje ®(g) = [ gdu za vsak g € C(S5).

Naj bo z € S. 1z izreka o dominirani konvergenci sledi:

[e.e]

)\lim ARy f)(xz) = lim )\/OO e M(P.f)(x)dt = lim e *(Pynf)(x)ds =
oo 0

A—00 A—00 0

_ / e (@) ds = ()
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Ker je |[Ry|| < &, je tudi MRy f)(z)] < X[/ f||. Spet iz izreka o dominirani konvergenci
sledi:

1=<p(g)=/gduZglrgo/kafduzAlgrgow(ARxf)=0

saj je ARy f € D. To pa je protislovje, torej mora biti prostor D res gost v C(.5).
Spomnimo se zdaj spet na (B.8.2):

o] t
(PR)@) = [ MR a)ds = MRaf)(w) — [ NP ds
t 0
Sledi:
t
(RE)&) - (Ba)(a)| < (= DIRaf) @)+ Me¥ [ e ds = (1) (Raf)(w)]+ M)
0
Izberimo A. Izraz na desni strani gre ocitno proti 0, torej je:
im||PRAf — Rpf]| =0
£10
Za vsak g € D je torej limy [|P,g — g|| = 0. Naj bo zdaj e > 0in f € C(S). Ker je

podprostor D gost, obstaja tak g € D, da je || f — g < Obstaja tudi tak 6 > 0,
da za vsak t € [0,0) velja ||P,g — g|| < 5. Sledi:

13
2(1+M) "

1Pf = [l = I1Pf = Pig+ Brg — g+ 9 — f SIS =gl + 1Beg — gl + [lg — £l <
C Mo dop =t
2(IM+1) 2 2(M+1)

Torej je tudi limg || P f — f|| = 0. To pa smo hoteli dokazati. [ |

Posledica B.8.3. Vsakemu Feller-Dynkinovemu procesu na kompaktnem prostoru
pripada normalizirana Feller—Dynkinova polgrupa.

Dostikrat bomo imeli opravka s primerom, ko je prostor S le lokalno kompakten.
V tem primeru ga lahko kompaktificiramo s tocko 0. Seveda zahtevamo Se, da je S
Hausdorffov in da ima $tevno bazo topologije. Tedaj oboje velja tudi za S. Zal se v
teoriji ne da izogniti dejstvu, da lahko slucajni proces uide v 0, lahko pa dosezemo, da je
stanje 0 absorbirajoce. V naslednjih vrsticah bomo karakterizirali, kako se mora obnasati
normalizirana Feller-Dynkinova polgrupa na S, ¢e zelimo, da je stanje 0 absorbirajoce.

Kdaj je torej dano stanje 0 absorbirajoce stanje markovskega jedra ¢? Takrat, ko
velja:

Py[Y; = 0 za vsak t € [0,00)] = 1

Ce je jedro g Feller-Dynkinov proces, lahko uporabimo desno zveznost. V tem primeru
je dovolj zahtevati:
PylY; =0 zavsak t € [0,00) N Q] =1

To pa je ekvivalentno zahtevi, da za vsak t € [0,00) NQ velja Py[Y; = 0] = 1. Spet zaradi
desne zveznosti je to ekvivalentno zahtevi, da to velja za vsak t € [0, 00). Na operatorski
polgrupi se to odraza tako, da je (P;f)(0) = f(0) za vsak t.
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Prostor C (§ ) lahko zapisemo kot direktno vsoto prostora funkcij, ki so v 0 enake 0,
in prostora konstantnih funkcij. Na prostoru konstantnih funkcij vemo, kako se morajo
obnasati operatorji P;: pustiti jih morajo pri miru. Prvi prostor pa lahko identificiramo
s Co(S) (v primeru, ko je S ze kompakten, je Co(S) = C(S)). Od prej vemo: ce je stanje
0 absorbirajoce in je f(09) = 0, mora biti tudi (P,f)(9) = 0. Operatorji P, morajo torej
C(](S) slikati v Co(S)

Naj bo torej P pozitiven linearni operator iz Co(S) v Cy(.S). Razsirimo ta operator do
linearnega operatorja P: C(g) — C(g) tako, da definiramo P1 := 1. Definirajmo torej:

Pf:=P(f—f(8)+0 (B.8.3)

kjer Co(S) identificiramo s tistimi funkcijami iz C(S), ki so v 9 enake 0. Novi operator je
linearen in normaliziran, ni pa nujno pozitiven. R

Kaj mora veljati za operator P, ¢e zelimo, da je operator P tudi pozitiven? Jasno je,
da mora biti P pozitiven. Dokazali pa smo, da je vsak normaliziran pozitiven operator
kontrakcija. Torej je P kontrakcija, potem pa mora biti to tudi P. Velja tudi obratno.
Naj bo P porzitivna kontrakcija. Vsako funkcijo iz C(S) lahko zapisemo kot vsoto f + a,
kjer je f € Co(S), a pa je konstanta. Razcepimo f = f, — f_. Naj bo f+a > 0. Tedaj
je o¢itno a > || f_||, potem pa velja:

P(f+a)=Pf, — Pf-+a>Pf, — Pf_+||f-|| > Pfy — Pf-+||Pf-|| >0

torej je operator P res pozitiven. Sklep: operator P je pozitiven natanko tedaj, ko je P
pozitivna kontrakcija.

Definicija. Feller—Dynkinova polgrupa na lokalno kompaktnem Hausdorffovem pros-
toru S s stevno bazo je krepko zvezna polgrupa (P;)ic[,00) Pozitivnih kontrakeij na Co(.5).
Veljati mora torej:

1 Pt+s—PtP IHP(]—I

2

3) 1B < [IF1I-

4) limy o P f = f za vsak f € Cy(S), in sicer v supremum normi.

(1)
(2)
(3)
(4)

Opomba. Vsaki Feller-Dynkinovi polgrupi (F;):cj0,0c) Da S pripada normalizirana
Feller-Dynkinova polgrupa (£)cjo,o0) na S, ki jo dobimo po formuli (B.8.3).

Tudi izrek B.8.2 se da posplositi na lokalno kompaktne prostore.

Izrek B.8.4. Naj bo S lokalno kompakten Hausdorffov prostor s stevno bazo topo-
logije. Naj bo (P;)ic[o,00) POIgrupa linearnih operatorjev na Co(S) (velja torej Py = I in

P, = P,P,). Operatorji naj bodo enakomerno omejeni. Obstaja naj torej tak M > 0,
da je ||Py|| < M za vsak t. Nadalje naj za vsak f € Co(S) in vsak x € S velja:

lim (P, f)(x) = f(x)

t10
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Tedaj za vsak f € Cy(S) v supremum normi velja:

ltli%lptf =f

DokAz. Ker ima S stevno bazo topologije, kompaktifikacija S ustreza prvemu aksi-
omu Stevnosti. Definirajmo operatorje P, na S po formuli (B.8.3). Le-ti tudi tvorijo
polgrupo in ¢e je | B < M, je ||| < 3M. Nova operatorska polgrupa torej izpolnjuje
pogoje izreka B.8.2, iz katerega potem sledi, kar smo hoteli dokazati. [ |

Opomba. Feller-Dynkinova polgrupa je poseben primer krepko zvezne kontrakcijske
operatorske polgrupe, ki je definirana na strani 112.

Zdaj, ko smo tako lepo definirali Feller-Dynkinove operatorske polgrupe, se clovek
seveda vprasa, ali vsaka taka polgrupa doloca Feller-Dynkinov proces. Odgovor je pritr-
dilen, saj velja naslednji izrek.

Izrek B.8.5. Naj bo (P;)icjo,o0) Normalizirana Feller-Dynkinova polgrupa na S. Tedaj
obstaja natanko en Feller-Dynkinov proces, ki mu pripada polgrupa (P,):c(o,cc)-

SKICA DOKAZA. Po izreku B.7.1 obstaja markovsko jedro q iz (S, S) v (S0, Sl0:>)),
ki mu pripada polgrupa (P)icjo,0) (razdirjena na b(S,S) po izreku B.8.1). Zal jedro ¢ Se
ni Feller-Dynkinov proces, saj ni definirano na pravem prostoru. Izkazalo pa se bo, da
lahko markovsko jedro ¢ dobimo tako, da z inkluzijo preslikamo neko markovsko jedro iz
(S,8) v prostor R-funkcij iz [0, 00) v S. To jedro bo iskani Feller—-Dynkinov proces. Nasli
pa ga bomo tako, da bomo malo obdelali jedro q.

Elemente prostora S1%*) lahko gledamo kot preslikave. Definirajmo preslikavo F: D —
S po predpisu:

F(z)(t) := lim z(q)

qlt
q€Q

Tu je D mnozica vseh tock z, za katere zgornja limita obstaja za vsak t in nam definira
R-funkcijo. Prostor S pa je mnozica vseh R-funkcij iz [0, 00) v S.

Markovskemu jedru ¢ pripada transformacija v — P,. S pomo¢jo martingalov (glej
[21], stran 245) se da dokazati, da je mnozica D merljiva v S[** in da za poljubno
porazdelitev v velja P,(D) = 1. Definirajmo P!, := F, (P”‘D)’ Tako smo definirali
transformacijo v — P! . Brez tezav preverimo, da je usklajena z integracijo in projekcijo
Yp, torej nam doloca neko jedro iz (S, S) v (S,S).

Definirajmo X; := Y;(F). Da se dokazati, da glede na vsako mero P, (zoZeno na D)
skoraj gotovo velja X; = Y;. Od tod sledi, da tudi skoraj gotovo velja (Xy,,...X;,) =
(Y, ... Y;). To pa ne pomeni ni¢ drugega, kot da je pn.i.P!, = pn.P., kjer je i inkluzija
iz S v Sl N = {t;,...t,} in py projekcija z SI%®) na S¥. Iz enolicnosti v izreku
Daniella in Kolmogorova potem sledi, da je P, = i,P/. To pa pomeni, da operatorska
polgrupa (P)cjo,00) 1€ pripada le jedru ¢, ampak tudi jedru ¢’. V nasprotju s ¢ pa je ¢’
Feller-Dynkinov proces. |

Posledica B.8.6. Naj bo (P.)ic,c) Feller-Dynkinova polgrupa na S. Tedaj ob-

staja natanko en Feller—Dynkinov proces na kompaktifikaciji S prostora S, ki mu pripada
polgrupa (P,)icjo,00), Naravno razsirjena na S.
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B.9 Poissonov proces

Zdaj smo pri konstrukciji markovskih procesov ze toliko napredovali, da lahko na-
redimo kak konkreten zgled. Prvi tak zgled bo Poissonov proces, ki simulira obcasno
pojavljanje med seboj neodvisnih dogodkov, npr. telefonskih klicev, impulzov pri ideal-
nem Geigerjevem Stevcu, rojstev, smrti, nesre¢ itd. Proces bomo podali tako, da bo X;
stevilo nasih dogodkov, ki so se zgodili od ¢asa 0 do vkljucno casa t, pri Cemer trenutek
0 ni vkljucen, trenutek ¢ pa je vkljucen. Trenutek ¢ mora biti vkljucen, ce Zelimo desno
zveznost. Prostor stanj S bo torej kar mnozica INy naravnih Stevil z niclo.

Kaj bi pricakovali od jedra g nasega procesa X7 Izraz q(n, A) pomeni tole: ¢e se je
ze zgodilo n dogodkov, koliksna je verjetnost, da bo nadaljnji potek procesa vkljucen v
dogodku A? Dogodek A pa je merljiva mnozica R-funkcij iz [0,00) v INg. Verjetnost,
da bo nadaljnji potek vkljucen v dogodku A, ¢e se je ze zgodilo n dogodkov, bo morala
biti enaka verjetnosti, da bo nadaljnji potek vkljucen v dogodku A — n, e se Se ni zgodil
noben dogodek. Veljati bo torej moralo:

q(n, A) = q(0, A —n) (B.9.1)

Ta enacba je poseben primer enacbe, ki doloca levo invariantne slu¢ajne procese.

Definicija. Naj bo (G,G) merljiva grupa z enoto e. Grupa G levo in desno deluje
na prostor (G1%=) Gl0>))  Naj bo G C G invariantna za levo delovanje in naj bo
G najmanjsa c-algebra na G, glede na katero so vse koordinatne projekcije merljive.
Ocitno je potem tudi G invariantna za levo delovanje. Jedro ¢ iz (G,G) v (G, G) je levo
invariantno, ¢e za vsak x € G in vsak A € G velja:

q(z,zA) = q(e, A)

Trditev B.9.1. Naj bo q levo invariantno markovsko jedro na merljivi grupi G. Naj
bo X slucajni proces z jedrom q. Tedaj velja:

(1) X;'0,(X) je slucajni proces z za¢etno porazdelitvijo 6, in jedrom q in je neodvisen
od o-algebre F; := o({ X | 0 < s < t}).

(2) Ce je U slucajna spremenljivka z vrednostmi v G in porazdelitvijo v in je X od nje
neodvisen slucajni proces z zacetno porazdelitvijo . in jedrom q, je UX slucajni
proces z zacetno porazdelitvijo v in jedrom gq.

DokAz. (1): Ker je jedro ¢ markovsko, je tudi 6,(X) sluc¢ajni proces z jedrom ¢, torej
je q prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke 6,(X) glede na X;. Po izreku B.2.3 je
potem funkcija ¢, definirana po predpisu:

q,({L’, A) = q(:l;’,l‘A) = Q(6> A)

prehodna porazdelitev sluéajne spremenljivke X; '6,(X) glede na X,. Toda ta funkcija
je neodvisna od x, torej mora biti X; *6,(X) neodvisna od X,;. Zaradi tega in pogojne
neodvisnosti pa potem po izreku B.5.2 za vsak A € o(X;'0,(X)) velja P(A) = P(A|X,) =
P(A|F,), torej je X; '6,(X) res neodvisna od X;.
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Iz formule (B.1.1) zdaj sledi, da je funkcija p, definirana po predpisu p(A) := q(e, A),
porazdelitev slucajne spremenljivke X; '0,(X). Dokazati moramo le e, da je ¢ prehod-
na porazdelitev te sluéajne spremenljivke glede na Yo(X,; '0,(X)) = X, ' Yo(0,(X)) =
XX, = e. To je torej kar konstanta, zato je spet po formuli (B.1.1) dovolj preveriti, da
je q(e, A) = P[X;'0,(X) € A]. To pa smo pravkar dokazali.

(2): Ker ima sluc¢ajni proces X zacetno porazdelitev d., ima po formuli (B.1.1) slu¢ajna
spremenljivka X porazdelitev p. Zaradi neodvisnosti je potem funkcija ¢/, definirana po
predpisu:

q/<SL’, A) = Q(eu A)

prehodna porazdelitev te slucajne spremenljivke glede na U. Po izreku B.2.3 je potem
prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke U X glede na U podana po predpisu:

(2, A) = ¢(z,27 1 A) = g(e, 271 A) = q(z, A)

Torej je ¢ prehodna porazdelitev slu¢ajne spremenljivke U X glede na U. Ker je Yo(UX) =
UYy(X) =UXy =Ue =U, je UX res slucajni proces z zacetno porazdelitvijo v in jedrom

q. [ |
Posledica B.9.2. Naj bo X slucajni proces z jedrom q, ki naj bo tako kot prej. Tedaj
so za poljubne 0 < ty < t; < ... slucajne spremenljivke thlth, thlXtQ, ... neodvisne.

Poleg tega je za 0 < t < s porazdelitev slucajne spremenljivke X; ' X, odvisna le od
razlike s — t, saj velja P[X; ' X, € A] = q,_(A).

Vrnimo se zdaj k nasemu procesu X, pri katerem X; pomeni stevilo dogodkov, ki so
se zgodili do ¢asa t, torej je skoraj gotovo Xy = 0. Kako bi uganili njegovo porazdelitev?
Smiselno je privzeti, da se v majhnem casovnem intervalu ne zgodi prav verjetno vec
kot en dogodek. Razdelimo torej interval od 0 do ¢t na n delov in si oglejmo slucajne
spremenljivke X ke — X -1:. Te slucajne spremenljivke so torej priblizno Bernoullijeve in

po prejsnji posledlcl so neodvisne in enako porazdeljene, X pa je njihova vsota.

Nastane vprasanje, kako postaviti parametre nasih Bernoullijevih slu¢ajnih spremen-
ljivk. Definirajmo pogostnost pojavljanja dogodkov kot A := F(X;). Dokazali smo, da je
za 0 <t < s porazdelitev slucajne spremenljivke X, — X; odvisna le od razlike X, — X;.
Od tod takoj dobimo, da za poljubno racionalno stevilo t velja E(X;) = tA. Iz desne
zveznosti in izreka o dominirani konvergenci pa dobimo, da to velja tudi za vsak realen
t. Od tod dobimo, da je slucajno spremenljivko X bt — X -1 smiselno aproksimirati z

Bernoullijevo slu¢ajno spremenljivko, porazdeljeno po Be(2) (za dovolj velik n bo param-
eter gotovo pod 1). Ker morajo biti slu¢ajne spremenljivke X bt — X k-1): neodvisne, je to

smiselno privzeti tudi za njihove aproksimacije. Aprok&macua slucajne spremenljivke X,
je torej porazdeljena po binomski porazdelitvi Bin(n, < At) Ko posljemo n proti neskonéno,
dobimo, da je smiselno postaviti, da je X; porazdeljena po Poissonovi porazdelitvi Po(At).
Postavili bomo torej:
qi(n, A) := Po(At)(A —n)

Ocitno so ¢; jedra. Preveriti je treba le Se, da zadosc¢ajo enacbi Chapmana in Kolmogorova.
To lahko sicer preverimo neposredno in imamo dobro vajo iz seStevanja vrst. Vendar pa
smo enachbo Chapmana in Kolmogorova v resnici ze dokazali, le Se prav je treba interpreti-
rati zgornje ugotovitve. Naj bo namrec¢ n € S. Vzemimo neodvisni sluc¢ajni spremenljivki
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Y in Z in naj bo Y — n porazdeljena po Po(\t), Z pa po Po(As). Prehodna porazdelitev
slucajne spremenljivke Y glede na Y je potem kar funkcija (m, A) — Po(As)(A). Po
izreku B.2.3 je potem g5 prehodna porazdelitev slucajne spremenljivke Y + Z glede na Y.
Porazdelitev slednje slucajne spremenljivke pa lahko opisemo kot P[Y € A] = ¢(n, A).
Ker je vsota neodvisnih Poissonovih sluc¢ajnih spremenljivk spet porazdeljena po Poissonu
(z vsoto parametrov), velja:

Gis(n,A)=PlY +Z € A] = /qs(m,A) L(Y)(dm) = /qs(m, A) ¢:(n,dm)

To pa je ravno enacba Chapmana in Kolmogorova. Po izreku B.7.1 potem jedra ¢; dolo¢ajo
markovsko jedro. Vendar pa to Se ni tisto, kar bi zeleli, saj Zelimo imeti Feller-Dynkinov
proces. Za ta namen si moramo ogledati operatorje P;, ki pripadajo jedrom ¢;. Kot vemo,
so to pozitivni linearni operatorji na b(S,S), ki tvorijo operatorsko polgrupo in delujejo
po predpisu:

0 )\t)k -\t
(Pef)(n Z 7f (n+ k)

k=0
Ni tezko preveriti, da ti operatorji slikajo Cy(INg) spet v Co(INg) (zvezne so tako ali tako
vse funkcije) in da za vsak n velja limo(P.f)(n) = f(n). To pa pomeni, da ti opera-
torji tvorijo Feller—-Dynkinovo polgrupo. Po posledici B.8.6 obstaja natanko en Feller—
Dynkinov proces ¢ na S := INg U {oc}, ki mu pripada polgrupa operatorjev P;, ki so
ustrezne razsiritve operatorjev P,. R

Konstruirali smo Feller-Dynkinov proces na S := INg U {oo}, mi bi pa zeleli imeti

proces le na INg. Na sploh ni lahko preveriti, da proces ne uide v neskoncnost. Toda tu je
to ocitno, saj so operatorji F; dobljeni iz jeder na S, ne pa S. Operatorje P, seveda lahko
razsirimo tudi na b(S S ) Definirajmo funkcije f,, := I{o,.n3. Te funkcije lahko gledamo v
prostoru Cy(S), pa tudi v C(S). Za vsak n € S velja (Pf,)(n) = (Pif,)(n). Ko posljemo
n_proti neskoncno, iz zaprtosti za monotono konvergenco dobimo, da za vsak n € S velja
(PIs)(n) = (P,1)(n) = 1. To pa pomeni, da za vsak ¢ velja ¢;(n,S) = q(n,[Y; € S]) =1
kjer so Y; koordinatne projekcije. Zaradi desne zveznosti pa velja tudi:

q(n,[Y; € S za vsak t]) = 1

To pa pomeni, da lahko markovsko jedro ¢ zozimo na prostor S = INy. O¢itno je g Feller—
Dynkinov proces s pripadajo¢imi lokalnimi jedri ¢; in to je potem Poissonov proces. Kar
smo definirali na zacetku razdelka, pa je Poissonov proces z zacetkom v nicli. To je torej
slucajni proces X, ki ima za jedro Poissonov proces, zacetna porazdelitev pa je skoncen-
trirana v 0. V tem primeru slucajna spremenljivka X; predstavlja stevilo dogodkov, ki so
se zgodili v ¢asu od 0 do ¢ in ima Poissonovo porazdelitev Po(At).

B.10 Brownovo gibanje

Brownovo gibanje je model za slucajno gibanje molekul v plinu, pa tudi za gibanje
cen delnic in Se mnoge druge kaoticne pojave. Izkaze se, da ob privzemu dokaj smiselnih
predpostavk nimamo kaj dosti izbire. Velja namre¢ naslednji izrek.
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Izrek B.10.1. Do linearne transformacije natancno obstaja natanko en Feller—Dynki-
nov proces q na R", za katerega velja:

(1) Ce je X slucajni proces z jedrom g, so njegove trajektorije skoraj gotovo zvezne (t.
j- za skoraj vsak w je preslikava t — X;(w) zvezna).

(2) Ce je X slucajni proces z jedrom q, je to tudi X + x za vsak x € R".
(3) Za kak (vsak)t > 0 je E(X;) =0.

Dokaz izreka bomo skicirali kasneje. Zdaj pa bomo konstruirali Feller—Dynkinov pro-
ces, za katerega se bo kasneje izkazalo, da ima zgornje lastnosti. Zahteva (2) pove, da
mora veljati:

q(z,A) =q(0,A —x) (B.10.1)

Iz nje po posledici B.9.2 sledi, da so za vsak ¢ > 0 in vsak n € IN slucajne spremenljivke
X% — X i, k=1,...n, neodvisne in enako porazdeljene. Ce je Xy = 0, je X; njihova
vsota. Smiselno bo privzeti, da velja centralni limitni izrek, iz katerega potem sledi,
da je slucajna spremenljivka X; porazdeljena normalno. Zaradi zahteve (3) mora biti
X, ~ N(0,).

Oglejmo si variance slucajnih spremenljivk X;! Ce Se kar naprej privzamemo, da
je Xo = 0, in upostevamo formulo za vsoto varianc neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk,
dobimo, da je var(X;) = tvar(X;) za vsak t € Q N[0, 00), zaradi desne zveznosti pa tudi
za vsak t € [0,00). Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je var(X;) = I, kjer
je I identiteta na IR™. Vse ostale primere lahko dobimo iz tega z linearno transformacijo.
Tako smo dobili, da je X; ~ N(0,¢I).

Ker smo privzeli Xy = 0, bo to merilo za ¢(0, A). Smiselno bo torej postaviti:

(0, A) == N(0,2I)(A) (B.10.2)
od koder zaradi izotropnosti procesa sledi:
q(z, A) = N(z,tI)(A) (B.10.3)

Podobno kot pri Poissonovem procesu tudi tu zlahka preverimo, da za tako definirana
jedra ¢; velja enacba Chapmana in Kolmogorova. Tako bi ze lahko konstruirali markov-
sko jedro. Ce pa zelimo konstruirati Feller-Dynkinov proces, si moramo spet ogledati
pripadajoce linearne operatorje. Oznac¢imo 7, := Ng, (0,I). Tedaj po posledici B.3.3
velja:

(Pf)(x) = / F(x+ VEy) ldy)

Seveda velja Py, = P,P,. Ce bi to hoteli neposredno preveriti, bi imeli kar nekaj vaje iz
integracije. Namesto tega pa smo se sklicali na dejstvo, da je vsota neodvisnih normalno
porazdeljenih slucajnih spremenljivk spet normalno porazdeljena.

Bralcu prepuscamo, naj preveri, da operatorji P; slikajo Cy(IR™) spet v Co(IR"). Po
posledici B.8.6 obstaja natanko en Feller-Dynkinov proces ¢ na S :=R"U {o0}, ki mu
pripada polgrupa operatorjev 13,5, ki so ustrezne razsiritve operatorjev P,. Toda operatorji
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P; so ze dobljeni iz jeder na prostoru S = IR" in ne na S. To pa pomeni, da slucajni
proces z jedrom ¢, ki se zacne v IR", skoraj gotovo ne uide v neskoncénost. Potem pa lahko
jedro ¢ zozimo na R"™ in dobimo Feller-Dynkinov proces na R". Temu potem pravimo
Brownovo gibanje.

Pravkar konstruirani proces o¢itno izpolnjuje zahtevi (2) in (3). Zahtevo (1) bomo
dokazali kasneje. Je pa zveznost trajektorij bistvena za enoli¢nost. Kasneje bomo namrec
konstruirali proces rojevanja in umiranja, ki izpolnjuje zahtevi (2) in (3), ne izpolnjuje pa
zahteve (1). Ta proces bo slu¢ajni sprehod na Z v zveznem ¢asu in bo dobljen kot vsota
dveh neodvisnih nasprotno predznacenih Poissonovih procesov.

Zaradi izotropnosti je navadno dovolj gledati Brownovo gibanje, ki se za¢ne v tocki 0.
Dovolj je torej gledati porazdelitev W := Py, torej porazdelitev W (A) := ¢(0, A). Tej
porazdelitvi pravimo Wienerjeva mera. Iz nje potem rekonstruiramo jedro g po predpisu
q(z,A) = W(A+x).

B.11 Generatorji operatorskih polgrup

Pri konstrukeiji markovskih procesov smo ze kar napredovali. Najprej je bilo treba
poznati markovsko jedro iz (S,S) v brezoblicen prostor (S,S), nato le se operatorsko
polgrupo na Se precej velikem prostoru b(S,S), nazadnje pa le Se na precej lepSem prostoru
C(S) oz. Cy(S). Vendar pa je navadno celo operatorsko polgrupo tezko podati in preveriti
konsistentnost. Vendar pa se dajo tudi operatorske polgrupe konstruirati iz objektov, ki
jih je mnogo lazje podati. Ti objekti so diferencialni ali podobni operatorji. Konstrukcijo
operatorskih polgrup iz teh operatorjev nam da Hille-Yosidov izrek. Teorijo operatorskih
polgrup povzemamo iz [10].

Definicija. Operatorska polgrupa je druzina omejenih linearnih operatorjev P, na Ba-
nachovem prostoru L, kjer je ¢t € [0,00) in velja:

(1) Ph=1.
(2) Pt+s = PtPS.
Polgrupa je krepko zvezna, Ce za vsak f € L velja lim; o P,f = f. Polgrupa je kontrakci-
jska, ¢e so njeni operatorji kontrakcije, t. j. ce je || P < 1.
Do konca razdelka bo oznaka L pomenila Banachov prostor.

Opomba. Vsaka Feller-Dynkinova polgrupa je kontrakcijska krepko zvezna opera-
torska polgrupa.

Trditev B.11.1. Naj bo (P;)cj0,.) krepko zvezna operatorska polgrupa. Tedaj ob-
stajata tak M > 0 in tak w € R, da za vsak t € [0, 00) velja:

1Pl < Me*

Opomba. Pri kontrakcijskih operatorskih polgrupah zgornja trditev seveda avtoma-
ticno velja. Vendar pa nam trditev pove tudi, da med krepko zveznimi operatorskimi
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polgrupami kontrakcijske niso zelo poseben primer. Brz ko je (P;)icjo,o0) krepko zvezna
operatorska polgrupa in velja || P;|| < Me“!, operatorji P/ := e~“' P, tvorijo krepko zvezno
operatorsko polgrupo, za katero velja ocena || P/|| < M. Ce normo na prostoru L zamen-
jamo z ekvivalentno normo, definirano po predpisu:

LA == sup [IF/f]

te[0,00)
pa postane operatorska polgrupa (F/)¢cjo,o0) kontrakcijska.

Dokaz TRDITVE B.11.1. Najprej bomo pokazali, da obstajata tak t, > 0 in tak
M > 0, da za vsak t € [0,t9] velja ||P,|]| < M. Ce to ne bi bilo res, bi obstajalo tako
zaporedje t,, ki pada proti 0, da bi veljalo lim, .|| P, | = oo. Toda zaradi krepke
zveznosti je za vsak f € L zaporedje P, f omejeno in pridemo v protislovje s principom
enakomerne omejenosti. Definirajmo w := % log M. Naj bo t > 0. Obstajata tak k& € INg
in tak s € [0, %], da je t = ktg + s. Sledi:

IRl < |PFP| < M MY = Me!

Trditev B.11.2. Naj bo (P;)ic[o,00) krepko zvezna operatorska polgrupa. Tedaj je za
vsak f € L funkcija t — P,f zvezna funkcija iz [0, 00) v L.

DokAz. Naj bot > 0 in naj bosta M in w kot v trditvi B.11.1. Za h > 0 velja:
[Pevnf = Pofl| = (|1 P(Puf = FIl < Me"||Pof — £

za 0 < h <t pa velja:
I1Pionf = Pofll = | Pron(Puf — F)Il < Me||Pof — f]]

Od tod pa ze sledi zveznost. [ |

Definicija. Linearni operator v Banachovem prostoru L je (lahko tudi neomejen)
linearni operator A iz D(A) v L, kjer je definicijsko obmocje D(A) linearni podprostor v
L.

Operator A je gosto definiran, ¢e je podprostor D(A) gost v L.

Graf linearnega operatorja A: D(A) — L', kjer je D(A) C L, je mnozica I' :=
{(f,Af) | f € D(A)}. Operator A je zaprt, ce je njegov graf zaprt v L x L' s pro-
duktno topologijo.

Zaloga vrednosti linearnega operatorja A je mnozica R(A) :={Af | f € D(A)}.

Omejen linearni operator na L je omejen linearni operator iz L v L.

Opomba. Vsak omejen in povsod definiran linearni operator je zaprt. Drugace pa je
linearni operator zaprt natanko tedaj, ko za vsako zaporedje (f,,)nen elementov iz D(A),
ki konvergira k f, velja: ¢e zaporedje (Af,)nen konvergira h g, je f € D(A) in Af = g.

Definicija. (Infinitezimalni) generator operatorske polgrupe (P)icjo,o0) j¢ (navadno
neomejen) linearni operator GG, definiran po predpisu:
Puf - f

h

Gf .= 1}11&)1
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Definicijsko obmocje D(G) operatorja G so vsi elementi f € L, za katere zgornja limita
obstaja.

Trditev B.11.3. Naj bo (P;)icjo,0) krepko zvezna operatorska polgrupa z generator-
jem G. Ce je f € D(G), je za vsak t tudi P,f € D(G) in velja:

d
%Ptf:GPtf:Pth

Pri tem gre prit = 0 le za desni, prit > 0 pa za obojestranski odvod.

DoKAZ. Za vsak h > 0 definirajmo G}, := 5 (P, — I). Velja:

l(PtJrh — P,)f = PGypf

GLPf = N

Ker je f € D(G) in je operator P, omejen, desna stran konvergira proti P,G f, ko gre h
proti 0. Od tod pa ze dobimo to, kar smo iskali, le da smemo namesto obojestranskega
pisati le desni odvod. Da dokazemo, da smemo pisati tudi levi odvod, zgornjo enacbo
zapisemo malo drugace. Ce je t > 0, za 0 < h < t velja:

_—h(Pt—h —PB)f=PwGnf

Dokazati moramo, da gre desna stran proti P,Gf. To pa sledi iz ocene:

1PinGnf = PG| < |Pa(Gaf = GHIl + |1 Pon(I = PG| <
< Me'(||Gnf = Gl + IGF = PiGF) 5= 0

kjer sta M in w kot v trditvi B.11.1. [ |

Iz Feller-Dynkinove polgrupe (P)tej0,00) na prostoru S smo konstruirali normalizirano
Feller— Dynklnovo polgrupo (Pt)te[Ooo na obicajni kompaktlﬁkacul S prostora S. Nove
operatorje Pt smo dobili tako, da smo predpisali Ptl = 1, kjer je konstanta 1 funkcija
na S. Naj bo G generator polgrupe (Pt)te[o,oo) Ocitno je 1 € D(G) in velja G1 = 0.
Generator G torej dobimo tako, da definicijskemu obmocju generatorja G pristejemo Se
prostor vseh konstant na S in predpisemo G1 = 0.

Definicija. Naj bo A = [a, b] omejen interval na realni osi. Dana naj bo preslikava
u: A — L, kjer je L Banachov prostor. Izberimo delitev intervala [a,b] s pripadajocimi
vmesnimi tockami, naj bo torej D = (tg, 1,11, Ta, ... Ty, ty), Kjerjea =tg < 1 < ...x, <
t, = b, in ji priredimo Riemannovo vsoto:

n

Rp(u) =Y u(zy)(ty — tir)

k=1

Za dano delitev D oznacimo diam D := maxy(t, — ty_1). Stevilo R je Riemannov integral
funkcije f na intervalu A, ¢e za vsak ¢ > 0 obstaja tak 0 > 0, da za poljubno delitev D,
za katero je diam D < ¢, velja |Rp(u) — R|| < e.
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Ocitno je Riemannov integral funkcije u na A kvecjemu eden. Ce obstaja, pravimo,
da je preslikava u na A integrabilna po Riemannu. Njen integral oznacimo z f; u(t) dt ali
S ult)dt.

Opomba. Riemannov integral preslikave u obstaja natanko tedaj, ko za vsak ¢ > 0
obstaja tak 0 > 0, da za poljubni delitvi D in D, za kateri je diam Dy < ¢ indiam Dy < ¢,
velja, da je ||Rp,(u) — Rp,(u)|| < e. V tem primeru namreé¢ izberemo poljubno zaporedje
delitev D,,, katerih diametri konvergirajo proti 0. Zaporedje Riemannovih vsot Rp, (u)
je potem Cauchyjevo, torej konvergentno. Ni tezko preveriti, da je njegova limita ravno
Riemannov integral preslikave u na A.

Definicija Riemannovega integrala preslikave v Banachov prostor je torej le prirejena
definicija Riemannovega integrala realne funkcije. Tudi osnovne lastnosti so podobne, le
da jih je nekoliko tezje dokazati. Brez tezav dokazemo naslednji trditvi.

Trditev B.11.4. Ce je a < b in je funkcija u: [a,b] — L, kjer je L Banachov prostor,
po Riemannu integrabilna na |a, b], je u omejena, funkcija t — ||u(t)|| je tudi integrabilna
in velja ocena:

/abU(t) dtH < /ab||u(t)y| dt (B.11.1)

Trditev B.11.5. Naj bo a < b < ¢. Dana naj bo preslikava u iz [a,c| v Banachov
prostor. Tedaj je u po Riemannu integrabilna na |a, ¢| natanko tedaj, ko je po Riemannu
integrabilna na [a,b] in [b, ¢|. V primeru integrabilnosti veljajo formule:

LE@@:AZ@@+AE@@

/C u(t) dt = lim bu(t) dt

blc a

/Cu(t) dt = 1tim | u(t)dt

bJ,CL b

Tako lahko zdaj integral f; definiramo tudi za primer, ko je a > b: v tem primeru pac

postavimo f; = — [, in trditev Se vedno velja.

Naj bo zdaj A poljuben interval na realni osi (odprt, zaprt, ali polodprt, omejen ali
neomejen) in naj bo dana preslikava u: A — L. PosploSeni Riemannov integral funkcije f
na A obstaja in je enak R, ¢e je f po Riemannu integrabilna na poljubnem kompaktnem
podintervalu intervala A in ¢e za poljubno narasc¢ajoce zaporedje kompaktnih intervalov
A,, z unijo A zaporedje [ A, u(t) dt konvergira k R. Posploseni Riemannov integral prav

Opomba. Iz trditve B.11.5 sledi, da je posploseni Riemannov integral v resnici pos-
plositev obicajnega: Ce obstaja obic¢ajni Riemannov integral, obstaja tudi posploSeni in
integrala sta enaka. Poleg tega trditev B.11.5 velja tudi za posploseni Riemannov integral,
brz ko je u posploseno integrabilna na (a,c). Od zdaj naprej bodo za nas integrabilne
preslikave tiste, ki so posploseno integrabilne po Riemannu.
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Naj bo A interval na realni osi. S C(A) ozna¢imo prostor vseh zveznih preslikav iz A
v L, s C}(A) pa prostor vseh preslikav iz A v L, ki so zvezne na A in zvezno odvedljive
v notranjosti intervala A.

Trditev B.11.6. Posploseni Riemannov integral ima naslednje lastnosti.

(1) Cejeu € Cr(A) in je [4|lu(t)|| < oo, je u integrabilna na A in spet velja ocena:

/abu(t) dtH < /ab||u(t)]|dt

(2) Naj bo A: D(A) — L', kjer je D(A) C L, zaprt linearni operator. Naj bo A interval
na R in u: A — L integrabilna preslikava. Za vsak t € A naj bo u(t) € D(A) in naj
bo tudi preslikava Au integrabilna. Tedaj je [, u(t)dt € D(A) in velja formula:

A /A u(t) dt = /A Au(t) dt

(3) Ce jewu € C}([a,b]), velja:
b d
/a Eu(t) dt = u(b) — u(a)

(4) Naj bo a < b in u zvezna in integrabilna na [a,b). Potem za vsak t € [a,b) velja:

d t
dt J,

Pri tem je za t = a misljen desni, za a <t < b pa obojestranski odvod.

SKICA DOKAZA. Tocko (1) najprej dokazemo za primer, ko je interval A kompakten.
V tem promeru imamo opravka z obi¢ajnim Riemannovim integralom. Dokazati moramo,
da se Riemannovi vsoti po delitvah, ki imata majhna diametra, ne razlikujeta prevec.
To storimo tako, da najprej poistemo delitev, ki je finejsa od obeh (za vmesne tocke
se ne menimo) in upoStevamo enakomerno zveznost. Ta korak je malo bolj zoprn kot
pri integralu realne funkcije, ker si ne moremo pomagati z Darbouxovimi vsotami. Pri
dokazovanju posplosene integrabilnosti po Riemannu pa je glavno orodje ocena (B.11.1).

V tocki (2) upostevamo, da je vsak (tudi posplosen) Riemannov integral limita pri-
mernih Riemannovih vsot. Riemannovo vsoto smemo zamenjati z operatorjem A, saj je
le-ta linearen. Torej velja A Rp(u) = Rp(Au). Kratek premislek pokaze, da lahko izbere-
mo tako zaporedje D,, delitev primernih podintervalov intervala A, da gre Rp, (u) proti
[yu(t)dt in Rp, (Au) = ARp, (u) proti [, Au(t)dt. Ko naredimo limito in upostevamo,
da je A zaprt, dobimo, kar smo iskali.

Tocko (3) pa tudi najprej dokazemo za primer, ko je u odvedljiva na vsem intervalu
la,b] (t. j. v a obstaja desni, v b pa levi odvod). Dokaz je spet malo bolj zoprn kot v
realnem primeru, ker ne moremo uporabiti Lagrangeovega izreka. Naj bo e > 0in § > 0.
Za vsak x € [a,b] obstaja tak 0, > 0, da za vsak t, za katerega je |t — x| < J,, velja
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|40 _ /(1) < . Od tod sledi, da za poljubna t; in t,, za katera je © — 6, < t; <

t—x
x <ty <x+d,, velja ocena:

Ju(ts) —u(ty) —u'(2)(ta — t1)|| < ety —t1)

Brez skode za splosnost lahko postavimo 4, < J. Pokritje intervala [a,b] z intervali

(x — 0z, ¢ + 9,) ima konéno podpokritje, iz katerega dobimo delitev D intervala [a,b] z

diametrom, manjsim od §, za katero velja ocena || Rp(u') — (u(b) — u(a))|| < e(b—a). Iz

tocke (1) potem sledi to, kar smo hoteli dokazati. Splosni primer pa dobimo z limitiranjem.
Pri tocki (4) pa je dovolj preveriti, da velja:

h—0 h

lim © /t " (s ds = u(t)

Ce je a < t+ h < b, lahko zgornji integral obravnavamo kot navaden Riemannov integral.
Za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je za vsak s, za katerega je |s — t| <, tudi ||u(s) —
u(t)]] <e. Ceje0 < h < dinje D delitev intervala [t, t+ h|, je potem H%Rp(u) —u(t)]| <

1 rt+h

€, potem pa je tudi HE . ou(t)dt — u(t)H < €. Slednjo oceno pa lahko na enak nacin

dokazemo tudi za —) < h < 0. Iz te ocene pa ze sledi to, kar smo hoteli dokazati. [ |

Opomba. Ce je L prostor realnih funkeij s supremum normo, so evaluacijski funkcio-
nali z — f(x) gotovo omejeni. Iz prejsnje trditve potem sledi:

</A ult) dt) (z) = /A u(t)(w) dt (B.11.2)

Integral se torej prevede na obi¢ajni Riemannov integral realne funkcije.

Trditev B.11.7 (Dynkinova formula). Naj bo (P;)cjo,00) krepko zvezna opera-
torska polgrupa z generatorjem G. Naj bo f € L int > 0. Tedaj je f(f P,fds € D(G) in
velja:

Ptf—fzc:/OtPsfds

Ce pa je f € D(G), velja 3e:

Rf—f= /OtGPsfds - /OtPstds

DoxkAz. Iz tocke (2) prejsnje trditve in trditve B.11.5 sledi, da za vsak h > 0 velja:

1

1 ! '
%(Ph_[)/o Psde:%/O(Ps-i-hf_Psf)dS:

:%</ht+hPsfds—/otPSfds) =

1 t+h 1 h
:—/ Psfds——/ P, fds
: h Jo



B.11. GENERATORJI OPERATORSKIH POLGRUP 118

Ko gre h proti 0, iz definicije generatorja in tocke (4) prejsnje trditve sledi prva enacba,
ki jo je bilo treba dokazati. Druga enacba pa takoj sledi iz trditve B.11.3 in tocke (3)
prejsnje trditve. [ |

Opomba. Na prvi pogled bi se zdelo, da lahko drugi del trditve izpeljemo kar iz tocke
(2) prejsnje trditve. Vendar pa tega ne moremo storiti, ker Se ne vemo, da je generator
G zaprt. To pa je naslednja stvar, ki jo bomo izpeljali.

Posledica B.11.8. Generator krepko zvezne operatorske polgrupe je gosto definiran
in zaprt.

Dokaz. Po tocki (1) prejsnje trditve je f; := fot P,fds € D(G) za vsak t > 0 in vsak
f € L. Ker je limy % = f, je G res gosto definiran. Naj zdaj zaporedje f,, konvergira
proti f, zaporedje G f,, pa proti g. Po tocki (2) prejsnje trditve je P, f, — fn = fot P,Gf,ds.
Pogljimo najprej m proti neskoncno! Leva stran ocitno konvergira proti Pf — f. Iz
enakomerne omejenosti operatorjev Py (trditev B.11.1) in ocene (B.11.1) pa dobimo, da
gre desna stran proti fot P,gds. Zdaj pa enacbo P, f — f = fot P,gds delimo s t, posljemo ¢
proti 0 in ob upostevanju tocke (4) trditve B.11.6 dobimo, da je G'f = g, od tod pa sledi,
da je generator g res zaprt. [ |

Definicija. Naj bo A zaprt linearni operator v Banachovem prostoru L. Operator
A je obrnljiv, ¢e je A bijektivna preslikava iz D(A) na L. Resolventna mnozica p(A)
operatorja A je mnozica tistih realnih stevil A\, za katera je operator AI — A obrnljiv.

Opomba. Iz izreka o zaprtem grafu sledi, da je inverz obrnljivega operatorja omejen
linearni operator na L.

Trditev B.11.9. Naj bo (P;)ic[0,00) krepko zvezna kontrakcijska operatorska polgrupa
z generatorjem G. Tedaj je (0,00) C p(G) in za vsak f € L in vsak X\ > 0 velja:

M —-G)'f = /OOO e MP,fdt

Opomba. Integral na desni ni ni¢ drugega kot Laplaceova transformiranka preslikave
t— P, f.

Dokaz bomo opustili, bralec ga lahko najde v [10] ali pa sam dokaze za vajo. Pri
Chen—Steinovi metodi pa nas bo bolj zanimal primer, ko je A = 0. Tu trditev, tako kot
je napisana, ne velja, potrebno je postaviti dodatne pogoje tako pri operatorski polgrupi
kot tudi pri elementu f.

Opomba. Trditev je mogoce formulirati tudi za splosne krepko zvezne operatorske
polgrupe (glej opombo k trditvi B.11.1).

Definicija. Linearni operator A v Banachovem prostoru L je disipativen, ¢e za vsak
f € D(A) in vsak A > 0 velja:

IAf = AFIF = Al

Naj bo A > 0. Iz ocene:

‘/ e‘AtPtfdtH g/ e‘MHPtfHdtgm
0 0 )‘
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in prejsnje trditve takoj sledi, da je generator krepko zvezne kontrakcijske operatorske
polgrupe disipativen.

Navedli smo ze kar nekaj lastnosti generatorjev krepko zveznih kontrakcijskih opera-
torskih polgrup. Nastane vprasanje, ali te lastnosti ze karakterizirajo nase generatorje.
Odgovor na to nam da Hille-Yosidov izrek.

Izrek B.11.10 (Hille, Yosida). Linearni operator G v Banachovem prostoru je
generator krepko zvezne kontrakcijske operatorske polgrupe natanko tedaj, ko je gosto
definiran, disipativen in ko je za kak A > 0 operator \I — G surjektiven. Vsak linearni
operator generira najve¢ eno operatorsko polgrupo.

Dokaz tega izreka bomo opustili, bralec ga spet najde v [10] (izrek 2.6 in trditev 2.9).
Bolj nas bodo zanimale njegove daljnosezne posledice. Hille-Yosidov izrek nam skupaj s
posledico B.8.6 pove, da nam vsak linearni operator v prostoru Cy(5), ki izpolnjuje pogoje
izreka, doloca Feller-Dynkinov proces na kompaktifikaciji S. Vv naslednjem razdelku bomo
navedli nekaj zgledov.

B.12 Zgledi generatorjev

Zdaj, ko smo videli, da obstaja bijektivna korespondenca med Feller-Dynkinovimi
procesi in generatorji, bi kazalo navesti nekaj zgledov. Izracunali bomo generatorja Pois-
sonovega procesa in Brownovega gibanja, konstruirali pa bomo tudi dva nova razreda
Feller-Dynkinovih procesov.

1. Poissonov proces. Spomnimo se, da so elementi operatorske polgrupe, ki pripada
Poissonovemu procesu, podani po predpisu:

2 41

(Pif)(n) = i

k=0

Sledi:

(P )~ fimy = 3T
()~ f) _
t

(f(n+k) = f(n))

00 —
e tA
!

k=

[y

O (fn 1)~ )+ 30 N (4 k)~ £ ()

k=2

Ko gre t proti 0, gre prvi ¢len na desni proti A(f(n + 1) — f(n)), vrsta na desni pa proti
0, saj za 0 < t <1 velja ocena:

[e'9) k_l)\k —tA
3 tTe(f(n + k) — f(n))] < 2teM|f]

k=2

kjer je ||| kot ponavadi supremum norma. Generator Poissonovega procesa je torej podan
po predpisu:

(Gf)(n) =A(f(n+1) = f(n))
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Opazimo, da je generator povsod definiran in omejen. To pa v splosnem sSe zdale¢ ne bo
res.

Oglejmo si §e malo pomen nasega generatorjal Ce je X Poissonov proces in skoraj
gotovo Xy = n, je (Pif)(n) = E(f(X:)). Torej je (Gf)(n) desni odvod funkcije ¢ —
E(f(X:)) v tocki 0. Prit = 0 je seveda E(X;)) = f(n), pri malo ve¢jem ¢ pa priblizno
velja E(X;) = (1= Xt)f(n)+ Mt f(n+ 1), kar ne pomeni ni¢ drugega kot to, da je X; — Xj
priblizno Bernoullijeva slu¢ajna spremenljivka. Priblizno torej velja, da X; z verjetnostjo
At skoc¢i v n + 1, sicer pa ostane v n. Parameter \ meri pogostnost skokov.

2. Utezeni slucajni sprehodi v zveznem casu. Ti procesi so posplositev Pois-
sonovega procesa in eden od njih ti¢i v ozadju Poissonove aproksimacije po Chen—Steinovi
metodi. Pri Poissonovem procesu iz vsake tocke n € Z, kjer trenutno smo, s teznjo A
skoc¢imo v n + 1. Pri utezenem slucajnem sprehodu pa s teznjo a, skoc¢imo v n+ 1 in s
teznjo b, v n — 1. Za generator nasega procesa bomo torej postavili:

(Gf)(n) = an(f(n+1) = f(n) +ba(f(n —1) = f(n)) (B.12.1)

Ce je by = 0, lahko za mnozico stanj S tako kot pri Poissonovem procesu postavimo INg.
Takim sluc¢ajnim procesom (oziroma njihovim jedrom) bomo rekli procesi rojevanja in
umirangja, saj si lahko stanje predstavljamo kot velikost populacije.

V nasprotju s Poissonovim procesom tokrat generator ne bo nujno povsod definiran in
tudi omejen ne bo. Za definicijsko obmocje operatorja G seveda postavimo vse funkcije
f € Co(Z), za katere zgoraj definirana funkcija G f tudi pripada Co(Z). Ocitno je G gosto
definiran, saj so v definicijskem obmocju tudi vse funkcije s kompaktnim nosilcem.

Seveda je smiselno privzeti, da je a, > 0 in b, > 0. V tem primeru bo operator G
disipativen. Vsaka funkcija f € Cy(Z) doseze maksimum svoje absolutne vrednosti v neki
tocki n € Z. Naj bo f(n) = M. Naj bo najprej M > 0. Potem je oc¢itno (Gf)(n) < 0,
zato za vsak A > 0 velja Af(n) — (Gf)(n) > AM = ||f||. V primeru, ko je M < 0, pa f
zamenjamo z —f in dobimo isto oceno. Operator G je torej res disipativen.

Dosti tezje vprasanje pa je, ali nas operator izpolnjuje Se zadnji pogoj Hille-Yosidovega
izreka, t. j., da je za kak (vsak) A > 0 operator AI — G surjektiven. Privzemimo, da je to
res. Tedaj operator G po posledici B.8.6 doloc¢a Feller-Dynkinov proces na Z U {oc}, ki
mu pravimo uteZen slucajni sprehod v zveznem casu. V primeru, ko je by = 0 in mnozico
stanj omejimo na Ny, pa temu Feller-Dynkinovemu procesu pravimo proces rojevanja in
umiranja.

Zanimivo vprasanje je, kdaj lahko tak proces zozimo na Z, torej, kdaj nam proces sko-
raj gotovo ne uide v neskonénost. Odgovor bi poznali, e bi poznali operatorsko polgrupo
(Py)tef0,00)- Ceprav je dokaz Hille-Yosidovega izreka konstruktiven, pa je konstrukeija do-
volj zapletena, da je iz nje zelo tezko razbirati lastnosti operatorjev P;,. VpraSanje, kdaj
proces uide v neskonénost, bomo pustili odprto.

Zgled 1. Poissonov proces si lahko predstavljamo kot proces cistega rojevanja:
populacija se s konstantno intenziteto veca. Oglejmo si zdaj Se proces Cistega umiranja.
Pogostnost umiranja pa tu ne bo konstantna, temve¢ bo sorazmerna velikosti populacije.
Postavili bomo torej a,, = 0 in b, =n za n € INy. Ker je by = 0, lahko za mnozico stanj
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postavimo kar INy. Generator nasega procesa bo torej definiran po predpisu:

oy = "D n>

Pokazimo, da G izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega izreka. Pokazati je treba le, da obstaja
tak A > 0, da za vsak f € Cy(INg) obstaja taka funkcija g € Co(INg), da velja:

Ag—Gg=f (B.12.2)
oziroma:

(A+n)g(n) —ng(n—1) = f(n)

Ce naredimo substitucijo:

A+DA+2)...(A+n)

n!

h(n) :=

g(n)

dobimo enostaven sistem:

katerega resitev je:

oziroma:

B n (k+1)(]{;—|—2)n
g(n)—kzz()f(k)()\+l{;)(>\+k+1)...()\—1-”)

Dokazati moramo, da je g € Co(INg), ¢e je f € Co(INg). Z nekaj truda bi lahko neposredno
preverili, da to velja za vsak A > 0. Vendar pa nam tega ni treba preveriti za vsak A > 0,

dovolj je preveriti za en sam A. Za A = 1 dobi formula za funkcijo g precej preglednejso
obliko:

n+1

g(n) = —— 3" 1(k)

Limita tega izraza, ko gre n proti neskoncno, je ravno Cesarova limita, ki je enaka limiti
lim, . f(n), brz ko slednja obstaja. Brz ko je torej f € Cy(INg), je tudi g € Cy(INp), torej
je enacba (B.12.2) resljiva, zato G izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega izreka in doloca
Feller-Dynkinov proces.

V prejsnjem zgledu smo “na roko” preverili, da G izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega
izreka, in to tako, da smo kar neposredno resili enacbo (B.12.2). Navadno pa se tega
ne da narediti. Izpeljimo torej nekaj skromnih zadostnih pogojev za to, da operator G,
definiran po formuli (B.12.1), izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega izreka. Klju¢ do njih je
naslednja trditev.



B.12. ZGLEDI GENERATORJEV 122

Trditev B.12.1. Naj bo L Banachov prostor in naj bo A: D(A) — L obrnljiv
linearni operator z omejenim inverzom. Naj bo B: L — L omejen linearni operator. Ce
je | B|| < [|[A7Y| 7Y, je tudi operator A + B obrnljiv.

Dokaz. Ker je |A7'B|| < [|[A7Y]||B]] < 1 in je L Banachov prostor, je operator
I + A7'B obrnljiv (njegov inverz dobimo z Neumannovo vrsto). Naj bo torej C' :=
(I + A7'B)~!. Najprej na D(A) velja:

CA A+B) =C(I+A'B)=1

torej je CA~! levi inverz operatorja A+ B. Da dokazemo, da je tudi desni inverz, najprej
opazimo, da je D(A) invariantni podprostor operatorja I + A™!'B, torej tudi invariantni
podprostor operatorja C. Potem pa lahko zapisemo:

(A+B)CA = AI+ A'B)CA = AA™ = ]

torej je CA~! tudi desni inverz. [ |

Trditev B.12.2. Naj bodo koeficienti a,, in b, omejeni. Tedaj operator G izpolnjuje
pogoje Hille-Yosidovega izreka.

Dokaz. Ce so koeficienti a, in b, omejeni, je omejen tudi operator G. Po prejsnji
trditvi je potem operator AI — G obrnljiv, brz ko je A > ||G||. Potem pa G ze izpolnjuje
pogoje Hille-Yosidovega izreka. [ |

Zgornja trditev pa se da Se posplositi. Véasih lahko generator razbijemo na dva oper-
atorja, od katerih eden izpolnjuje pogoje Hille—Yosidovega izreka, drugi pa je omejen.

Trditev B.12.3. Naj boa, = a), +a inb, = b, +b!. Naj bo tudial, > 0inb/, > 0 (ze
vseskozi pa privzemamo tudi a, > 0 in b, > 0). Naj operator G', definiran po predpisu:

(G'H)(n) = a,(f(n+1) = f(n)) +b,(f(n—1) = f(n))

izpolnjuje pogoje Hille—Yosidovega izreka in naj bodo koeficienti a!! in b! omejeni. Tedaj
tudi operator G, definiran po formuli (B.12.1), izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega izreka.

DokAz. Iz omejenosti koeficientov @ in 0! sledi, da je tudi operator G” := G — G’
omejen. Iz disipativnosti operatorja AI — G’ pa sledi, da je |[((Al —G)7!|| < 5. Brz ko
je torej A > |G”|, je [IG”]| < ||((M —G)~Y||”", potem pa je po trditvi B.12.1 operator
M — G = M — G'— G" obrnljiv, torej tudi G izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega izreka.
[ |

Zgled 2. Sestavimo procesa rojevanja in umiranja, ki smo ju spoznali, v en sam
proces. Postavimo torej a, := A in b, := n, mnozico stanj pa seveda omejimo na INy.
Pokazimo, da operator G, ki ga po formuli (B.12.1) dolocajo ti koeficienti, izpolnjuje
pogoje Hille-Yosidovega izreka. Generator GG lahko zapisemo kot vsoto G’ + G”, kjer je
G’ generator procesa ¢istega umiranja, G” pa generator procesa Cistega rojevanja. Videli
smo, da G’ izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega izreka, G” pa je omejen. Po prejsnji trditvi
potem tudi G izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega izreka, torej doloca Feller-Dynkinov
proces. Ta proces ima ravnovesno porazdelitev, in sicer je to Poissonova porazdelitev
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(glej zgled 2 na strani 137). In v resnici je ta proces ozadje Poissonove aproksimacije po
Chen—Steinovi metodi.

3. Brownovo gibanje. Operatorska polgrupa Brownovega gibanja je (do linearne
transformacije natancno) podana po predpisu:

= /f(a: +Vty) l(dy) (B.12.3)

Da je to krepko zvezna operatorska polgrupa, sledi iz tega, da je dobljena iz konkretnega
Feller-Dynkinovega procesa. Kljucen za krepko zveznost je izrek B.8.4. Seveda pa bi se
dala krepka zveznost preveriti tudi neposredno, s tehniko epsilon—delta.

Naj bo f € Co(R"). Ce zelimo narediti limito, ko gre ¢ proti 0, moramo f razviti v
Taylorjevo vrsto. Naj bo f dvakrat zvezno odvedljiva in ¢ > 0. Potem velja:

fz+Viy) zf(x)+ﬂ2%( ZZ&E 5= () vi;

Tu je & = x + IVty, kjer je 0 < 9 < 1. Ce zelimo, da bo f € D(G), bodo morali
iti drugi parcialni odvodi v tocki £ proti drugim parcialnim odvodom v tocki 0, in sicer
enakomerno po vseh x € R". Naj bodo vsi drugi parcialni odvodi funkcije f v Co(R™). V
tem primeru so le-ti tudi enakomerno zvezni. Ce torej definiramo:

(r):== su i T) — O'f ()
e III—yﬁ)<r 0x;0x; O0x;0x; y
1<i,j<n

velja lim, g ¢(r) = 0. Sledi:

f(x+\/¥y)—f($)+ﬂ;a—%(x>yl+2;;axzaxj =) vy + B,y 1)
kjer je:

|B(z,y, )] < 90 (Vellyl) D > lviyil

=1 j=1

Ocitno je [ vu(dy) =1, [y va(dy) = 0in [ y?y.(dy) = 1. Zai # jpaje [ yy; vn(dy) = 0.
Sledi:

t
(P)(w) = F(a) + A7) + [ Ra,yt) vld)
Z A smo ozacili Laplaceov operator. Sledi:

n n

HBf - %AfH = %/w(ﬂy) > D Iyl valdy) (B.12.4)

t — <
i=1 j=1

Ker so drugi parcialni odvodi v Cy(IR"™), so tudi omejeni. Torej je tudi funkcija ¢ navzgor
omejena. Potem pa lahko pri limitiranju, ko gre ¢ proti 0, uporabimo izrek o dominirani
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konvergenci, torej desna in zato tudi leva stran konvergira proti 0. Dokazali smo naslednji
izrek.

Izrek B.12.4. Naj bo (Pi)ico,) operatorska polgrupa, ki pripada Brownovemu
gibanju, in naj bo:

D := {f € Co(R™) N C*(R™) (Vz‘,j)afjaj;j c Co(IR”)} (B.12.5)
Naj bo G generator operatorske polgrupe (Pi)icjo,c). Tedaj je D C D(G) in za vsak
feDveljaGf =3AFf.

Generator G torej zaenkrat poznamo na D. Nastane seveda vprasanje, ali je G
natancno dolocen s svojo zozitvijo na D. Natancneje, ker vemo, da je G zaprt opera-
tor, se je smiselno vprasati, ali je G zaprtje svoje zozitve na D, torej zaprtje operatorja
%A. Odgovor je pritrdilen, klju¢ do njega pa je naslednja trditev, ki je dokazana v [10]
kot trditev 3.3.

Trditev B.12.5. Naj bo G generator krepko zvezne kontrakcijske operatorske pol-
grupe (P,).e(0,00) Na Banachovem prostoru L. Naj bo Dy gost podprostor v L in naj bo
Dy € D C D(G). Ce za vsak t > 0 operator P, slika Dy v D, je G zaprtje svoje zozitve
na D. [ |

V nasem primeru bomo za prostor Dy vzeli prostor C2(IR"), t. j. prostor vseh dvakrat
zvezno odvedljivih funkeij s kompaktnim nosilcem. Ocitno je ta prostor gost v Co(RR").
Dokazati moramo, da operatorji P, slikajo Dy v D. Preden pa gremo to dokazat, dokazimo
Se dve lemi, ki ju ne bomo potrebovali le tu, zato ju bomo izpeljali za splosnejsi primer.

Definicija. Funkcija f: R" — R je eksponentno omejena, ¢e obstajata tak M > 0 in
tak a € R, da je |f(z)| < Me®l®l za vsak x € R".

Ocitno so operatorji P, s formulo (B.12.3) dobro definirani tudi na prostoru vseh
eksponentno omejenih funkcij (funkcije lahko narascajo se dosti hitreje, toda ve¢ ne bomo
nikjer potrebovali).

Lema B.12.6. Naj bodo P, operatorji, definirani po formuli (B.12.3), delujejo pa naj
na prostoru eksponentno omejenih funkcij na R™. Naj bo r € N, naj bo f € C"(R") in
naj bo funkcija f skupaj z vsemi svojimi parcialni odvodi do vklju¢no reda r eksponentno
omejena. Naj bo 0 kak parcialni odvod reda r. Tedaj za vsak t € [0,00) element P,f
pripada C"(R") in velja OP,f = P,0f.

Opomba. V resnici je P, f neskon¢no gladka funkcija ze za poljubno merljivo ekspo-
nentno omejeno funkcijo f, brz ko je t > 0.

DokAz LEME. Dovolj je dokazati za r = 1, saj lahko splosni primer izpeljemo z
indukcijo. Naj bo torej f € C'(R™) N L'(,) in za vse i = 1,...n naj bo g—i € L' ().
Oznacimo e; := (0,...1,...0), kjer je enica na i-tem mestu. Potem velja:

0 . (Bf)x+h)—(Pf)(x)
(0—:L',-Ptf> (z) = }Lli% n -
i fz+he +Viy) — fz + Viy)

h—0 h

Yn(dy)
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Kljuc¢no vprasanje je, ali lahko uporabimo izrek o dominirani konvergenci. Toda parcialni

odvod g—i je eksponentno omejen, torej obstajata taka M in «, da je ’a%f(x)‘ < Meele=ll,

Za |h| <1 lahko potem integrand ocenimo po Lagrangeovem izreku:

fz+hei+Vty) = fz + Viy)
h

_ ' gf (64 Vi y)' < Melervivl < ppeatlel+vilyl+)
i

Ker zadnji izraz kot funkcija spremenljivke y pripada L!(7,), res smemo uporabiti izrek
o dominirani konvergenci, torej parcialni odvod lahko nesemo pod integral. To pa smo
hoteli dokazati. [ |

Lema B.12.7. Naj bo f € C.(R") int > 0. Tedaj za vsak o € R velja:

lim e*lel(Pf)(z) =0

llz[|—oc

DokAz. Zat = 0 je lema ocitno pravilna, saj je Pof = f € C.(R"). Naj bo zdaj]
t > 0. Ker ima f kompakten nosilec, obstaja tak R > 0, da za vsak x € R", za katerega
je |lz|]| > R, velja f(z) = 0. Naj bo M := sup,cre|f(2)|. Tedaj za ||z|| > R velja:

}(Ptf)(l')} < /‘f(:)s+\/z_€y)’%(dy):/

llyll>t=1/2 (]| - R)

)f(x + x/Ey)‘ Tu(dy) <

<M Yn(dy)
lyll>t=1/2(|l2|— R)

Sledi:

el |(Pf) (@) < M (et [ Tn(dy) <
lyll>t=1/2(llz]|-R)

e [ i
lyll>t=2/2(|lz|-R)

Ker je integrand v L'(v,), gre integral proti 0, ko gre x proti neskonéno. To pa je bilo
treba dokazati. [ ]

Naj bo zdaj f € C%*(R"). Naj bo 0 kak parcialni odvod drugega reda. Torej je
Of € Co(R") in po lemi B.12.7 je P,0f € Cy(IR"). Toda po lemi B.12.6 je P.0f = OP,f.
Od tod pa sledi, da je P,f € D. Operator G torej prostor C2(R"), ki je gost v Co(R"),
preslika v D. Iz izreka B.12.4 in trditve B.12.5 zdaj sledi, da je G res kar zaprtje operatorja
%A, definiranega na D.

4. Feller-Dynkinove difuzije. Difuzija ne more kar tako skociti ¢isto nekam dru-
gam, ampak morajo biti njene trajektorije zvezne. Ogledali si bomo difuzije na R", ¢eprav
se da teorija posplositi na poljubne koncnorazsezne gladke mnogoterosti.

Definicija. Feller-Dynkinova difuzija na prostoru S := R" je Feller-Dynkinov proces
q na kompaktifikaciji S := S U {oo} prostora S, ki ima tocko oo za absorbirajoce stanje
in ima Se naslednji dve lastnosti:
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(1) Za vsak slucajni proces X z jedrom g je trajektorija t — X;(w) za skoraj vsak w
zvezna na mnozici {t | Xy(w) # oo}.

(2) Definicijsko obmoéje generatorja procesa vsebuje C°(IR"), t. j. gladke funkcije s
kompaktnim nosilcem.

Difuzija lahko torej skoci le v tocko neskonéno, drugje pa morajo biti trajektorije lepo
zvezne.

Feller-Dynkinove difuzije se dajo zelo lepo karakterizirati. Njihov studij se da prevesti
na Studij elipti¢nih diferencialnih operatorjev drugega reda. Velja namre¢ naslednji izrek.

Izrek B.12.8 (Dynkin, Kinney). Naj bo ¢ Feller—Dynkinov proces na S in naj
bo oo absorbirajoce stanje. Procesu potem pripada Feller—Dynkinova polgrupa na S z
generatorjem G. Naslednji trditvi sta ekvivalentni:

(1) Proces je Feller—Dynkinova difuzija.

(2) Zozitev generatorja G na prostor C?(S ) je elipti¢ni diferencialni operator oblike:

ZZ&” 8x 83:) +Zb

21]_ i=1

—c(x) f(x)  (B.12.6)

kjer so funkcije a;;, b; in ¢ zvezne in za vsak x velja, da je matrika [a;;(x)]; ; pozitivno
semidefinitna in c¢(x) > 0.

Dokaz bomo opustili, bralec ga najde v [21] na straneh 258-260. Iz izreka sledi tudi
izrek B.10.1. Najprej dobimo, da ima Brownovo gibanje zvezne trajektorije, in tako je

izrek v eno smer ze dokazan. Dokaz v obratno smer pa najde bralec v [21] na straneh
261-262.

Opomba. Zveznost trajektorij v izreku B.10.1 je potreben pogoj za enolicnost. V
nasprotnem primeru namrec¢ lahko vzamemo simetri¢ni slucajni sprehod na Z v zveznem
casu, ki ga s translacijami razsirimo na IR. Generator tega procesa je:

(G)(@) = A(f(z+1) = 2f(z) + fz — 1))
Ni tezko preveriti, da so lokalna jedra tega procesa podana po predpisu:
q(z,A) =Plx+ U, =V, € 4]

kjer sta U; in V; neodvisni slu¢ajni spremenljivki, porazdeljeni po Po(At), torej imamo
dejansko proces na R in ne na RU {oo}. Podoben proces lahko konstruiramo tudi na R",
tako da po komponentah sestavimo neodvisne procese na IR.

Nastane seveda vprasanje, kdaj operator G, definiran po formuli (B.12.6), res doloca
Feller-Dynkinov proces. Razmeroma enostavno se da preveriti, da je operator G disipa-
tiven. Po lemi 2.11 na strani 16 v [10] se da G zapreti in velja R\ — G) = R(\ — G).
Treba je preveriti, da je to res cel prostor, torej resiti parcialno diferencialno enac¢ho. Le-to
pa si lahko bralec pogleda v [22], razdelek V.22. Podoben problem, le da je S kompaktno
obmo¢je v IR" z robom iz razreda C?, je obdelan v [10] na straneh 366-369 in [15] (izrek
3.13).
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B.13 Ornstein—Uhlenbeckov proces

Brownovo gibanje ima kot model slucajnega gibanja molekul bistveno fizikalno po-
manjkljivost: njegove trajektorije so sicer skoraj gotovo zvezne, vendar pa se izkaze, da
tudi skoraj gotovo niso nikjer odvedljive. Se pa da iz Brownovega gibanja izpeljati tudi
tak model, in sicer tako, da namesto polozaja gledamo hitrost. Tak model je lepo uskla-
jen z Newtonovimi zakoni: impulzi sile so porazdeljeni povsem slucajno, tako kot nase
matemati¢cno Brownovo gibanje.

V takem modelu lahko hitrost precej podivja. V resnici pa se molekuli, ki se giblje
prehitro, hitrost naglo zmanjsa. Zato v nas model vgradimo Se “trenje”. Na hitrost torej
vplivajo slucajni impulzi sile, ki so porazdeljeni tako kot Brownovo gibanje, poleg tega pa
nanjo vpliva Se deterministi¢na sila, ki je nasprotno sorazmerna s hitrostjo molekule.

Naj bo torej u trajektorija Brownovega gibanja. Privzemimo za hip, da je u €
C'([0,),R™). Iz nje moramo narediti trajektorijo v, ki bo kazala hitrost molekule.
Vektorska funkcija v zadosca diferencialni enacbi:

v=u—cv, v0)==x (B.13.1)

Parameter = je zacetna hitrost molekule. Resitev te diferencialne enacbe je:

v(t) =e (m + /Otu(s)ecs ds) (B.13.2)

Kot smo ze omenili, pa trajektorije Brownovega gibanja niti slucajno niso zvezno odved-
ljive. Toda namesto sile @ lahko gledamo tudi impulz sile u. Vrednost wu(t) naj bo torej
skupen impulz sile, ki ga prejme nasa molekula od ¢asa 0 do t. Zacetni impulz sile, torej
vrednost u(0), pa bo zacetna hitrost nase molekule z. Porazdelitev slucajne funkcije u
bo ravno Brownovo gibanje. Zacetna porazdelitev tega Brownovega gibanja pa bo enaka
porazdelitvi zacetne hitrosti x.

Da se znebimo odvodov, zapisemo prejsnjo diferencialno enacbo v integralski obliki.
Dobimo:

v(t) = u(t) — C/o v(s)ds (B.13.3)

Iz enacbe jasno sledi, da je v(0) = u(0) = x, torej je u(0) res zacetna hitrost. Dobljena
enacba je v primeru, ko je u zvezno odvedljiva, ekvivalentna stari diferencialni enacbi
skupaj z zacetnim pogojem. Toda nova enacba je zdaj definirana za poljubno zvezno
preslikavo u. Treba jo je le Se resiti. Resitev (B.13.2) ni dobra, saj mora biti u vsaj skoraj
povsod odvedljiva, odvod pa integrabilen, ce Zelimo, da je desna stran formule (B.13.2)
dobro definirana. Tega pa se znebimo tako, da formulo (B.13.2) integriramo per partes.
Dobimo:

v(t) = u(t) — ce‘“/o u(s) e ds

Krajsi racun pokaze, da je tako definirana funkcija v res resitev prejsnje integralske enacbe.
To bo torej iskana hitrost molekule. Definirajmo torej funkcijo F: C(]0,00), R") —
C([0,00),R™) po predpisu:

F(u)(t) == u(t) — ce_Ct/O u(s) e ds
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Zdaj pa moramo konstruirati Se markovski proces, katerega trajektorije bodo tako
transformirane trajektorije Brownovega gibanja. Natancneje, konstruirati bo treba mar-
kovsko jedro, torej transformacijo v — P, da bo veljalo: Ce je B Brownovo gibanje z
zacetno porazdelitvijo v, ima F'(B) porazdelitev P,,.

Brownovo gibanje lahko opisemo z markovskim jedrom ali pa s transformacijo v — W,
(torej je Wq = W). Novo markovsko jedro pa bomo opisali s transformacijo v +— P,
kjer bo:

P, =F.W,

Ce smo zelo dlakocepski, moramo v definiciji porazdelitev W, najprej zoziti na mnozico
vseh zveznih funkcij. Ta zozitev seveda ne spremeni bistveno porazdelitve W, saj so po
izreku B.12.8 trajektorije Brownovega gibanja skoraj gotovo zvezne.

Definirali smo torej transformacijo v — P,,, zdaj pa je treba Se preveriti, da nam res
dolo¢a markovsko jedro. Naj bo p projekcija, ki preslikavi u priredi vrednost «(0). Oc¢itno
je po F = p, torej je tudi p,P, = p. FxW, = p,W, = v. Dobljena transformacija je torej
desni inverz projekcije p. Velja tudi:

PA@=“uf*m»=/wxp%mwww=/éamwm>

torej je transformacija v — P, usklajena tudi z integracijo, zato po izreku B.4.6 doloca
jedro q, za katerega pa je treba Se preveriti, da je markovsko. Naj bo torej V' slucajni
proces z jedrom ¢. Preveriti moramo, da je za vsak ¢ € [0,00) slucajna spremenljivka
0,(V') pogojno glede na V; neodvisna od F; = o(V; | 0 < s < t) in da je tudi sama slucajni
proces z jedrom gq.

Ker je V slucajni proces z jedrom ¢, ima porazdelitev P, za neko zacetno porazdelitev
v. To pa je porazdelitev slu¢ajne spremenljivke F'(B), kjer je B Brownovo gibanje z
zaCetno porazdelitvijo v (in s trajektorijami, ki so ¢isto gotovo, ne le skoraj gotovo zvezne).
Brez skode za splosnost lahko torej privzamemo, da je kar V' = F(B), saj je to, ali je
dana slucajna spremenljivka markovski proces ali slucajni proces z jedrom ¢, odvisno le
od njene porazdelitve.

Naj bo u € C(]0,00),R"). Funkcija v := F(u) je resitev integralske enacbe (B.13.3).
To je tudi edina resitev te integralske enacbe. Ce bi namrec obstajala Se ena resitev v/,
bi razlika w := v’ — v zadoscala integralski enacbi:

w(t) = —c /Otw(s) ds

Od tod pa sledi, da je funkcija w zvezno odvedljiva, potem pa enac¢bo lahko odvajamo in
spet dobimo diferencialno enac¢bo w = —cw z zacetnim pogojem w(0) = 0. Le-ta pa ima
edino resitev w = 0.

Za funkcijo 0;(v) pa velja:

0,(0)(s) = ot + 5) = u(t + 5) - / o) dr =

=u(t+s)— / r—c/

— y(u)(s) - cAet
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Funkcija 6;(v) torej resi integralsko enacbo (B.13.3), pri ¢emer u zamenjamo s 6;(u) —
u(t) + F(u)(t). Iz enoli¢nosti resitve sledi:

01(F (u)) = F(0(u) — u(t) + F(u)(1))

oziroma:
0:(V) = F(et(B) — B + Vt)

Po izreku B.9.1 je izraz pod F spet Brownovo gibanje z neko zacetno porazdelitvijo
v, torej ima 6,(X) porazdelitev P,. Od tod pa sledi, da je 6;(X) slu¢ajni proces z jedrom
q. Preveriti moramo le Se, da je pogojno glede na V; neodvisen od F;.

Naj bo D; := o(0:(B) — B;). Po izreku B.9.1 je ta o-algebra neodvisna od o-algebre,
ki jo generirajo slucajne spremenljivke B,, 0 < s < ¢, le-ta pa vsebuje o-algebro F; (to
takoj sledi iz definicije funkcije F'). Sluc¢ajna spremenljivka 6,(V') je merljiva glede na
o-algebro & := o(Dy, V;), torej bo dovolj pokazati, da je o-algebra & pogojno glede na V;
neodvisna od F;.

Mnozica dogodkov iz &;, ki so pogojno glede na V; neodvisni od F;, je A-sistem. Po
Dynkinovi lemi je dovolj dokazati, da vsebuje kak m-sistem, ki generira &. Ta m-sistem
pa bodo dogodki oblike AN B, kjer je A € D, in B € o(V;). Ker velja:

P(ANB|o(Vi)) = E(lalp | o(Vy)) = I5E(I4 | o(V)) = [5P(A) =
=IgE(I4 | F) =E(Iulp | F) =P(ANB| F)

je po izreku B.5.2 dogodek A N B pogojno glede na V; res neodvisen od F;. Potem
pa to velja tudi za 6,(V). To pa pomeni, da je jedro g res markovsko. Imenujemo ga
Ornstein—Uhlenbeckov proces.

Izracunajmo operatorsko polgrupo tega procesa! Najprej bomo izracunali lokalna jedra
¢. Ce je V slucajni proces z jedrom ¢, je ¢; prehodna verjetnost sluéajne spremenljivke V;
glede na Vj. Ce je Vj skoraj gotovo enaka z, je po formuli (B.1.1) kar ¢,(z, A) = P[V; € A].
Funkcija A — ¢,(z, A) je torej porazdelitev slu¢ajne spremenljivke V;.

Naj bo B Brownovo gibanje z zatetkom v z in naj bo V := F(B) (dlakocepski bralec
bo spet pripomnil, da morajo biti trajektorije ¢isto gotovo, ne le skoraj gotovo zvezne).
Tedaj V zadoséa zahtevam prejsnjega odstavka. Ce definiramo:

Fi(u) := F(u)(t) = u(t) — ce‘“/o u(s) e ds

je Vi = F,(B). Porazdelitev te slu¢ajne spremenljivke bomo izrac¢unali tako, da jo bomo

zapisali kot limito sluc¢ajnih spremenljivk, pri kateri bomo integral zamenjali z Rieman-

novo vsoto. Nato se bomo oprli na izrek A.2.5. Definirajmo torej funkcije Ft("):

C([0,00),R") — R po predpisu:

ct
e

F (u) = u(t) = —

Tedaj za vsak u zaporedje Ft(") (u) konvergira proti Fy(u). Ugotoviti moramo porazdelitev
slucajnih spremenljivk:

—1
n t _ kt
F™(B) :Bo—%e “3" Bu et
k=0
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ki po tockah konvergirajo proti V;. Definirajmo slucajne spremenljivke Z{"), .zt po
predpisu:
Zi(n) = Bg — Bt(i—l)

Po posledici B.9.2 in formuli (B.10.2) so slucajne spremenljivke an), ... Z% neodvisne in
porazdeljene po N(O, %I) Ker za k =0, ...n skoraj gotovo velja:

tudi skoraj gotovo velja:

n—1 n n—1 k
Ft( )(B) = (1 _ %6_Ct 6c%> ‘l‘ Zz( ) _ %6 ct ec’;t Zz( )
k=0 i=1 k=0 i=1

Slucajne spremenljivke Ft(")(B) so torej porazdeljene normalno. Velja:
ct = k
n —c ckt
E(F™(B)) =« (1— —e Y e )
" k=0
Vsota v izrazu na desni je seveda ravno Riemannova vsota funkcije s — e na intervalu

0,¢]. Sledi:

t
lim E(Ft(")(B)) =z (1 - ce‘“/ e ds) =z(1-(1-e) =e"2
0

n—oo

Izracunajmo Se varianco! Velja Var(Ft(")(B)) = var(VVt(")), kjer je:

n n—1 k n n—1 n
(n) _ () _ €t T ekt (n) _ () _Ct e ekt (n) _
W =" 2 ——e ez =37 ——e en 72 =
=1 k=0 =1 =1 =1 k=i
- ct et — oS - ct et — St
— Zl(’fl) - e—ct - " ZZ(TL) — 1 - e—ct - " ZZ(TL) —
n c(n—i)t n—1 cit
t1l—e " n t1l—e n
= -s =L z" = - S A
i=1 nooen—1 =0 noen —1

Zdaj pa upostevamo, da so sluc¢ajne spremenljivke Z}"), ... Z% neodvisne in porazdeljene
po N(0, 7). Od tod sledi, da je var(Ft(")(B)) = w1, Kjer je:

n—1 _ cit 2
ONS [ _Gl-en
! . noew —1
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ct

Posljimo n proti neskonc¢no! Izraz —= ! gre proti 1, vse vsote v zadnjem izrazu pa so
en —
Riemannove vsote primernih funkeij na intervalu [0, ¢]. Sledi:

lim w{" = /t(1 —2(1—e )+ (1— ) )ds = /t(1 — (1) ")ds =

n—oo
t 1 —2ct
_ — €
et [ 2es ds = —
0 2c

Iz posledice A.2.6 zdaj dobimo, da zaporedje porazdelitev slucajnih spremenljivk
F™(B) sibko konvergira k porazdelitvi:

_ ,—2ct
N (e_Ctx, 1761)
2c

Iz trditve A.2.5 pa sledi, da zaporedje teh porazdelitev konvergira tudi k porazdelitvi
slucajne spremenljivke F;(B). Ker je po trditvi A.2.3 prostor porazdelitev v ibki topo-
logiji Hausdorffov, mora biti:

. 1— 6—2ct
Vi=F/(B)~N|e “x,—1I
t H(B) (‘3 Z, 9% )
To pa pomeni, da je:
1 — 6—2ct

qt(x,A):N(e_Ctx, - 1) (A)

od koder dobimo tudi operatorsko polgrupo, saj po posledici B.3.3 velja:

(Pif)(x) = / f <6‘“9:+ 1_2766_%.@) Yn(dy)

Konstanta c¢ je bistven parameter Ornstein—Uhlenbeckovega procesa, saj od ene vred-
nosti te konstante k drugi ne moremo preiti kar z linearno transformacijo (niti prostora
niti ¢asa). Navadno pa vzamemo ¢ = %, ¢as pa vzamemo dvakrat hitrejsi (¢ zamenjamo z
2t). Dobimo:

(P)(x) = / fete t VT= ey 3 (dy) (B.13.4)

Zgornji operatorji seveda tvorijo krepko zvezno operatorsko polgrupo, saj pripadajo kon-
kretnemu Feller—-Dynkinovemu procesu. Kljucen za krepko zveznost je izrek B.8.4. Seveda
pa bi se dala krepka zveznost preveriti tudi neposredno, s tehniko epsilon—delta.
Izracunajmo generator Ornstein—Uhlenbeckovega procesa! To bomo storili podobno
kot pri izpeljavi generatorja Brownovega gibanja — z razvojem v Taylorjevo vrsto. Naj
bo torej f € Co(IR™) N C?(IR™) in naj bodo vsi drugi parcialni odvodi funkcije f v Co(IR™)
(funkcija f je torej v definicijskem obmocju generatorja Brownovega gibanja). Razvoj v
Taylorjevo vrsto nam podobno kot pri izpeljavi generatorja Brownovega gibanja da:

e VT T) = et Ve ey

+1—e—2tz":z": % f (e7tx) yi y; + R( £)
' axlazj € Y y’ly] $7y7
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kjer je:
1 —e 2 " -
1Bz, y,1)] < — e(VI=e 2yl > Tyl
i=1 j=1
o*f o*f
plr) = ||ms;1;ﬁ)<r 0z;0z; () = Ox;0x; (y)‘
1<i,j<n

Ko integriramo po 7,(dy), dobimo:
2

2

(B (@) = fle'a) + 2 (Af) (e ') + / Ry £) 7u(dy)

Zgornji izraz lahko gledamo tudi kot preslikavo iz [0, 00) v Cy(IR") in izrac¢unati moramo
desni odvod te preslikave pri ¢ = 0. PiSimo:

Pif = ui(t) + ! _2:_ t (ua(t) + us(t) + ua(t))
kjer je:
wi(t)(x) = fle™z), wus(t)(x) = t(Af)(x), wus(t)(z) :=t((Af)(e'x) — (Af)(x)),

wa(t)(w) = 1_22_% / R(x,y,1) m(dy),  us(0) =0

Dovolj je preveriti, da so vse stiri funkcije z desne odvedljive v 0. Tudi pri odvajanju pres-
likav z vrednostmi v Banachovem prostoru namrec¢ velja pravilo za odvajanje produkta:
¢e je a odvedljiva realna funkcija, u pa odvedljiva funkcija z vrednostmi v Banachovem
prostoru, je odvedljiva tudi funkcija cu in velja (au)’ = o/u + au’. V nasem primeru je:

1 —e 2
t
alt) =4 o 70
1 t=20

Funkcija « je odvedljiva (saj je celo analiticna). Ker je u2(0) = u3(0) = u4(0) = 0, velja:

d +
Gf=|—
- ()
brz ko imajo vse preslikave uy, ug, uz in uy desni odvod v 0 (seveda v prostoru Cy(IR™) s

supremum normo). Za wu; in us bomo celo pokazali, da imata obojestranski odvod, kar bi
se dalo pokazati tudi za ug, preslikava us pa za negativne t ni definirana. Ce zapiSemo:

ui(t) =v(e™),  v(s)(z) = f(sz)

po veriznem pravilu velja v} (0) = —v'(1). Velja:

Fof = u4(0) 4 u5(0) + u5(0) + uy(0)

t=0

v(1+h)(z) = f(1+Rh)x) = flz)+h Z gi (1 +9h)z) 2; =

=ov(1)+ hz - (Vf)((1+9h)x)
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kjer je 0 < ¢ < 1. Domnevamo torej, da je:
V(1) (z) =2 (Vf)(x) (B.13.5)

Ta funkcija pa bo morala biti v Co(IR"). Za funkcijo f bomo torej privzeli Se, da je
lim g @ - (Vf)(x) = 0. Dokazimo zdaj, da je v res odvedljiva v 1. Naj bo ¢ > 0.
Obstaja tak r > 0, da za vsak y € R", za katerega je ||y|| > r, velja |y - (Vf)(y)| < €/3.
Naj bo zdaj ||z|| > 2r in |h| < 3. Tedaj je gotovo ||(1 4 dh)z|| > r. Sledi:

v(l+h)(x) —v(1)(z)
h
1

— 2 (V)(@)| = |- (VN1 + 0h)2) -2 - (V)| <

(1 +9h)z - (VX +Ih)z)| + |z - (Vf)(z)| < 2 +i=¢

<
- 3 3

1+9h

Na mnozici {y | |ly|| < 3r} pa je preslikava Vf enakomerno zvezna. Obstaja torej
tak & > 0, da za poljubna y in z z normo najve¢ 3r in oddaljena za manj kot ¢ velja
(V) () — (V)(2)] < £. Naj bo zdaj ||| < 2rin |h| < min{i, 2}. Tedaj je gotovo
(1 +Yh)x| < 3rin ||[Phz| < d. Sledi:

v(1+h)(z) —ov(l)(x)
h

< Izl fV A+ dh)z) = (V) ()] < 2r 267 =

—z- (V@) = |z (VAL +0h)z) — - (Vf)(@)] <

Dokazali smo, da, brz ko je |h| < min {%, %}, velja:

v(l1+h) —v(1)
h

— (x> (Vf)(:c))H <e
To pa pomeni, da je preslikava v odvedljiva v 1 in da velja (B.13.5), torej:

up(0)(z) = —z - (Vf)(x)

Ocitno je u5(0) = Af. Pokazimo Se, da je u4(0) = u/(0) = 0, kjer pa tokrat mislimo desna
odvoda. Ker je u3(0) = u4(0) = 0, bo dovolj pokazati, da je limy g llus @Il limy o M =

t
0. Najprej je:
us(t)(x _
WO _ af)eta) - (ah)@)
Naj bo € > 0. Ker vsi drugi parcialni odvodi funkcije f pripadajo Co(IR"), obstaja tak

r > 0, da za vsak y € R", za katerega je ||y|| > r, velja |(Af)(y)| < €/2. Naj bo zdaj
|z]| > er in 0 <t < 1. Tedaj je |[e~z|| > r, zato velja:

[(Af) (e x) = (Af)(@)] < [(Af) (e )| + [(Af) ()] <&

Na mnozici {y | ||y|| < er} pa je funkcija A f enakomerno zvezna. Obstaja torej tak § > 0,
da za poljubna y in z z normo najve¢ er in oddaljena za manj kot ¢ velja [(Af)(y) —
(Af)(z)] < e. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je § < er. Naj bo zda]



B.13. ORNSTEIN-UHLENBECKOV PROCES 134

|z]| < erin 0 <t < —log(1—2). Tedaj je gotovo [le~*z|| < er in [|(1 — e H)z|| < 6.
Sledi:
[(Af)(e™'z) = (Af) (@) <e
Dokazali smo, da, brz ko je 0 < t < min{l,—log (1 — 57)}, velja M < e. To pa
pomeni, da je res u4(0) = 0.
Dokazimo 8e, da je tudi u}(0) = 0. Velja:

n

Jua(t)|] _ 1_26—215 sgp/R(x,y,t) Yol(dy) < /gp(mﬂyn) ZZ|yiyj|7n(dy)

t

i=1 j=1

Dokazati moramo, da gre izraz na desni proti 0, ko gre ¢ proti 0. Ker so drugi parcialni
odvodi funkcije f omejeni, je omejena tudi funkcija p. Ker je fzi7j|yiyj| Tn(dy) < oo,
lahko uporabimo izrek o dominirani konvergenci, torej je dovolj dokazati, da za vsak

y € R" velja:
lim ¢ (V1 —e~*y]]) =0
To pa velja, ker so drugi parcialni odvodi enakomerno zvezni, saj so v Co(IR"). Torej je

tudi u4(0) = 0. Ce zdaj sestejemo vse odvode funkcij u;, dobimo naslednji izrek.

Izrek B.13.1. Naj bo (P;)icjo,0) Operatorska polgrupa, ki pripada Ornstein—Uhlen-
beckovemu procesu, in naj bo:

D := {f € Co(R™) N C*(R™) (w,j)af;@j e Co(R™), ” 1|i|m z-(Vf)(z) = o} (B.13.6)
Naj bo G generator operatorske polgrupe (P;)icjo,oc). Tedaj je D C D(G) in za vsak
f € D velja:

(Gf)(@) = (Af)(z) — - (V[)(x) (B.13.7)

Tako kot pri generatorju Brownovega gibanja se je tudi tu smiselno vprasati, ali je
G zaprtje svoje zozitve na D. Odgovor je seveda pritrdilen. Spet se bomo oprli na
trditev B.12.5 in pokazali, da operatorji P, prostor C2 dvakrat zvezno odvedljivih funkcij
s kompaktnim nosilcem preslikajo v D.

Naj bo torej f € C2(IR™) in naj bo 0 kak parcialni odvod prvega ali drugega reda.
Torej je f € Cx(IR™) in po lemi B.12.7 velja:

lim el*l(Pof)(z) =0 (B.13.8)

llz[|—oc

Lema B.13.2. Naj bodo P, operatorji, definirani po formuli (B.13.4), delujejo pa naj
na prostoru eksponentno omejenih funkcij na R™. Naj bo r € N, naj bo f € C"(R") in
naj bo funkcija f skupaj z vsemi svojimi parcialni odvodi do vklju¢éno reda r eksponentno
omejena. Naj bo 0 kak parcialni odvod reda r. Tedaj za vsak t € [0,00) element P,f
pripada C"(R") in velja OP,f = e " P,0f.

DokAz. Dovolj je dokazati za r = 1, saj lahko za visje r dokazemo z indukcijo. Naj
bo (vif)(x) := f(tx) in naj bo (T})iejo,00) OPeratorska polgrupa Brownovega gibanja (7}
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so torej operatorji P, v formuli (B.12.3)). Tedaj velja P, = v,—T|_.-2. Iz leme B.12.6
zdaj sledi:

OP, = OvetT)_o-2t = € 0ot 0T _p-2t = € 0t Ty_p-20 = e 'P,0

Iz formule (B.13.8), zgornje leme in ocene 1 < ||z|| < €l*ll| zdaj dobimo:

| llilm (OP,f)(x) =0 in tudi | lﬁm ||| (OP.f)(x) =0
To pa pomeni, da je P,f € D. Operator G torej prostor C2(IR™), ki je gost v Co(RR™),
preslika v D. Iz izreka B.13.1 in trditve B.12.5 zdaj sledi, da je G res kar zaprtje operatorja,
definiranega na D po formuli (B.13.7).

B.14 Ravnovesne porazdelitve

Dostikrat nas zanima, kdaj je dani slucajni proces X stacionaren, torej kdaj imajo
vse slucajne spremenljivke X, isto porazdelitev p. Porazdelitvi g bomo rekli ravnovesna
porazdelitev. Pri Chen—Steinovi metodi pa nas bo zanimalo tudi, ali in kako hitro se
porazdelitev danega slucajnega procesa bliza ravnovesni.

Definicija. Porazdelitev p je ravnovesna porazdelitev markovskega jedra q, ¢e je vsak
slucajni proces z jedrom ¢ in zac¢etno porazdelitvijo p stacionaren.

Trditev B.14.1. Naj bo q markovsko jedro na prostoru stanj (S, S) in s pripadajoco
polgrupo (P;)cjo,0) Operatorjev na b(S,S). Tedaj je p ravnovesna porazdelitev procesa q
natanko tedaj, ko za vsako funkcijo f € b(S,S) velja:

[ Prau= | i

DokAz. Naj bo p ravnovesna porazdelitev procesa q. Naj bodo Y; zozitve koordinat-
nih projekcij SI%*) — S na prostor S. Glede na P, je tedaj (Y)ico,00) slucajni proces
z zacetno porazdelitvijo p in jedrom g. Torej so jedra ¢, definirana po formuli (B.6.1),
prehodne porazdelitve slucajnih spremenljivk Y; glede na Y. Po posledici B.3.3 je potem
za vsak t iz vsak f € b(9,S) funkcija P, f regresija slucajne spremenljivke f(Y;) glede na
Yy. Z drugimi besedami, velja (P.f)(Yo) = E.(f(Y;) | Yo). 1z dejstva, da imata Y in Y,
porazdelitev p, potem sledi:

[ Pt du=Bu((P1)Y) = Bu(BAFOD) | ¥0) = Bu(£(4) = [ Fa
Dokazimo zdaj se obratno. Naj bo X slucajni proces z zacetno porazdelitvijo p in

jedrom ¢. Tedaj je P, f regresija slucajne spremenljivke X; glede na X, za vsako funkcijo
f€b(S,S). Z drugimi besedami, velja (P, f)(Xo) = E(f(X}) | Xo). Sledi:

E(f(X:)) = E(E(f(Xy) | X0)) = E((P:f)(Y0)) = /Ptf dp = /fdu = E(f(X0))
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To pa pomeni, da mora imeti X; enako porazdelitev kot X, to pa je seveda pu. Slucajni
proces X je torej res stacionaren. [ |

Trditev B.14.2. Naj bo q Feller—-Dynkinov proces na lokalno kompaktnem Hausdort-
fovem prostoru stanj S s Stevno bazo. Procesu naj pripada ustrezna Feller—-Dynkinova
polgrupa (P,)icjo,o0) z generatorjem G. Naj bo pi porazdelitev na S. Naslednje trditve so
ekvivalentne:

(1) p je ravnovesna porazdelitev procesa q.

(2) Za vsak t € [0,00) in vsak f € C(S) velja:

[ Prau= [ o

/Gfd,u:O

(3) Za vsak f € D(G) velja:

DokaAz. Implikacija (1) = (2) takoj sledi iz prejsnje trditve, pri implikaciji (2) = (1)
pa je dovolj pokazati, da enacba velja za vsako funkcijo f € b(S,S), ne le za f € C(95).
Prostor S je normalen, saj je po Urisonovem metrizacijskem izreku celo metrizabilen. Ker
ima Stevno bazo, lahko indikator vsake zaprte mnozice zapisemo kot limito padajocega
zaporedja primernih Urisonovih funkcij. Enacba torej velja za vse indikatorje zaprtih
funkcij. Druzina vseh mnozic A € S, za katere enacba velja za f = [4, je A-sistem, ki
vsebuje m-sistem zaprtih mnozic, le-ta pa generira S. Po Dynkinovi lemi potem enacba
velja za vse indikatorje mnozic iz S. Potem pa velja tudi za vse enostavne funkcije in
koncno za vse funkcije iz b(S, S).

Implikacija (2) = (3) je ocitna. Za dokaz obratne implikacije pa se je treba malo
poglobiti v dokaz Hille-Yosidovega izreka, natanéneje, v konstrukcijo polgrupe (F)¢cjo,00)
iz generatorja G. Velja namrec (glej [10], strani 12-13):

— iy SMGAI=G) !
B f 1){3&)1 € f

Izkaze se namrec, da je operator G(A — G)~! povsod definiran in omejen. Eksponentno
funkcijo pa definiramo kot obic¢ajno — za vsak omejen linearni operator A definiramo:
n=0 "
Integral:
/ (MG — G)™)" dy

jezan =0 enak [ fdu, sicer pa 0. Od tod pa ze sledi, da je tudi [Ffdu= [ fdu. W

Nastane vprasanja, ali ravnovesna porazdelitev obstaja, in Ce Ze obstaja, ali je ena
sama. In Ce je ena sama, ali za vsak slucajni proces X z jedrom ¢ porazdelitev slucajne
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spremenljivke X; Sibko konvergira proti ravnovesni. V splosnem je odgovor pozitiven
le na prvo vprasanje (glej [16], stran 10). Procesa z ve¢ invariantnimi porazdelitvami
tudi ni tezko konstruirati, saj je vsaka porazdelitev pri mirujo¢em procesu ravnovesna.
Ce hoemo doseci konvergenco proti ravnovesni porazdelitvi (takemu procesu pravimo
ergodicen), moramo imeti dovolj mo¢an pretok med vsemi stanji. Ergodi¢nosti na sploh
ni lahko dokazovati, Se zlasti, ¢e imamo na voljo le generator. Lep zadosten pogoj za
ergodi¢nost sistema medsebojno u¢inkujocih delcev je naveden v [16] na strani 31. No, pri
Chen—Steinovi metodi pa nas bo zanimala ergodi¢nost Ornstein—Uhlenbeckovega procesa.
Oglejmo si nekaj zgledov invariantnih porazdelitev.

Zgled 1: Poissonov proces. Trajektorije Poissonovega procesa so naraScajoce
stopnicaste funkcije, zato ni kakega velikega upanja, da bi imel ravnvesno porazdelitev. Pa
recimo, da je p ravnovesna porazdelitev. Oznacimo py, := p({k}). Enacba [Gfdp =0
se potem zapise takole:

ZA Flk+1) — f(k))p =0

Ker je A > 0, lahko ta parameter pokrajsamo. Enacbo pa lahko zapisemo tudi takole:
po f (0 +Z (e — pre—1) f(k) =0

Naj bon € IN ter naj bo f(n) =11in f(k) =0 za k # 0. Za n = 0 najprej dobimo, da
je o = 0, za vse nadaljnje n pa z indukcijo dobimo, da mora biti tudi u, = 0. Mera
je torej nicelna, taka mera pa ni verjetnostna. Poissonov proces torej nima invariantne
porazdelitve (ima pa invariantno mero, ki je kar mera, ki steje).

Zgled 2. Proces, ki sili le naprej ali navzven, ne more imeti invariantne porazdelitve,
nekaj ga mora vle¢i tudi nazaj. V tem zgledu bomo Poissonovemu procesu pristrigli
peruti. Spomnimo se zgleda na strani 122. Osebki naj se torej rojevajo s konstantno
pogostnostjo A\, pogostnost umiranja pa je sorazmerna z velikostjo populacije. Dokazali
smo ze, da generator takega procesa, ki je definiran po predpisu:

(G)n) = A(f(n+1) = f(n)) +n(f(n—1) = f(n))

izpolnjuje pogoje Hille-Yosidovega izreka, torej doloca operatorsko polgrupo, s tem pa
Feller-Dynkinov proces. Ker je koeficient skoka nazaj v stanju ni¢ enak ni¢, lahko ta proces
gledamo le na INg U {oo0}, torej imamo proces rojevanja in umiranja. V resnici proces ne
uide v neskoné¢nost, kar je intuitivno precej jasno, saj to ne velja niti za Poissonov proces,
ki ima trajektorije “v povprecju” visje. Eksakten dokaz tega dejstva pa ni tako ociten, saj
je treba stvar izpeljati iz samega generatorja. Lahko si npr. pomagamo z izrekom 12.2 na
strani 256 v [21], ki nam pove, kako dolgo proces ¢aka v danem stanju in kam gre potem.

Ker zdaj velikost populacije ne more kar tako rasti ¢ez vse meje, se lahko vprasamo,
ali ima na$ proces invariantno porazdelitev u, ki bo skoncentrirana na INy. Spet naj bo
tn = pu({n}). Zdaj dobimo, da za vsako funkcijo f € D(G), torej tudi za vsako funkcijo
na INg s kompaktnim nosilcem, velja:

ZA Pl +1) = F(R)) + > h(F (k= 1) = F(k)) e = 0
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Naj bo spet f(n) =11in f(k) =0 za k # n. Dobimo:

— Ao+ 1 =0
Min—1— Min + (n+ Dy —np, =0, n=1,2,...

Od tod po krajsem racunu z indukcijo dokazemo, da mora veljati:

Ce zelimo, da bo mera 1 verjetnostna, mora veljati o = e~*. Potem pa  ni ni¢ drugega
kot Poissonova porazdelitev Po(\). To je tudi edina invariantna porazdelitev tega procesa,
seveda na INg. In v resnici je ta proces rojevanja in umiranja ozadje Poissonove aproksi-
macije po Chen—Steinovi metodi.

Iz dejstva, da je p invariantna porazdelitev, sledi tudi, da nas proces ne uide v
neskoncénost. Po definiciji se to skoraj gotovo ne zgodi glede na P,. Ker pa je p({n}) >0
za vsak n € Ny, iz usklajenosti z integracijo, t. j. formule (B.4.3), sledi, da se to skoraj
gotovo ne zgodi tudi glede na P,,. Potem pa proces skoraj gotovo ne uide v neskonc¢nost,
ne glede na to, kaksna je zacetna porazdelitev.

Zgled 3: Brownovo gibanje. Tudi Brownovo gibanje sili preve¢ navzven, da bi
lahko imelo kako invariantno porazdelitev. Pa recimo, da temu ni tako, torej obstaja
invariantna porazdelitev p. Naj bo X Brownovo gibanje z zacetno porazdelitvijo u. Po
izreku B.9.1 sta sluc¢ajni spremenljivki X, in X; — X neodvisni.

Naj bo ¢ karakteristicna funkcija porazdelitve u. Iz definicije Brownovega gibanja je
razvidno, da ima X; — X standardizirano normalno porazdelitev, katere karakteristicna
funkcija je definirana po predpisu ¢ (y) := e~zIlUI” . Ker mora zaradi stacionarnosti imeti
tudi X7 = Xo+ (X7 —X) porazdelitev p, po konvolucijskem izreku velja ¢ = ¢1b. Ker ) ni
nikjer enaka 0, mora biti ¢ = 0, taka funkcija pa ni karakteristicna funkcija porazdelitve.
Brownovo gibanje torej res nima invariantne porazdelitve.

Zgled 4: Ornstein—Uhlenbeckov proces. Videli smo, da Brownovo gibanje nima
invariantne porazdelitve. Toda pri Ornstein—Uhlenbeckovem procesu viskoznost prepre-
¢uje hitrosti molekule, da bi zrasla ¢ez vse meje in hitrost mora ostati v mejah normale.
Oglejmo si Se enkrat operatorsko polgrupo:

(P = [ f (et + VT=eTy) v (dy)

Fiksirajmo z in posljimo ¢ proti neskonéno! Po izreku o dominirani konvergenci dobimo:
lim (P f) / fdyn

Trditev B.14.3. Dano naj bo markovsko jedro na (S,S) z operatorsko polgrupo
(P)tejo,00) In naj bo p porazdelitev na (S, S). Ce za vsak f € b(S,S) in vsak x € S velja
limy—oo (P f)(x) = [ fdpu, je p edina invariantna porazdelitev tega markovskega jedra.

DoxkAz. Izberimo poljuben x € S. Iz verige enakosti:

[ Pt (PR )@) = i (Pref)(a) = i (Pf) (o) = [ F
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in trditve B.14.1 sledi, da je p res invariantna porazdelitev. Pa recimo, da bi bila v Se
kaka invariantna porazdelitev. Tedaj za vsak t velja [ Pfdv = [ fdv. Ce zdaj posljemo
t proti neskon¢no in uporabimo izrek o dominirani konvergenci, dobimo, da mora biti

[ fdu= [ fdvzavsak f €b(S,S), torej mora biti v = p. [ |

Opomba. Trditev lahko formuliramo tudi za Feller—-Dynkinove procese in testne funk-
cije iz razreda Cy(.S).

Iz trditve zdaj takoj sledi, da je standardizirana normalna porazdelitev na R", t. j.
Yn 0z. N(0, I), edina invariantna porazdelitev Ornstein—Uhlenbeckovega procesa. Se vee,
proces celo na neki nacin konvergira k tej porazdelitvi, kar je tudi osnova za Chen—Steinovo
metodo. Vendar pa pri njej potrebujemo mocnejso konvergenco, kot je samo konvergenca
po tockah. Za ta namen pa moramo Banachov prostor, na katerem deluje operatorska
polgrupa, nekoliko prilagoditi.
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