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1.

Aritmetika na razsirjeni realni osi in
seStevanje po splosnih mnozZicah

1.1 Koncna aritmetika na razsirjeni realni osi

V teoriji mere operiramo tudi z neskonc¢nostjo, pri ¢emer pri slednji lo¢imo predznak.
Racunamo torej na razsirjeni realni osi [—o0o, oo|, dostikrat pa se omejimo samo na razsir-
jeno pozitivno polos [0, cc.
Vsota a+b je definirana za vse pare (a, b) razen za a = co,b = —00 in a = —00,b = 00.
Seveda je:
a+oo=00+a=00, a+(—o00)=(—00)+a=—00.

Tako sestevanje ostane komutativno in asociativno. Razlika je standardno definirana kot
a—b:=a+ (—b). Opazimo, da je —b =0 —b.

Produkt ab je definiran za vse pare (a,b). Za a > 0 definiramo 0o - a := a - 00 := 00
in (—o0)-a:=a-(—0):=—00,zaa<0paoco-a:=a-00:=—00in (—o0)- a:=
a- (—o00) := co. Nadalje definiramo:

0-00:=00:0:=0-(—00) :=(—00)-0:=0. (1.1.1)

Tako je mnozenje komutativno in asociativno, med seStevanjem in mnozenjem pa velja
tudi distributivnost.

Opomba 1.1.1. Izbira 0 - oo = 0 ni edina moznost, pri kateri veljajo zgoraj omenjene
lastnosti. Toda pri teoriji mere je zelo pomembna monotona konvergenca na intervalu
[0,00], ki je v resnici konvergenca narascajocih zaporedij. Ce je a € [0,00] in by, b, ...
narascajoce zaporedje Stevil iz [0, 00|, ki konvergira proti b, z izbiro (1.1.1) zaporedje
produktov aby, abs, ... vedno konvergira proti produktu ab.

Koli¢nik a/b je definiran za vse a € [—00, 00|, Stevilo b pa ne sme biti niti neskonéno
niti ni¢, torej b € R\ {0}. Standardno za b > 0 definiramo oo/b := oo in (—00)/b := —o0,
za b < 0 pa definiramo co/b := —o0 in (—o0)/b := oo. Tako je koli¢nik a/a, brz ko je
definiran, enak 1, ohrani pa se tudi standardna identiteta (ab)/c = a(b/c).
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DerFINICIJA 1.1.1.  Ce je A = {A, Xs,..., A\, } konéna mnoZica, pri ¢emer so elementi
A1, Ag, ..., Ay, vsi razlicni, definiramo:

E ay:=ay, +ay, +---+ay,.
AEA

Pri tem sme mnozica {ay ; A € A} vsebovati najve¢ eno izmed §tevil co in —oo.

Opomba 1.1.2. Zaradi komutativnosti sestevanja je definicija neodvisna od nastetja
elementov mnozice A.

Opomba 1.1.3. Za konc¢no zaporedje ai,as,...,a, se vsota po definiciji 1.1.1 ujema z
obic¢ajno definicijo vsote — velja:

Z ak:Zak:al—l—aQ—{—---—l—an.

ke{1,2,..n} k=1

Opazanje 1.1.4. Velja ocena:

o

AEA

<> aal, (1.1.2)

A€A

Opazanje 1.1.5. Ce stevila ay, A € A, pripadajo mnoZici [0,00] in je ' C A, velja:
TSI
AEN/ AEA

Opazanje 1.1.6. Ce za vse X € A velja ay < by, velja tudi Y\ 5 ax < > ycp ba
Opazanje 1.1.7. Iz distributivnosti z indukcijo sledi formula:
D (cn) =) a,
AEA AEA
Opazanje 1.1.8. Iz komutativnosti in asociativnosti sledi se formula:
D ax+b) = ar+ Y by,
AEA AEA AEA
ki jo lahko z indukcijo posplosimo na:

2D = ) ww=) ) an

AEA peM (A p)eAXM HeEM AeA

Se splosneje, e so Ay, € M, disjunktne mnoZice z unijo A, velja:
YD =) as. (1.1.3)
HwEM AEA,, AEA

Pri vseh zgornjih opazanjih privzamemo, da sta A in M konéni mnozici, mnozica
{ax; A € A} oz. {ar, ; A € A, € M} pa vsebuje najveé eno izmed Stevil —oo in oo.
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1.2 O supremumu in infimumu

DEFINICIJA 1.2.1. Naj bo (X, <) linearno urejena mnozica in A C X njena neprazna
podmnozica. Supremum mnozice A (v okviru mnozice X) je njena natancna zgornja meja,
torej tisti element s € X, ki izpolnjuje naslednja dva pogoja:

(1) a < szavseac€ A,
(2) Brzkojet e X int < s, obstaja tak a € A, da je a > t.

Trditev 1.2.1. Vsaka mnoZica ima v okviru dolocene mnoZzice najvec en supremum.

DokAz. Pa recimo, da ima mnozica A dva supremuma, s; in so. Brez skode za splosnost
lahko privzamemo, da je s; < s5. Toda potem bi moral bi moral po tocki (2) definicije 1.2.1
za $9 obstajati tak a € A, da je a > s1, to pa je v nasprotju s tocko (1) omenjene definicije
zZa S1. |

Supremum mnozice A, ¢e obstaja, oznacimo s sup A (oznaka je smiselna zaradi enoli-
¢nosti). Ce je A neprazna mnozica in ay, A € A, elementi mnozice X, ozna¢imo:

sup ay :=sup{ay ; A € A}.
AEA

Opomba 1.2.2. Supremum nabora ay, A € A, je torej najmanjsi tak element a, da je
ay < azavse A€ A.

Opomba 1.2.3. Element s je supremum mnozice A natanko tedaj, ko veljata naslednji
trditvi:

(1) Za vsak b > s je mnozica {a € A ; a > b} prazna.
(2) Za vsak b < s je mnozica {a € A ; a > b} neprazna.

DEFINICIJA 1.2.2. Naj bodo (X, <) in A kot prej. Infimum mnozice A (v okviru mnozice
X) je njena natancna spodnja meja, torej tisti element m € X, ki izpolnjuje naslednja
dva pogoja:

(1) a > m za vse a € A;
(2) Brz ko jet € X int > s, obstaja tak a € A, da je a < m.

Opomba 1.2.4. Infimum je supremum za nasprotno relacijo urejenosti, zato ima vsak
rezultat za supremum ustrezno razli¢ico za infimum.

Tako kot ima vsaka mnozica najve¢ en supremum, ima tudi najve¢ en infimum. Infi-
mum mnozice A, ¢e obstaja, oznacimo z inf A. Ce je A neprazna mnozica in ay, A € A,
elementi mnozice X, oznac¢imo:

inf ay := inf{ay ; A € A}.
AEA
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Trditev 1.2.5. BrZ ko je mnoZica A neprazna in ima v okviru linearno urejene mnoZzice
(X, <) supremum in infimum, velja inf A < sup A.

DokAz. Vzamemo a € A in opazimo, da po tocki (1) definicije 1.2.1 in tocki (1) defini-
cije 1.2.2 velja inf A < a < sup A. |

V nadaljevanju tega razdelka bomo navedli samo rezultate za supremum, saj ustrezne
razli¢ice za infimum preprosto dobimo tako, da obrnemo relacijo urejenosti.

Pri oznaki za supremum je prikrita univerzalna mnozica, torej mnozica, v okviru katere
se supremum gleda. A v splosnem je supremum zelo odvisen od univerzalne mnozice:

ZGLED 1.2.3. Naj bo A = {nLH ; n € N}. V okviru mnozice (0,1) mnozica A nima
supremuma, saj za vsak a € (0, 1) obstaja tak n € N, da je -4 > a. 'V okviru mnozice
[0, 1] pa je supremum enak 1, prav tako v okviru mnozice realnih stevil. Supremum obstaja
tudi v okviru mnozice AU {2}, vendar je enak 2. V okviru mnozice AU {% ; n € N}
pa supremum spet ne obstaja. ]

ZGLED 1.2.4. Prazna mnozica A ima v okviru mnozice X supremum natanko tedaj, ko
ima X najmanjsi element, torej tak element m, da je x > m za vse x € X. V okviru
razSirjene realne osi [—00, 0] je torej sup ) = —oo in inf ) = oco. O]

Opomba 1.2.6. V skladu s trditvijo 1.2.5 je prazna mnozica edini primer, ko se lahko
zgodi, da je inf A > sup A.

Kot smo videli v zgledu 1.2.3, moramo pri supremumu paziti, v okviru katere mnozice
ga gledamo. V dolocenih primerih pa na univerzalno mnozico le ni treba toliko paziti.

Trditev 1.2.7. Naj bo (X, <) linearno urejena mnoZica in naj bo A C X' C X. Ce je s
supremum mmnoZice A v okviru mnozice X in je s € X', je s tudi supremum mnoZice A v
okviru mnoZice X'.

Doxkaz. Ker je s € X', je treba le Se preveriti tocki (1) in (2) definicije 1.2.1. Tocka (1)
je neodvisna od univerzalne mnozice, tocka (2) pa, ¢e velja za ve¢jo univerzalno mnozico
X, velja tudi za manjSo univerzalno mnozico X’. [ |

Trditev 1.2.8. Najbo A C I C J C [—o00,00|, pri cemer naj bo A neprazna, I pa naj bo
interval. Tedaj je stevilo s € I supremum mnoZice A v okviru intervala I natanko tedaj,
ko je supremum v okviru mnoZice J.

DokAz. Ce je stevilo s € I supremum mnozice A v okviru mnozice J, je po trditvi 1.2.7
tudi supremum v okviru intervala /. Privzemimo sedaj, da je s supremum v okviru
intervala I. Da dokazemo, da je s tudi supremum v okviru mnozice J, je treba preveriti
le tocko (2) definicije 1.2.1, torej da, brz ko je t € J in t < s, obstaja tak a € A, da je
a>t. Cejet € I, je to res po definiciji supremuma. Iz predpostavk, dajet ¢ I, t < s
in s € I, pa sledi, da morajo biti vsi elementi intervala I strogo vecji od ¢, torej mora to
veljati tudi za vse elemente mnozice A. Ker A ni prazna, obstaja tak a € A, da je a > t,
torej je tocka (2) definicije 1.2.1 tudi v tem primeru izpolnjena. |
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Obstoj supremuma velikokrat sledi iz konstrukcije realnih stevil, ki zadoscajo naslednji
znameniti predpostavki:

Dedekindov aksiom. V okviru mnozice realnih Stevil ima vsaka neprazna navzgor
omejena mnozica supremum.

Trditev 1.2.9. Naj bo —o0 < u < v < 00. Tedaj ima vsaka neprazna mnozica A C [u, v]
v okviru tega intervala svoj supremum.

DokAz. Ce je —0o < u < v < o0 in A C [u,v], je A navzgor omejena, torej ima
supremum v okviru mnozice realnih stevil. Oznac¢imo ga z s. Ker A ni prazna, iz tocke (1)
definicije 1.2.1 sledi s > u. Iz tocke (2) te definicije pa sledi, da je s < v, saj bi v
nasprotnem veljalo v < s, ne bi pa obstajal noben element a € A, za katerega bi bilo
a > v. Torej je s € [u,v] in po trditvi 1.2.7 je s tudi supremum v okviru intervala [u, v].

Tudi ¢e je v = v, ima mnozica A v okviru intervala [u,v] supremum, saj so vsi njeni
elementi enaki u oz. v in ker ni prazna, je supremum enak kar u oz. v. To je nova
ugotovitev v primeru, ko je bodisi u = v = —o0 bodisi u = v = .

Obravnavati je treba le Se primer, ko je bodisi u = —oco ali v = coin Se u < v. V
tem primeru bomo dokazali, da je interval [u, v] izomorfen kateremu od Ze obravnavanih
intervalov, od koder sledi obstoj supremuma v okviru tega intervala. Konstruirali bomo
ekspliciten izomorfizem, vsi pa bodo temeljili na funkciji:

flz) = —

1 -2
ki je na intervalu (—1, 1) strogo naras¢ajoca in ga preslika v R, torej je izomorfizem med
linearno urejenima mnozicama (—1,1) in R.

e Ce je —00 < u < v = oo, je iskani izomorfizem funkcija g: [0,1] — [u, 0],
definirana po predpisu g(z) := f(z) +u za x € [0,1) in g(1) := oo.

e Ceje —c0 = u < v < 00, je iskani izomorfizem funkcija f: [—1,0] — [—o0,],

definirana po predpisu g(z) := f(z) + v za z € (—1,0] in f(—1) := —oo0.
e Ce pajeu = —00 in v = 00, je iskani izomorfizem funkcija f: [—1,1] — [—o0, o],
definirana po predpisu g(x) := f(z) za z € (—1,1) ter f(—1) := —oco in f(1) := oo.
|

V nadaljevanju tega razdelka bomo v okviru iste trditve vse supremume gledali v okviru
iste mnozice; supremume Stevil bomo gledali v okviru razsirjene realne osi [—00, 00].

Trditev 1.2.10. Naj bosta A in B neprazni mnoZici in naj za vsak a € A obstaja tak
b€ B, dajea<b. Ceimata obe mnoZici supremum, velja sup A < sup B.

DokAz. Ozna¢imo s := sup A in t := sup B. Ce bi bilo t < s, bi po tocki (2) defini-
cije 1.2.1 za mnozico A obstajal tak a € A, da bi bilo a > t, potem pa bi po predpostavki
obstajal tudi tak b € B, da bi bilo a < b. Sledilo bi b > ¢, kar je v nasprotju s tocko (1)
definicije 1.2.1 za mnozico B. [ |

Posledica 1.2.11. Ce je A C B in imata obe mnozici supremum, velja sup A < sup B.
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Posledica 1.2.12. Ce za vse A € A wvelja ay < by, velja supycp ay < supyey by, pod
pogojem seveda, da oba supremuma obstajata.

Opomba 1.2.13. Pogosto bomo potrebovali naslednji ocitni primer prejsnje posledice:
Ce za vse A € A velja ay < b in obstaja supyc, ax, velja sup,cp ay < 0.

Naslednji rezultat je simetri¢na razlicica trditve 1.2.10, ki pa ne sledi povsem iz nje, saj
dodatno zagotavlja Se ekvivalenco obstojev supremumov.

Trditev 1.2.14. Naj bosta A in B neprazni mnoZici. Za vsak a € A naj obstaja tak
b € B, da jea <b, prav tako pa naj tudi za vsak b € B obstaja tak a € A, da je b < a.
Tedaj sup A obstaja natanko tedaj, ko obstaja sup B, ce supremuma obstajata, sta enaka.

DoxkAz. Zaradi simetrije je dovolj dokazati, da, ¢e je s = sup A, velja tudi s = sup B. Po
predpostavki za vsak b € B obstaja tak a € A, da je b < a. Ker je s = sup A, po tocki (1)
definicije 1.2.1 za mnozico A velja b < a < s. Potem pa omenjena tocka velja tudi za
mnozico B. Nadalje po tocki (2) definicije 1.2.1 za mnoZico A za vsak t < s obstaja tak
a € A, da je a > t. Po predpostavki obstaja tak b € B, da je a < b. Torej je b > a > t,
kar pomeni, da je tocka (2) definicije 1.2.1 izpolnjena tudi za mnozico B. [ |

Trditev 1.2.15. Naj bodo A,, i € M, neprazne mnozice z unijo A. Privzemimo, da
za vsak p € M obstaja supycp, ax. Tedaj supyey ax obstaja natanko tedaj, ko obstaja
SUP,enr SUP e, O in ce omenjena supremuma obstajata, sta enaka.

DokAz. Oznac¢imo s, = SUPjep, G- Privzemimo najprej, da obstaja s = sup,cs Su-
Dokazati moramo, da je tudi s = supyc, ax.

Za vsak A\ € A obstaja tak € M, daje A € A,. Tedaj je ay < s, < s, torej s zadosca
tocki (1) definicije 1.2.1 za mnozico {ay ; A € A}.

Naj bo zdaj t < s. Tedaj obstaja tak u € M, da je s, > t. Potem pa obstaja tudi
tak A € A,, da je ay > t. Torej s zadosca tudi tocki (2) definicije 1.2.1 za mnozico
{ax; A € A}.

Privzemimo zdaj, da obstaja a = sup,c,ax. Dokazati moramo, da je tudi a =
SUD e s Sp-

Za vsak p € M in vsak A € A, je ay < a. Po posledici 1.2.11 je tudi s, < a, torej a
zadosca tocki (1) definicije 1.2.1 za mnozico {s, ; p € M}.

Naj bo zdaj t < a. Tedaj obstaja tak A\ € A, da je a), > t. Obstaja pa tudi tak
p e M,daje e A, Torejje ay < s, in sledi s, > t. Torej a zadosca tudi tocki (2)
definicije 1.2.1 za mnozico {s, ; p € M}. [ |

Trditev 1.2.16. Za poljubna Stevila ¢ in ay, X\ € A, ki pripadajo intervalu [0, 00|, velja:

sup(cay) = csupay .

AEA AEA
DokAz. Ce je ¢ = 0, sta obe strani enaki ni¢. Ce je ¢ = oo, sta v primeru, ko so
vsa Stevila a) enaka ni¢, obe strani prav tako enaki ni¢, sicer pa sta obe strani enaki
neskon¢no. Privzemimo sedaj, da je 0 < ¢ < oo. Oznacimo s := sup,c, ax. Za vsak A
je ay < s, torej tudi cay < cs, zato cs zadosca tocki (1) definicije 1.2.1. Ce pa je t < cs,
je t/c < s, torej obstaja tak A € A, da je ay > t/c, torej cay > t, zato cs zadosca tudi
tocki (2) definicije 1.2.1. [ |
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Trditev 1.2.17. Naj bo M neprazna koncéna mnozica, naj bodo A, p € M, neprazne
mnozice z unijo A in ay, A € A, poljubna Stevila iz [0, 00|. Tedaj velja:

ZSUPCLA:SUpza(ﬁM),

AEA ,uEM

kjer je ® mnoZica takih presltikav ¢: M — A, da za vsak pn € M wvelja ¢(p) € A,,.

DokAz. Oznacimo s, 1= sup,. A, @x- Vzemimo poljubno preslikavo ¢ € . Ker za vsak
p € M velja agy < sy, velja tudi D0 0o < Do en Su Zato Yy s, zadosca
tocki (1) definicije 1.2.1 za mnozico {ZueM () ; ¢ € P}

Naj bo zdaj t < Z#GM s,. Tedaj obstajajo tudi taka Stevila ¢, < s,, da je t =
> e tu- Za vsak p torej obstaja tak ¢(u) € Ay, da je ag(y > t,. Tako smo definirali
preslikavo ¢ € ® in velja >0 i/ ao() > Dyeprtn =t > D ,cp Sy Dobili smo, da
> e Su zadosa tudi tocki (2 ) deﬁmcue 1.2.1. [ |

1.3 Limite v linearno urejenih mnozicah
Iz osnovne analize poznamo definicijo limite zaporedja:

DEFINICIJA 1.3.1. Stevilo a je limita zaporedja realnih §tevil a1, as, . . ., ¢e za vsak ¢ > 0
obstaja tak m € N, da za vsak n > m velja |a,, — a| < €. PiSemo a = lim,, , a,,.

Ta definicija se da zlahka posplositi na linearno urejene mnozice (ni tezko preveriti, da je
nova definicija res posplositev stare):

DEFINICLJA 1.3.2. Stevilo a je limita zaporedja stevil a;, as, . . . iz linearno urejene mnozice
(X, <), ¢e za poljuben b < a obstaja tak m € N, da za vsak n > m velja a,, > b, in za
poljuben ¢ > a obstaja tak p € N, da za vsak n > p velja a,, < c¢. Ce ima zaporedje
limito, pravimo, da je konvergentno, sicer pravimo, da je divergentno.

Opomba 1.3.1. Ce je stevilo a najvedji ali najmanjsi element mnozice X, je eden
od zgornjih pogojev izpolnjen na prazno. Zaporedje Stevil iz [—o0, 00] ima po zgornji
definiciji limito oo, Ce za vsak b € R obstaja tak m € N, da za vsak n > m velja a, > b.
Med drugim ima vsako zaporedje realnih stevil, ki je narasc¢ajoce in v okviru realnih stevil
navzgor neomejeno zaporedje, v okviru mnozice [—o0, oo| limito co.

Definicija 1.3.2 Se vedno privzema urejenost naravnih stevil. Vendar pa le-ta sploh ni
pomembna. Ce je namre¢ P enomestni predikat, definiran na naravnih $tevilih, je namreé
izjava, da obstaja tak m € N, da je izjava P(n) resni¢na za vse n < m, ekvivalentna izjavi,
da je izjava P(n) neresni¢na za kon¢no mnogo n-jev. Tako dobi definicija 1.3.2 naslednjo
ekvivalentno obliko:

Opazanje 1.3.2. Stevilo a je limita zaporedja $tevil ay, as, . . . iz linearno urejene mnoZice
natanko tedaj, ko je za poljuben b < a mnoZica {n € N ; a, < b} koncéna in je tudi za
poljuben ¢ > a mnoZica {n € N; a, > c} koncna.
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Pojem limite torej ni prav ni¢ odvisen od urejenosti indeksne mnozice, pomembno je le,
da je neskonc¢na. Tako naj bo v celotnem nadaljevanju razdelka A neskon¢na mnozica. Na
mnozici vrednosti pa je pomembna le urejenost, ni pa treba imeti sestevanja in odstevanja.
To nam da navdih za naslednjo definicijo.

DEFINICIJA 1.3.3. Naj bo (X, <) linearno urejena mnozica. Stevilo a € X je limita
nabora elementov ay, A € A, mnozice X, ¢e je za poljuben b < a mnozica {\ € A ; a) < b}
konéna in je tudi za poljuben ¢ > a mnoZica {\ € A ; a) > c} kon¢na. Ce ima nabor
limito, pravimo, da je konvergenten, sicer pravimo, da je divergenten.

Trditev 1.3.3. Vsak nabor elementov ay, A € A, ima najvec eno limito.

DokAz. Pa recimo, da sta b in ¢ dve razli¢ni limiti omenjenega nabora. Privzamemo
lahko, da je b < c¢. Loc¢imo dve moznosti. Prva moznost je, da obstaja tak a, da je
b < a < c¢. Tedaj iz definicije 1.3.3 za limito b sledi konénost mnozice {\ € A ; ay > a},
iz iste definicije za limito ¢ pa sledi kon¢nost mnozice {\ € A ; a) < a}. Toda potem bi
morala biti kon¢na tudi mnozica A, kar pa je v nasprotju s predpostavko. Druga moznost
pa je, da ne obstaja noben a, za katerega je b < a < ¢. Tedaj paje A ={X € A;ay <
b} U{X € A;ay > ¢} in po definiciji 1.3.3 sta spet obe mnoZici konéni, kar spet ne gre. B

Glede na to, da je limita, ¢e obstaja, enolicno doloc¢ena, je zanjo spet smiselno vpeljati
oznako. Ce je a limita nabora ay, A € A, pisemo:

a=limay.
AEA

Iz opazanja 1.3.2 in definicije 1.3.3 sledi, da za zaporedje realnih stevil a,,, n € N, oznaka
lim,, .o, a, pomeni isto kot oznaka lim,cya,. To razsirimo tudi na zaporedje elemen-
tov splosne linearno urejene mnozice: dogovorimo se, da oznaka lim,, . a, po definiciji
pomeni isto kot oznaka lim,cy a,,.

Podobno kot supremumu sta tudi obstoj in vrednost limite odvisna od tega, v okviru
katere mnozice jo gledamo. Prav tako pa obstajata ekvivalenta trditev 1.2.7 in 1.2.8:

Trditev 1.3.4. Naj bo (X, <) linearno urejena mnoZica in naj bo A C X' C X. Ce je
a limita nabora ay, X € A, v okviru mnozice X in je a € X', je a tudi limita omenjenega
nabora v okviru mnoZice X'.

DokAz. Trditev sledi iz dejstva, da, ¢e zahteve iz definicije 1.3.3 veljajo za ve¢jo mnozico
X, veljajo tudi za manjSo mnozico X’. [ |

Trditev 1.3.5. Naj bo I C J C [—o00,00], pri éemer naj bo I interval. Tedaj je $tevilo
a € I limita nabora ay, A\ € A, v okviru intervala I natanko tedaj, ko je limita v okviru
mnozice J.

DokAz. Cejestevilo a € I limita nabora ay, A € A, v okviru mnozice .J, je po trditvi 1.3.4
tudi limita v okviru intervala I.

Privzemimo sedaj, da je a limita v okviru intervala /. Naj bo b € J in b < a. Preveriti
je treba, da je mnozica {\ € A ; ay < b} kon¢éna. Ce je b € I, je to res po predpostavki
in definiciji 1.3.3. Ce pa je b ¢ I, je mnozica {x € I ; x < b} prazna, potem pa je prazna
tudi mnozica {\ € A ; ay < b}. Podobno preverimo tudi, da je za ¢ € J, za katerega je in
¢ > a, konéna mnozica {\ € A ; ay > c}. [ |
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1.4 Zgornja in spodnja limita

Poleg limite pa je iz osnovne analize znan tudi pojem zgornje in spodnje limite — limes
superior in limes inferior. Eden od nacinov, kako ju definiramo, je:

limsup a, := lim sup a,,, (1.4.1)
n—00 n—=00 m>n
liminf a,, := lim inf a,,. (1.4.2)

Za omejeno zaporedje pa je zgornja limita tudi najvecje, spodnja pa najmanjse stekalisce
tega zaporedja. Za nabore elementov pa bomo zgornjo in spodnjo limito definirali v duhu
opombe 1.2.2; po kateri je supremum nabora ay, A € A, najmanjse stevilo a, za katerega
je mnozica {\ € A ; ay > a} prazna. Ce prazno mnozico zamenjamo s kon¢no, dobimo
zgornjo limito:

DEFINICIJA 1.4.1. Najbo (X, <) linearno urejena mnozica, ay, A € A, pa nabor elementov
mnozice X. Zgornja in spodnja limita nabora v okviru mnozice X sta definirani kot:

limsup ay := inf{a € X ; mnozica {\ € A ; ay > a} je konéna} ,
AEA

liIAn iAnf ay :=sup{a € X ; mnozica {\ € A ; ay < a} je kon¢na} .
€

Tudi v tem razdelku bomo vselej privzeli, da je mnozica A neskoncna.

Opomba 1.4.1. Definicija 1.4.1 je precej razlicna od formul (1.4.1) in (1.4.2). Ekviva-
lenco bomo pokazali na koncu razdelka, v trditvi 1.4.10.

Opomba 1.4.2. Iz trditve 1.2.9 sledi, da ima vsak neskoncen nabor stevil iz razsirjene
realne osi [—00, 00] svojo zgornjo in spodnjo limito.

Naslednji rezultat nudi karakterizacijo zgornje in spodnje limite v duhu opombe 1.2.3:

Trditev 1.4.3. Element v je zgornja limita nabora ay, A\ € A, natanko tedaj, ko veljata
naslednji trditvi:

(1) Za vsak ¢ > v je mnoZica {\ € A ; ay > ¢} konéna.
(2) Za vsak b < v je mnoZica {\ € A ; ay > b} neskoncna.

Element u pa je spodnja limita omenjenega nabora natanko tedaj, ko veljata naslednji
trditvi:

(3) Za vsak b < u je mnoZica {\ € A ; ay < b} koncna.
(4) Za vsak ¢ > u je mnoZica {\ € A ; ay < ¢} neskoncna.

DoxkAz. Dovolj je dokazati za zgornjo limito, saj lahko pri spodnji zgolj obrnemo relacijo
urejenosti.

Privzemimo najprej, da je v = limsup,., ax. Ce je ¢ > v, po tocki (2) definicije 1.2.2
obstaja tak a < ¢, da je mnozica {\ € A ; a) > a} kon¢na. MnozZica {\ € A ; a) > a}
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je podmnozica slednje mnozice, torej je prav tako konéna. Ce pa je b < v, iz tocke (1)
definicije 1.2.2 sledi, da je mnozica {\ € A ; a) > b} neskoncna.
Privzemimo zdaj tocki (1) in (2) pricujoce trditve. Oznac¢imo:

M := {a € X ; mnozica {\ € A ; a) > a} je kon¢na}

in pokazimo, da je u = inf M. Ce je ¢ € M, iz tocke (2) sledi, da je ¢ > v, torej je
izpolnjena tocka (1) definicije 1.2.2 za mnozico M. Vzemimo zdaj ¢ > v in lo¢imo dve
moznosti. Ce obstaja element a, za katerega je v < a < ¢, je po tocki (1) mnozica
{A € A; a) > a} konéna, torej je kon¢na tudi mnozica {\ € A ; a) > a}, to pa pomeni,
da je a € M, potem pa je izpolnjena tocka (2) definicije 1.2.2 za mnozico M. Ce pa ne
obstaja tak a, da je v < a < ¢, velja {\ € A;ay >v}={\€A;a\>c}, tamnozica pa
je spet po tocki (1) koncéna. Torej je v tem primeru v € M in spet je izpolnjena tocka (2)
definicije 1.2.2 za mnozico M. [ |

Trditev 1.4.4. Element a je limita nabora ay, A € A, natanko tedaj, ko je hkrati njegova
zgornja in spodnja limita.

DokAz. Uporabili bomo karakterizacijo zgornje in spodnje limite s trditvijo 1.4.3. Da je
element a, ki je hkrati zgornja in spodnja limita, tudi limita, takoj sledi iz tock (1) in (3)
omenjene trditve. Privzemimo sedaj, da je a limita. Neposredno iz definicije 1.3.3 sledi,
da je izpolnjena tocka (1) trditve 1.4.3. Ce pa je b < v, je po definiciji 1.3.3 mnozica
{A € A ; ay < b} konéna. Ker je mnozica A po predpostavki neskonéna, mora biti
neskonéna tudi mnozica {\ € A ; ay > b}. Tako je izpolnjena tudi tocka (2). Podobno
preverimo Se tocki (3) in (4). |

Trditev 1.4.5 (Izrek o sendvicu). Naj bodo ay < by < ¢) nabori elementov in naj bo
limsupyg, ax = liminfyep cy = b (t. j. ustrezna zgornja in spodnja limita obstajata in sta
enaki b). Tedaj je nabor by, A € A, konvergenten in velja limyep by = b.

DokAz. Za vsak a < b velja {\ € A ; by, <a} C{\ €A ;ay, <a}, slednja mnozica pa
je po predpostavki in trditvi 1.4.3 kon¢na. Podobno za vsak ¢ > b velja {\ € A ; by >
c} CT{XN € A ;e\ > ¢}, kar je prav tako konéna mnozica. S tem so izpolnjene zahteve
definicije 1.3.3. [ |

Trditev 1.4.6. Za vsak nabor vrednosti ay, A € A, velja:

inf a), <liminfay, <limsupay, < supa, . (1.4.3)
AEA AEA AEA AEA

Ce obstajajo le dolocene izmed teh kolicin, velja ustrezna okrnjena veriga neenakosti.

DokAz. Najprej dokazimo vse neenakosti med zaporednimi koli¢inami v (1.4.3). Zadnja
enakost sledi iz opombe 1.2.2, dejstva, da je {a eX;{ eA;a,<a}= @} C {a €X,;
[{A € A; ay < a}| < oo}, in razlicice posledice 1.2.11 za infimum. Ce obrnemo relacijo
urejenosti, dobimo Se prvo neenakost. Srednjo neenakost dokazemo s protisloviem: naj bo
u = liminfyep ay in v = limsup,, ax. Pa recimo, da je u > v. Ce obstaja kaksen element
¢, za katerega je v < ¢ < u, sta po tockah (1) in (3) trditve 1.4.3 mnozici {\ € A ; a) > ¢}
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in {\ € A; ay, < ¢} konéni, to pa v protislovju z dejstvom, da je A unija teh dveh
mnozic, in predpostavko, da je A neskon¢na. Ce pa ni nobenega elementa c, za katerega
je v < ¢ < u, enak sklep velja za mnozici {\ € A; ay > u}in {\ € A;ay <v}.

Zgornje sklepanje je dovolj za primer, ko koli¢ine iz (1.4.3), ki obstajajo, v tej verigi
nastopajo zaporedno. Ce obstajata le infimum in supremum, ustrezna okrnjena neenakost
sledi iz trditve 1.2.5. Pokazati je treba le Se, da velja inf,c, ay < limsup,c, ay, Ce ti dve
koli¢ini obstajata: neenakost liminfycp ay < sup,c, ay lahko namrec spet izpeljemo z
obratom relacije urejenosti.

Neenakost inf, ., ay < limsup,., @y pa izpeljemo podobno kot srednjo neenakost: naj
bo u := inf, ay in v := limsup,¢, ax. Ce bi bilo u > v, bi bila mnozica {\ € A ; ay > u}
po toc¢ki (1) trditve 1.4.3 kon¢na, mnozica {A € A ; ay < u} pa bi bila po tocki (1)
definicije 1.2.2 prazna, kar je spet v protislovju z dejstvom, da je A unija teh dveh mnozic,
in predpostavko, da je A neskon¢na. |

Podobno kot supremumu in limiti sta tudi obstoj in vrednost zgornje in spodnje limite
odvisna od tega, v okviru katere mnozice ju gledamo. Prav tako tudi obstajata ekvivalenta
trditev 1.2.7 in 1.2.8, ki ju bomo formulirali le za zgornjo limito: za spodnjo le obrnemo
relacijo urejenosti:

Trditev 1.4.7. Naj bo (X, <) linearno urejena mnozica in naj bo A C X' C X. Ce je
v zgornja limita nabora ay, A\ € A, v okviru mnoZice X in je v € X', je v tudi zgornja
limita omenjenega nabora v okviru mnoZice X'.

DokAz. Uporabimo karakterizacijo iz trditve 1.4.3. Zeleni rezultat sledi iz dejstva, da,
¢e tocki (1) in (2) te trditve veljata za vecjo mnozico X, veljata tudi za manjSo mnozico

X'. |

Trditev 1.4.8. Naj bo I C J C [—o00, 00|, pri ¢emer naj bo I interval. Tedaj je $tevilo
a € I zgornja limita nabora ax, A € A, v okviru intervala I natanko tedaj, ko je zgornja
limita v okviru mnoZice J.

DokAz. Ce je stevilo a € I zgornja limita nabora ay, A € A, v okviru mnozice J, je po
trditvi 1.3.4 tudi zgornja limita v okviru intervala [I.

Privzemimo sedaj, da je a zgornja limita v okviru intervala I. Uporabili bomo karak-
terizacijo zgornje limite s trditvijo 1.4.3. Po predpostavki tocki (1) in (2) veljata za ¢ € I,
preveriti je treba e za c € J\ I. Cejec € J\ I in ¢ > v, je mnozica {x € [ ; x > c}
prazna, torej je prazna tudi mnozica {\ € A ; ay > c}. Tocka (1) je tako izpolnjena. Ce
pajec€ J\Iin ¢ < v, zavsak x € I velja x > ¢, torej je {\ € A ;ay > c} = A, kar je
po predpostavki neskon¢na mnozica. Tako je izpolnjena tudi tocka (2). [ |

Vrnimo se sedaj k zaporedjem, ki so sluzila kot motivacija na zacetku razdelka.

Trditev 1.4.9. Naj bo aq,as,... zaporedje elementov iz linearno urejene mmnoZice.
Oglejmo si naslednje izjave:

(1) a = lim,ey ay,

(2) a = sup,cy an
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(3) a=inf, ya,
(4) a = limsup,,cy a,
(5) a =liminf,cya,

Ce jea; < ay < ..., so si ekvivalentne izjave (1), (2), (4) in (5).

Ce pa je ay > ay > ..., so si ekvivalentne izjave (1), (3), (4) in (5).

DokAz. Dovolj je dokazati za primer, ko je a; < as < ..., saj za drugega le obrnemo
urejenost. Za izpeljavo ekvivalence izjav (1), (4) in (5) sta kljuéni opazanji, da je izjava,
da je mnozica {\ € A ; a) < ¢} neskon¢na, ekvivalentna izjavi, da je mnozica {\ € A ;
ay > c} konéna, in podobno, da je izjava, da je mnozica {\ € A ; a) > b}, neskoné¢na,
ekvivalentna izjavi, da je mnozica {A € A ; a), < b} kon¢na. Obe opazanji sledita iz
monotonosti zaporedja. Ekvivalenca zdaj sledi iz trditve 1.4.3.

Za ekvivalenco izjav (2) in (4) pa opazimo, da iz monotonosti sledi, da je izjava, da je
mnozica {\ € A ; ay > b}, neskon¢na, ekvivalentna izjavi, da je neprazna. Ekvivalenca
zdaj sledi iz opombe 1.2.3 in spet trditve 1.4.3. [ |

Naslednji rezultat pa pokaze ekvivalenco med klasi¢nima definicijama zgornje in spodnje
limite po formulah (1.4.1) in (1.4.2) ter definicije 1.4.1.

Trditev 1.4.10. Naj bo aq,as, ... zaporedje elementov linearno urejene mnoZzice.

(1) Privzemimo, da obstajajo vsi supremumi Sup,,.,,s, am- ledaj je izjava
a = limsup,,cy a, ekvivalentna izjavi a = lim,,_,o0 SUD,,.>pn Gm;

(2) Privzemimo, da obstajajo vsi infimumi inf,_ - a,,. Tedaj je izjava
a = liminf, ey a, ekvivalentna izjavi a = lim,, o inf,, >, G-

Tako se je tudi za zaporedje elementov iz splosne linearno urejene mnozice smiselno
dogovoriti, da oznaka lim sup,,_, . a, po definiciji pomeni isto kot oznaka lim sup,,cy @y.

Opomba 1.4.11. Brz ko ima vsaka navzgor omejena mnozica supremum in obstaja
lim sup,,ey @y, obstajajo tudi vsi supremumi sup,,.,,,>, @n. Podobno, brz ko ima vsaka
navzdol omejena mnozica infimum in obstaja liminf,cy a,, obstajajo tudi vsi infimumi
inf,, > G-

DokAZ TRDITVE 1.4.10. Dovolj je dokazati toc¢ko (1), saj za tocko (2) samo obrnemo
urejenost. Oznacimo:

A := {a ; mnozica {m € N; a,, > a} je kon¢na}
Sp i= SUD Gy, S = {s1,52,...}.

m;m>n

Po opombi 1.2.2 in trditvi 1.4.9 Zelena trditev trdi, da je inf A = inf S. Za ta namen je po
razli¢ici trditve 1.2.14 za infimum dovolj dokazati, da za vsak a € A obstaja tak s € S,
da je s < a, in da za vsak s € S obstaja tak a € A, da je a < s.
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Naj bo a € A. Ker je mnozica {m € N ; a,, > a} kon¢na, obstaja tak n, da za vse m,
za katere je a,, > a, velja m < n. Brz ko je torej m > n, velja a,, < a. Po opombi 1.2.13
je tedaj tudi s, < a. Iskani s € S je torej s,.

Ce paje s € S, torej s = s, za neki n, je a,, < s za vse m > n. Ce je torej a,, > s, je
m < n, torej je mnozica {m € N : a,, > s} kon¢na, se pravi, da je s € A. Dokaz je s tem
zakljucen. [ |

1.5 Limita in osnovne racunske operacije

Trditev 1.5.1. Ce je ay, A € A, nabor stevil iz [—00, 0] z limito a, ima nabor —ay,
A €A, limito —a.

DoOKkAz. Za vsak u < —a je —u > a, zato je mnozica {\ € A ; —ay, < u} = {\ €
A ; ay > —u} konéna. Podobno za vsak v > —a velja —v < a, zato je tudi mnoZica
{ANeA; —ay>v} ={)\€ A;a, < —v} konéna. Tako so predpostavke definicije 1.3.3
izpolnjene tudi za nabor —ay, A € A. [ |

Trditev 1.5.2. Naj bosta ay,by, A € A, nabora $tevil iz [—00, 00] z limitama a in b. Ce
za vsak A obstaja vsota ay + by in obstaja tudi vsota a + b, ima nabor ay + by, A € A,
limito a + b.

DokAz. Privzemimo najprej, da sta stevili a in b kon¢ni. Najbov > a+bine :=v—a—>.
Opazimo, da je {\;ay+by > v ={A;ax+by>a+b+e} C{A;ay>a+¢e/2} U{);
by > b+ ¢/2}, slednji mnozici pa sta po predpostavki in definiciji 1.3.3 konéni. Podobno
dobimo tudi, da je za vsak u < a + b mnozica {\ ; a) + by < u} koncéna. Tako so
predpostavke definicije 1.3.3 izpolnjene tudi za nabor ay + by, A € A.

Privzemimo zdaj, da je stevilo —oo < a < b = 0co. V tem primeru je a + b = oo. Naj
bo u < 0o. Opazimo, da je {\; ax+by <u} C{A;ay <u—1}U{A; by < u+1}, slednji
mnozici pa sta spet obe konc¢ni. Tako so spet izpolnjene predpostavke definicije 1.3.3.

Privzemimo zdaj, da je a = b = oco. Tedaj za poljuben u < oo opazimo, da je
{Asan+bx <u} C{A;an <u/2yU{); by < u/2}, slednji mnozici pa sta spet obe
koncni. Tako so tudi v tem primeru izpolnjene predpostavke definicije 1.3.3.

Preostale primere: —oco < b < a =00, —00 =a < b < o0, —o0 =b < a < oo in
a = b = —oo prevedemo na prejsnje z uporabo komutativnosti sestevanja in trditve 1.5.1.
Dana trditev je tako dokazana. [ |

Posledica 1.5.3. Naj bosta ay, by, A € A, nabora stevil iz [—o00, 00| z limitama a in b.
Ce za vsak \ obstaja razlika ay — by in obstaja tudi razlika a —b, ima nabor ay —by, X € A,
limito a — b.

Trditev 1.5.4. Naj bosta ay, by, A € A, nabora $tevil iz [—o0, 0] z limitama a in b. Naj
ne bo a=0,b = =+00 ali pa a = +00,b = 0. Tedaj ima nabor a by, A € A, limito ab.

DokAz. Privzemimo najprej, da je 0 < a,b < oo. V tem primeru je tudi 0 < ab < oo.
Dovolj je dokazati, da je mnoZica {\ ; ayby > v} kon¢na za vse ab < v < oo, mnoZica
{A\; axby < u} pa kon¢na za vse 0 < u < ab. Za ab < v < oo postavimo k := v/(ab) in
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opazimo, da je {\ ; axby > v} = {\; axby > kab} C {\; ay > avVE}U{\; by > bWk},
slednji mnozici pa sta po predpostavki in definiciji 1.3.3 kon¢ni. Za 0 < u < ab pa
postavimo ¢ := u/(ab) in opazimo, da je {\ ; axby < u} = {\; ayby < qgab} C {\;ay <
a\/q} U {X ; by < by/q}, slednji mnozici pa sta spet po predpostavki in definiciji 1.3.3
kon¢ni. Tako so predpostavke definicije 1.3.3 izpolnjene tudi za nabor ayby, A € A.

Privzemimo zdaj, da je a = 0. Tedaj za v > 0 opazimo, da je {\ ; |ayby| > v} C
{5 lax] = v/(Jo] + 1)} U{X; |ba] > |b] + 1}, slednji mnozici pa sta po predpostavki in
definiciji 1.3.3 konc¢ni. S tem so ze izpolnjene predpostavke definicije 1.3.3 a by, A € A.

Privzemimo zdaj, da je a = oo in 0 < b < oco. Tedaj je ab = co. Zdaj za u < o0
opazimo, da je {\; axby < u} C {X; ay < 2u/b} U{\; by < b/2}, slednji mnozici pa sta
spet po predpostavki in definiciji 1.3.3 kon¢ni. Tako so predpostavke definicije 1.3.3 tudi
tokrat za nabor ayb, izpolnjene.

Privzemimo zdaj Se, da je a = b = oo. Tudi tedaj je ab = oco. Dovolj je dokazati, da
je mnozica {\ ; ayby < u} konéna za vse 0 < u < oo. To pa je res, ker je {\ ; ayby <
ul C {5 an < VulU{); by < Vu}, slednji mnozici pa sta spet po predpostavki in
definiciji 1.3.3 kon¢ni. Tako so predpostavke definicije 1.3.3 tudi tokrat za nabor a)b,
izpolnjene.

Preostale primere: —c0 < a<0<a<o00; —0<b<0<a<oo; —00<ab<o0;
b=0;a=00,—00<b<0;a=—00,b€R\{0}; a € R\{0},b=+o00;a € +oo,b=+00
prevedemo na prejsnje z uporabo komutativnosti mnozenja in trditve 1.5.1. Dana trditev
je tako dokazana. [ |

Trditev 1.5.5. Ce je ay, A € A, nabor stevil iz R\ {0} z limito a € R\ {0}, ima nabor
ay, A € A, limito 1/a.

DoKAZ. Privzemimo najprej, da je a > 0. Dovolj bo dokazati kon¢nost mnozic {\ € A ;
1/ay > v} zavse 1/a < v < oo in mnozic {\ € A;1/ay <wu}zavse0<u<1/a. To pa
sledi iz dejstva, daje 0 < 1/v <a < 1l/u<ooter {A € A;1l/ay>v} C{AeA;a,<
Iv}in{he A;1/ay <u} C{AeA;ar>1/ufU{Ae€ A;a), <0}. Zaa > 0 je dokaz
podoben. [ |

Posledica 1.5.6. Naj bo ay, A\ € A nabor Stevil iz [—o0, 00| z limito a, by, A € A, pa naj
bo nabor stevil iz R\ {0} z limito b € R\ {0}. Tedaj ima nabor ay/by, X\ € A, limito a/b.

1.6 Sestevanje Stevil iz [0, o] po sploSnih mnoZzicah

Iz osnovne analize poznamo definicijo vrednosti vrste, ki jo lahko razsirimo na Stevila iz
[—00, 00]:

DEFINICIJA 1.6.1.  Vrednost ali wsota neskon¢ne vrste Y .- ax Stevil iz [—o0, 0] je
limita njenih delnih vsot: > /7, ay = lim, o > ,_, ax. Vrsta ima vrednost, ¢e obstajajo
vse njene delne vsote in Ce obstaja tudi limita. V tem primeru pravimo, da je vrsta
konvergentna.

Opomba 1.6.1. Ce s0 ay, asy, ... realna stevila, je vrsta > re | ag v klasi¢nem smislu kon-
vergentna natanko tedaj, ko njena vrednost obstaja po definiciji 1.6.1 in pripada realnim
stevilom. To sledi iz trditve 1.3.5.
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Sestevanje vrst bomo zdaj posplosili na sestevanje po poljubnih mnozicah, in sicer v tem
razdelku za Stevila iz [0, 00], v razdelku 1.7 pa za realna Stevila. V celotnem razdelku
bomo privzeli, da je A mnozica (lahko tudi prazna), ay in by, A € A, pa Stevila iz intervala
[0, oc].

DEFINICIJA 1.6.2. Vsoto $tevil iz [0, oo] po mnozici A definiramo po predpisu:

ZCZ)\ = sup Zka)\,

KCA
AcA K konc¢na AEK

kjer Zk oznacuje vsoto po konc¢ni mnozici iz definicije 1.1.1.

Opazanje 1.6.2. Ce je mnoZica A koncna, je >, p ax = ZieK ay. Iz opaZanja 1.1.5
namrec sledi, da je supremum dosezen pri K = A. Tako oznaka Zk ni vec potrebna.

Opazanje 1.6.3. Vsota ) ,_, ay je enaka ni¢ natanko tedaj, ko so vsa stevila ay enaka
nic.

Opazanje 1.6.4. Ce je N' C A, je tudi >\ ax < D ycp Qn

Opazanje 1.6.5. Ce je ay < by, je tudi >,y ax < Dy by (sledi iz opazanja 1.1.6 in
trditve 1.2.10).

Trditev 1.6.6. Za zaporedje aq,as, ... $tevil iz [0,00] se vsota po definiciji 1.6.2 ujema
z vrednostjo vrste po definiciji 1.6.1: velja Y, o G = D5y Qg

DokAz. Oznacimo N,, := {1,2,...,n}. Delne vsote Y ;' ar = >, ar (glej

opombo 1.1.3) tvorijo naras¢ajoce zaporedje, zato po trditvi 1.4.9 velja

> he Gk = SUD,eny D pen, k- Ce oznadimo A := {Ny, Ny, ...} in s J¢ oznacimo druzino
vsek kon¢nih podmnozic mnozice N, torej velja Sy = Y 77, ar = SUPgec y D pepe Gk D
Sy 1= D pen Gk = SUDke y D ke G- Ker je A C ', po posledici 1.2.11 velja Sy < Ss.
Toda vsaka mnozica K € % je navzgor omejena, torej obstaja tak n, da je K C N,
potem pa po opazanju 1.1.5 velja D, - ar < >, ap. Po trditvi 1.2.10 je zato tudi
Sy < 55. |

Trditev 1.6.7. Ce je Y aea @x < 00, za vsak € > 0 obstaja taka koncna mnoZica K C A,
da je 3 p o an < €.

DoxkAz. Ocitno je ay < oo za vse A € A. Oznacimo s := >, , ar. Po definiciji 1.6.2
obstaja taka kon¢na mnozica K C A, daje s’ :=3) | ay>s—¢. Ceje L C A\ K spet
kon¢na mnozica, velja s < >, ., ax < s. Iz obicajnih lastnosti sestevanja za koncne
mnozice (formula (1.1.3), uporabljena za dve mnozici) zdaj sledi:

Za,\g Z a,\—Za)\Ss—s'.

AeL AEKUL AEK

Naredimo supremum po vseh L in po definiciji 1.6.2 je Z/\eA\K ay<s—s <e. |
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Trditev 1.6.8. Ce je Y sea @ < 00, je mnoZica indeksov A, za katere je ay > 0, Stevna.

DokAz. Oznacimo s := Y ., ay in Ay := {A € A ; ay > 0}. Slednja mnozica je unija
mnozic A, ;= {\ € A ; ay > 1/n}, kjer je n € N. Po opazanjih 1.6.4 in 1.6.5 velja:

S>Zan221 ’A|

AEA, AEA,

kjer |A,| oznacuje mo¢ mnozice A,. Sledi, da so vse mnozice A, konéne. Ker je A,
njihova Stevna unija, mora biti Stevna mnozica. [ |

Trditev 1.6.9. Za poljuben c € [0, 0] velja:

Z(ca)\) = CZ a .

A€A AEA

DoxkaAz. Po trditvi 1.2.16 in opazanju (1.1.7) je

Z(ca,\ sup Z cay) sup cZa,\ =c sup Zm\ = cZa,\

KCA KCA KCA
AEA K konéna AEK K konéna AEK K konéna AEK AEA

Trditev 1.6.10. Ce so A, u € M, disjunktne mnoZice z unijo A, velja:

>N =) a. (1.6.1)

neEM AeA, A€A

DokAz. Po definiciji 1.6.2 je:

M’ konéna ™ A koncna

Po trditvi 1.2.17 pa je:

ZZ@,\— sup  sup Z Z ay ,

'C $
eMae, MEM GEOM enr ves(

kjer je ®,;» mnozica vseh takih preslikav ¢ iz M’ v druzino kon¢nih podmnozic mnoZice
A, da za vsak p € M’ velja ¢(n) € A,. Po razlicici formule (1.6.1) za kon¢ne mnozice
(formula (1.1.3)) velja:

ZZ@A— sup  sup Z ax

M'CM  ¢€P
HEM XEA, M’ konéna A6 U o(w)

peM’

in po trditvi 1.2.15 velja:

Z Zax— sup Z ay .

U q>]w’
pHEM AeA, MEM re U /fb(#)
= nEM

M’ konéna,
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Vsak element unije U ®ur pomeni, da najprej izberemo konéno podmnozico M’
M'CM
M’ konéna
mnozice M, nakar za vsak p € M’ iz mnozice A, izberemo kon¢no podmnozico ¢(u). To
pa natanc¢no ustreza vsem kon¢nim podmnozicam mnozice A. Pri tem funkcija ¢ ustreza
mnozici | J uenr @(p). Zato smemo na desni strani zadnje enacbe supremum zamenjati s
supremumom po kon¢nih podmnozicah A" C A, vsoto pa z vsoto po A € A’. Rezultat zdaj

sledi po definiciji 1.6.2. [ |

Posledica 1.6.11. Za poljubna stevila iz [0, 00| velja:

Z(m\—{—b)\) :Za)\—i-Zb)\

DYV AEA AEA
m
E E a,\u = E CL)\M = E E CLAM.
AEA peM (A p)eAXM HEM AeA

1.7 Sestevanje realnih stevil po splosnih mnozicah

V tem razdelku bomo privzeli, da je A mnozica, ay, A € A, pa je nabor realnih stevil.

DEFINICIJA 1.7.1. Realno stevilo s je vsota nabora ay, A € A, ¢e za vsak ¢ > 0 obstaja
taka koncna mnozica K C A, da za vsako kon¢no mnozico K’, za katero je K C K' C A,

velja:
Z a) — S

AEK'

<e€.

Opomba 1.7.1. Ce je mnozica A konéna, je s vsota nabora ay, A € A, natanko tedaj,
ko je s = Y .5 ax po definiciji 1.1.1.

Opomba 1.7.2. Ce je aj,as, ... zaporedje realnih stevil in obstaja vsota > ken Gk PO
definiciji 1.7.1, je tudi vrsta > ;- ax po definiciji 1.6.1 konvergentna v okviru realnih
Stevil in obe vrednosti se ujemata: velja >, yar = >, ar. Konvergenca vrste Y~ aj
pa seveda ni dovolj za obstoj vsote ), ax: za to potrebujemo absolutno konvergenco —
glej trditev 1.7.6.

Trditev 1.7.3. Ce za vse A € A velja ay < by in ce je s vsota nabora ay, A € A, t pa je
vsota nabora by, A € A, velja s <'t.

DoxkAz. Po definiciji 1.7.1 za vsak € > 0 obstajata taki konéni mnozici K, L C A, da za
za vsako kon¢no mnozico K’, za katero je K C K' C A, velja ’Z)\eK, ay — s‘ < g, in za
vsako kon¢no mnozico L', za katero je L C L' C A, velja }Z/\Ey by — t} < . Se z uporabo
opazanja 1.1.6 sledi:

s < Z ay, +e< Z by +e <t+2¢.

AEKUL AEKUL

Ker to velja za vse £ > 0, mora biti s < t. [ |
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Posledica 1.7.4. Vsota stevil po definiciji 1.7.1 je enolicno dolocena. Zato je trditev,
da je s nabora ay, A\ € A, smiselno zapisati s formulo:

S:E ay

i po opombi 1.7.1 se to ne razlikuje od vsote po definicigi 1.1.1.

Trditev 1.7.5. Naj za vse A € A velja ay > 0 in naj bo ), ., ax < oo, kjer je misljena
vsota po definicifi 1.6.2. Tedaj obstaja tudi vsota ), , ax po definiciji 1.7.1 in obe vsoti
sta enak:.

DokAz. Najbo s =73, , ax po definiciji 1.6.2. Torej za vsak ¢ > 0 obstaja taka koncna
mnozica K C A, da je >, ., ax > s —¢e. Potem pa po opazanju 1.6.4 za vsako koncno
mnozico K', za katero je K C K' C A, velja:

3—6<2a,\§ Zaxgs
AeK AEK!

(po opombi 1.6.2 lahko vsoti po K in K’ gledamo po definiciji 1.1.1 ali definiciji 1.6.2).
Sledi ’Z/\GK, ay — 3’ < g, kar pomeni, da je s tudi vsota po definiciji 1.7.1. [ |

Trditev 1.7.6. Vsota ) ., ax obstaja natanko tedaj, ko je >, |ax| < oo.

DoxkAz. Najprej privzemimo, da je M := ), , |ax| < oo. Tedaj po trditvi 1.6.7 ob-
stajajo take kon¢ne mnozice Ki, K»,..., da za vsak n € N velja Z/\eA\Kn lay] < 1/n.
Definirajmo s, := ), ., a in pokazimo, da je to zaporedje Cauchyjevo. Za ta namen
najprej opazimo, da za poljubno konéno mnozico K’, za katero je K,, C K' C A, iz
lastnosti konénih vsot (formuli (1.1.2) in (1.1.3)) sledi:

Za)\—sn = Z ay| < Z lay| < Z |a,\|<%.

AEK’ AeK'\K, ANeK'\K, AeA\K,

Naj bo zdaj e > 0, N > 2/e in m,n > N. Po prej$njem ocenimo:

2
|Sm — sn| < Z ay — Sm| + Z a,\—sn<——|——§ﬁ<6
AeK UK, AeK UK,
Sledi, da je zaporedje si, S, ... res Cauchyjevo, kar pomeni, da ima limito s.

Pokazimo, da je v resnici s = ) ,_, ax. Spet naj bo e > 0. Naj bo m,n € N in
m,n > 3/¢ ter naj bo K’ taka kon¢na mnozica, da je K, C K’ C A. Po prejsnjem
ocenimo:

2 1
+lsm—snl < —4+—<
no m

+

E ax — Sm

AEK’

<

§ ax — Sp

AEK'

S

Wl M

Ker to velja za vse dovolj velike m, je tudi |3, ax — s| < 2/n+¢/3 < e. Tako smo
dokazali, da je res s =)\, ax.
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Zdaj pa dokazimo $e v obratno smer: privzemimo, da obstaja s = » ., ax. Tore;]
obstaja taka kon¢na mnozica K; C A, da za poljubno konéno mnozico K’, za katero je
K; C K' C A, velja ‘EAGK/ ay — s‘ < 1. Ekvivalentno, za poljubno kon¢no mnozico
L C A\ K, velja ‘Z)\GKluL ay — s‘ < 1. Ce oznad¢imo s; := Z/\GKl ay, se to prevede na
|Z)\€L ay+ s, — s‘ < 1, od koder sledi:

3—51—1<Za,\<s—51+1.
AeL

Naj bo K C A poljubna kon¢na mnozica. Definirajmo L, := {A € K\ K; ; ay > 0} in
L_:={Xe€ K\ K ;ay<0}. Tako je K U K; disjunktna unija mnozic K, L, in L_. Iz
formule (1.1.3) sledi:

Yol Y lal =

AeK AeKUK,
=2 lal+ D lml+ ) o <
AEK, AEL AeL_
< Z lax| + Zax— ZGAS
AeK AeL AeL_
<> aal +2
AEK,

in po definiciji 1.6.2 je Y ., laa] < D 05ck, lan| +2 < 00, saj je mnozica K koncna. M
Posledica 1.7.7. Ce obstaja vsota _,_, ax in je N C A, obstaja tudi vsota Y, ax.

Trditev 1.7.8. Naj obstaja vsota ), , ax ter naj bodo dani Se mnoZica M in realna
Stevila ay, N € M. Ce je ZAGM\A lax| < oo, obstaja tudi vsota )\, ax in velja ocena:

Za,\—Za,\ < Z lay]| -

M AEA AE(M\A)U(A\M)

DoxkAz. Po trditvi 1.7.6 je Y ., |ax| < oo. Po opazanju 1.6.4 in trditvi 1.6.10 je teda]
tudi D0\ lan] < Xosenom lar] = 2osen lar[+2-3cana lan] < oo, torej spet po trditvi 1.7.6
obstaja tudi ), ,, ax.

Oznac¢imo s := ) . axint:= >, ,ax. Naj bo e > 0. Iz definicije 1.7.1 sledi, da
obstajata taki kon¢ni mnozici K C A in L C M, da je:

E a) — S

AeK

<e in

Za)\—t‘ <e. (1.7.1)

AEL

Iz obi¢ajnih lastnosti vsot po konénih mnoZicah (formula (1.1.3) za dve mnozici) sledi:

Za,\: Z ay + Z ay in ZaA: Z ay + Z ay .

AEK AEKNL MAeK\L AeL AEKNL AeL\K
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Spet z uporabo formule (1.1.3) ter Se formule 1.1.2 in opazanja 1.6.4 dobimo:

Za,\—ZaA ZCL)\—F Za)\

A€l AEK AeK\L AeL\K
P
AE(K\L)U(L\K)
< Z lay] <
Ae(K\L)U(L\K)
< D> el
AE(A\M)U(M\A)

ODb upostevanju tega in Se ocene (1.7.1) dobimo:

ZCL)\—ZCL)\ < Z |CL)\|+2€.

rxeM AEA AE(A\M)U(M\A)

Ker to velja za vsak € > 0, je zahtevana ocena dokazana. [ |

Posledica 1.7.9. Ce obstaja vsota Y sen @r, velja neenakost:

Za)\ < Z\aﬂ.

AEA AEA

Trditev 1.7.10. Ce obstaja vsota Y, _, ax, za vsak ¢ € R obstaja tudi vsota Y, _,(cay)

m velja:
Z(ca)\) = cZa/\ :

AEA AEA

DokAz. Za ¢ = 0 je trditev ocitna, zato smemo privzeti, da je ¢ > 0. Oznacimo s :=
Y sea @ innaj bo e > 0. Iz definicije 1.7.1 sledi, da obstaja taka kon¢na mnozica K C A,
da za vsako koncno mnozico K’, za katero je K C K' C A, velja |Z/\€K, ay — s‘ < efe.
Po opazanju 1.1.7 sledi ‘ZAEK’(CCLA> — cs’ < ¢, od koder sledi zahtevano.

Trditev 1.7.11. Naj bodo A,, n € M, disjunktne mnoZice z unijo A. Privzemimo,
da obstaja vsota Y, ax. Tedaj obstajajo tudi vse vsote Z)\EAM ay, obstaja dvojna vsota

ZueM Z,\GAH ay in velja:
DD wm=Y (1.72)

neEM AeA, AEA

DokAz. Ce obstaja vsota > e @x, PO posledici 1.7.7 obstajajo tudi vsote ZAeAu ay in
po trditvi 1.7.6 je Y, ., |ax| < co. Poleg tega iz trditve 1.6.10 in posledice 1.7.9 sledi:

SIS a3 S jan =Y Janl < .

neEMAEA,, neEM AEA, AEA
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Spet iz trditve 1.7.6 sledi, da obstaja tudi dvojna vsota ZueM Z)\EAM @y.
Naj bo £ > 0. Po trditvi 1.6.7 obstaja taka kon¢na mnozica K C A, da je
> xemk laa] < e Mnozica K je disjunktna unija konénih mnozic K, = K NA,, zato po

formuli 1.1.3 velja:
Z Z ay) = Za/\ . (173)

nEM M€K, AeK

YooY

A€A AEK

Po trditvi 1.7.8 je:

< ) a<e, (1.7.4)

AEA\K

poleg tega pa za vsak p € M tudi:

S Y

AEA, AEK,

S Z ’(I)\|.

AEAN\K

Spet po trditvi 1.7.8 in nadalje po trditvi 1.6.10 je:

ZZOL,\—ZZ&,\ SZ Za,\—Za,\ SZ Z |a)\|§Z|a/\|<g,

HEM AEA, HEM AEK, peM ' eA,, AEK, pEM AEA K, AEA
(1.7.5)
Iz enakosti (1.7.3) ter ocen (1.7.4) in (1.7.5) zdaj dobimo:
DPILIES LS
HEM AeA, A€A
Ker to velja za vsak € > 0, je zahtevana enakost dokazana. [ |

Posledica 1.7.12.  BrZ ko obstajata vsoti ), ., ax in Y ., b, obstaja tudi vsota

Y xealax +0y) in velja:
D (aa+by) =) ar+ Y ba.

A€A A€A A€A

Nadalje, brz ko obstaja vsota Z(A,u)eAxM au, velja:

2D aw= D =) ) o

AEA peM (A p)eEAXM neEM AeA

pri cemer vse navedene vsote obstajajo.
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2.

Merljivost

2.1 o-algebre

DEFINICIJA 2.1.1. o-algebra na mnozici 2 je druzina mnozic .# C & (1), za katero
velja:

(1) 0 e F;
(2) Ceje A€ Z, jetudi A°:=Q\ A € .F,;

(3) za poljubno zaporedje mnozic Ay, Ay, ... € F je tudi
U;ozlAk S=A1UA2U"' Eﬁ.

Mnozicam, ki pripadajo izbrani o-algebri, pravimo, da so merljive. Mnozici skupaj s
o-algebro na njej pravimo merljivi prostor.

Opomba 2.1.1. Ce je .Z o-algebra in je Ay, Ay, ... A, konéno zaporedje mnozic iz .7,
je prav tako J;_, Ay € F,sajje U, Ax =A1 UAU---UAUDUDU---.

Opomba 2.1.2. Ce je .F o-algebra, je za poljubne Ay, As,... € .F tudi N,—, 4 € Z,
saj je Moy Ar = (Ure; A5)". Seveda tudi za konéno zaporedje velja ()_, Ay € 7.

Opomba 2.1.3. Ce je .Z o-algebra, je za poljubna A, B € .Z tudi A\ B € Z, saj je
A\ B=AnNBe.

ZGLED 2.1.2. & ()) je najvecja mozna o-algebra na €.
ZGLED 2.1.3. {0,Q} je najmanjsa mozna o-algebra na €. O

ZGLED 2.1.4. Za Q = {1,2,3,4,5,6} je ¥ = {Q), {1,3,5},{2,4,6}, {1,2,3,4,5,6}}
o-algebra na ). O

ZGLED 2.1.5. Druzina kon¢nih podmnozic ni o-algebra na R. Prav tako to ni druzina
kon¢nih podmnozic in njihovih komplementov. Tudi druzina stevnih podmnozic ni o-
algebra. Pac¢ pa je druzina stevnih podmnozic in njihovih komplementov o-algebra na
poljubni mnozici. O

27
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Opomba 2.1.4. Ce je .Z,, A € A, neprazna druzina o-algeber na neki mnozici €2, je tudi
njihov presek (,., %\ o-algebra na 2.

DEFINICIJA 2.1.6. Naj bo Q mnozica in Z C £ (Q). o-algebra na (), generirana z
o, je presek vseh og-algeber, ki so nadmnozice druzine %/. To je hkrati tudi najmanjsa
o-algebra, ki je nadmnozica druzine 7. To o-algebro ozna¢imo s oq(% ). Indeks Q) ¢esto
izpustimo.

ZGLED 2.1.7. Za % = {{1,2},{2,3}} je oq125(%) = & ({1,2,3}) in 0123456, (%) =
{A,AU{4,5,6} ; A C{1,2,3}}. O

Opomba 2.1.5. Velja og(0q(%)) = oao(%).

Opomba 2.1.6. Ce sta 7 C ¥ druzini mnozic na €, je 0o(%) C oo(?). Ce je ¥V Ze
o-algebra, je torej oo(%) C V.

Posledica 2.1.7. Ce so % C ¥V C W drufine mnoZic na Q in je oq(%) = oo(¥), je

Iz opomb 2.1.5 in 2.1.6 pa sledi Se:

Posledica 2.1.8. Ce sta % in ¥V druzini mnoZic na Q in je % C oq(V), je oq(%) C
oo(V). CejeV CU Caa(V), jeoal¥) = oa(¥).

DEFINICIJA 2.1.8.  Borelova o-algebra na [—oo, 00| je o-algebra na [—oo, 00|, generi-
rana z vsemi moznimi intervali na [—o0, co] (vkljuéno z izrojenimi, t. j. enoelementnimi
mnozicami). Elementom Borelove o-algebre pravimo Borelove mnoZice.

Borelova o-algebra se da karakterizirati na veliko nac¢inov. Nekaj jih je navedeno v
spodnji trditvi, iz posledice 2.1.7 pa dobimo Se “vmesne” karakterizacije.

Trditev 2.1.9. Naj bo Q C R povsod gosta mnozZica. Tedaj je Borelova o-algebra na
[—00, 00| tudi:
[_OOaQ]: kjer je S Q:'
e o-algebra, generirana z vsemi poltraki [—o0, q), kjer je q € Q;
[q, 00], kjer je g € Q;
e o-algebra, generirana z vsemi poltraki (q, 00|, kjer je q € Q.

e o-algebra, generirana z vsemi poltrak:
e o-algebra, generirana z vsemi poltraki

Poleg tega pa je Borelova o-algebra na [—oo, 00| tudi:
e o-algebra, generirana z odprtimi mnoZicams;

e o-algebra, generirana z zaprtimi mnoZicams.

DokAz. Naj bo:
e .7 druzina vseh intervalov na [—oo, co] (vkljuéno z izrojenimi);
e Z, druzina vseh poltrakov [—o0, ¢], kjer je ¢ € Q;
e 0 druzina vseh poltrakov [—c0, q), kjer je q € Q;

%, druzina vseh poltrakov [g, 0o], kjer je ¢ € Q;
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. 6’5 druzina vseh poltrakov (g, oo], kjer je ¢ € @Q;

e ¥ druzina vseh poltrakov [—oo, x|, [—00, ), [z, 00] in (z, 00|, kjer je z € R;

e .75 druzina vseh poltrakov [—o0,b) in (a, 00| ter intervalov (a,b), kjer je a,b € R

ina < b;

e O druzina vseh odprtih mnozic v [—o0, o0];

e % druzina vseh zaprtih mnozic v [—o0, o0].
Pokazali bomo, da vse omenjene druzine generirajo isto o-algebro, ki je po definiciji
Borelova o-algebra na [—o0, 00].

Prvi korak: pokazimo, da je 0(2;) = 0(27) = 0(0g) = 0(03) = o(¥) (indeks
[—00, 00] pri ¢rki o opustimo). Ocitno je %, , Qfg, Oy, ﬁ5 C ¥. Zdaj pa opazimo, da
o(Z; ) vsebuje:

e vse poltrake [—oo, z], kjer je x € R, saj za vsak = obstaja padajoce zaporedje Stevil
q1,Q2, - - - iz Q, ki konvergira k z, velja [—oo, z] = [ —,[—00, ¢u];
e vse poltrake [—o0o, z), kjer je x € R, saj za vsak x obstaja naras¢ajoce zaporedje
Stevil ¢, o, . .. iz @, ki konvergira k z, velja [—oo, z) = [J 2 ,[—00, ¢u);
e vse poltrake [z, 00|, kjer je z € R, saj je [z, 0] = [—00, x)¢;
e vse poltrake (x, 00|, kjer je z € R, saj je (z,00) = [—o0, x]°.
Torej je 0(25) 2 ¥, se pravi Z, C 7 C o(Z) in po posledici 2.1.8 je o0(Z ) = o(V).
Podobno dobimo tudi 0(2) = o(¥), 0(0g) = o(¥) in 0(0F) = o(¥).

Drugi korak: pokaZzimo, da je o(¥) = o(#). O¢itno je ¥ C .#. Toda o-algebra (%)
mora vsebovati:

e vse intervale [a,b], [a,b), (a,b] in (a,b), kjer je a,b € R in a < b, saj je [a,b] =
[—00, b] N [a, 00| in podobno tudi za ostale oblike intervalov;
e vse enoelementne mnozice {z}, kjer je x € R, saj je {z} = [z, z];

[e.9]

e enoelementni mnozici {—oo} in {oo}, saj je {—oc0} = () —,[—00,n] in {c0} =

n=1
Moz [, 09);
e vse intervale (—oo, 2| in (—o0, z), kjer je x € R, saj je (—oo, ] = [—00,z] \ {—00}
in <—OO,JI) = [—oo,x) \ {—OO},
e vse intervale [z,00) in (z,00), kjer je x € R, saj je [z,00) = [z,00] \ {o0} in

(x,00) = (2, 00] \ {0}
Dobili smo, da je o(¥) 2 ., se pravi ¥ C & C o(¥). Spet po posledici 2.1.8 dobimo
o(¥)=o0(H).
Tretji korak: opazimo, da je o(Fp) = o(&). Velja namre¢ 0 C Yo C # in
o(Og) =0(V)=0(F), od koder po posledici 2.1.7 dobimo ¢(0y ) = o(Ho) = o(F).
Cetrti korak: pokazimo, da je o(.%5) = o(0). Vsaka mnozica iz druzine .#, je odprta
v [—00, 0], torej je S5 C 0. Toda vsaka odprta mnozica v [—00, 00| je Stevna unija

elementov druzine %o, zato je o(Sp) 2 O, se pravi S5 C 0 C o(H), torej je po
posledici 2.1.8 res o(F5) = o(0).

Peti korak: pokazimo, da je 0(0) = 0(%). Ker je vsaka zaprta mnozica komplement
odprte, je namre¢ 2 C o(0) in po posledici 2.1.8 tudi 0(2) C o(&). Obratno, ker
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je vsaka odprta mnozica komplement zaprte, je & C o(Z) in po posledici 2.1.8 tudi
0(0) Co(Z). Torejjeres 0(0) =o(Z). |

Opomba 2.1.10. Borelova o-algebra torej vsebuje veliko mnozic. A ¢e privzamemo
aksiom izbire, se da dokazati, da niso vse podmnoZice intervala [—oo, co] Borelove.

2.2 Operacije s o-algebrami

DEFINICIJA 2.2.1. Naj bo % druzina mnozic §2 in naj bo Q' C €. Sled druZine % na
podmnozici ' ali zoZitev druzine % na podmnozico ' je druzina {ANQ ; A€ %}.

Opomba 2.2.1. Sled o-algebre je spet o-algebra.

ZGLED 2.2.2. Ceje Q ={1,2,3,4,5,6} in Z = {A,AU{4,5,6} ; A C {1,2,3}}, je sled
o-algebre .Z na mnozici {3,4,5,6} enaka {0, {3}, {4,5,6},{3,4,5,6}}. O

Trditev 2.2.2. Ce je .Z o-algebra na Q in Q' € F, je sled o-algebre F na Q' kar
druzina vseh podmnozic mnozice V', ki so v 7.

DokAz. Po definiciji je vsaka mnoZica, ki pripada sledi o-algebre .% na 2, oblike AN§'.
Ker je ' € .7, je tudi AN in ocitno je AN C . Obratno, ¢eje A€ .F in A C (Y,
je A= AN, torej A po definiciji pripada sledi o-algebre . na ). [ |

DEFINICIJA 2.2.3. Naj bo h: @ — () preslikava in .% druzina mnozic na ). Pouvlek
druzine # prek preslikave h je druzina h™'.% = {h™1(A) ; A € F}.

Opomba 2.2.3. Povlek g-algebre je spet o-algebra.

Opomba 2.2.4. Za preslikavi k: Q" — Q' in h: ' — Q ter druzino mnozic .# na 2 je
(hok)'F =k 'h1.7.

ZGLED 2.2.4. Naj bo @ = {1,2,3,4}, Q = {5,6,7}, F = {0,{5},{6,7},{5,6,7}} ter
h(1) = h(2) =7, h(3) = 5 in h(4) = 6. Tedaj je h*.7 = {0,{3},{1,2,4},{1,2,3,4}}. O

ZGLED 2.2.5. Naj bo (€, .#) merljiv prostor, A C Q in h: A —  inkluzija. Tedaj je
h=1.% sled o-algebre .# na mnozici A. O

ZGLED 2.2.6. Naj bosta M in N mnozici, .-# druzina mnozic na M in 7: M x N — M
naravna projekcija. Tedaj je 7 1.7 = {Ax N ; Ae F}. O

Trditev 2.2.5. Naj bo h: Q' — Q preslikava in naj bo % druzina podmnoZic mnoZice
Q. Tedaj je h_IJQ(OZ/) = oqy (h_ng/)

DokAz. Ker je h % C h™too(%), je po opombi 2.1.6 tudi og (hfl%) Chlog(%).
Naj bo zdaj ¢ druzina vseh podmnozic A mnozice 2, za katere je

h™(A) € oo (h™'%). O¢itno je 4 D % . Ni tezko preveriti, da je & o-algebra in po

opombi 2.1.6 je tudi 4 D o(%). To pa pomeni, da je oo/ (h™'%) 2 h™'o(% ). Rezultat

sledi. [ |
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Posledica 2.2.6. Naj bosta 2 C Q mnoZici in naj bo % druZina podmnoZic mnoZice Q.
Tedaj se sled o-algebre oo(% ) na mnoZici A ujema s o-algebro oo/ (%"), kjer je %' sled
druzine % na Y.

DEFINICIJA 2.2.7. Borelova g-algebra na mnozici A C [—o00, o0 je sled Borelove o-algebre
na R na mnozici A. Borelovo o-algebro na A ozna¢imo z %(A).

Trditev 2.2.7. Za A C [—00, 00| je Borelova o-algebra B(A) tudi:

e o-algebra, generirana z vsemi mnozicami oblike INA, kjer je I interval v [—o0, 00|,

e o-algebra, generirana z mnozZicami, odprtimi v A;

e o-algebra, generirana z mnoZicami, zaprtimi v A.
Pri tem seveda na A vzamemo inducirano topologijo. Nadalje je, ce je ) C R povsod
gosta mnoZica, B(A) tudi:

e o-algebra, generirana z vsemi poltraki [—oo,q) N A, kjer je g € Q;
e o-algebra, generirana z vsemi poltraki [—oco,q) N A, kjer je q € Q;
e o-algebra, generirana z vsemi poltraki [q, 00] N A, kjer je q € Q;

e o-algebra, generirana z vsemi poltraki (q,00] N A, kjer je g € Q.

DokAzZ. Rezultat je neposredna posledica trditve 2.1.9 in posledice 2.2.6. [ |

DEFINICIIA 2.2.8. Borelova g-algebra na topoloskem prostoru X je o-algebra, generirana
z odprtimi mnozicami. To o-algebro prav tako ozna¢imo z Z£(X).

Opomba 2.2.8. Na podmnozicah razsirjene realne osi imamo tako Borelovo o-algebro
definirano na dva nacina — po definiciji 2.1.8 in definiciji 2.2.8. Toda po trditvi 2.2.7 se ti
dve definiciji ujemata.

Trditev 2.2.9. Naj bo X topoloski prostor z bazo % , za katero velja, da je vsaka odprta
mnoZica $tevna unija mnozic iz % . Tedaj je B(X) = ox (% ).

DokAz. Po definiciji je Z(X) = ox(.7), kjer je 7 topologija na X, torej druzina vseh
odprtih mnozic. Ker je vsaka odprta mnozica Stevna unija mnozic iz %, ki so tudi same

odprte, je Z C 7 C o(%). Po posledici 2.1.8 je ox (%) = ox(T) = B(X). |

Posledica 2.2.10. Ce je Q C R povsod gosta mnoZica, je Borelova o-algebra 2B(R)
o-algebra, generirana z vsemi odprtimi intervali (a,b), kjer je a,b € Q in a < b.

DEFINICIJA 2.2.9. Naj bosta (M,.#) in (N,¥) merljiva prostora. Produktna o-algebra

na kartezijskem produktu M x N je o-algebra % ® ¢, generirana z vsemi pravokotniki
AXx B,kjerje Ae # in BeY.

Trditev 2.2.11. Naj bosta (M, F) in (N,9) kot prej ter naj bosta m: M x N — M
in p: M x N — N koordinatni projekciji. Tedaj je produktna o-algebra F @ 94 tudi
o-algebra, generirana s 7 L.F U p~19.
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DokAz. Po definiciji je # ® ¥ = opyxn(F), kjer je 7 == {AxB;Aec ¥ Bec¥}.
Ce pigemo A x B = (A x N) N (M x B) in uporabimo zgled 2.2.6, vidimo, da je tudi
H ={CND;CertZ Dep'¥} Octno je n7 1.7, p~'9¥ C . Po drugi strani
pa vsaka mnozica iz ¢ pripada oy (77F U p~'¥). Torej je n L F Up 'Y C A C
aMxN(WflﬁUpflg) in po posledici 2.1.8 je potem aMxN(ﬂflﬁUpflg) = oyxn () =
FRY. N

Trditev 2.2.12. Naj bosta M in N mnoZici in % druzina mnozic na M, ¥ pa druZina
mnoZic na N. Naj bostam: M XN — M inp: M xN — N koordinatni projekciji. Tedaj
je on(%) @ on(V) o-algebra, generirana s 7% U p='¥ | in tudi o-algebra, generirana
s pravokotniki A x B, Ax N in M x B, kjer je A€ % in B V.

DokAz. Po trditvah 2.2.5 in 2.2.11 je:

O’M(%) X O'N<7/> = O'MXN(ﬂ'ilO'M(%) U pilo'N(W)) =
= ouxn (Ouxn (T U) Uonun(p™' ).

Ocitno je:
T U Up Y Coyun (T U)Uoyen(p ) C aMxN(W_MZ/ U p_l”//)
in po posledici 2.1.8 je:
UMX]V(W_I% U p_l”//) = O'MxN(O'MXN(ﬂ'_IJZ/) U aMxN(p_l”//)) =ou(%)R@on(Y).

Ocitno se g-algebra, generirana s pravokotniki A x B, A x N in M x B, kjer je A € % in
B € ¥, ujema s g-algebro, generirano z mnozico #* := {Ax B; A€ %*, B € 7*}, kjer
jew* =% J{M}in ¥* = ¥ U{N}. Nadaljujemo podobno kot v dokazu trditve 2.2.11:
opazimo, da je tudi #* ={CND;C e n*%* D€ ptv*}. Ocitno je m1%,p~'vV C
#W*, po drugi strani pa vsaka mnozica iz #* pripada O'MX]V(ﬂfl% U pfl”//). Torej je
U UpV C W C ouxn (% U pTtY). Po posledici 2.1.8 in po prejsnjem je
potem OM(@/) X O'N(/y/) = JMXN(’/T_I% U p_lﬂf/) = O—MXN(W*>' [ |

Trditev 2.2.13. Za 2-stevna topoloska prostora X in'Y velja B(X xY) = B(X)QAB(Y).

Doxkaz. Naj bo % stevna baza topologije prostora X, ¥ pa sStevna baza topologije
prostora Y. Privzeti smemo, daje X € Z inY € ¥. Tedajje # = {U xV ;U €
%,V € ¥} stevna baza produktne topologije prostora X x Y, torej je vsaka mnozica, ki
je odprta v X x Y, Stevna unija mnozic iz # . Po trditvi 2.2.9 je Z(X xY) = ox«y(#).
Po trditvi 2.2.12 pa je to enako ox (%) ® oy(¥) in spet po trditvi 2.2.9 je to enako
B(X) B(Y). [ |

DEFINICIJA 2.2.10. Naj bodo (M, %), (M, %), ..., (M,, %#,) merljivi prostori. Pro-
duktna o-algebra na kartezijskem produktu [[,_, My = My x My x - -- x M, je o-algebra
R Fr=FQF®- - ®.F,, generirana z vsemi pravokotniki A; x Ay x -+ x A, kjer
je Al € yl,Az € gg,...,An € gn

Naslednji rezultat nam omogoca, da lahko produkte ve¢ o-algeber gledamo tudi zapore-
doma.
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Trditev 2.2.14. Naj bodo (M,.F), (N,¥9) in (P, ) merljivi prostori. Ce identificiramo
kartezijske produkte (M x N) x P, M x (N x P) in M x N x P, velja (¥ @ 9) Q@ H# =
FRNYERH)=F x94xH.

DokAz. Dokazali bomo le, da je # 9 @ # = (F 9) R, ostalo se dokaze podobno.
Po definiciji je F @Y Q5 = opxnxp(W ), kjerje W = {AxBxC ;A # Be¥,C €
A, in (FRY)QRQH =0cyxnxp(Z), kjerje Z ={DxC;DeFRYCeHN}
Ocitno je # C %. Fiksirajmo C € 4 in definirajmo % = {D C M X N ;
D x C € oyxnxp(#)}. Opazimo, da K vsebuje vse produkte A x B, kjer je A € .F
in B € (G. Nadalje pokazimo, da je # o-algebra. Ocitno % vsebuje prazno mnozico.
Ker je (Uye Di) x C = U (Dy x C), je X zaprta za konéne unije. Ker je D° x C' =
(D x C)\ (M x N xC), je & zaprta tudi za komplemente. Torej je .Z res o-algebra.
To pa pomani, da je % res o-algebra, od koder sledi, da je % O .% ®%. To pa pomeni,
da je & C opxnxp(#). Velja torej # C Z C oyxnxp(#) in po posledici 2.1.8 je
y@%@%:O’MXNXP(W>:O'MXNXP(OJ&W):(ﬂ\@g)@%. |

Iz trditev 2.2.12 in 2.2.14 lahko z indukcijo izpeljemo naslednji razli¢ici trditev 2.2.12 in
2.2.13 za ve¢ faktorjev (podrobnosti so prepuséene bralcu):

Trditev 2.2.15. Naj bodo My, M, ..., M, mnoZice. Oznac¢imo M :=[[,_, My. Za vsak
k=1,2,...,n naj bo %, druzina mnozic na My, . M — M, pa koordinatna projekcija.
Tedaj je @y _, om, (%) o-algebra, generirana z|J,_, lel%k, in tudi o-algebra, generirana
s pravokotniki Ay X Ag X -+ X A, kjer je Ay € U U{ My} za k=1,2,... ,n. [ |

Trditev 2.2.16. Za 2-stevne topoloske prostore Xy, ..., X, velja
‘@(HZ:l Xk) = Qpp1 B(Xi). |

DEFINICIJA 2.2.11. Borelova o-algebra na R" je o-algebra ZB(R") = [[,_, Z(R). Za
A C R" definiramo Borelovo g-algebro na A, #(A), kot sled o-algebre Z(R") na A.

Opomba. Iz trditve 2.2.16 sledi, da je to tudi Borelova o-algebra po definiciji 2.2.8, torej
o-algebra, generirana z odprtimi mnozicami.

Opomba. Ce identificiramo R™ x R™ in R™*" velja Z(R™) @ ZB(R") = Z(R™™).

2.3 Merljive preslikave

DEFINICIJA 2.3.1. Naj bosta (M,.%) in (N,¥) merljiva prostora. Preslikava h: M — N
je merljiva glede na o-algebri . in ¢ ali krajSe .F /9 -merljiva, ¢e za poljubno mnozico
B € ¥ velja f~1(B) € Z.

ZGLED 2.3.2. Vsaka konstantna preslikava je merljiva. O]

ZGLED 2.3.3. Naj bo:

M :={1,2,3,4}, Z:={0,{1},{2},{3,4},{1,2},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4} },
N = {5,6,7}, ¢ = {0,{5},{6,7},{5,6,7}} .
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Definirajmo preslikavi hy, hy: % — ¢ po predpisu:
h1<1) =5 h2(2> =5 h2(3) =6 h2(4> = 7,
hg(l) =7 h2(2) =7 hg(g) =9 h2(4) =6.

Tedaj je preslikava h; merljiva glede na .% in ¢, preslikava he pa ni merljiva, saj je
{5} € 4, medtem ko je h,*({5}) = {3} ¢ Z. O

ZGLED 2.3.4. Indikator merljive mnozice je merljiva funkcija. Natancneje, ¢e je (M, . #)
merljiv prostor in A € .#, indikator mnozice A definiramo kot funkcijo 14: 2 — {0, 1},
definirano po predpisu:

1 ;wed

1A(w).—1(w€A)—{0 WA
Ta funkcija je 4 /<7 ({0, 1})-merljiva, saj so vse mozne praslike le (), A, A° in M. To
se ohrani, ¢e indikator gledamo kot funkcijo v katero koli mnozico N C {0,1}: 14 je
A | P (N)-merljiva funkcija. O

ZGLED 2.3.5. Celi del je 8(R)/Z (R)-merljiva funkcija. Ce namre¢ oznacimo f(x) :=
|z|, za vsako vsako mnozico B C R velja, da je f~!(B) unija §tevno mnogo intervalov

oblike [k, k +1). O
ZGLED 2.3.6. Ce je (M,.%) merljiv prostor, M’ C M in .Z' sled o-algebre .# na M’, je
inkluzija ¢: M’ — M merljiva. Za vsak A € .4 je namre¢ 1 '(A) = AN M’, kar je po
definiciji 2.2.1 element o-algebre .%'. O]
Opomba 2.3.1. Ce sta (M,.%) in (N,¥) merljiva prostora, je preslikava h: M — N
F /9-merljiva natanko tedaj, ko je h™'9¢ C .F

Opomba 2.3.2. Ce je h: M — N preslikava in 4 o-algebra na N, je povlek h™'¥ je

najmanjsa taka o-algebra .# na M, da je preslikava h .Z /%-merljiva.

Trditev 2.3.3. Naj bo .F o-algebra na A in ¥V druzina mnoZic na N. Najboh: M — N
preslikava in naj za vsak B € ¥V velja h™'(B) € % . Tedaj je h F |on(¥)-merljiva.

DokAz. Po predpostavki je h=1(¥) C #. Ker je . o-algebra, je po opombi 2.1.6
in trditvi 2.2.5 tudi hlon(¥) = op(h™'Y) C .Z in po opombi 2.3.1 je potem h res
F [on (¥ )-merljiva. [ |
Posledica 2.3.4. Vsaka zvezna preslikava med topoloskima prostoroma je merljiva glede
na ustrezni Borelovi o-algebri.

ZGLED 2.3.7. Sestevanje, odstevanje, mnozenje in deljenje so merljive operacije. Nata-
néneje, funkcije:

s: RxR—R, s(z,y) =z +y,
d: RxR—R, dz,y) =z —y,
m: RxR—R, m(z,y) ==y

x
¢: Rx (R\{0}) >R, q(z,y) = "

so merljive, ¢e vse prostore opremimo z ustreznimi Borelovimi o-algebrami. O
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DEFINICUJA 2.3.8.  Izomorfizem merljivih prostorov (M, %) in (N,¥) je taka merljiva
bijektivna preslikava h: M — N, da je tudi h~! merljiva. Ce med merljivima prosto-
roma obstaja izomorfizem, pravimo, da sta izomorfna. Izomorfizmu, ki slika iz merljivega
prostora v isti merljivi prostor, pravimo avtomorfizem.

ZGLED 2.3.9. Vsak homeomorfizem med topoloskima prostoroma je tudi izomorfizem
med ustreznima merljivima prostoroma, kjer vzamemo Borelovi o-algebri. O]

Opomba 2.3.5. Vsaka bijektivna afina transformacija 7': R"™ — R" je homeomorfizem,
torej je tudi avtomorfizem merljivega prostora (R", %’(R”)) Borelove mnozice so torej
invariantne za bijektivne afine transformacije: ¢e je B € #(R™) Borelova, je tudi T'(B)
Borelova.

2.4 Operacije, ki ohranjajo merljivost preslikav

Trditev 2.4.1. Naj bodo (M, ), (N, AN) in (S,.) merljivi prostori, f: M — N
naj bo M | N -merljiva, g: N — S pa naj bo N /. -merljiva. Tedaj je preslikava g o f
M | -merljiva.

DokAz. Velja (go f)~Y(C) = f1(g71(C)). Ceje C €., je g7H(C) € A in
[ @) e . n
Trditev 2.4.2. Naj bosta (M, .#) in (N,.A") merljiva prostora in naj bo f: M — N

M | N -merljiva preslikava. Nadalje naj bo M' C M in F' sled o-algebre F na M'. Tedaj
je zozitev preslikave f na M’ F' |4 -merljiva.

DoxAz. Dana zozitev je kompozitum f o, kjer je ¢ inkluzija iz M’ v M. Po zgledu 2.3.6
je ta inkluzija merljiva in po trditvi 2.4.1 je kompozitum merljivih preslikav merljiv. W

Trditev 2.4.3. Naj bosta (M, #) in (N, ") merljiva prostora, naj bo N' C N in A"
sled o-algebre A na N'. Dana naj bo Se preslikava f': M — N'. Naj bo f: M — N

definirana z istim predpisom kot f.
(1) Ceje f' M| N'"-merljiva, je f M | N -merljiva.
(2) Ceje f M| N -merljiva in N' € N, je f' M| N -merljiva.
DoxkAz.
(1): Velja f = o f’, kjer je ¢ inkluzija iz N’ v N. Trditev tako sledi iz zgleda 2.3.6 in

trditve 2.4.1.
(2): Dokazati moramo, da je (f')"'(B) = f~Y(B) € # za vse B € 4. Toda ¢e je

N’ € 4, je po trditvi 2.2.2 tudi B € 4, zato je res f~1(B) € /. [ |
Trditev 2.4.4. Naj bosta (M, #) in (N, A") merljiva prostora in naj bo Ay, As, ..., A,
ali Ay, As, ... konéna oz. stevno neskoncna razclenitev (particija) mnozice M, pri cemer

naj bodo vse mnoZice A, merljive, torej elementi o-algebre A . Za vsak k naj bo M)
sled o-algebre M na Ay in naj bo hy: Ay — N M| N -merljiva preslikava. Tedaj je
tudi preslikava h: M — N, definirana po predpisu h(w) := hi(w), ce je w € Ay, M | N -
merljiva.
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DOKAZ. Za vsak B € A velja h™Y(B) = U, h;,'(B). Za vsak k velja h;'(B) € M, a
ker je Ay € A, po trditvi 2.2.2 velja 4, C .#. Trditev je s tem dokazana. [ |

ZGLED 2.4.1. V zgledu 2.3.7 smo videli, da so sestevanje, odstevanje, mnozenje in deljenje
merljive operacije, ¢e jih gledamo na R. Iz trditev 2.4.3 in 2.4.4 pa sledi, da so merljive
tudi, ¢e jih po definicijah iz razdelka 1.1 gledamo na [—o0, oo]. Natancneje, funkcije:

S ([_OO OO] X [_ ’OO]) \{(_OO7OO>7(007_OO>}_> [_00700]7 S(ZL‘,y) =r+y,
d: ( OO]) \{(_007_00)7(OO7OO>} — [_00700]7 d(:L‘,y) =T Y,
m: [—oo ] [ 00, 0] = [—00, 0], m(x,y) = xy
q: [—00,00] X (R\ {0}) — [—o00, 0], qlz,y) = g

so merljive glede na sled produktne o-algebre A([—o00, >0]) @ Z(|—00, o0]) na ustreznem
definicijskem obmodju in na B([—o0, x]). O

Trditev 2.4.5. Naj bodo (,.%), (M, #) in (N, N) merljivi prostori in g: Q@ — M

F | M -merljiva, h: Q — N pa F | N -merljiva preslikava. Tedaj je preslikava F: € —
M x N, definirana po predpisu F(w) := (g(w), h(w)), merljiva glede na F in M Q N .

DOKAZ. Za poljubni mnozici A € # in B € A velja F"Y(Ax B) =g Y(A)Nh }B) €
Z . Merljivost preslikave F' zdaj sledi iz trditve 2.3.3. |

Trditev 2.4.6. Naj bo (2,.%) merljiv prostor in naj bosta g: 2 — [—o0,00] in h: Q —
[—00, 00| F | AB([—00, ])-merljivi funkciji. Tedaj so vse mnoZice:

{fwe;glw) =hw}, {wel;glw) <hw}, {wel;glw) <h(w)},
{we;glw)>nwi, {we;glw)=n(w)}

merljive, t. j. pripadajo F

DokAz. Dovolj je dokazati za prvi dve mnozici, saj je tretja unija prvih dveh, cCetrto
in peto pa lahko dobimo iz druge in tretje z zamenjavo funkcij g in h. Ce definiramo
preslikavo F': Q — [—00,00] X [—00,00] po predpisu F(w) := (g(w),h(w)), je prva
mnoZica enaka F~!(F), druga mnozica pa F'~1(M), kjer je:

E = {(CU,Z/) € [—O0,00] X [—O0,00] y = y}7

M :={(x,y) € [-00,00] X [—00, 0] ; & < y}.
Mnozica £ N R? je zaprta, mnozica M N R? pa odprta v R%. Zato sta ti dve mnozici
merljivi v R?, t. j. pripadata Z(R?). Ker je R* € B(|—o00,00]) ® B(|—00,00]), mnozici
ENR? in M NR? po trditvi 2.2.2 pripadata Z([—o0, 00]) ® Z([—00, o0]). Potem pa je
tudi:

E = (ENR?) U{(-00,—-00),(00,00)} € B([-00,q]) ® #([—00,0]),
M= (MNR*) U (R x {00} € B([—00,0]) @ B(]—00,]) .

Po trditvi 2.4.5 je preslikava F' merljiva glede na .# in B([—o0, 00]) @ B(|—o0, x0]), tore]
dani mnozici res pripadata .. |
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Trditev 2.4.7.  Vsota, razlika, produkt in kolicnik merljivih funkcij z vrednostmi v
[—00, 00| so merljive funkcije. Natancneje, ce je (2,.%) merljiv prostor in sta g,h: Q —
[—00, 00| F [ B([—o0, o0])-merljivi preslikavi, znak x pa oznacuje sestevange, odstevanje,
mnoZenje ali deljenje, je mnoZica:

D :={w € Q ; vrednost g(w) * h(w) je definirana}

merljiva (t. j. pripada %), funkcija g * h: D — [—o00,00] pa je merljiva glede na sled
o-algebre . na D in Borelovo o-algebro HB([—o0, x]).

DoKAZ. Po trditvi 2.4.5 je funkcija F(w) := (g(w), h(w)) merljiva glede na .# in

B(|—00,]) @ B([—00,0]). Nadalje oznacimo z B definicijsko obmodje funkcije

k(x,y) := x*y. Zlahka se prepri¢amo, da ta mnozica pripada A([—o0, 00]) ® B([—00, c0])
ne glede na izbiro ra¢unske operacije *. Velja D = F~!(B), torej je res D € .#. Ce z
Fp oznacimo zozitev preslikave F' na mnozico D, z % pa sled o-algebre .# na mnozici
D, je Fp po trditvi 2.4.2 merljiva glede na .#p in #(|—o0, 0]) ® H([—o0,0]). Ker je
B € B([—00,0]) @ B([—00, 0]), pa je Fp po trditvi 2.4.3 kot preslikava iz D v B tudi
Fp/9-merljiva, pri ¢emer je ¢4 sled o-algebre Z(|—o0,x0]) @ HB(|—00,o0]) na mnozici
B. V zgledu 2.4.1 smo videli, da je k merljiva glede na ¢ in #([—o0, o0]). Koncno je po
trditvi 2.4.1 funkcija g * h = k o F' merljiva glede na .#p in A(|—o0, 00]). [ |

Merljiva sta tudi supremum in infimum funkcij (glej razdelek 1.2). Ta dva sta definirana
povsod, kjer so definirane funkcije, saj ima po trditvi 1.2.9 vsaka mnozica na [—oo, o]
svoj supremum in infimum.

DEFINICIJA 2.4.2. Ce je fy, A € A, druZina funkcij iz mnozice M v [—o0, 00], oznac¢imo
s supyea fi funkcijo, ki w preslika v sup,., fi(w), z infy., f\ pa oznac¢imo funkcijo, ki w
preslika v inf, ., fi(w),

Trditev 2.4.8. Naj bo (2,.%) merljiv prostor in naj bo dano koncno ali neskoncéno

zaporedje funkcij fi, fa,...: Q — [—o00,00]. Ce so wse funkcije fi, F|%B(|—o0,00])-
merljive, to velja tudi za funkciji supy, fi in inf, fi.

DoxkAz. Oznacimo s := sup; fr in m := inf, f;. Iz definicij 1.2.1 in 1.2.2 ter opombe 1.2.2
in njene razli¢ice za infimum sledi, da za vsak = € R velja:

s ([~o0,2]) = ﬂf,;l([—oo,x]) in m™([z,00]) = ﬂf,;l([:c, 00]) .

Vse te mnozice pripadajo .%. Merljivost funkcij s in m zdaj sledi iz trditev 2.1.9 in 2.3.3.
[ |

Iz prejsnje trditve ter trditev 1.4.9 in 1.4.10 zdaj dobimo naslednji rezultat:

Posledica 2.4.9. Ce je (Q,.%) merljiv prostor in je f1, fa,...: Q — [—00, 00| zaporedje
F | B(|—00, 00])-merljivih funkcij, to velja tudi za funkcijilimsup,, . fn inliminf, . f,.
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DEFINICIJA 2.4.3. Za zaporedje funkcij fi, fo,...:  — [—00,00] definiramo funkcijo
lim,, o f, kot funkcijo f, definirano na mnozici tock w € (), za katero je zaporedje
fi(w), fo(w), ... konvergentno, in deluje po predpisu f(w) := lim, s fr(w).

Trditev 2.4.10. Naj bo (X2, F) merljiv prostor in naj bo dano zaporedje funkcij

fi, fay ... 2 = [—o0,00]. Oznacimo z D mnoZico tock w € §, za katero je zaporedje
fi(w), fa(w), ... konvergentno. Ce so funkcije fi, fa, ... F | B(|—00,c|)-merljive, je tudi
D € %, funkcija lim, . f. pa je merljiva glede na sled o-algebre F na mnozici D in
o-algebro AB(|—oo0, ).

DoxkAz. Po trditvi 1.4.4 velja D = {w € Q ; liminf, , f.(w) = limsup,_,. fu(w). Da
je ta mnozica merljiva, tako sledi iz trditve 2.4.6 in posledice 2.4.9. Velja lim,_, f, =
lim,, oo fn,p = limsup,,_,. fu.p, kjer je f, p zozitev funkcije f,, na mnozico D. Po tr-
ditvi 2.4.2 so te funkcije merljive glede na sled o-algebre . na mnozici D in o-algebro
PB(|—00,¢]) in po posledici 2.4.9 to velja tudi za limsup,,_,.. fn.p- [ |

Posledica 2.4.11. Naj bo (2, .F) merljiv prostor in naj bo dano zaporedje
F | B(|—00, 00])-merljivih funkcij fi, fa,...: Q — [—00,00]. Oznacimo z D mnoZico
tock w € Q, za katero je zaporedje fi(w), fa(w), ... konvergentno. Nadalje naj bo g:  —
[—00, 0] Se ena F | PB(|—o0, 0])-merljiva funkcija. Tedaj je tudi funkcija:

B 9(w) WD

merljiva. Po prejsnji trditvi je namrec funkcija lim,, .o f,, merljiva glede na sled o-algebre
F na D, zoZitev funkcije g na D je po trditvi 2.4.2 merljiva glede na sled o-algebre F
na Q\ D in zlepek f je merljiv po trditvi 2.4.4.

f(w) L { hmn—)oo fn(w) we D

2.5 Borelovo merljive funkcije kot limite

Trditev 2.5.1. Ce je (M, .#) merljiv prostor, je vsaka M | B(|—oo,oc])-merljiva funk-
cija limita zaporedja funkcij iz M v R, ki so .# | B(R)-merljive in imajo koncne zaloge
vrednosti. Vsaka M |B([0,0])-merljiva funkcija pa je limita naraséajocega zaporedja
funkcij iz M v [0,00), ki so 4 |A([0,0))-merljive in imajo koncne zaloge vrednosti.

DoxkAz. Najprej dokazimo drugi del trditve. Naj bo torej h .4 /%([0, 0o])-merljiva. Za
n=20,1,2,... definirajmo:

2 (2vh(a)] ; h(x) < 27
in2) '_{ 2"  hiw) > 2",

kjer |- | oznacuje celi del. V zgledu 2.3.5 smo videli, da je celi del merljiva funkcija. 1z tega
ter trditev 2.4.1, 2.4.2, 2.4.4 in 2.4.7 dobimo, da so vse funkcije h,, .# /Z(]0, oc])-merljive.
Poleg tega ima funkcija h,, kon¢no zalogo vrednosti {k-27"; k=0,1,...,2"}.
Pokazimo, da je hg, hq, ... naras¢ajoce zaporedje. Za ta namen najprej opazimo, da za
vsako realno Stevilo y velja |2y > |y]. Sledi, da je hyy1(x) > hy(z), brz ko je h(y) < 2.
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A Geje 20 < h(z) < 21, je hpii(z) = 2771 |20 h(z)| > 27t (20490 = 20 >
h(zx) > h,(x). Konc¢no, ¢e je h(z) > 2" je h,(x) = hyyi(x) = 2™

Da dokonc¢amo dokaz drugega dela trditve, je treba pokazati Se, da za vse x € M velja
h(z) = lim, o hn(x). Ce je h(z) < oo, za dovolj velike n velja h,(x) = 27" |2"h(x)];
tedaj je h(z) — 27" < h,(x) < h(z). Z uporabo posledice 1.5.3 in izreka o sendvicu
(trditev 1.4.5) dobimo, da je res lim,, o h,(2) = h(z). Ce pa je h(x) = oo, za vse n velja
hn(x) = 2", torej je lim,, oo hp(x) = 00 = h(x).

Za dokaz prvega dela trditve pa pisimo h(x) = hy(z) — h—_(x), kjer je:

h(z) := max{h(z),0}, h™(z) := —min{h(z),0} .

Po ze dokazanem drugem delu trditve obstajajo take .#/%(]0,00])-merljive funkcije
he hi,...in hy,hy,..., da za vse x € M velja hy(z) = lim, o b} (x) in h_(z) =
lim,, o h, (x). Tedaj so tudi funkcije h,(z) := ht(z) — h, () merljive. Konvergence
zaporedja h,, sicer ne moremo izpeljati neposredno z uporabo posledice 1.5.3 (zakaj
ne?). Toda ¢e je h(x) > 0, je h(z) = h*(z), hy(z) = hf(x) in h=(x) = h, (x) = 0.

n

Sledi limy, 00 hn(z) = hmn_,ooh () = h*(z) = h(z). Podobno, ¢e je h(zx) < 0, je
h(z) = —h~(x), hno(x) = —h, (z) in h*(z) = hf(x) = 0. Z uporabo trditve 1.5.1 dobimo,
da je lim, oo hp(x) = hm,Hoo( h,(z)) = —lim, o h, (z) = —h~(x) = h(z). Dana
trditev je tako dokazana. |

Prejsnja trditev pride marsikdaj prav. Eden od primerov je naslednji: naj bo M
neprazna mnozica, (N, .4") in (S,.%) pa naj bosta merljiva prostora. Dani naj bosta
preslikavi f: M — N in g: N — S, pri ¢emer naj bo g A" /.#-merljiva. Iz opombe 2.3.1
sledi, da je preslikava f f~!.4" /.4 -merljiva. Po trditvi 2.4.1 je potem preslikava h := go f
[N | AN -merljiva.

S pomocjo trditve 2.5.1 pa bomo izpeljali naslednji rezultat, ki je neke vrste obrat
ugotovitve iz prejsnjega odstavka:

Trditev 2.5.2 (Doob-Dynkinova lema). Naj bo M neprazna mnozica, (N, ") merljiv
prostor. Dani naj bosta Se preslikava f: M — N in funkcija h: M — [—o0,00]. Ce je
h 7' | B(|—o0, x])-merljiva, obstaja taka N | B(|—o0, oc])-merljiva funkcija g, da je
h=gof.

DokAz. Najprej privzemimo, da ima h konéno zalogo vrednosti {z1, 22,...,2,} C R. Ce
ozna¢imo Ay := h™*({zx}), lahko pisemo h = >, _, 2, 14,. Ker za vsak k = 1,2,...,n
velja {21} € B([—00,00]), je A, € f~1A, kar pomeni, da obstaja taka mnozica By, € A,
da je Ay = f~'(Bi). Tedaj paje h = > 2k lp1a,) = >y z(lp,of) = go f,
kjer je g = > 4, 21 1p, (ker so zi,..., z, realna Stevila, z obstojem vsote ni tezav). Iz
zgledov 2.3.2 in 2.3.4 ter trditve 2.4.7 dobimo, da je g A /% ([—00, o])-merljiva.

Vzemimo zdaj splosno funkcijo h. Po trditvi 2.5.1 obstaja zaporedje .# /AB(R)-
merljivih funkcij hq, ho,... s koncnimi zalogami vrednosti, ki konvergira proti h. Po
prejsnjem za vsak n obstaja taka A4/ %(|—o0, 0o|)-merljiva funkcija g, da je h, = g, o f.
Definirajmo:

() = lim,, 00 gn(y) ; zaporedje g1(y), g2(y), . .. je konvergentno v [—o0, 0]
I\Y) = 0 : sicer.
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Iz zgleda 2.3.2 in posledice 2.4.11 sledi, da je g merljiva. Naj bo zdaj x € M in y = f(x).
Zaporedje h,(x) = g,(y), n = 1,2,3,... ima limito h(x), torej je konvergentno, zato je
g(f(x)) = g(y) = lim, o gn(y) = h(x). Ker to velja za vsak x € M, je tudi tokrat
h=gqgof. [ |



3.
Mera

3.1 Definicija in osnovni zgledi

DEFINICIJA 3.1.1. Naj bo (€,.%) merljiv prostor. Pozitivna mera na (Q, %) je funkcija
iz # v [0,00], realna mera na (§2,.%) pa je funkcija iz .# v R. Pri tem morata biti
izpolnjena Se naslednja dva pogoja:

(1) p(®) =o0.

(2) Ceso Ay, A,, ... € .F disjunktne mnozice, je pu(Upen Ar) = Dopen (AR
Verjetnostna mera na (€2,.%) je pozitivha mera P, za katero je P(Q2) = 1.
Opomba 3.1.1. Vsaka verjetnostna mera je tudi realna mera.

Opomba 3.1.2. Zahtevi (2) pravimo stevna aditivnost. Namesto | J, . lahko piSemo tudi
Ui—;. Pri pozitivnih merah lahko po trditvi 1.6.6 vsoto »_,  pt(Ax) po definiciji 1.6.2
zamenjamo z vsoto » .- ji(Ay) po definiciji 1.6.1. Pri realnih merah pa je po trditvi 1.7.6
ekvivalentno zahtevati, da je vrsta > - | 11(Ay) absolutno konvergentna in p(Jp=, Ax) =

220:1 N(Ak>-

Opomba 3.1.3. Pod predpostavko (1) Stevna aditivnost implicira konéno aditivnost,
ki pomeni, da za poljubno konc¢no zaporedje disjunktnih mnozic Ay, As,... A, € .F velja
w(Upzy Ak) = Sopy w(Ay). Velja namreé |J;_; Ay = A4 UA,U---UA,UQUPU--- in
>y (Ak) = p(Ar) + p(A) + -+ p(Ap) +0+0+ -

Posledica 3.1.4. Pod predpostavko (1) je stevna aditivnost ekvivalentna zahtevi, da za
vsako stevno mmnozico A in poljubne disjunktne mnoZice Ay, A € A, velja M(U,\EA A)\) =

ZAGA p(Ay).

DokAz. Ce je A konéna, lahko pisemo A = {1, Ay, ...\, } ter velja Usen Ax = UiZ; Ax,
in Yy cp i(Ax) = D04 (Ay, ). Podobno, ¢e je A Stevno neskoncna, lahko pisemo A =
{)\1, )\2, - } ter Velja U)\EA A)\ = Uz; A/\k in Z)\EA IM(A)\) = 22021 IU(A)%) |

DEFINICIJA 3.1.2. Mera p je neomejeno aditivna, ¢e za poljubne disjunktne mnozice A,
A € A, velja M(U)\eA A)\) = > sea M(AN).

41
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ZGLED 3.1.3. Nicelna mera, t. j. u(A) =0 za vse A € Z, je neomejeno aditivna. O
ZGLED 3.1.4. Za x € 2 definiramo Diracovo mero , po predpisu:

To mero lahko gledamo na celi potencni mnozici & (£2) in je neomejeno aditivna verje-
tnostna mera. O

ZGLED 3.1.5. Vzemimo Q = {1,2,3,4,5,6}, .7 = {0,{1,3,5},{2,4,6},{1,2,3,4,5,6} }
in definirajmo p({1,3,5}) := 300 in p({2,4,6}) := —100. Ce naj bo y mera, mora biti
seveda () = 0 in tudi u({l, 2,3,4,5, 6}) = 200. Tako definirana funkcija je realna mera
in je neomejeno aditivna. Kot bomo videli v zgledu 3.1.7, se da le-ta razsiriti na celo
potencno mnozico, a ne enoli¢no. O

ZGLED 3.1.6. Ce je f: Q — [0, 00] poljubna funkcija, je predpis:

u(A) =3 flw) (3.1.1)

w€EA

neomejeno aditivna pozitivna mera na & (£2). To sledi iz posledice 1.6.11. Podobno, ¢e
je f+ © — R taka funkcija, da je > _o|f(w)| < oo, predpis (3.1.1) dolo¢a neomejeno
aditivno realno mero na & (2). To sledi iz posledice 1.7.11.
Verjetnostno mero dobimo natanko tedaj, ko f slika v [0, 1] in velja >, f(w) = 1.
Ce postavimo f(w) = 1 za vse w, mera p predstavlja kardinalnost — to je mera, ki
steje. Tudi to je torej neomejeno aditivna mera. O]

Opomba 3.1.5. Ce je Q2 Stevna mnozica, je vsaka mera na (2, & (Q)) oblike (3.1.1),
saj lahko postavimo f(w) := u({w}), zveza (3.1.1) pa sledi iz Stevne aditivnosti in posle-
dice 3.1.4.

ZGLED 3.1.7. Kot smo videli v prejsnji opombi, mora biti vsaka razsiritev mere p na celo
poten¢no mnozico oblike (3.1.1). Ustrezne funkcije f so natancno tiste, za katere velja
f()+ f(3)+ f(5) =300 in f(2) + f(4) + f(6) = —100. m

ZGLED 3.1.8. Naj bo 2 =R, .% pa naj bo o-algebra, ki jo sestavljajo Stevne mnoZice in
njihovi komplementi. Tedaj je predpis:

(A) = 0 ; A je Stevna
H "1 1 ; A jekomplement $tevne mnozice

verjetnostna mera na (R,.%), ki pa ni neomejeno aditivna. ]

3.2 Osnovne lastnosti mer
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Trditev 3.2.1. Ce je u pozitivna mera in A C B merljivi mnoZici, je u(A) < u(B).

DoxkAz. Mnozica B je disjunktna unija mnozic A in B\ A, torej je u(B) = u(A) + u(B\
A) > p(A). [ |

Trditev 3.2.2. Ce sta A C B merljivi mnoZici, i1 pa je bodisi realna mera bodisi taka
pozitivna mera, da je (A) < oo, je (B \ A) = p(B) — p(A).

DoxkAz. Podobno kot v dokazu prejsnje trditve izpeljemo, da je u(B) = u(A)+ u(B\ A).
Ce je (A) < oo, smemo ta ¢len odsteti in dobimo Zeleno zvezo. |

Trditev 3.2.3. Naj bosta A in B merljivi mnoZici, ;@ pa naj bo bodisi realna mera bodisi
taka pozitivna mera, da je p(AN B) < oo. Tedaj je u(AUB) = pu(A) + u(B) — u(AnN B).

DokAz. Mnozica A U B je disjunktna unija mnozic A in B \ A, torej je u(AU B) =
pu(A) + u(B\ A). Velja B\ A= B\ (AN B)in AN B C B, torej po trditvi 3.2.2 velja
u(B\ A) = u(B) — (AN B). Rezultat sledi. |

Posledica 3.2.4. Ce je p pozitivna mera, za poljubni merljivi mnozici A in B velja
(AU B) < u(A) + u(B) (ne glede na koncnost ali neskoncénost mere na kateri koli
mnoZzici).

Trditev 3.2.5. Naj bo p pozitivna ali realna mera.

(1) Ceje Ay C Ay C ... nara$éajoce zaporedje merljivih mnoZic, velja pu(Upe, Ax) =
1imn—>oo M(Ak)

(2) Naj bo By C By C ... padajoce zaporedje merljivih mnoZic in naj bo bodisi u
realna mera bodisi p(By) < oo. Tedaj je ,u(Uioz1 Bk) = lim,, 00 pt(Bg)-

DokAz.
(1): Mnozica A := |, , A je disjunktna unija mnozic A} := Ay, A) == Ay \ Ay, A} =
A3\ Aa, ..., torej je p(A) = > 02 u(Aj), kar je po definiciji 1.6.1 enako

lim, o0 Y gy (A}). Mnozica A, pa je disjunktna unija mnozic A}, A5, ..., A}, torej je
w(Ay) =>7_ w(Ay). Rezultat sledi.
(2): Ce oznac¢imo B := J;-, B, je mnozica By \ B unija naras¢ajocega zaporedja

mnozic By \ By, By \ Bs, .. ., torej po prejdnji tocki velja pu(By \ B) = lim,, o p(B1 \ By).
Iz predpostavk in trditve 3.2.1 sledi, da so mere vseh mnozic By, B, By \ By in B; \ B
koné¢ne. Po trditvi 3.2.2 je u(By) — u(B) = p(By) — limy, 00 p(By). Ker je vse kon¢no, od
tod sledi zahtevani rezultat. [ |

Kot pokaze naslednji zgled, brez predpostavke, da je u(B;) < oo, tocka (2) trditve 3.2.5
ne velja nujno:

ZGLED 3.2.1. Naj bo Q = N, . = 29 [ pa mera, ki steje. Nadalje naj bo B, =
{n,n+1,n+2,...}. Za vse n velja u(B,) = 0o, torej je tudi lim,,_, p(B,) = 00, Ceprav
je Moy By =0, torej (N2, By) = 0. O
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Trditev 3.2.6. Ce je u pozitivna mera, za poljubno zaporedje mnoZic Ay, As, ... velja
M(Uliil Ak) < > rer (A

DokAz. Definirajmo U, := |J;_, As. Iz posledice 3.2.4 z indukcijo izpeljemo, da je
w(U,) < >0 1(Ag). Kerje Uy CU, C...in |22, Uy = Up_, Ak, po tocki (1) trdi-
tve 3.2.5 in definiciji 1.6.1 velja pu(Upey Ar) = limyooo p(Un) < limyoe > opey p(Ay) =
ZZL 1(Ax). u

3.3 Enoli¢cnost mer

Kdaj se dve meri, ki se ujemata na dolo¢eni druzini mnozic %, ujemata tudi na o-algebri,
generirani z %77 Kot bomo videli, brez dodatnih predpostavk ne gre.

ZGLED 3.3.1. Naj bo Q = {1,2} in % = {{1}}. O¢itno je oo(%) = 2°. Toda Diracova
mera 0, se na % ujema z nicelno mero, ne ujema pa se z njo na mnozici {2}. O

Morda je pri zgornjem zgledu §lo narobe to, da druzina % ni vsebovala celega prostora
(). Toda tudi v tem primeru se lahko zalomi.

ZGLED 3.3.2. Najbo Q = {1,2,3,4} in % = {{1,2},{2,3},{3,4}, {4,1},{1,2,3,4}.

Spet ni tezko preveriti, da je 0q(%) = 2. Zdaj pa definirajmo funkciji f,g: © — R po
predpisu:

f(1) = f(3) := %, f(2):=f(4):=0 in g¢g(1):=¢g(3):=0, g(2):=g(4) := %

Tedaj se meri ju(A) := " 4 f(w) inv(A) =3 ., 9(w) spet ujemata na %, ne ujemata
pa se na mnozicah {1}, {2}, {3} in {4}. Meri p in v sta celo verjetnostni. O

Za izpeljavo, kdaj se dve meri ujemata na celotni o-algebri, bomo potrebovali nekaj novih
pojmov.

DEFINICIJA 3.3.3. Druzina podmnozic . neke mnozice €2 je razred Sierpinskega, Ce velja
naslednje:

(1) Za poljubni podmnozici A, B € ., za kateri je A C B, je tudi B\ A € ..

(2) Ceje Ay C Ay C A3 C --- (ne nujno strogo) naras¢ajoce zaporedje mnozic iz
<, tudi unija teh mnozic pripada .7 .

Kljucni razlog za to, da se splaca gledati zgornje razrede, je naslednje ocitno dejstvo:

Trditev 3.3.1. Ce sta v in v realni meri, je druZina podmnoZic, na kateri se ujemata,
razred Sierpinskega. [ |

Naslednji rezultat je klju¢no orodje za izpeljavo enoli¢nosti mer.
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Izrek 3.3.2. Naj bo % druZina podmnozZic mnozice ), ki vsebuje ) in je zaprta za
neprazne koncne preseke (t. j. za poljubni mnoZici A, B € % velja AN B € %, brz ko je
ANB #0). Tedaj vsak razred Sierpiriskega, ki je nadmnoZica druZine % , tudi nadmnoZica
o-algebre oo ().

Preden dokazemo izrek 3.3.2, formulirajmo naslednjo oc¢itno posledico trditve 3.3.1 in
izreka 3.3.2:

Izrek 3.3.3. Naj bo % druZina podmnozZic mnoZice ), ki vsebuje ) in je zaprta za
neprazne koncne preseke. Ce se realni meri wjemata na % , se ujemata tudi na oo (% )M

Prvi korak k dokazu izreka 3.3.2 je naslednje opazanje.

Trditev 3.3.4. DruZina podmnoZic mnoZice ), ki je razred Sierpinskega, je o-algebra
natanko tedaj, ko vsebuje €2 in ko je zaprta za neprazne koncne preseke.

DokAz. Dokazati je potrebno le to, da je vsak razred Sierpinskega .7, ki vsebuje 2
in je zaprt za neprazne konc¢ne preseke, tudi o-algebra. Ker . vsebuje €1, je zaprt za
komplemente, potem pa vsebuje tudi prazno mnozico. Torej je zaprt za vse konc¢ne preseke
in tudi za konc¢ne unije. Potem pa mora biti zaprt tudi za Stevne unije, torej je o-algebra.

DoOKAZ 1ZREKA 3.3.2. Ker je poljuben presek razredov Sierpinskega spet razred Sierpin-
skega, obstaja najmanjsi razred Sierpinskega, ki je nadmnozica druzine %/. Oznacimo ga
z .. Dovolj je dokazati, da je . nadmnozica o-algebre 0o(% ). To bomo storili v ve¢
korakih.

Prvi korak: . vsebuje prazno mnozico. Ker je namre¢ 2 € % C . in je . razred

Sierpiriskega, je tudi ) = Q\ Q € 7.
Drugi korak: za vsak A € % in B € . je AN B € .. Definirajmo:

Sy ={CCQ;ANC € .S}

Ni tezko preveriti, da je .4 razred Sierpinskega, ki vsebuje ). Ker je % zaprta za
neprazne kon¢ne preseke in ker . vsebuje prazno mnozico, je .4 O %, torej je tudi
S DY, se pravi, da .4 vsebuje B, to pa pomeni, da je AN B € ..

Tretyi korak: .7 je zaprt za koncne preseke. Dokazati moramo torej, da za poljubni
mnozici A, B € . velja AN B € .. Naj bo .4 tako kot prej. Iz prejsnjega odstavka
sledi, da je .4 2 % (tudi pod zdajs$njo predpostavko, da je A € .). Ker je .4 razred
Sierpinskega, je tudi .4 D .¥, se pravi, da .#4 vsebuje B, to pa pomeni, da je ANB € .7.

Cetrti korak: .7 je o-algebra. To sledi iz trditve 3.3.4 (in opazanja, da tudi . vsebuje

Peti korak: . O 0q(%). Sledi iz dejstva, da je .¥ O %, in opombe 2.1.6. [ |

Ce sta ju in v neskonéni pozitivni meri, izrek 3.3.3 v splosnem ne drzi, kot pokaZe naslednji
zgled:
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ZGLED 3.3.4. Naj bo 2 = R in naj bo % druzina vseh neizrojenih intervalov na realni
osi. Mera p dane mnozice naj bo enaka ni¢, ¢e je mnozica prazna, in neskoncno, Ce je
neprazna. Mera v pa naj bo enaka nic, ¢e je mnozica Stevna, in neskoncno, ¢e je nestevna.
Tedaj se 1 in v na % ujemata, ne ujemata pa se na oq(%). O

Za neskonc¢ne pozitivne mere moramo predpostavke izreka 3.3.3 nekoliko spremeniti.
V duhu teh sprememb lahko izrek formuliramo tudi za realne mere: za ta primer bodo
nove predpostavke nekoliko rahlejse od tistih iz izreka 3.3.3: izrek 3.3.5 je mocnejsi od
izreka 3.3.3.

Izrek 3.3.5. Naj bo % druZina podmnozic mnoZice €1, ki je zaprta za neprazne koncne
preseke.

(1) Ce % wvsebuje stevno poddruzino, ki pokrije S0, se poljubni realni meri, ki se
ujemata na % , ujemata tudi na oq(%).

(2) Ce se pozitivni meri u in v ujemata na % in % vsebuje Stevno poddruZino, ki
pokrije Q0 in na kateri sta meri u in v koncni, se p in v ujemata tudi na oq(% ).

DokAz. Pod predpostavko (1) definirajmo %* := % U {0}, pod predpostavko (2) pa
definirajmo % * := {A € % ; u(A) = v(A) < oo} U {0}. Opazimo, da je mnoZica % *
zaprta za konc¢ne preseke. Nadalje z % ** oznac¢imo druzino vseh kon¢nih unij mnozic iz
w*. Ker je % * zaprta za konc¢ne preseke, to velja tudi za % **.

Pokazimo, da se p in v ujemata na % **. Z indukcijo po n torej dokazujemo trditev, da
za poljubne Uy, Us, ..., U, € %~ velja p(Up_, Ux) = n(Up—, Ur). Zan =1 je to o€itno
res, indukcijski korak pa izpeljemo tako, da iz trditve 3.2.3 izpeljemo:

(U =n(Ues) eoen (U
(UUk> = V(U Uk) + v(Upiq) (LZJ U N Upst )

Racuna veljata zaradi konc¢nosti mer na mnozicah U;. Po indukcijski predpostavki in
zaradi zaprtosti druzine % * za koncne preseke se oba izraza ujemata, s ¢imer je indukcijski
korak koncan.

Iz predpostavk izreka sledi, da obstaja zaporedje mnozic )1 C Q2 C ... iz ™, ki
pokrijejo 2. Oznacimo z %, sled druzine % ** na mnozici Q. Oc¢itno %} vsebuje Q. Ker
je U ** zaprta za konc¢ne preseke, to velja tudi za %,. Poleg tega je %, C % **. Torej sta
p in v realni meri na og, (%), ki se ujemata na %j. Po izreku 3.3.3 se u in v ujemata
na celotni druzini og, (%), ki je po posledici 2.2.6 tudi sled o-algebre oo (% **) na Qy.
To pa pomeni, da se za vsak A € 0q(%**) meri u in v ujemata na A N Qg. Po tocki (1)
trditve 3.2.5 se morata tedaj ujemati tudi na A. Sledi, da se p in v ujemata na oq(%Z**),
torej tudi na oo (%). [ |

(U N Up1 )
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