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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 15. 11. 2012

Matematika — univerzitetni studij

1. Dogodek, da Albert dobi dvoboj, ustreza naslednjim potekom partij:
AA, ABAA, ABABAA,... in BAA, BABAA, BABABAA,...

Verjetnost iskanega dogodka je torej enaka:

2 1 2 1 2\ /1 2\* 1\> 5
1+2| |1+=.24(=.2 -z o (2) == =07238.
e g (33) +(G3) | G) = o

2. Marina bo prisla Se pravocasno, ¢e ji bo ¢akanje na avtobus skupaj s cakanjem na
vlak vzelo najve¢ 10 minut. Verjetnostni prostor lahko predstavimo s pravokotnikom
na ravnini, kjer abscisa predstavlja cas, ki je minil od odhoda zadnjega avtobusa,
ordinata pa zaprtost prehoda oz. koliko ¢asa je prehod ze odprt:

vlak

prehod odprt | A
(7 min) :

prehod zaprt | A
(3 min) :

2 4 6 8 10 12  avtobus

1
Verjetnost, da Marina pride Se pravocasno, je torej enaka 240 = 0'796.
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4.

4P.

Oznacimo z A; dogodek, da ima i-ti igralec vse karte v barvi pika s samimi razli¢nimi
vrednostmi. Ocitno se lahko zgodita najve¢ dva taka dogodka. Glede na to, da je
moznih 10 pikovih lestvic petih kart (od A,2,3,4,5 do 10,J,Q,K,A), za vsak i velja:

10
p1 = P(A;) = —5- = 3'847693 - 107°.

52
(5)

Za dva igralca pa je stevilo razporeditev kart prikazano v naslednjih dveh tabelah — v

prvi vrstici so prikazane karte prvega igralca, v drugi pa stevilo moznih razporeditev

za drugega:

A2345 23456 | 345,67 |456,78 | 56,789
4 4 3 2 1

6,7,8,9,10 | 7,8,9,10,J | 8,9,10,J,Q | 9,10,J,Q,K | 10,J,Q,K,A
1 2 3 4 4

Torej za poljubna razlicna ¢ in j velja:
28
52\ (47
(5)(5)

Verjetnost iskanega dogodka je torej enaka 10p; — (120) po = 3°847661 - 1072,

pe = P(A;NA)) = = 7°023448 - 10712,

Naj bo K; dogodek, da je bila karta, ki je bila pred mesanjem na i-tem polozaju
v kupu, tam tudi po mesanju. Dogovorimo se, da indeksi ¢ = 1,2,3 oznacujejo
spodnje tri polozaje. Nadalje naj bo A dogodek, da je as po meSanju ostal na istem
mestu (to bi bil lahko dogodek K}). Izra¢unati moramo pogojno verjetnost dogodka
K, UK, U Ks glede na A.

Pogojno verjetnost dogodka K; izracunamo tako, da Se nadalje pogojujemo glede
na to, kje po mesanju pristane as (ne sme pristati na i-tem mestu). Dobimo:

- 2 1 2
PKi|A)==--=—.
3 3 9
Nadalje opazimo, da se lahko zgodita najve¢ dva dogodka K; (Ce se zgodijo vsi trije,
je tudi as na istem mestu). Za i # j velja:

Iskana verjetnost je:
P(KiUKyUKs | A)=P(K, | A)+ P(Ky| A) + P(Ks | A) —
—P(KiNKy | A)+ P(KiN K3 | A) +
+ P(KyN Ky | A) =

N | —



Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 5. 2. 2013

Matematika — univerzitetni studij

1. Ce z S oznagimo $tevilo dobitkov v prvih 100 stavah, je S ~ b(100,18/37). Po
teh 100 stavah ima Renato 10S Zetonov. Ce dobi zadnjo stavo (ko stavi desetino
zetonov), se mu Stevilo Zetonov poveca za 10%, ¢e zadnjo stavo izgubi, pa se mu
zmanjsa za 10%. Iskana verjetnost je tako enaka:

18 19

— P(118 > 500) + — P(9S > 500) =
37 P(115 > 500) + o— P(95 > 500)
18 19
=_P 4 —P
o (S > 452 )+37 (§>552) =
18 19
= — P(5>455)+ — P(S >555
57 P(§>45%5) + o= P(S > 55'5) ~
181 45’5 — 100 - £ RN R 555 —100- 2\ | .
37 |2 100 15 19 37 |2 100 15 . 19
= 0°402.

2. Najprej iz:

1:// —dxdy—/ / —d:r;dy—c
a:>y>1x 2
1:// —dxdy—/ / %dydng

z>y>1x 1 1 T 2

izracunamo ¢ = 2. Nato izracunamo kumulativno porazdelitveno funkcijo:

/ﬂ 2y<z x3 xdy

z>y>1

ali iz:

Racun lahko dokon¢amo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin:

o0 z42y 1 1
2(2) /max{l,—z} /y w5 Y max{—z,1}  2(z+ 2max{—=z,1})

oziroma:

1
—2— ) ZS—l
Fy(z) = 21
1-— sz > —1
2(z+2)

Drugi nacin: za z < —1 velja:

0oz 1
:/ / —dydx—— ,
—z J(z— z/Qx 2z
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za z > —1 pa velja:

Fy(2) /Z+2/x2dd+/oo/m 2 dyde =1— —1
7(z) = — dydx —dydr=1— ———.
1 @ 242 J (z—2)/2 z? 2(z +2)

Seveda dobimo isto kot prej. Ker je F; zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, ima
Z gostoto:

1
z
fz(2) = 1 )
- . > J—
20z +22

. Naj bo T ¢as okvare. Tedaj je ¢as od okvare do kontrole (glede na besedilo naloge)
enak max{ty, — 7',0}. Pri¢akovana vrednost je enaka:

1 — e Mo

to
E[max{to — T,0}] = / (to—t)Xe Mdt =tg — 3
0

. Prvi nacin. Zan =1,2,3,... ozna¢imo:
Ap; = {v prvih n — 1 metih nikoli ne pade i pik},
By; == {v n-tem metu pade i pik} .

Tedaj je dogodek {N = n} unija nezdruzljivih dogodkov (A,; \ Ane) N By in
(Ang \ An1) N Bypg. Ocitno je:

P(A,) = (g)n_l  P(B.) = é

Nadalje sta dogodka (A,; \ An;) in B, za poljubne i, j in k neodvisna. Dogodka
Ay in A,; pa sta odvisna, a za i # j velja:

P(A,iNA,;) = <%)n1 )
Sledi:
P A) = P — Pl (un ) = (2) ()

Torej velja:

== [0 43 (0)7-6))

Drugi nacin: izratunamo P(N > n), t. j. verjetnost dogodka, da po n metih e ni
padla ena pika ali pa Se ni padlo Sest pik. Po formuli za verjetnost unije dogodkov

zan=0,1,2, ... velja:
5TL 477,
PIN>n)=2(=) — (=] .
o =2(5) - )
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4P.

Torej zan =1,2,3,... velja:

P(N=n)=P(N>n—1)—P(N > n) :% [(g)w - (g)M] ,

kar je isto kot prej.
Opomba. Jasno je, da lahko slucajna spremenljivka N zavzame le vrednosti

2,3,4, ..., a zgornjo formulo lahko uporabimo tudi za n = 1: pravilno dobimo
P(N=1)=0.

Za verjetnostni prostor lahko postavimo kar (;1) = 6 enako verjetnih razporeditev
asa in fanta v kup stirih kart: ni potrebno lociti, katera karta je as in katera fant.
Ocitno lahko slucajna spremenljivka N zavzame le vrednosti 2, 3, ali 4; za n izmed
teh vrednosti dogodek { N = n} zajema n—1 izidov, saj mora biti ena izmed izbranih
kart na n-tem polozaju od zgoraj, druga pa nad njo. Sklep:

N~ <136 1?3 1?12) ‘



Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 4. 4. 2013

Matematika — univerzitetni studij

1. Zaradi enakomerne porazdelitve smeri lahko vesoljsko smer, iz katere pade meteorit,
fiksiramo. Ravne trajektorije, ki sekajo planet, ustrezajo tockam na krogu. Za
enoto lahko brez gkode za splosnost vzamemo kar polmer planeta. Ce trajektorija
ustreza tocki (X,Y’) iz enotskega kroga, meteorit pade pod kotom arccos R, kjer je
R =+vX?+Y?2 0d tod naprej gre na vsaj dva nacina.

Prvi nacin. Pricakovani kot je enak:
a:=F [arccos VX2 + YQ] ,

kjer je tocka (X,Y’) porazdeljena enakomerno po enotskem krogu. Sledi:

1
64:—/ arccos v/ 2?2 +y?de dy.
x249y2<1

(e

Prevedba na polarne koordinate nam da:

1 [ gl 1
@:—/ / rarccosrdrdgon/ rarccosT drdep.
T™Jo Jo 0

S substitucijo r = cost dobimo:

:2/ tcostsintdt:/ tsin(Qt)dt:—%()
0 0

Qi

T{'/2 1 7r/2
+ = / cos(2t) dt =
0 2 0

™
1 .

Drugi nacin. Oznac¢imo z « kot, pod katerim meteorit pade na planet. To je
zdaj sluc¢ajna spremenljivka. Izra¢unamo najprej njeno kumulativno porazdelitveno
funkcijo. Za 0 < t < 7/2 velja:

F,(t) = P(a <t) = P(arccos R < t) = P(R > cost) = 1 — cos’t.
Od tod dobimo porazdelitveno gostoto:
fo(t) =2costsint,

iz nje pa pricakovano vrednost:
/2 T
E(a):2/ tcostsintdtzz.
0

Opomba. Porazdelitev smeri, iz katere pade meteorit, je enakomerna le za cel
planet, ni pa enakomerna za posamezno tocko, na katero pade meteorit. Ce si



namre¢ zamislimo neko majhno povrsino okrog izbrane tocke, vsaki smeri ustreza
prizma zarkov, ki ponazarjajo trajektorije meteoritov, ki padejo iz izbrane smeri
na to povrsino. Toda smeri, ki je pravokotna na povrsino, ustreza prizma z vecjim
presekom kot pa smeri, ki je na povrsino posevna. Zato bi, ¢e bi gledali porazdelitev
smeri za posamezno tocko, bolj poSevne smeri (t. j. tiste, ki ustrezajo manjsim
kotom) imele manjSo gostoto verjetnosti.

Opomba. Pricakovana vrednost, ki smo jo dobili, se ujema s pricakovano vrednostjo
kota, ki bi bil porazdeljen enakomerno na intervalu od 0 do 7/2. Vendar pa kot,
pod katerim pade meteorit, ni porazdeljen enakomerno (glej drugi nacin).

. Velja:
4 —
r(X,X +aY) = S
2v4 — 2a + 9a?
torej mora biti:
2
a<4, (4=a) = 1

- 4(4 —2a+9a?) 36’
od koder dobimo a = 2.

. Iz:
XFkeX
B

PY =k|X)= k=0,1,2,...

dobimo:

XFke=X AT . e A

Od tod dobimo:

A A A\t
¥+ ) (A+ 1) A+1( A+1) ’

torej ima Y + 1 geometrijsko porazdelitev Geom(%ﬂ).

. a) Oznacimo pp = P(Ax) in naj bo B, dogodek, da se zgodi vsaj eden izmed
dogodkov A;, ... A,. Tedaj velja:

P(B)=1—(1—=p)(1—pa)--- (1 —p,) >1— e Priprteten)

Dogodki By, By, Bs, ... tvorijo narascajocCe zaporedje, ¢igar unija je dogodek, da se
zgodi vsaj eden izmed dogodkov dogodkov A;, As, As, .. .; verjetnost tega dogodka
je lim, o P(B,). Ker vrsta > .-, p; divergira, je ta limita vecja ali enaka 1, torej
je enaka ena.

b) Videli smo, da se skoraj gotovo zgodi vsaj eden izmed dogodkov Aj, As, . ... Naj
bo I prvi indeks i, za katerega se zgodi A;. Pogojno na I; so dogodki Ay, 11, Aj 12
spet neodvisni z verjetnostmi pr, 1, pr,+1,- ... Ker vsota teh verjetnosti spet diver-
gira, se skoraj gotovo zgodi vsaj eden izmed teh dogodkov. Torej se skoraj gotovo
zgodita vsaj dva izmed dogodkov A;, A,, . ... Isti sklep lahko naredimo tudi na Is,

9



drugem indeksu, za katerega se zgodi A;. Tako dobimo, da se skoraj gotovo zgodijo
vsaj trije dogodki. Ko nadaljujemo, dobimo, da se za vsak m skoraj gotovo zgodi
vsaj m teh dogodkov. Od tod pa sledi, da se skoraj gotovo zgodi neskon¢no mnogo
teh dogodkov.

4P. Iz tabele verjetnosti:

(k[ P(X=k) | P(X <k)|P(X<k)]
000673 |0 0'00673
003369 [ 000673 [ 004043
008422 [ 004043 [ 012465

k
0
1
2
3 || 0'14037 0712465 026503
4
)
6

017547 026503 044049
017547 0°44049 0°61596
014622 0°61596 076218

odc¢itamo ¢4 = 3, qi/2 = 5 in g3/4 = 6. Vsi trije kvartili so natan¢no doloceni.

10



Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 6. 6. 2013

Matematika — univerzitetni studij

1. Najprej izracunajmo:

a’+ 2
T

Ce z X oznadimo aritmeticno sredino, torej velja E(X) = a in D(X) = (a®+2)/300.
Po centralnem limitnem izreku je priblizno X ~ N(a7 (a® + 2)/300), torej je:

_ 1la 1 a 1 av/3
P(X>")|~-—- 10 = -] — ] .
< 10) 2 [a2+2 2 ( a2—|—2>
300

Torej mora biti priblizno @(a\/g /vVa?+ 2) = 0°45 oziroma priblizno
aV/3/Va? +2 = 295 = 1°645, kar je res pri a = 2005/2/(3 — 2295) = 4'3.

2. Iz gostote dobimo logaritem verjetja:

E(X;)=a, D(X;)=E[(Xi—a)?] =

sin(ma)

InL=nln
T

+ (a — 1)ZII1X,- - aZln(l - X;)
i=1 i=1
Ta funkcija gre proti minus nekonc¢no, ko gre a proti 0 ali proti 1. Torej bo maksimum

zagotovo dosezen tam, kjer je odvod:

dlnL
da

= nr ctg(ma) + Z In —
— 1-X;

enak nic, to pa se zgodi, ko je a enak:

Izrazava:

1 . ( nmw ) 1 . ( nmw )
a=—arctg| ——————~— | = —arctg| —=————
N ST Y R S e

pa ne da vedno pravilnega rezultata, saj je tedaj —% <a< %, medtem ko mora biti
v nasem statisticnem modelu 0 < a < 1.

11



3. a) Imamo podatke:

m=17, X =4576, S,x=1561,n=12, Y =31'17, S,y =2031.

Popravljeni vzoréni standardni odklon za vse Studente znasa:

=1768.

o _ (m—1)82 ¢+ (n—1)S2,
P m-+n—2

b) Po primerjavi testne statistike 7" = 219 s kriti¢nima vrednostma tg g75(27) = 2°05
in t9995(27) = 277 dobimo, da so odstopanja statisticno znacilna, niso pa zelo
znacilna.

4. Nastavimo neznano funkcijo h, za katero bo veljalo £ [h(X )} = \e*. Iz Poissonove
porazdelitve dobimo:

= M e=A
E)] = Son
k=0
Torej mora veljati:
—hk) e 25
> R _Z(k_l)l)\
k=0 k=1

in to velja za h(k) = k2%~!. To pomeni, da je X 2%X~! nepristranska cenilka za ) e*.

4P. S prvim momentom:

1 a
ml—E(X)—%/ rdr =0

si ne moremo ni¢ pomagati, zato pa si lahko pomagamo z drugim:
1 [ a®

my = E(X?) = — ?dr = —.
2 (X%) 2a / 3

—a

Cenilka za a je torej:

3
a= 3m2:\/—(X12+X§+---+X,%).
n

12



Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 28. 6. 2013

Matematika — univerzitetni studij

1. Oznacimo s H; dogodek, da smo iz vrece vzeli natanko 7 lesnikov dobavitelja B, Z5
pa dogodek, da smo dobili natanko dva zarka lesnika. Ocitno dogodki Hy, H; in Ho
tvorijo popoln sistem dogodkov. Velja:

pi - 90 - 2y - G0 1 o= O -

P(Zy | Hy) = 3-0°05- 095 = 0007125 ,
P(Zy | Hy) = 0052-085+2-005- 095015 = 0°016375
P(Zy | Hy) =0°05-2-015- 085 + 095 - 0'15% = 0°034125..

Pri tocki a) je zahtevana verjetnost enaka:
P(Zy) = ! 0007125 + ! 0°016375 + ! 0°034125 = 00132
25 15 15 a ’

pri tocki b) pa je enaka:

1 1
—.095-015%2=0108.
P(Zy) 15

2. Uporabimo centralni limitni izrek, za kar pa moramo poznati matematicno upanje
in disperzijo slucajne spremenljivke S. Velja:

E(X.Y;) = E(XZ) E(Y;) = —1,

E(X}) = D(X;) + (BE(X.))" =

B(V?) = D(Y (B(YV))" =10,

E(X?Y?) = B(X?) E(YQ) =50,

D(X,Y;) = B(X}Y?) — (B(X,Y))" =49,
E(S) = -100, D(S) = 4900.

Sledi:

1 100 1 10

3. Iz logaritma gostote:

In f(z) = glna—ln\/Qw—I—anm—axQ

13



4P.

dobimo logaritem verjetja:
3
InL = glna— nlnv2r+2(InX; +---+InX,) —a(X7+- + X7).
Opazimo, da gre In L pri vsakem naboru opazanj proti minus neskonc¢no, ko gre

a bodisi proti ni¢ bodisi proti neskon¢no. Zato bo maksimum nujno dosezen v
stacionarni tocki. Velja:

dinL  3n
= — (X244 X2
kar je enako ni¢, Ce je a enak:
3n

a =

2(XP+ X5 +---+X2)

Velja:
1 1\ F1
P(sz;)z—(l——) o k=1,2,3,...
a a
n:
_ X -Xy?/2

Brezpogojna porazdelitev slucajne spremenljivke Y je torej zvezna z gostoto:

fr(y) = E[fyix(y)] = Zé <1 - 1) ) % o hu?/2

a
k=1
k
/z>

T (a—1) \/_Z\F(

Vrsta konvergira za vse y in vse a > 1, za njeno vsoto pa ne kaze, da bi se dala
zapisati v elementarni sklenjeni obliki.

/OO fx(z)dz = /100(cx_2+x_4) dz = c—i—%

dobimo, da mora biti ¢ = 2/3. Kumulativna porazdelitvena funkcija je enaka:

Iz:

Fy(x)=P(X <z)= 2 1
M =PX<R=g 2 1
x T

Za y < 0 je o¢itno Fy(y) = 0. Za y > 0 velja:

Fr(y)=PY <y)=P2-y<X<2+y) =Fx(2+y) —Fx(2+ ).

14



Za 0 <y <1 velja:

za y > 1 pa velja:
B 2 B 1
32+vy) 3(2+vw)°

Od tod sledi, da je porazdelitev slucajne spremenljivke Y zvezna z gostoto:

Fy(y) =1

0 ;y <0
1 1 1 1 .
fY(y) = 3\/27(2—\/§)2 _'_ 2\/@(2—\/:,?)4 + 3\/@(2_’_\/@)2 + 2\/@(2_’_\/@)4 3 O < y < 1
1 1 .
39(2+/1)? + 2/5(24/9)" ;Y > 1

15



Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 23. 8. 2013

Matematika — univerzitetni studij

a) Slucajna spremenljivka N lahko zavzame celostevilske vrednosti od 2 do 2n —
2k + 2. Za i izmed teh Stevil se dogodek {N = i} zgodi, ¢e je med prvimi ¢ — 1
nogavicami natanko ena karirasta in ce je i-ta karirasta. To pomeni, da je med
zadnjimi 2n — ¢ nogavicami natanko 2k — 2 karirastih. Sledi:

(i = D)
1)

P(N =1i) =

b) Zan =4 in k = 2 dobimo:

2 3 4 5 6
N ~ (1_5 20 18 12 5) )
70 70 70 70 70

od koder izracunamo:

E(N) == E(N?) =5 D(N) =2

. Ker gre za 100 neodvisnih sestevancev, je smiselno uporabiti priblizek na podlagi
centralnega limitnega izreka. Velja:

E(X;Y;) = B(X;) E(Y;) =3, E(S) =300,
E(X}) = D(X)) + (B(X:)" =9, E<Y>= <>+(E<Y>)2=m,
E(X}Y?)=E(X?)E(Y?) =90, D(X;Y;) =81, D(S)=8100,
torej je priblizno:

10 — 11
P(S < 240) ~ & (M> (2

—=—-——¢ (| =) =0252.
90 +2 2 3) 0725

. Oznacimo ustrezni aritmeti¢ni sredini z uy in gy ter ustrezna popravljena standar-
dna odklona z S, 7 in S, m. Naj bo v vzorcu n moskih in n Zensk. Nicelno hipotezo
zavrnemo v Kkorist alternativne, ce je:

iM — Pz \/g > t0.99(2n - 1)
[S2 v + S
2

to.99(2n — 1) L L

vn \/ ngM + Sﬁ,z

kar velja za n > 169 (¢e kvantil Studentove porazdelitve aproksimiramo s kvantilom
standardne normalne porazdelitve, pa ustrezno neenakost dobimo ze za n > 162).

ali ekvivalentno:

= 018034,

16



4.

4P.

Oznacimo z R razdaljo od izhodis¢a do najblizje tocke (Ge tock sploh ni, pa naj bo
R = 00). Najlazje je racunati komplemenarno kumulativno porazdelitveno funkcijo,
torej P(R > r). To je verjetnost dogodka, da v krogu okoli izhodis¢a s polmerom r
ni nobene tocke.

Kvadrat oddaljenosti posamezne tocke od izhodis¢a ima porazdelitev hi kvadrat z
dvema prostostnima stopnjama, ki ima gostoto:

1 _—z/2 .
_ ] se ;x>0
9() { 0 ; sicer

Verjetnost, da je posamezna tocka od izhodisca oddaljena za vec¢ kot r, je enaka:

Od tod sledi: .
P(R>7r|N)=e Nr/2

in:
o

P(R>7“):Z

n=0

n ,—\
A"e e—nr2/2 _ eA(e’TQ/Q—l)
n!

Kumulativna porazdelitvena funkcija je torej enaka:

0 r <0
FR<T) = 1 . e/\(ef'r2/2_1) > O

Opazimo, da njena limita, ko gre r proti neskon¢no, ni 1, temve¢ 1—e~*. Ta limita je
verjetnost, da je slucajna spremenljivka R konc¢na ali, ekvivalentno, da je v ravnini
vsaj ena tocka.

Najprej dolo¢imo kumulativno porazdelitveno funkcijo Fy(y) = P(Y < y). Ker
lahko Y zavzame vrednosti od 0 do 4, je za y < 0 o¢itno Fy(y) = 0, za y > 4 pa
Fy(y)=1. Za0 <y <1 velja:

2
FY(?J):P(X2<?J):P(_\/§<X<\/@23\/5,
za 1 <y <4 pa velja:

VU +1
R

Fy(y) = P(X*<y)=P(—/y<X <y =P(-1< X <) =

17
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 17. 11. 2011

Matematika — univerzitetni studij

1. a) Igralca najprej dobivala igre izmenoma, brz ko nekdo dvakrat zmaga, pa koncata.
Ce z J, oznac¢imo dogodek, da je zadnji dve rundi dobil Janez, velja:

P(J5) = g l(; : §>k+% <§ : %)k] : (g)Q = ;—? = 0°762.

b) Naj bo A dogodek, da sta odigrala ve¢ kot tri runde. Izra¢unamo lahko:

2\? 1 /2\* 2
z “(2) | =2 =0222.
ORHANE

2. Ce postavimo, da je izid v verjetnostnem prostoru dolo¢en z Albertovim in Bojani-
nim prihodom na postajo, je tak izid izbran na slepo v okviru predpisanih meja za
prihode (okvir na sliki). S sivo barvo je oznacen dogodek, da se Albert in Bojana
srecata:

1
P(Jy)

P(A|J) = 1— P(A°| ) =1~

Bojana
10:05 +
10:03 +
10:00 +
9:55+
9:53 9:55 10:00  10:03 Albert

Verjetnost iskanega dogodka je razmerje plosé¢in, ki je enako 0°33.
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3. Oznacimo z n Stevilo metov, z S pa Stevilo Sestic. Tedaj je S ~ b(n,1/6). Veljati

mora:
P(S>015n)>095.

Po Laplaceovi integralski formuli je:

1 0'15n —n/6 1 /' n
n.é.g

Torej bo §tevilo metov ustrezalo priblizno tedaj, ko bo 1/n/500 > ®~1(0°45) oziroma
n > 500(01(0'45))” = 135277, torej n > 1353,
V resnici je najmanjse mozno Stevilo metov, ki ustrezajo zahtevi, ze 1280. Ne ustreza

pa vsako stevilo izdelkov, ki je vecje ali enako 1280: prvo stevilo, od katerega napre]
vsako Stevilo narocenih ustreza, je 1375. Nekaj tocnih verjetnosti:

n=1280: P(S > 192) = 09507721
n=1281: P(S > 193) = 09437958
n=1374: P(S > 207) = 0°9497926
n=1375: P(S > 207) = 0°9510002

Na naslednji sliki so prikazana $tevila narocenih izdelkov, ki ustrezajo (polni krogci)
in Stevila, ki ne ustrezajo (prazni krogci).

(lSeSseests usee Seeiist eevee  Seee eesil _Geee  wev See L Se S8 S Se S e S )

1270 1280 1290 1300 1310 1320 1330 1340 1350 1360 1370 1380 1390

4. Oznac¢imo s H; dogodek, da se Student ni ucil j vprasanj, ki jih je dobil (j = 0,1, 2).
Tedaj velja:

P(H;) = M 7
()

P(U=i| H;)= (‘7> 02008

]

oziroma:

P(HO):%, P(U=0]|Hy =1, P(U=1]|Hy) =0, P(U=2]|Hy) =0,
P(Hl):i—g, PU=0|H,)=08, PU=1|H)=02, P{U=2|H)=0
P(H,) = %, P(U=0]|Hy) =064, P(U=1|Hy) =032, P(U=2]|H,)=004.
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Torej je:

10 25 10
(U=0)= -1+ 5 08+ - 0764 = 0'8089,
10 25 10
PU=1)=—-04+—=-024—-032=01822
( ) 45 +45 +45 ’
10 25 10
(U=2)= -0+ -0+ =004 = 00089,

oziroma priblizno:
U 0 1 2
0°'8089 071822 00089/ -

Opomba: seveda bi bilo dovolj izra¢unati P(U = 1) in P(U = 2) in nato upostevati,
da je vsota verjetnosti enaka 1.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 12. 1. 2012

Matematika — univerzitetni studij

1. Zak=1,2,...9 velja:

P(D:k):ZP(k 10”§%§(k+1)-10”>:
n=0
_yp ! U< ! );
; ((k+1) o = ~ k-107
:ilo-n(l_;):
v ko k+1
10
C9k(k+1)

2. IzY =X (% — 2) dobimo:

2o = [ (e (2-2)) |5

Ocitno Z skoraj gotovo zavzame vrednosti iz (0,1/2). Za z iz tega intervala po
krajsem rac¢unu dobimo:

A2 [ 1
fz(2) = —/ e MV/ZDz 0 q = (
0

22 1 —2)?

dx .

(neodvisno od \ — zakaj?) Sledi:

3. Pruvi nacin. Obstaja (g) = 84 razporeditev treh krizcev v 9 polj. Prestejmo razpo-
reditve pri posameznih vrednostih sluc¢ajne spremenljivke S:

e S = 0: vse vrstice in vsi stolpci so zapolnjeni, kar ustreza razporeditvam, pri
katerih v vsako vrstico damo po en krizec, obenem pa jih damo tudi v same
razli¢ne stolpce: 6 razporeditev.

e S = 1: lahko imamo nic¢ praznih vrstic in en prazen stolpec ali pa obratno. Za
vsako moznost imamo po 3 -2 - 3 = 18 razporeditev, skupaj 36.

e S = 2: lahko imamo dve prazni vrstici in ni¢ praznih stolpcev (3 razporeditve),
obratno (spet 3 razporeditve) ali pa eno prazno vrstico in en prazen stolpec
(3 -3 -4 = 36 razporeditev). Skupaj 42 razporeditev.
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Dovolj je sicer presteti razporeditve za samo dve vrednosti slucajne spremenljivke
S. Torej je:
0 1 2 0 1 2
S~le s 2)=1 6 1
84 84 84 4 14 14
20 10
in F(S)=— =—.
n B(5) =173=7

Drugi nacin. Oznac¢imo z X Stevilo vrstic, z Y pa Stevilo stolpcev, ki ostanejo
prazni. Tedaj je S = X + Y. Spet prestevamo razporeditve:

e X = 0: v vsako vrstico damo po en krizec: 3% = 27 razporeditev.

e X = 1: v eno vrstico gresta dva krizca, v eno en krizec, v eno pa noben krizec.
Dobimo 3 -2 -3 -3 = 54 razporeditev.

e S = 2: v eno vrstico gredo vsi trije krizci: 3 razporeditve.

Torej sta slucajni spremenljivki X in Y obe porazdeljeni diskretno s shemo:

0 1 2 0 1 2
27 54 3 )= (9 18 1
84 84 84 28 28 28

20 5
iz katere dobimo F(X) = E(Y) = 2% = 7 in nazadnje se E(S) = E(X) + E(Y) =
10
=
Tretji nacin. Pisemo S = X; + Xy + X3+ Y] + Y5 + Y3, kjer je:
1 ; i-ta vrstica je prazna 1 ; j-ta vrstica je prazna
X; = . : i , Y; = : A i
0 ; ¢-ta vrstica ni prazna 0 ; j-ta vrstica ni prazna
. . . & 20 5 .
Velja F(X;) = P(i-ta vrstica je prazna) = ﬁ =g g ™ podobno tudi
3
) ) 10
E(Y;) = —. Sledi E(S) =6 — = —.
(Y;) 21Sel(S) 621 -

. Najprej izracunamo gostoto: fx(z) = Fi(z) = e " e~®. Sledi:

E(eX/2) :/ e

—00

S substitucijo t = e~*/2 dobimo:

E@WﬂzzAmfﬂ@ (%)

Od tod naprej gre na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: zaradi sodosti lahko (x) pisemo tudi v obliki:

E(eX/2) —/ et dt

—00
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in s pomoc¢jo gostote normalne porazdelitve N(0, o):

]_ 2 2
P S C
Ht) = —
za 0 = 1/+/2 dobimo:

E(eX/2) :/ eV dt = NZS

—00

Drugi nacin: z nadaljnjo substitucijo s = > dobimo:

E(e*/?) _/Oooe\/;ds_r (%) =

24
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 12. 4. 2012

Matematika — univerzitetni studij

1. Ker mora biti vsota vseh verjetnosti enaka 1, velja p = 1/12. Nadalje je:

2 1 a 1 a
E(X):§, E(Y>:§+E’ E(XY):E+E'

Slucajni spremenljivki X in Y sta torej nekorelirani natanko tedaj, ko velja

Loa_2(1 a) o
12 12 3\3Tp)prereTy

2. a) Prvi nacin. Iz rodovne funkcije binomske porazdelitve dobimo pogojno rodovno
funkcijo slucajne spremenljivke S

o= (122)

brezpogojna rodovna funkcija pa je njeno matematicno upanje:

0s(2) = B[Gan()] = 3207 (12) " e | (1) - A] _

_ eA(z2+2z—3)/4.
Drugi nacin. Uporabimo, da je binomska porazdelitev b(2n,1/2) dobljena kot
porazdelitev vsote X; + Xo + --- + X,,, kjer so Xi,... X, neodvisne in porazde-

1 2
ljene binomsko b(2,1/2). Rodovna funkcija te porazdelitve je Gx(z) = ( _g Z) .

Ker se porazdelitev slucajne spremenljivke S ujema s porazdelitvijo sluc¢ajne vsote
X;+ X5+ -+ -+ Xy, mora biti njena rodovna funkcija enaka Gg(z) = Gy(Gx(2)).
Iz Gn(z) = e)*~D dobimo:

Gs(z) = exp [x((zgl)ll)] |

b) Prvi nacin. Z odvajanjem rodovne funkcije dobimo:

kar je isto kot prej.

A 1
qu(z) _ (Z;— ) e/\()\2+2z73)/4’
G'0) A
1! 2 '
Drugi nacin. 1z razvoja rodovne funkcije v eksponentno vrsto dobimo:

2 2 2 2
Gs(z) = o34 AE2H22)/4 _ ,—3)/4 (1 Y 2%+ 2z n )\_ (z + 22) n ) |

torej je P(S=1) =

4 2 4
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A
od koder sledi P(S =1) = 3 e 3M4
Tretji nacin. Ker pogojno glede na N velja S ~ b(2N,1/2), je tudi:

- () ()

N > ne=XA X Amtl -2
P(Szl):E[—}:ZL)‘_‘a:Z)‘ € :ée—sx/z;_

22N-1 22n—1 n! — 22m+1 | 2

in posledi¢no:

n=1

. Velja F(X;) =0in D(X;) =1/6, torej E(S) =0in D(S) = 25. Sledi:

1 x
P(S>z)~=—® (—) ,
torej mora biti x ~ 5P~1(0'45) = 8'22427.
Tocen rezultat: 0°224672.

a) Ce z m ozna¢imo mediano, mora veljati:
m 1
/ 2udu = u? = =,
0 2
torej je m = v/2/2.

b) Prvi nacin. Za 0 < z < 1 velja:
Fy, (@) =PUr <zalily <z)=PU <)+ P(Us<z)—- P(U) <2,U, <z)=

=222 — 2t

fug, (x) =4z — 4a3

1
8
torej je E(U(l)) = / (42* — 4a*) dx = IR Nadalje za 0 < z < 1 velja:
0

Fyg, () = P(Uy < 2,U; < x) = P(U; < 2,Up < ) = '
fop (@) = 4a3
! 4
torej je E(U(g)) = / 4zt da = R
0

Drugi nacin. Velja:

E(Uy) = 4// min{z,y} rydrdy =
0,1]2

= //xy dydx+4//xydydx—
——/J;dx—|—2/ (1 — 2 de =
3 0

8

15
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n:

E(U) = 4// max{z,y} rydrdy =
[0,1]2

1 pz 1,1
4/ / xzydydx—l—él/ / :vyzdydx:
o Jo 0 Ja
1 4 1
/x4dx—|——/ z(1—2%)de =
0 3 Jo

)
4
5

2
¢) Cenilko za mediano slu¢ajne spremenljivke X, ki je enaka a — + b, nastavimo v

8 4
obliki AX(1)+4X(2). Njeno matematicno upanje je enako A (1—5a + b) +u (ga + b) )

Cenilka bo nepristranska natanko tedaj, ko se bo to dvoje ujemalo pri vseh a in b,
to pa bo tedaj, ko bo:

B W
5 T5M T
A=
15v/2 15v/2
torej ko bo A =3 — g/_inu—T\/_—Z.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 7. 6. 2012

Matematika — univerzitetni studij

1. Dana porazdelitev ima gostoto:

1 2 2 1 x? xr 1
— —(z=a)%/(2a%) _ 2 4T
/@) o avor P ( 2a? * a 2) ’

kar nam da verjetje:

1 1 — ] — n
L=—— — ) X2+ X, —— .

Le-to je ves Cas strogo pozitivno in gre proti ni¢, brz ko gre a proti nic¢ ali proti
neskonc¢no. Ugodno je gledati njegov logaritem:

__n 2
lnL——gln(Zw)—nlna—TaQZX + - ZX——

ki ima odvod:

dlnL n ] — ] —
= —— 4+ — ) G — X;.
da a+a3izl ! a2izl

Edina ni¢la odvoda na intervalu (0, c0) je:

Q>

2
1 w 1 — 1 —
- _ X, — X. - X2
| () iy
n=1 n=1 =1
in to je iskana cenilka za a.

2. Iz zapisa gostote:
1

flz) = Tl (aln : = x)

(za 0 < x < 1) razberemo, da gre za eksponentno druzino, katere parametri¢ni
prostor je odprta mnozica (0,1) (za vse a iz te mnozice ima porazdelitev smisel).
Nepristranska cenilka z najmanjéo mozno disperzijo bo torej vsaka funkcija pripa-
dajoce zadostne statistike In =+ X, ki bo nepristranska cenilka za a. Ker je funkcija
r — In %= strogo narascajoca, je dovolj iskati kar funkcije opazanja X. Iz:

B 1 . w,. Bla+1,1-a)
R T L R T
_T+1T(1-a) T(1)  Tla+1)

r'(2) I(@)T(1—a)  I(a)

sledi, da je iskana cenilka kar opazanje samo, t. j. X.
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3. Oznacimo dano statisti¢no spremenljivko z X. Najprej opazimo, da je X pri § =1
z verjetnostjo 1 enak 0, kar pomeni, da mora interval zaupanja pri opazanju X = 0
obvezno vsebovati tudi 1. Zaradi predpisane oblike mora biti torej to kar interval
[0, 1]. Preostala dva parametra, by in by, lahko nastavimo strogo manjsa od 1.

Ce nastavimo b; > by, velja:

,9<b2
PQ(QEI): P@(X:0)+P9(X:1) ;b2§0<bl
Po(X =0) ;b <0 <1
oziroma:
1 9<bg
4 by <O <D
Py(6 € 1) g1 2=l n
92
_ by <6<1
2—60+1
Ni se tezko prepricati, da sta funkciji 0 — 3 9 T inl— gy 9 +1 na intervalu [0, 1]

obe narascajoci, torej je:

_ . by b}
f Pp(0el)= )
0<o<1 b e mm{bg—bfrl’b%—bm%}

Pogoj inf,y<; Py(0 € I) = 3 bo zagotovo izpolnjen, ¢e bo:

b B v?
b3 —by+1 02 —0b +1

= 3.

Ker sta funkciji 6 — 92 e 7 in 20 — m na intervalu [0, 1] obe naras¢ajo¢i in ker

za 0 € (0,1) velja 5= 9+1 > 0279“, je pri zgornji izbiri tudi by > by. Velja:
b= PEVBGE-4) 18-V +35)(1—F)
2(1 — B) 20

Pri = 095 dobimo b; = 0°9523 in by = 0'7954 (obakrat smo zaokrozili navzgor).
No, dovolj je, da je velja le ena enakost, drugi parameter pa se lahko poveda (a
potem dobimo daljsi interval zaupanja za enako stopnjo zaupanja).

Ni pa to edina moznost. Ce postavimo b; < by, dobimo:

P@(GEI): PQ(X:0)+P9(X:2) ;b1§9<b2
Po(X =0) by <O<1
oziroma:
1 ;0 < by
20% — 20 + 1
Poel)={ pogyy =0k
02
b, <0<1
92_0+1 y V2 >



Kot smo Ze omenili, je funkcija 0 — 3 na intervalu [0, 1] naras¢ajoca. Funkcija

9+1
0 — 92 gfﬁl pa Je na intervalu [0, 2] padaJoca na intervalu [ ,1} pa narascajoca;
v % ima minimum £. Zato mora biti b; > , brz ko je B > 1 - V tem primeru velja:
by b? }
inf Py(f € I) = min , ! )
%%1“ ) {@—@+1@—@+1

Pogoj inf,y-, Py(0 € I) = 3 bo zagotovo izpolnjen, ce bo:

207 —2by +1 b2 _ 5
B—b+1  b3—by+1
Spet ker sta funkciji 6 — 233:% in 0 r—) 92—9+1 na intervalu [ , } obe narascajoci
in ker za 0 € (%, 1) velja 232:3?:;1 > g 0+1’ je pri zgornji izbiri tudi b; < by. Velja:
y 2B+ VEE-C=B) |, _ -p+/BGE-1)
2(2—p) ’ 2(1-8)

Pri 8 = 095 dobimo b; = 0°9499 in by, = 09523 (obakrat smo zaokrozili navzgor).
Ta izbira je torej slabsa glede na sestevek dolzin pri vseh opazovanjih. Spet je
podobno kot prej dovolj, da je velja le ena enakost, drugi parameter pa se lahko
poveca (a potem dobimo Se daljsi interval zaupanja za enako stopnjo zaupanja).

Mozno pa je izbrati tudi by = by. V tem primeru dobimo:

b g = TPHVBGI-4)
L 2(1- )

(torej 09523 pri 8 = 0'95), kar je kombinacija prej$njih dveh moznosti.

. Oznacimo nase opazanje, t. j. Stevilo metov, pri katerih pade Sestica, z X. Velja X ~
b(13,8), kar je enoparametri¢na eksponentna druzina, katere naravni parameter je
narasc¢ajoca funkcija parametra @, pripadajoca zadostna statistika pa je natancno
X. Torej nic¢elno hipotezo zavrnemo, Ce je opazanje X preveliko. Ker je Py/6(X >
5) = 0°0512, hipoteze ne moremo zavrniti — vsaj ¢e testa ne randomiziramo.

Ce pa dopustimo randomizacijo, nam verjetnost Py/6(X > 5) = 00127 pove, da
lahko hipotezo zavrnemo z verjetnostjo:
005 — Pys6(X > 5) ~005— Py(X >5)
P1/6(X Z 5) - P1/6(X > 5) P1/6(X = 5)

=097.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 18. 6. 2012

Matematika — univerzitetni studij

a) Prvi nac¢in. Oglejmo si nasprotni dogodek, t. j. da Albert nikoli ne bo izpuscen.
Le-ta je presek padajocega zaporedja dogodkov, da bo Albert v jeci prebil ve¢ kot
n noc¢i. Verjetnosti teh dogodkov so enake:

1 2 no 1
2 3 n+1 n+1’

torej imajo limito ni¢, se pravi, da je ni¢ tudi verjetnost dogodka, da Albert nikoli
ne bo izpuscen.

Drugi nacin. Oznac¢imo z J,, dogodek, da je Albert v jeci prespal natanko n nodi.
Velja:
1 2 n—1 r 1

2 3 n n+l nn+1)

Dogodek, da Albert neko¢ pride iz jece, je unija dogodkov Ji, Js, Js, ..., ki so ne-
zdruzljivi. Njegova verjetnost je enaka:

— — n(n+1) m—ooo ~\n n+l m—300 m+ 1

b) Oznac¢imo z N5 dogodek, da je Albert v dani deZeli prespal natanko petkrat. Ta
dogodek je mozen, ce je v jeci prespal trikrat, stirikrat ali petkrat. Za n = 3,4,5
velja:

1
P(Ns | J,) = ——.
(N5 [ o) n+1
Po Bayesovi formuli dobimo:
1 1
_ 3.4 4 75
P(Js| N5) = — 1+ i 1+ 1 131—0573
3-4 4 4.5 5 5-6 6

. Prvi na¢in: s pomoéjo kumulativne porazdelitvene funkcije. Ce oznac¢imo Y =
— | X] inje0 <y <1, jeY <y natanko tedaj, ko je n < X < n + y za neki
n € N. Sledi:

ZPn<X<n—|—y 122/ x—i—l —

o0

1 1
S ()
111271:1 n+y+1 n
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Iz delne vsote:

il( SVILED BNCELOIES

n+y+1 n 1+y+m
In(1
po limitiranju dobimo Fy (y) = W Natancneje, kumulativna porazdelitvena
n
funkcija je enaka:
0 ;y <0
In(1
Fri) =4 200 o<y <
1 ry=>1

To tudi pomeni, da je slu¢ajna spremenljivka Y zvezna z gostoto:

1
— ;0<y<l1
fr(y) =< (1+y)n2
0 ; sicer

Drugi nac¢in: izracunamo neposredno gostoto. Funkcija h(z) = x — |x] je namrec¢ v
slucajni tocki X z verjetnostjo 1 zvezno odvedljiva, njen odvod pa je enak 1. Sledi:

)= 3 fxla).

z;h(z)=y
Za 0 < y < 1 to pomeni:
Frln) =Y fely+m) = Y L
Y\ — d In2 = (n+y)(n+y+1)
1 1 1
_E;((Hy)_(an))'

Iz delne vsote:

f: 1 1 1
“\(n+y (+y+1)) 1+y l+y+m
po limitiranju dobimo fy(y) = 1/(1 + y), kar je enako kot prej.

. a)lz

E(e_X) = /\/ e Te My = )\—+1
0

dobimo:
1 A

R DA

A+1 A+1
torej je 1 — e~ nepristranska cenilka za 1/(A+1). Ker gre za eksponentno druZzino
s parametri¢nim prostorom, ki je odprta mnozica, ima ta cenilka tudi enakomerno

:1—E(6_X) :E(l—e_X),
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najmanjso disperzijo.

b) Za eno opazanje X je X tudi statistika, ki pripada ustreznemu zapisu eksponentne
druzine. Za dve neodvisni opazanji X, in X, je pripadajoca statistika vsota X;+ X5,
ki ima porazdelitev Gama(2, \), torej zvezno z gostoto:

flz) =Nae ™,

Iz prejsnje izpeljave cenilke dobimo:

1 oo
— = 1—e e ™Md
- /0 (1— e )™ d,
torej je:
A X1 —e® 1 — —(X1+X2)
_:v/ ¢ e Nde—E(—Z ")
)\ + ]. 0 T Xl + X2
1 — 67(X1+X2)
od koder kon¢no dobimo iskano cenilko 1 — ————
X1+ Xo

. X =169, S,=0940, tp975(99)=198.
Interval zaupanja: 1'50 < X < 1'88 (spodnja meja je zaokrozena navzdol, zgornja
pa navzgor).
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 20. 8. 2012

Matematika — univerzitetni studij

. a) Sprejeta je lahko ena, dve ali pa tri palice. Tri palice so lahko sprejete, ¢e padejo
na enega od naslednjih treh nacinov:

. . 33! 18
Verjetnost tega dogodka je 5 =343
Oglejmo si zdaj dogodek, da je sprejeta natanko ena palica. Ocitno je to prva
palica, ki pade, drugi dve pa morata pasti tako, da se z njo prekrivata. Ce pade
palica vodoravno (4 moznosti), se lahko naslednja z njo prekriva na 4 nac¢ine. Ce
palica pade navpi¢no ob strani (2 moznosti), se lahko naslednja z njo prekriva na
3 nadine, ¢e pa pade navpi¢no na sredino (1 moznost), pa se lahko naslednja z njo

prekriva na 5 nacinov. Torej je verjetnost, da je sprejeta ena sama palica, enaka:

4-4242-3%4+1-5° 107
73 3437
18 107 218

Verjetnost, da st jeti d lici, j kal— — —— =="—_Cetorejz X
erjetnost, da sta sprejeti dve palici, je enaka 33 313 343 e torej z

oznacimo Stevilo sprejetih palic, velja:

¥ (1 2 3> _ ( 1 2 3 )
~ 07 218 18 | = . . : )
% ﬁ 343 0312 0636 0052

b) Oznac¢imo z A;, Ay in A3 dogodke, da je bila prva, druga oz. tretja palica sprejeta.
Izracunati moramo:
P(A1NAyNAS) P(ANA)—P(X =3)

P(AiNAy | X =2)= P(X =2) - P(X =2)

Dogodek A; N A, se lahko zgodi na naslednjih 11 nacinov:
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21 22 )
m = 19 Sledi:

in ima verjetnost

£Z_18 34
PAINA | X =2) =238 = — = (642

218 -
343 53

. Nalogo najlazje resimo s pomocjo rodovnih funkcij: ¢e je G rodovna funkcija slucaj-
nih spremenljivk X;, G5 pa rodovna funkcija slucajne spremenljivke 2V, je rodovna

funkcija iskane vsote S kompozitum Gyo0 G;. Ker so slucajne spremenljivke X;
porazdeljene geometrijsko, je:

2g 2s
G p— 3 pr—

rodovna funkcija slu¢ajne spremenljivke N pa je funkcija:

18 3s
5 — = ,
l—3s 4-s
. 3s? o . N
torej je Ga(s) = TR Rodovna funkcija slucajne vsote S je tako funkcija:
25 )2 2 1.2
3 () s 35
S B} = = 2 s
4 — (&) 3—2s 1-3s

torej ima S geometrijsko porazdelitev Geom(1/3), pomaknjeno za 1 v desno. Z
drugimi besedami, S — 1 ~ Geom(1/3).

. Iz zapisa gostote:
1

1@) = BT P (aln - - x)

(za 0 < x < 1) razberemo, da gre za eksponentno druzino, katere parametri¢ni
prostor je odprta mnozica (0,1) (za vse a iz te mnozice ima porazdelitev smisel).

Nepristranska cenilka z najmanjso mozno disperzijo bo torej vsaka funkcija pripa-
dajoce zadostne statistike In %, ki bo nepristranska cenilka za a?. Ker je funkcija

r — In %= strogo narascajoca, je dovolj iskati kar funkcije opazanja X. Iz:

1 ' Y B(a+1,1—a)
E(X):B(a,l—a)/0$(1_x) do = B(a,1 —a) -
I'a+1)I'(1—a) I'(1) _Tla+1) "
I'(2) ['(a)T(1 —a) I'(a) ’
2 1 b . B(a+2,1—a)
E(X):B(a,l—a)/ox (1 =)™ de = B(a,1—a) -
T(a+2)T(1 —a) I'(1) ~T(a+2) ala+1)
['(3) [(@)(1—-a) 2T(a) 2

sledi, da je iskana cenilka 2X? — X.
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4. X =883, S, =1854, tg995(9) = 325.
Interval zaupanja: 692 < X < 1074 (spodnja meja je zaokrozena navzdol, zgornja
pa navzgor).
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 3. 9. 2012

Matematika — univerzitetni studij

1. a) Iskana verjetnost je enaka pogojni verjetnosti P(A | B), kjer je A dogodek, da
Rajko v posameznem strelu zadene 10 krogov, B pa dogodek, da zadene ve¢ kot 7
krogov (glej pojasnilo spodaj). Ker je A C B, je:

P4 & 1

U

1

P(A|B) =

[

Pojasnilo. Denimo, da izvajamo zaporedje neodvisnih poskusov in da lahko pri vsakem pride do opazanja A, prav tako pa tudi
do opazanja B. Mozne so vse kombinacije (AN B, A\ B, B\ A in AN B) in vse se pri posameznem poskusu zgodijo s fiksnimi
verjetnostmi, ki jih ozna¢imo s P(AN B), P(A\ B), P(B\ A) in P(AN B). To so verjetnosti v verjetnostnem prostoru, ki se nanasa
na posamezen poskus. Privzemimo, da je P(B) > 0.

Poleg prej omenjenega pa gledamo Se verjetnostni prostor, ki se nanasa na celotno zaporedje poskusov. Namesto A in B imamo na
njem dogodke A, in B,: to sta dogodka, da v n-tem poskusu pride do opazanja A oziroma B. Verjetnost na tem prostoru oznac¢imo
s P (to je torej produkt Stevno neskonéno verjetnostnih mer P). Zanima nas }B(Co), kjer je Cp dogodek, da pri prvem poskusu, pri
katerem pride do opazanja B, pride tudi do opazanja A. Dokazali bomo dokaj intuitivno trditev:

P(Co) = P(A| B). (*)
To lahko storimo na vsaj dva nacina.
Prvi nacin: dogodek C( zapisemo kot disjunktno unijo dogodkov By N---N By_1 N A, N By, kjer jen =1,2,3,.... Sledi:
- R _ e P(ANB
P(Co)= > P(B1n - NBp_1NApNBp)=> (1-PB)" 'P(ANB)= (P(73)> = P(A|B).
n=1 n=1

Drugi nacin: s pomodcjo rekurzivne zveze. Dogodek C( zapisemo kot disjunktno unijo dogodkov A; N Bj in B N C(?, kjer je
CO_’ dogodek, da pri prvem poskusu od drugega naprej, pri katerem pride do opazanja B, pride tudi do opazanja A. Tedaj velja
13(004' | B1) = P(Cp) (intuitivno je to zelo jasno, teoreti¢na utemeljitev pa sloni na t. i. Dynkinovi lemi, znani tudi kot izrek m-\).
sledi:
P(Co) = P(A1 N By) + P(B1)P(Cp) = P(AN B) + (1 — P(B))P(Co),

od koder dobimo:

- P(AN B)

P(Co) = — — =P(A| B).

P(B)

b) Slucajna spremenljivka R lahko zavzame vrednosti 1, 2 ali 3. Dogodke, povezane
z njenimi vrednostmi, lahko prikazemo z naslednjimi vzorci rekordov s pripadajoc¢imi
verjetnostmi:

R=1: 7,...10,. :
. 1.1 _1
1.1 1
7,...9,...10,... 3-1=3
. 1.2 1_1
(dogodek {R = 1} je natanko dogodek iz prejsnje tocke). Torej je:
1 2 3
e~ {4 /6 1/2 1/3
c) Iskana verjetnost je kvocient verjetnosti vzorca 7,8,...10,... in verjetnosti do-

godka, da je R = 2, torej je enaka:




2. Pruwi nacin. Za x > 0 velja:

a0 ={ 5

e <u <2z
; sicer
Od tod se vidi, da je U skoncentrirana na intervalu (0, c0), saj so tam skoncentrirane

vse pogojne gostote. Za u > 0 velja:

u

fU(u):/OOOfU|X(u|x)fX(x)dx:/ l~xe’””d:z::e’“/z—e’“.

/2%

e —em >0
ot ={ 7

Torej je:

; sicer
Matemati¢no upanje lahko izracunamo bodisi kot:
EU) = / wfy(u) du = / u(e™? —e™) du =3
—0o0 0

bodisi iz matemati¢nega upanja enakomerne porazdelitve:

3X 3
Drugi nacin. Opazimo, da je slu¢ajna spremenljivka V' := U/X pogojno na X

porazdeljena enakomerno na intervalu (1,2), neodvisno od X. Torej je V neodvisna
od X. Is¢emo porazdelitev produkta U =V X. Za u > 0 velja:

u

o u\ |1 1
= — — = -r_ = —u/2 _ ,—u
Jo(u) /OO fx(z) fv (:v) ‘x‘ dz /u/2$6 xd$ € €
ali tudi:
1

o uy |1 2 u
fU(U):/ fv(v) fx (;) ‘;‘ dv:/1 ﬁe_“/” dv:u/1/2e_t“dt:e_"/2—e_“.

Matemati¢no upanje je seveda enako:

3. Iz zapisa gostote:
f([L‘) _ ae(a—l)ln.t

(za 0 < x < 1) razberemo, da gre za eksponentno druzino, katere parametriéni
prostor je odprta mnozica (0,00) (za vse a iz te mnozice ima porazdelitev smisel).
Nepristranska cenilka z najmanjSo mozno disperzijo bo torej vsaka funkcija pripa-
dajoce zadostne statistike In X, ki bo nepristranska cenilka za a?. Ker je funkcija
x +— Inx strogo narascajoca, je dovolj iskati kar funkcije opazanja X. Iz:

a 2

1
E(X?) = oty = =1-
()= [t = g =1

sledi, da je iskana cenilka (1 — X?)/2.

38



4. Ker ima spremenljivka X disperzijo 1/12 ne glede na a in ker je vzorec velik, se lahko
naslonimo na konstrukcijo intervala zaupanja za matemati¢no upanje normalne po-
razdelitve z znano disperzijo:

. co . co
X——<pu< X+ —,
Vi ThER T
kjer je 4 matematicno upanje, ¢ pa je kvantil standardne normalne porazdelitve za
verjetnost (14 3)/2 = 0°975, torej ¢ = 2975 = 1'96. Parameter o je standardni
odklon, ki je, kot smo Ze omenili, enak 1/+4/12, matemati¢no upanje p pa je enako
a+ % Iskani asimptoti¢ni interval zaupanja je torej:

1 2975

2 _
0'975<a<X—— 5
n

12n

X —

<
:

oziroma priblizno:
- 057 - 057
X-05—-—F—<a<X-05+—7.
vn N4
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 24. 1. 2013

Matematika — univerzitetni studij

. Oznacimo z N;, C;, R; in K; dogodke, da bo navadni, ¢okoladni, rdeci oz. karamelni
krof posel kot i-ti. Nadalje naj bo se A dogodek, da je ¢okoladni krof posel pred
karamelnim. Tedaj velja:

+ NlngﬂC;g)—l-P(leNgﬂCg):
3 43+23 4 23 2 43
10 10 6 10 8 10 6 4 10 8 4
3
= =075.
4

Nadalje velja:

4 3 2 3 11
P A) = P(N P “10°6 10 8 40°
(CaMA) (N1 N C2) + P(RiNCh) 10 6+1O 8 40
P A) = N2 T .
(Cy | A) P(A) 20 0°367

. Slucajna spremenljivka W = X 4+ Y + 1 je porazdeljena normalno N(l, \/5), torej
ima gostoto:

1 2
_ —(w—1)%/4
wlw) = e .
fw(w) 2V 2T

Slucajna spremenljivka Z = W? pa ima za z > 0 gostoto:

o fW(\/E) + fW(—\/E) - 67(\/5*1)2/4 _}_67(7\/571)2/4

f22) NG - W
Sklep:
e~ (Vz=1)?/4 o o—(Vz+1)/4
;1 2>0
fz(2) = 421z
0 ; sicer

1= / f(z)dz = c(N) /0 e M dr = c(\) % e
MNet

dobimo ¢(\) =

. Logaritem verjetja je torej enak:
N+ 1 g Jerja j ]

InL=nA+2InA—In(A+1)) +InX; +-- +InX, - A(X; +---+ X,).
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Po odvajanju dobimo:

dln L 2 1

Cenilka po metodi najvecjega verjetja je tisti A\, za katerega je zgornji izraz enak
ni¢. Po krajsem rac¢unu in upostevanju pogoja, da je A > 0, dobimo cenilko:

=X +24+4/X2+4X -4
A=

2(X — 1) ’

kjer kot ponavadi ozna¢imo X = (X; + Xy +--- + X,,)/n.

. Za mejo ay., lahko brez skode za splosnost postavimo funkcijo minimalne zadostne
statistike. Iz gostote porazdelitve je razvidno, da gre za eksponentno druzino z
minimalno zadostno statistiko S, := X7 +--- 4+ X,,. Iz centralnega limitnega izreka
pa sledi, da je le-ta porazdeljena priblizno normalno N(nu, Vn a), kjer je:

p=EX)=a, o=+/DX;)=aV3/2.

Postavimo torej amax := h(S,) in poskusimo, ali konstrukcija intervala zaupanja
deluje, ¢e je h strogo narascajoca funkcija. Tedaj je namrec:

P(a € [0.0ms])) = P(a < h(S,)) = P(S, 2 b)) = 5 — 0 (%) |

Desna stran bo enaka 5 = 095, ¢e bo:
h=Y(a) — na
av/3n/2 7
kjer je z :== @7 ((1+ 3)/2) = 1'645. Sledi:

oziroma: s
h(s) = ——m—— .
(s) n—zv3n/2

Za velike n je to dobro definirana strogo narascajoca funkcija, torej lahko postavimo:

Sn
amax - = -
n—zv3n/2

Za funkcijo h pa ne bi mogli vzeti strogo padajoce funkcije. V tem primeru bi
namrec veljalo:

P(a € [0,ama]) = Pa < h(S,)) = P(S, < h7'(a)) = % e (%)
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in desna stran bi bila enaka 3 za

h=(a) — na _,
av/3n/2 ’

od koder bi sledilo 27!(a) = (n + 2v/3n/2)a oziroma h(s) = s/(n + 2v/3n/2). Ta
funkcija pa je spet strogo narascajoca, kar je v protislovju s prvotno zahtevo.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 15. 11. 2010

Matematika — bolonjski univerzitetni studij in pedagoska matematika

1. Za izbranega posameznika je verjetnost, da ne spozna nikogar, enaka (%)3

Za dva izbrana posameznika je verjetnost, da ne spoznata nikogar, enaka (%)5

Za tri ali $tiri izbrane posameznike je verjetnost, da ne spoznajo nikogar, enaka
2\6

(3)"

Po nacelu vkljucitev in izkljucitev je verjetnost iskanega dogodka enaka:

2\? 4\ 2\ 4\ /2\° 4\ /2\° 160
4.(2) = - — ] - -] =—=0658.
() -G E) () E) -0)E) -
2. Oznac¢imo z y oddaljenost sredisca kvadrata od najblizje ¢rte, s ¢ pa najmanjsi kot
med diagonalo in pravokotnico na ¢rte (glej sliko):

_L—"
o

/

Y

Iy
&

Ce je kvadrat vrzen na slepo, to pomeni, da je oddaljenost y izbrana na slepo iz
intervala [0, a/2], kot ¢ pa je izbran na slepo iz intervala [0, 7 /4], in sicer neodvisno
od y. Nadalje kvadrat seka diagonalo natanko tedaj, ko velja:
<@
—CoS Y.
Y= 9 ¥

Verjetnostni prostor in nas dogodek sta prikazana na spodnji sliki:

a/2

7rl/2 ¥
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in iskana verjetnost je enaka:

/4
J

. Oznacimo naslednje dogodke:

cospdp

i
4

H, = {Ula izbere prvo posodo},
U = {Ula izvlece belo kroglico} ,

Velja:
P(H;) =03,
2
P(U [ H) =3,
zaradi simetrije pa tudi:
2
POV )=,

I RS FCY
|
N |
C\
3
Ny

H, = {Ula izbere drugo posodo} ,
V = {Vid izvlece belo kroglico} .

P(Hy) =07,
1

P(U ’ HQ) = §>
1

P(V | Hy) = .

Tako lahko po izreku o popolni verjetnosti izpeljemo:

P(V) = P(H,) P(V | H)) + P(Hy) P(V | Hy) = 0433.

Nadalje velja:

PUNV) PH NUNV) 1 o201
PU|V)= = = -03----=07231.
(V) P(V) P(V) P(V) 3 2
. Laplaceova integralska formula nam da:
(k —20)?

P(X =k)

1 1
Y V2r 500404 {_2 - 50~0'4-O'61 T 24r P {_ 24

(eany),

od koder dobimo, da bo P(X = k) > 10~ priblizno takrat, ko bo:

|k —20] <

24 In

1000

= 10'67.
\ 247

KaZe torej, da je najvedje stevilo k, za katero je P(X = k) > 1073, enako 30. Tudi

v resnici je tako, saj je:

P(X = 30) = (gg
P(X = 31) = (g(l)
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) -0°4% . 06% = 0001987,

) 042 06" = 0°0008545 .



Verjetnost P(X > 30) lahko ocenimo navzdol z vsoto nekaj verjetnosti:
P(X >30) > P(X =30)+ P(X =31)+ P(X =32)+ P(X = 33) > 000330
Za oceno navzgor pa si pomagamo s kvocientom:

P(X=1+1) 501 04

P(X =1 I+1 06’

ki je padajoca funkcija spremenljivke [, torej za [ > 30 velja:

P(X=1+1) _ P(X =31)

= 04301
P(X=1) — P(X =30
in: a0
P(X =31)\"
P(X=01)<P(X=30
=0 <P =30) (p—g0))
Torej je:
/P(X=3D)\"" PX=30
1=30 P(X=30)
Laplaceova integralska formula:
1 —29
P(X>30)~-—® (M) = 000305 .
2 VvH0-04-06

nam da rezultat izven nasega intervala (0°00330,0°00349).
Tocen rezultat: 0°003360382.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 10. 1. 2011

Matematika — bolonjski univerzitetni studij in pedagoska matematika

1. Oznac¢imo z A zamudo Ahacicevih, z B pa zamudo Berkopcevih. Tedaj je T" =
min{A, B}. Sledi:
Frit)=P(T<t)=P{A<t}u{B<t}) =

—P(A<t)+P(B<t)—P(A<t)P(B<1).

Za t < 0 je gotovo Fr(t) = 0 (ker Se nihce ne pride), za t > 10 pa velja Fr(t) =1
(ker Ahacicevi zagotovo pridejo). Za 0 < t < 10 pa velja P(A < t) = t/10 in
P(B <t)=1t/20, od koder sledi:

3t 2 3 t
Fr(t) = — — —— H= > _ -
r(?) 20 200’ fr(t) 20 100
Torej je:
3_t .0<t<]10
— 20 100 )
fr(?) { 0 ; sicer
2. Velja:
1 2 5
PY=0)=P(X=1)+P(X=2=5+5=0.
P(Y =k)=P(X =3k) + P(X =3k +P(X =3k+2) =

+1)
1 9\ 31 2\ 3 9 3k+1 o3k—1
§[(§> +(5) +(B) |- wen

3. a) Prvi nacin. Velja:

falz) = % _OO @) f (Z”) e —

o 2
2
— )‘_ 0 ef)m efA(er:v)/Q dr =
(z+)/2>0

A2 o
=5 e~ %/2 / e /2 4

max{—z,0}
Za z > 0 je torej:
)\2

fZ(Z) _ 2 6—)\,2/2 /OO e—3>\:v/2 dr = é e—)\z/Q7
2 . 3

za z < 0 pa velja:

A2 o0 A
fz(2) = = 6_’\2/2/ e 2 g = 3 e

z
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Drugi nacin. Velja:

falz) = / T F@y— ) fly)dy =

_ /\2/ 6—)\(2y—z) 6—>\y dy —
2y—22>0
y=0
— /\2 eAz /OO 6—3)\y dy )
max{z/2,0}

Za z > 0 je torej:

o A
fZ(Z) _ )\2 e)\z/ 673)\y dy _ - ef)\z/Q’
z/2 3

za z < 0 pa velja:

b) Velja E(Z) = 2E(X) — E(Y) =

. Velja:

T[>~ 2 [ 2

D(z)) = B(12P) - (E(2))) = £(2%) - (B(2) =
D) - (B(2)) =1- = = 0363,

V splosnem za vsako sluc¢ajno spremenljivko velja:

D(x)) = B(XP) — (B(X])) = B — (B(X]))" < B(?) — (B(X))* =
= D(X).
Zadnja neenakost velja zato, ker je |E(X)| < E(|X]) in zato

(B(x)* < (E(X1))
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 4. 4. 2011

Matematika — bolonjski univerzitetni studij in pedagoska matematika

1. Za 0 <z <1 velja:

frix(y | z) = \/% e fx(@y) = fx(@) frix(y | @) = 2&% e /?

Sledi:

1 v, 1— e v'/2
= e dy = ———— .
() 22 /o NG

2. a) Ce oznacimo M (t) := E[e'%], velja:
M(t) = B[] B[] Blew] = (B[e]) "

Nadalje je:
100kt .
EletX] =Y — = .
"] ; ok 9 _ o

t

Koli¢ina obstaja za t < In 2, sicer geometrijska vrsta divergira. Torej je:

- ()"

in funkcija je definirana za ¢t < In 2.

b) Iz neenacbe Markova dobimo:

e—200t
100 —- g(t) :

-

P(S 2 300) — P(etS 2 e300t) S 6_300tE[€tS:| —

(1) = [—zoo + ;O_O ‘;] g(t)

dobimo, da je minimum dosezen pri t = In(4/3), od koder dobimo:

(é)—QOO
P(S > 300) <~ =4'18-107°.

—
win
N~—

Tocen rezultat: 2°65-1077.

Opomba: normalna aproksimacija (centralni limitni izrek) nam tu da premajhne
vrednosti:

e 769 -107"® za interpretacijo s P(S > 300);
e 128 -107'? za interpretacijo s P(S > 299);
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e 991 -10'3 za interpretacijo s P(S > 299°5).

3. a) Ce X1, Xy, ... v porazdelitvi konvergirajo proti X, Y7,Y5, ... pa proti ¢, sluéajne

spremenljivke In X, In X5, ... v porazdelitvi konvergirajo proti In X, InY;,In Y5, . ..
pa proti Inc. Torej slucajne spremenljivke In(X;Y;) = In Xy 4+ In Y7, In(X,Y5) =
In Xo+1nY5, ... konvergirajo proti In X +1In ¢ = In(cX), se pravi, da X;Y;, XoYs, ...
konvergirajo proti cX.

b) Recimo, da je X;, Xs,... > M. Tedaj je X,, — M > 0 za vsak n. Ker slucajne
spremenljivke X7 — M, Xo — M, ... konvergirajo proti X — M, po prejsnji tocki slu-
¢ajne spremenljivke (X; — M)Y; = X1 — MY, (Xo — M)Y; = X0y, — MY, ...
konvergirajo proti ¢(X — M) = ¢X — c¢M, potem pa morajo tudi slu¢ajne spremen-
ljivke X1Y7, XoYs, ... konvergirati proti cX.

Podobno, ¢e je X1, Xs,... < M, je M — X,, > 0 za vsak n. Ker slucajne spremen-
ljivke M — X1, M — Xs,... konvergirajo proti M — X, po prejsnji tocki slucajne
spremenljivke (M — X3)Y; = MY, — XiYy, (M — X5)Ys = MY, — XY5, ... konver-
girajo proti ¢(M — X) = ¢M — c¢X, potem pa morajo tudi slu¢ajne spremenljivke
X 1Yy, XoYs, ... konvergirati proti cX.

Opomba: v resnici produkti XY, XoYs, ... v porazdelitvi konvergirajo proti c¢X,

brz ko X, X5, ... konvergirajo proti X, Y7, Y5, ... pa proti ¢: nobene druge omejitve
niso potrebne.

. Ce z 711, ... 2,y oznacimo vrednosti dane statisti¢ne spremenljivke na prvi, z
Z21,...Ton pa na drugi skupini, za r = 1, 2 velja:

N
:%X;xrsa r:_szS MT - Zxrs /1’7"

Oznacimo zdaj se z X1, ... X,, vrednosti statisticne spremenljivke na enotah, ki naj
bi bile iz prve, Yi,...Y, pa na enotah, ki naj bi bile iz druge populacije. Tedaj so
vse te slucajne spremenljivke neodvisne in velja:

N
I—p
E(X;) = N ;5515 Zst = )1 + ppe = p1 + plpe — 1) ,
1—p N
=N Szlﬂfzs 23?15 = P)pha + py = pro — ppia — f11)
ter Se:

@
Il
—
@
I
.

Il
=
[\CN )
+
Q
|
=
=
V)
|
=
>



Po nekaj racunanja dobimo:
D(X;) = D(Y;) = 0® + p(1 = p)(pa — ).

Ce torej z
Xt Xt A+ Xt Vit Yot -+ Yy

2n
oznac¢imo povprecje dane statisticne spremenljivke na nasem vzorcu, dobimo:

0® +p(1 = p)(n2 — m)*

D(Z) B 2n
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 9. 6. 2011

Matematika — bolonjski univerzitetni studij in pedagoska matematika

1. Ce taka cenilka obstaja, mora biti funkcija pripadajoce zadostne statistike. Za eno
samo opazanje X je le-ta enaka kar X, za neodvisna opazanja X1, ... X,, pa je enaka
S:= X1+ Xo+ -+ X,,. Slu¢ajna spremenljivka S ima porazdelitev Gama(n, \).
Izracunajmo:

> A" L n(n+1)
E 2 = 2 n—l )\Sd P ———
(S7) /0 s (= 1>!3 e s 2

To lahko izracunamo tudi s pomocjo disperzije:

B($) = D($) + (B(S))" = 15 + (gf _ w |

2

1
Neprist k ilk — bo torej —.
epristranska cenilka za = bo torej nn 1)

2. Naj bo A dogodek, da prvi poskus uspe, drugi ne uspe, tretji pa spet uspe. Tedaj

Je:
Py(A) = (1—ﬂ)g:w.

Is¢emo maksimum tega izraza za 6 € [0,1]. Iz Po(A) = P1(A) = 0 in 5 Py(A) =
(26 — 36?), kar je enako ni¢ pri § = 2/3, dobimo, da je lahko maksimum doseZen
kve¢jemu v prej omenjenih tockah. Ker je edino Py/3(A) > 0, se to zgodi pri
6=0:= 2/3, kar je tudi ocena po metodi najvecjega verjetja.

3. X =155 S§=120, ¢c=196, A=0721.
Interval zaupanja: 134 < u < 1°76.

4. Hipotezo bomo zavrnili, ¢e bo premalo izvlecenih listkov dobitnih. Natancneje,
¢e je D stevilo dobitnih listkov med izvle¢enimi, bomo za doloc¢en prag c¢ nic¢elno
hipotezo zavrnili, ¢e bo D < ¢. Za D > c hipoteze ne bomo zavrnili, za D = ¢ pa
bomo randomizirali, t. j. hipotezo bomo zavrnili z neko verjetnostjo 7. Slucajna
spremenljivka D je porazdeljena hipergeometrijsko, natancneje, velja:

I ¢ [}
(5)

P(D = 0) = 00036, P(D < 0) = 00036
1) = 0°0542, P(D < 1) =00578.

Izracunajmo:
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Torej bomo postavili ¢ = 1. Verjetnost v bomo izrac¢unali tako, da bo veljalo:
P(D=0)+yP(D=1)=a,
torej:

_a-P(D=0)
T TP =1

= 0'85

(zaokrozili smo navzdol).
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 30. 6. 2011

Matematika — bolonjski univerzitetni studij in pedagoska matematika

. Oznacimo z F} dogodek, da Ferdinand Mirando prvi¢ poklic¢e k-ti dan po zabavi.
Tedaj so dogodki Fi, F5, ... nezdruzljivi, njihova unija, ki jo oznac¢imo z F', pa je
dogodek, da Ferdinand Mirando sploh poklice. Verjetnost tega dogodka je enaka:

e}

P(F):Z:a’“:%.

k=1

Oznacimo Se z M dogodek, da Miranda spozna novega fanta, preden jo Ferdinand
poklice (¢e je ne poklice, je torej to dogodek, da Miranda sploh spozna novega fanta).

Tedaj velja:
g\ F1
Por 1R = (35)

10
torej je:
PO | F) = P = o > PR PO B = =

iskana pogojna verjetnost pa je enaka:
1
P(M]F)zl—P(MC]F):ﬁ.
. Najprej opazimo, da Z skoraj gotovo zavzame vrednosti na intervalu [0, 1] (celo le

na (0,1)). Iz izrazave:

. x 0 T
X2:g(X17Z), kJer Je g($7Z> — ;_x7 g

po krajSem racunu sledi, da za 0 < z < 1 velja:

1_ oo
: / e dr = 2(1 — 2) .

23 Jy

fz(z) = N°

Torej lahko zapisemo:

f21-2) ;0<z<1
fZ(Z)_{ 0 : sicer

. Centralnega limitnega izreka ne moremo uporabiti neposredno na S, ker produkt
slucajne spremenljivke X in normalno porazdeljene slucajne spremenljivke, cetudi
neodvisne od X, ni nujno normalno porazdeljen. Prav tako centralni limitni izrek
ne velja za vsoto XY] + XYs+ -+ XYg0, saj so seStevanci odvisni (centralni limitni
izrek se sicer da posplositi tudi na vsote slucajnih spremenljivk z doloceno vrsto
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odvisnosti, vendar pa je odvisnost prej omenjenih sestevancev premocna). Pravilno
pa bo iskano verjetnost ra¢unati s pomocjo pogojnih verjetnosti glede na X. Ce
piSemo T :=Y; + Y5 + - - - + Yiq9, po izreku o polni verjetnosti velja:

P(S>150)=P(X =1)P(S>150 | X = 1)+ P(X =2) P(S > 150 | X = 2) =
:gP(T>150)+%P(T>75).

Za slucajno spremenljivko 7' pa centralni limitni izrek velja: iz F(7) = 100 in

D(T) = 10000 dobimo:
Y 100 ’
100

1 2 /1y 1_/1
P(S>150)m~=—=® (=) +- (=) =0405.
(5>150) ~ 5 — & (>+3 (4) 0405

P(T >a)~

N =

torej je:

. Pripadajoca zadostna statistika je stevilo uspelih poskusov, ki ga ozna¢imo z S. Za
iskano cenilko h(S) bo torej moralo veljati:

E[h(9)] =p*.
Ker je S porazdeljena binomsko b(3, p), to pomeni:
h(0) (1 —p)® +3R(1) p(1 —p)* +3h(2) p*(1 — p) + h(3)p* = p*

za vse p € (0,1). S primerjavo koeficientov dobimo, da bo to natanko tedaj, ko bo:

Cenilko lahko posplosimo tudi na primer, ko izvedemo n poskusov. V tem primeru
se jo splaca iskati kot polinom pripadajoce zadostne statistike S. Iz E(S) = np in
E(S?) = np + (n* — n)p* dobimo E(S? — S) = (n* — n)p?, torej bo iskana cenilka

enaka:
S2— S

2

n—n

in zlahka se lahko prepricamo, da se za n = 3 ujema s prej dobljeno cenilko.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 26. 8. 2011

Matematika — bolonjski univerzitetni studij in pedagoska matematika

. Oznacimo z N; dogodek, da je v i-ti skatli nagrada, z V5 pa dogodek, da je vodja
igre odprl drugo skatlo. Tedaj velja:

P(Vp) = P(Ny) P(Va | N1) + P(N3) P(Va | N3) + P(Ny) P(Va | Ny) =
1111
_Z(6+Z+§)_

3
T 16
in nadalje:
P | Vi) = TR 2

Igralcu se torej najbolj splaca odpreti cetrto skatlo. Nagrada je notri s pogojno
verjetnostjo 4/9.

. Velja:

B OO_Z 1 3 OO_I 1 B
E(eX):/O e2dx:§, E[(GX)Q}:/O e3dx:§, D(eX)zﬁ

in nadalje:

Konc¢no je:



3. a) Iz zapisa:
o) = @) 30 E) 20(0)
1+ 36+ 262
takoj razberemo, da gre za eksponentno druzino s pripadajoco zadostno statistiko
X.

b) Cenilka h(X) bo nepristranska natanko tedaj, ko bo za vsak 6 veljalo:

h(0) + 3h(1) 0 +2h(2) 6> 1

EBh(X)] = 1+ 30 + 262 T 110

kar je ekvivalentno:
h(0)+3h(1)0+2h(2)6* =1+20.

Cenilka bo torej nepristranska natanko tedaj, ko bo ~A(0) =1, h(1) = 2/3 in h(2) =
0. Ker se deterministicno izraza z X, ima tudi najmanjso mozno disperzijo.

4. Vzor¢no povpredje: X = 29°85.
Popravljeni vzor¢ni standardni odklon: S, = 2'695.
Kvantila porazdelitve hi kvadrat pri df = 9: x2 go5 = 27700, X2 ¢75 = 19°02.
Interval zaupanja (ustrezno zaokrozen): 1°85 < o < 4°92.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 5. 9. 2011

Matematika — bolonjski univerzitetni studij in pedagoska matematika

1. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da v drugo prelomimo npr. levi konec
palice. Naj bo U dolzina levega konca prvi¢ prelomljene palice, deljena z dolzino
celotne palice, V' pa naj bo dolzina levega konca drugi¢ prelomljene palice, deljena z
dolzino dela palice, ki smo ga drugi¢ lomili (t. j. levega konca prvi¢ prelomljene pa-
lice). Tedaj sta slucajni spremenljivki U in V' neodvisni in porazdeljeni enakomerno
na (0, 1), dolzine kon¢nih delov palice pa so si v razmerju UV : U(1 - V) :1-U.
Trikotnik lahko torej sestavimo, ¢e velja:

UV <UQ-V)+(1-U),
U1-V)<UV+(1-U),
1-U<UV+U1-V),

kar je ekvivalentno:

1yt

> < .
vz 2U — 2U

) 1-

DN —

Slikas:

<

Verjetnost nasega dogodka je enaka:

L7 1 1 1
/ {——(1——)} du:/ dv oL g3,

2. Najprej izracunamo:

EX)=E[E(X|Y)]=E(Y)=2--=1.

1
2
Za disperzijo pa imamo dve moznosti. Lahko najprej izracunamo:

E(X?|Y)=D(X |Y)+ (E(X|Y))’=Y?+Y +1
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N O
BT AT REE
D(X) = B(X*) — (B(X))" = 2.

Disperzijo pa lahko izracunamo tudi s pomocjo razbitja na pojasnjeno in nepoja-
snjeno disperzijo:

D(X)=D(E(X|Y))+E(D(X|Y))=DY)+E(Y +1)=2-

2\ . . . .
. Iz porazdelitve posameznega opazanja ( 02 1 /2 /2> in dejanskih opazanj

dobimo opazeno funkcijo verjetja:

() 6) 6

Prikladneje je delati z logaritmom:
InL=-100In2+ 15In(1 — p) + 301np.

Po odvajanju dobimo:
OlnL 30 15

o p 1-p’
kar je enako ni¢ pri p = 2/3 in to je nasa ocena.

. X =1449, S, =1189, df = 365,
to.005 = 259 (pri df = oo pa pride 2°58, kar je dober priblizek),
A =0'161.

Interval zaupanja (ustrezno zaokrozen): (1°28,1°62).
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 1. 2. 2012

Matematika — bolonjski univerzitetni studij in pedagoska matematika

1. Oznacimo z A,, dogodek, da Petrcek n-ti¢ zasitnari in pri tem uspe, z NV,, pa dogodek,
da n-ti¢ zasitnari in pri tem ne uspe (t. j. da Se po n-tem sitnarjenju ni dobil
avtomobilcka). Naj bo Se Ny gotovi dogodek. Tedaj je:

27n72 2771,72 1 + 27n72
= —— P(N,|N,.1)=1-— =
14 2—n-1 ’ ( n | n 1) 14 2—n-1 14 92-—n-1

P(A, | Nuov)

(dogodka A,, in N,, za n > 1 nista nasprotna, sta pa pogojno nasprotna glede na
Nn—l, t. J An = Nn—l \ Nn) Velja tudi N() 2 N1 :_> N2 -+ Sledi:

14272
4 e
:g@+2 ?).

Dogodek, da Petréek dobi avtomobilcek, lahko izrazimo kot:
A2:A1UA2U"':<N1ﬂNgﬂ"')C

in njegova verjetnost je enaka:

1
1— lim P(N,) = =.

n—00 5

Oznacimo Se z M dogodek, da Petrcek dobi avtomobiléek pri mami. Velja:
M=AUA3UA;U---

Dogodki A, Ay, As, ... so nezdruzljivi in velja:
2777,
5 Y

torej je:

L,y o3 2
P(M):_(Q +2 +) ——

5 15’
iskana pogojna verjetnost pa je enaka:

Pquy_%%g_g.

2. Pruvi nacin: zapiSemo vrednosti slucajne spremenljivke S za vse mozne izide. To

lahko naredimo recimo tako, da izberemo nekega moskega in gledamo, kako glede
na njega sedita ostala dva moska. Dobimo:
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Izid
MMMZ 7Z 7Z
MMZMZZ
MMZZM7Z
MMZ7Z7ZM
MZMMZ 7
MZMZMZ
MZMZ7ZM
MZZMMZ
MZZMZM
MZ 7 7ZMM

e O | Dy

110 9/10) od koder dobimo E(S) = 7 in D(S) = %

Drugi nacin: slu¢ajno spremenljivko S zapisemo kot vsoto. Za i-ti sedez definiramo
sluc¢ajno spremenljivko:

1
TorejjeSrv(0 4) i _ 30

Y, — { 1 ; na sedezih, ki sta sosedna i-temu, sedita osebi nasprotnega spola
7)1 0 sicer

VeljaS:X1+X2+X3+X4—I—X5+X6 in iz:
E(Xz) = Po ‘=

:= P(na sedezih, ki sta sosedna i-temu, sedita osebi nasprotnega spola) =
3

5

1
dobimo E(S) = 38 = 3'6. Izracunajmo e disperzijo: D(S) = E(S?) — (E(S))Q.

Velja:

6
E(S%) = Z Z E(X;X;) = 6(po + 2p1 + 2p2 + p3)
i=1 j=1
kjer je py verjetnost, da za sedeza, oddaljena za k (t. j. med njima je k — 1 sedezev)
velja, da na sosednih sedezih sedita osebi nasprotnega spola. Verjetnost py smo ze
izracunali, velja pa Se:

2 3 2
p1_57 p2_107 p3_5a
torej je:
36
D(S) = 6(po + 2p1 + 2pa + ps) — (6p0)” = o

. Iz E(X;) = 0 in D(X) = a? ter posledi¢no E(S) = 0 in D(S) = 500a® ter Se
centralnega limitnega izreka dobimo:

1 1000
P(S > 1000)%§—<I>( 500) ,
a
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torej mora biti:
1000

av/500
oziroma a ~ 1000 = 272.
$-1(0.45)v/500
V resnici je P(S > 1000) < 0°05, ¢e je a < 1000/37 = 27°03, in P(S > 1000) > 0°05,
¢e je a > 1000/37.

~ ®1(0'45) = 1'645

. a) Iz porazdelitvene gostote:

fX(l‘) — L 6_1'2/(202)

B oV 2T

je jasno, da gre za eksponentno druzino s pripadajo¢o zadostno statistiko X?2. Ne-
pristranska cenilka z najmanjSo mozno disperzijo mora biti torej funkcija statistike
X?2. Ker je 0 = V02, je smiselno domnevati, da bo iskana cenilka podobna statistiki

VX2 =|X]| Iz
2

1 & —22/(202
BIX) =~ [l = 2o

sledi, da je iskana cenilka enaka \/g | X|.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 23. 11. 2009
Matematika — UNI-BOL

1. Oznac¢imo z A dogodek, da Goran in Hedvika prekrizata same razlicne Stevilke.
Naloga se da resiti na vsaj dva nacina.

Prvi nacin. Zai=0,1,2,3 ozna¢imo s H; dogodek, da Goran prekriza natanko ¢
stevilk izmed 19, 20 in 21. Tedaj velja:

() ()
(7)

in iz izreka o polni verjetnosti dobimo:
Pty = S ey pia |y = CIC 3 (C) +3 (1)) + ()

()’ :

P(H,) = pa o)

37687 | .
—m—0696.

Drugi nacin. Ce z B; ozna¢imo dogodek, da sta Goran in Hedvika oba prekrizala
stevilko 7, velja A = (B9 U Byg U Ba;)°. Po nacelu vkljuéitev in izkljuc¢itev dobimo:
P(A) =1— P(Byg) — P(By) — P(B21) +
+ P(B1g N Byg) + P(Bi1g N Bay) + P(Byy N Bay) —
- P(Blg ﬂ Bgo ﬂ Bgl) —
2 2 2
g (DY e (S (76 )L
21 21-20 21-20-19
37687

2. Iz skice:

Brina

| 5 Ambroz
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in razmerja plos¢in dobimo, da je verjetnost enaka 8/33 = 0'242.

. Oznacimo s p verjetnost, da je posamezen izdelek brezhiben. Iz Laplaceove inte-
gralske formule dobimo, da p zadosc¢a zahtevi naloge priblizno takrat, ko velja:

1 3495 — 400
S 22 ) s g5,
2 400p(1 — p)

kar je priblizno (v okviru zaokrozitvenih napak) ekvivalentno:

400p — 349°5

> 1°645 .
400p(1 — p)

349°5
Po mnozenju in kvadriranju dobimo, da je to nadalje ekvivalentno p > 200
0°87375 in Se:
(4007 4 400 - 1°645%)p* — 400(2 - 349°5 4 1°645%)p + 349°5% > 0.

Kvadratna neenacba je ekvivalentna pogoju p < p; ali p > pso, kjer je:

~400(2 - 349°5 + 1'645%) — /4 - 400 - 349'5 - 1°6452(400 — 349°5) + 4002 - 1°645%

br= 2(400 1 400 - 1°6452)
= (0'844 (zaokrozeno navzdol)
400(2 - 349°5 + 1°645%) + /4 - 400 - 3405 - 1'6452(400 — 349°5) 1 4002 - 16457
P2 =

2(4002 + 400 - 1°6452)
= 0899 (zaokroZzeno navzgor) .

Priblizno zadosten pogoj bo torej p > 0°899.

V resnici je pogoj p > 0899058 zadosten, medtem ko p = 0°899057 Se ne zadosca
zahtevi naloge.

. Kumulativna porazdelitvena funkcija:

0 e < —1
Fy(r) = | _ arccosz C<a<1
T
1 ;x> 1
Porazdelitvena gostota:
! l<zx <1
fx(x) =< m/1—a?
0 ; sicer
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 18. 1. 2010
Matematika — UNI-BOL

1. Oznad¢imo 7 := XY.

Prvi nacin. 1z formule za gostoto funkcije dveh slucajnih spremenljivk in neodvi-
snosti dobimo, da je slucajna spremenljivka Z porazdeljena zvezno z gostoto:

> z\ 1 o 2\ 1
f2(2) = / fry (2.2) o do = / fx@) fr (5) o de.
. x/ |zl oo z/ |zl
Iz porazdelitve obeh slucajnih spremenljivk dobimo:
1 dx dx
19 =5 o 5= [re =
1<z/x<4 z/4<z<z

Za 1l <z <2 dobimo:

3, =« 3
za 2 < z < 4 dobimo: )
1 dr In2
e =5) % =%
za 4 < z < 8 dobimo ,
1 dr In8—Inz
=g ) S
sicer je fz(z) = 0. Torej velja:
%lnz 1< 2<2
i3 1 2<2z2<4
J2(2) s(n8—Inz) ;4<2<8
0 ; sicer

Drugi nacin. Iz porazdelitve obeh slucajnih spremenljivk in neodvisnosti dobimo,
da je kumulativna porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke Z enaka:

1 1 [?
FZ(Z)——/ﬁQdedy——/ / dydx.
3 Ji2ya 31 Ji<y<min{z/z,4}

xy<z

Za 1l <z <2 dobimo:

1 [ [ 1 (7 Inz—2z+1
Fz(Z)Zg// dydx:§/ (g—l)dx:%,
1 )1 1
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za 2 < z < 4 dobimo:

1 [2 (3 1 [?/2 zln2 —1
Fy(z) = = dydz = = (——1>d _zhez
2(2) 3/1/1 v 3/1 - ¢ 3
za 4 < z < 8 pa dobimo:
1 z/4 4 1 2 z/x
fZ(z):—/ / dydw—l——/ / dydx =
3N 1 3Ja i
z 1 [? /2
=2 14- 2 1)de =

z—5+2(In8 —1Inz)

3
Torej velja:
( 0 2 <1
%(zlnz—z—l—l) 1< 2<2
Fy(z) = f(zIn2-1) ;2<2z<4
%(2—5—1-2(1118—1112)) 14 < z<8
\ ;2 2>8

Opomba. Brez tezav preverimo, da za fx iz prvega nacina in F'x iz drugega nacina
velja fx = FY, torej smo res obakrat dobili isto.

. Za i-ti sedez definirajmo slucajno spremenljivko X;, ki je enaka 1, ce tisti, ki tam
sedi, in njegov desni sosed oba dvigneta roko, sicer pa naj bo X; = 0. Lahko pisemo
tudi X; = Y;Y,;1, kjer je Y; = 1, Ce tisti, ki sedi na i-tem sedezu, dvigne roko, sicer
paje Y; = 0. V tem primeru se dogovorimo, da sedeze oznacujemo z elementi iz Z,,,
in sicer od leve proti desni. Velja torej:

S=Xo+X1+...+ X, 1 =Yo7+ V1Yo+...Y, LY, 1+Y, Y.
Brz ko je n > 2, velja E X; = 1/4 in ker je matemati¢no upanje aditivno, od tod
sledi £S =n/4. Zan=1pajeS=0inzato ES =0.
Za izracun disperzije je ugodno vpeljati razdaljo med sedezema: za k € Z, naj bo
|k| najmanjSe Stevilo iz Ny, ki v Z,, ustreza k ali pa —k (recimo [n — 1| = 1). Tedaj
je razdalja med sedeZema i in j enaka |i — j| (ni se tezko prepricati, da je to metrika
na Z,). Od tod naprej lahko ra¢unamo na vsaj dva nacina.

Prui nacin. Najprej izracunamo:

ES*=>" Y E(XX;).

1€Ln jE€ELn

Cejei=j,je E(X;X;) =1/4. Cejeli—j|=11inn > 3, je B(X;X;) = 1/8 (saj
recimo za j =i+ 1 velja X; = V;Y2, Y10 = VY11 Vipo). Ce pa je |i — j| > 2, velja
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E(X;X;) =1/16. Brz ko je n > 3, je za vsak i € Z,, natanko en indeks j € Z,, enak
i, za natanko dva velja |i — j| = 1, za preostalih n — 3 indeksov pa velja |i — j| > 2.
Sledi:

1 1 1 n% 4 5n
ES? = —+2.= -3 — ) =
S n(4+ 8+(n 3) 16) 16
in konc¢no:
9 5 on
D(S)=ES*—(ES) :E.

Drugi nacin. Nastavimo:

D(S)=> Y K(X;,X;).

1€Ln JE€ELn

Ce je i = j, je K(X;,X;) = D(X;) =3/16. Ce je |i — j| = 1 in n > 3, izratunamo
K(X;,X;) = E(X;X;) — (FX;)(EX;) = 1/16. Za |t — j| > 2 pa sta slucajni
spremenljivki X; in X; neodvisni, torej je K(X;, X;) = 0. Podobno kot pri prvem
nacinu sestejemo (za n > 3):

3 1 on

D) =n|=>t2.—)=22.

(%) "(16+ 16) 16

Za n = 1 posebej dobimo, da je D(S) =0, za n = 2 pa je

SN<3(/)4 134)

. a) Zaradi linearnosti matemati¢nega upanja velja:

in zato D(S) = 3/4.

E[(X - X')(Y =Y")] = B(XY) — E(XY") = E(X'Y) + B(X'Y").
Nadalje zaradi neodvisnosti velja:

E[(X-X)Y -Y)]=EXY)—-(EX)(EY')—(EX)(EY)+ E(X'Y").
Ker je slu¢ajni vektor (X', Y”) porazdeljen enako kot (X,Y), koncéno velja:
E[(X-X)(Y=Y")] = B(XY)—(EX)(EY)—(E X)(EY)+E(XY) = 2K(X,Y).
b) Iz prejsnje tocke sledi:

1

K(X,Y) =5 B[ (f(X) = F(X)) (9(X) = g(x7)]. (+)

Ce je X > X', iz monotonosti funkcij f in g sledi f(X) > f(X') in g(X) > g(X"),
torej (f(X)— f(X"))(9(X) —g(X')) > 0. Ce paje X < X', velja f(X) < f(X') in
9(X) < g(X'), torej prav tako (f(X)— f(X"))(g(X)— g(X")) > 0. Zato je desna
stran v (*) vedno nenegativna.
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4. Prvi nacin. Iz rodovne funkcije:

_ e)\(s—l)

S
!

Gﬂ@:E@S:z}kk

in njenih odvodov:
Gg;)(s) — /\re)\(s—l)

dobimo:
E[X(X-1)(X-2)--(X—r+1)] =)\

Sledi:
EX =)\
EX?=E[X(X-1)]+EX =X+
EX°=E[X(X-1)(X-2)]+3EX*-2EX =X +3)\+\.

Torej velja:

E[(X —EX)*] = EX® - 3(EX*)(EX)+2(EX)>=\.

Drugi nacin. Pomagamo si z momentno-rodovno funkcijo:
Mx(t) = Gx(e') = XY
Z zaporednim odvajanjem dobimo:

M;((t) _ )\eA(ef—l)—f—t’
M}é(t) _ )\26)\(et71)+2t + )\eA(eLl)th,
M;/(/(t) _ )\36)\(et—1)+3t + 3)\26A(et—1)+2t + )\e>\(ef—1)+t7
od koder sledi:
E X3 = MY(0) =X\ +3)\ 4+ )\
in tako kot pri prvem nacinu dobimo iskani rezultat.

Tretji nacin. Spomnimo se, da je tretji centralni moment enak tretji kumulanti,
torej:
d3 d3

E[(X —EX)’]| = k3 = w _OlnMX(t) =35 . (A€ —1)] = Aé!

(vse kumulante Poissonove porazdelitve P()\) so enake ).
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 22. 4. 2010
Matematika — UNI-BOL

1. Uporabimo lahko centralni limitni izrek. Iz:
E(X;)=2, D(X;)=06, E(S)=800, D(S)=240,

kjer je S = X1 + Xo + - -+ + X499, dobimo, da je priblizno S ~ N(SOO, vV 240). Ce

ustrezno verjetnost aproksimiramo tako, kot je napisana, dobimo:

1 20
P(S <T80) ~ 5 — @ (\/7_0> = 0’5 — $(1°2910) = 00984 .

Lahko pa upostevamo, da ima S zalogo vrednosti na celostevilski mrezi, in aproksi-
miramo:

1 20°5
P(S <T7795) ~ - — (—> =05 — $(1°3233) =0°0929.
2 V240

Tocen rezultat: 0°0914338.

2. Iz navzkrizne gostote vzorca:

2an

a _ _ 1 — _ _
p(xl,”'mn): nx%a I.T%a 1'”1,2(1 16 axleamg___e axTn __
(T(2a))
a2an
— 6a(2lnx1+2lnx2+~~-+2lnxn—acl—acg—-~~—acn)

(T(2a))" 2122+ 2y
razberemo, da je minimalna zadostna statistika recimo:

2n Xy +InXo+--+InX,) - X; - Xo—--- = X,,.

3. a) Slu¢ajne spremenljivke Z; = (X; — 11)/o so neodvisne in porazdeljene standardno
normalno, torej neodvisno od u in o. Ker je:

(21— Z2) (22— 2Z) -+ (Zn— 7)
(2 =22+ (2= 20 + -+ (2, - 2)]

U:

n/2

kjer je Z = (Zy + -+ + Z,)/n, je tudi porazdelitev te statistike neodvisna od y in
o, se pravi, da je statistika U postranska.

b) Znano je, da je normalna druzina eksponentna druzina, katere naravni parame-
tricni prostor ima neprazno notranjost. V takih modelih so postranske statistike
neodvisne od minimalne zadostne statistike, ki pa je v nasem primeru

(>, X, >0 X2). Torej je U neodvisna od Y1 | X7.
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4.

a) Iz funkcije verjetja in njenega odvoda:

MNed 9L (k—A)Nte?
KT oN k!

Lk, ) =

dobimo cenilko A\ = X , cenilka za A2 pa je X2. Le-ta je pristranska, saj je
E(X?) =M+

b) Ker gre za eksponentno druzino, katere naravni parametri¢ni prostor ima nepra-
zno notranjost, bo nepristranska cenilka imela najmanjso mozno disperzijo, brz ko
bo funkcija minimalne zadostne statistike X. IS¢emo torej tako funkcijo h, da bo
Ex(h(X)) = A? za vse \. To lahko naredimo z nastavkom:

i h )\k -2 /\2
=0

oziroma:

AR A,
Z I =\e",

k=

o

nakar z razvojem:

© Az 2 gk Ook(k m > k(k
V=D T Z(k—Q)!:kZ ZO

n=0 ’ k=2 2

k

in primerjavo koeficientov dobimo, da mora biti h(k) = k(k — 1), torej je iskana
statistika X (X — 1). Le-to lahko tudi kar uganemo iz prvih dveh momentov Pois-
sonove porazdelitve.

c) Velja:

¢(X?—aX)=E[(X*—aX - N)?] =
=EXY+a®B(XY) + X =20 B(X?) - 2)\? E(X?) 4+ 20\’ E(X) =
=4X3 + (7 —6a + a*)\* + (1 — 2a + a®)\.

Smiselne izbire parametra a so tiste, pri katerih ne obstaja nobena druga vrednost,
pri kateri bi bila srednja kvadrati¢na napaka manjsa za vse A. To pa so tiste, pri
katerih se koeficienta c;(a) := 1 — 2a + a® in cy(a) = 7 — 6a + a® ne moreta hkrati
zmanjSati. Za a < 1 sta oba koeficienta strogo padajoca, za a > 3 pa oba strogo
narascajoca v a, torej ju lahko hkrati zmanjsamo in izbira v teh dveh obmocjih ni
smiselna. Za 1 < a < 3 pa je ¢; narascajoc, ¢ pa padajo¢ v a, torej se ne moreta
hkrati zmanjSati (poljubni dve razli¢ni izbiri iz 1 < a < 3 sta neprimerljivi). Zato
je iz intervala [1, 3] smiselno izbirati.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 3. 6. 2010
Matematika — UNI-BOL

1. a) Prvi nacin: parameter s stabilno disperzijo iS¢emo kot funkcijo naravnega para-
metra. Tu gre namrec¢ za enoparametricno eksponentno druzino, kjer verjetnostno

funkcijo zapisemo v obliki:
-2

. _6_ zln X\
p(xa)‘)_ l" € 9

torej je naravni parameter § = In A. Parameter s stabilno disperzijo iS¢emo v obliki
g(0), Kjer je ¢'(0) = o(X) = €%/2, kar bo res za g() = 2e/? = 2/ \.
Drugi nacin: parameter s stabilno disperzijo is¢emo kot funkcijo matemati¢nega
upanja, v tem primeru E(X) = \. Za dovolj gladko naras¢ajoco funkcijo h bo
priblizno veljalo:

o(h(X)) = B (E(X))o(X) = K (AMVA.

Desna stran bo enaka 1 za h'(A)VA = 1, to pa velja za h(\) = 2v/A. Dobimo isti
parameter kot pri prvem nacinu (v eksponentnih druzinah to vedno velja).

b) Interval zaupanja konstruiramo na podlagi aproksimacije z normalno porazde-
litvijo, ta pa velja tudi za eno samo opazanje, brz ko je A dovolj velik. Za velike
A se namre¢ Poissonova porazdelitev bliza normalni, to pa zato, ker je to tudi
porazdelitev velikega Stevila vsote neodvisnih Poissonovih sluc¢ajnih spremenljivk s
parametrom blizu 1, kjer je Poissonova porazdelitev Se dovolj “lepa”. Glede na tocko
a), normalno aproksimacijo in dejstvo, da je cenilka po metodi najvecjega verjetja
enaka \ = X , je iskani aproksimativni interval zaupanja doloc¢en z neenacbo:

2[VA-VX| <o (1;O‘> =196,

kar za naSe opazanje (ustrezno zaokrozeno) znese:

81'3 < A< 120°6.
2. X =1971, S,=2925, df =9, c=togrs =325 A=301L.
Interval zaupanja: 1670 < p < 22°72.

3. Glede na to, da sta nic¢elna in alternativna hipoteza obe enostavni, je test, ki temelji
na razmerju verjetij, najmocnejsi. Ce z Ly oznac¢imo verjetje pri nicelni, z L; pa pri
alternativni hipotezi, za x > 0 velja:

1 _—2/500
Lo(v) 55 " L 4a/500

ey = — €
Li(z) L e#/0 5

e je tore opazena zivljenjska doba Zarnice, bomo nicelno hipotezo zavrnili, ce
Ce je torej X opazena zivljenjska doba Zarnice, b i¢elno hipot ili, ¢
bo testna statistika %64)(/500 premajhna, to pa bo tedaj, ko bo zivljenjska doba X
premajhna.
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Isti sklep lahko dobimo tudi iz dejstva, da gre za enoparametricno eksponentno
druzino z naravno zadostno statistiko —X glede na parametrizacijo z A, in dejstva,
da je vrednost parametra pri alternativni hipotezi vecja od tiste pri nic¢elni hipotezi.

Ker je X pri nicelni hipotezi porazdeljena zvezno, randomizacija ni potrebna in
lahko H, zavrnemo, brz ko je X < ¢, kjer je Py, (X <c¢) =a. Iz

¢ q
Pp, (X <c¢)= / —— /500 1 — 1 — /500
0 o 500

dobimo ¢ = —5001n(0'95) = 25'64 (zaokrozeno navzdol). Mo¢ tega testa je:

“1
PHl(XSC):/ me"‘/wodx:1—6’6/100i0'226.
0

. Pri modelu, ki ga obravnava naloga, lahko funkcijo verjetja zapisemo v obliki:

L(zy,... x5 p,0) = (0v2m) " exp [—% (Zaz? - 2/121:1- +nu2>]

i=1 i=1

in maksimum je pri celem modelu dosezen pri:

n n 2
=iy : ZX“ 02:(3%::%2)(3—(%2&) .

Ce se omejimo na ni¢elno hipotezo 1 = o2, pa je:

n n 2
R A R EE SERD SRR &

in 1z:

—InL(zy,...2p;0%0) = — Y o7 —no— —

do

dobimo, da je maksimum dosezen pri:

Ce z A ozna¢imo razmerje verjetij:

_supg, L(Xy, o Xoip,0)  L(X,. .. X i, G2)
supg L(X1, ... Xp; i, 0) L(Xy,... X0 fu,01)’

ima —21In(A) priblizno porazdelitev hi kvadrat z eno prostostno stopnjo. Za nase
opaZzanje dobimo —2In(A) = 561, kriticna vrednost pa je x2q9 = 6'63. Hipoteze
torej ne moremo zavrniti.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 23. 6. 2010

Matematika — UNI-BOL

. a) Oznacimo z A dogodek, da Tonetu toc¢a obtolce avto, in s T} dogodek, da toca

prvic¢ tolce k-tega junija.
P(A) =) P(ANTy)
k=1

Za k =1,2,3,4 je P(A |

= P(Ty)

Tedaj velja:

o0

Pl =Y (

k=1

9
10

1
— . P(A

T.) .
10 | T)

Ty) =1, za k > 4 pa se P(A | T}) ujema z verjetnostjo

dogodka, da krovci nadstreska niso koncali prek k-tim junijem, le-ta pa je enaka
o2, 2577 = 247k Torej je:

4 k-1 o0 k—1
9 1 9 1
P(A) = = — = .
@-3(5) wrl) w0
k=1 k=5
(9N L L (9N
B 10 11 \10/)
1 4
EPR N R
11 \ 10
4439
=——=0404.
11000 040
b) Oznacimo z Z dogodek, da krovci zamudijo. Velja:
P(ZNA)
P(Z|A)=——F=

P(ZﬂA):iP(TkmAﬂZ):iP(AﬂTk)P(Z|AﬂTk).

k=1

k=1

Zak =1,2,3,4 je dogodek Z neodvisen od dogodka ANTy, torej je P(Z | ANT}) =

P(Z)=1/2. Za k > 4 pa

je P(Z | ANTy) = 1. Sledi:

4 00

P(ZM);Z(z)k‘l.g+z(3)’“‘l.1 yik
2 2\ 10 10 & \10 10

:_'1_(3>4 +i.(3)4:

10 11\ 10

19 9N

=517 (5) |-

50951

220000
in od tod kon¢no:

50951 / 4439 50951 .
PIZTA) = 30000 / 11000 — ss7s0 0T
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2. Najprej opazimo, da je:
Elsgn(X —Y)sgn(X —2)| =P(X>Y, X >2)+ P(X <Y, X < Z) -
—PX>Y, X<Z)-PX<Y,X>7Z7)=
=PZ<Y<X)+PY<Z<X)+
+PX<Y<Z)+P(X<Z<Y)—
—-PY<X<Z)-P(Z<X<Y).

Zaradi simetrije je vseh Sest moznih ureditev enako verjetnih in zaradi zveznosti je
verjetnost, da sta kateri izmed danih slucajnih spremenljivk enaki, enaka ni¢. Torej
je verjetnost posamezne stroge ureditve enaka 1/6 in zato:

E[sgn(X —Y)sgn(X — 2)] = % .

Opomba. Seveda lahko nalogo resimo tudi z integrali.

3. Najprej gostoto posamezne spremenljivke zapisemo v obliki, iz katere razberemo,
da gre za eksponentno druzino: za 1/e < z < 1 velja:

p(r) =(1+ lna:)—a eornz

1 —eale

funkcijo verjetja, t. j. navzkrizno verjetnostno gostoto, palahkozal/e < xy,...z, <
1 zapisemo v obliki:

Pl plaa) - ++ple) = (L b (L) () s,
—e aje

Ker gre za eksponentno druzino, katere parametri¢ni prostor vsebuje odprto mno-
zico, je minimalna zadostna statistika enaka:

X11HX1+XQIDX2+ —|—Xn111Xn

4. a) Tinetovo povpreéje je porazdeljeno normalno N(0, 1/10), torej ima gostoto:

]‘0 —5022

i(z) = —==c¢
fT( ) \/%
Tonetovo povpredje pa je porazdeljeno normalno N(0, 1/100), torej ima gostoto:

100
6—5000902 .

V2r

Ker sta nic¢elna in alternativna hipoteza obe enostavni, je test, ki temelji na razmerju
verjetij, najmocnejsi. Ce torej z X oznac¢imo opazeno povpredje, nicelno hipotezo
torej zavrnemo, Ce je razmerje:

fTo(f) =

fTO(X) _ — 2
fTi<X> =10e 4950X
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premajhno, to pa je takrat, ko je vrednost |X| prevelika. Ce je P, verjetnost pri
Tonetovem povprecju, za ¢ > 0 velja:

Pro(|X| > ¢) =1 —2P(100¢)
Vrednost ¢ moramo nastaviti tako, da bo to enako «, tore;j:

(5 L
€= "700 =00196.

Moc¢ testa pa je:
Pri(|X] > ¢) =1—2d(10c) = 0'845.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 6. 9. 2010
Matematika — UNI-BOL

. Racunajmo:

o 1
P(Y >1)= / eydy—

OO 1
P(X>YY>1)= / / eyda:dy—/ dey—22,
1 e

PX>Y,)Y>1) 1
PX>Y|Y>1)= ¥ > 1) =5

. Oznacimo z A; dogodek, da i-ti otrok ne dobi nobene Zoge, in pisimo:

1 ; i-ti otrok ne dobi nobene zZoge

S=X1+Xo+- -+ X,, kjer jeX; = 14, :{ 0 - sicer

Iz B(X) = P(A) = <1—ﬁ)n_l dobimo E(S) — n<1— ! )n_l. Za

izracun disperzije pa pisimo:
2
D(S) = E(S*) — (E(S))",

Sy B+ Y B -

1<i,j<n

i#j

:iP(AZ-)Jr > PANA) =

1<i,j<n
]

:n<1—ni1>nl+n(n—1) (l_n;)Q(l_n:)H'
D(S)=n<1—ni1>nl+n(n—1) (1—ni1)2<1_n31)“_

Opomba. Zanimivo je raziskati asimptoti¢cno obnasanje koli¢in, ki jih racunamo,
ko gre n proti neskonéno. Ce z a,, ~ b, ozna¢imo, da je lim, o @, /b, =1, se das
sredstvi iz elementarne analize dokazati, da je:

E(S) ~nje in  D(S) ~n(e ' —2e7?).
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Z bolj sofisticiranimi sredstvi iz verjetnostnega racuna pa se da raziskati tudi asimp-
toticno obnasanje cele porazdelitve slucajne spremenljivke S, in sicer se izkaze, da
slucajne spremenljivke:
S—nje
Vn
sibko konvergirajo proti normalni porazdelitvi z matemati¢nim upanjem nic¢ in dis-
perzijo e~} — 2e72.

. Ker lahko zapisemo:

a
alnx
plr)=—e
(@)=~
in za ustrezni vzorec:
a?’L
Pxy,. X, (3171, .. :)Zn) = ea(Inzit-+nz,) 7
1‘1172 P mn

gre za eksponentno druzino, kjer ima naravni parametricni prostor neprazno no-
tranjost. Torej je nepristranska cenilka za 1/a z najmanjSo mozno disperzijo, ¢e
obstaja, funkcija minimalne zadostne statistike In X; +--- +1In X,,. Iz

1 1 1 1
E(lnXl):a/ x“_llnxdx:x“lnx’ —/ v tdr = —=
0 0 0

a
dobimo E(In X; + --- +In X,,) = —n/a. Iskana cenilka je torej:

InX;+InXo+---+1InX,
- )

To cenilko dobimo tudi po metodi najvecjega verjetja, a je potrebno preveriti, da je
nepristranska.

. Vzor¢no povpredje: X = 24'95.

Popravljeni vzor¢ni standardni odklon: S, = 3'776.

Kvantila porazdelitve hi kvadrat pri df = 9: X3 05 = 2'700, X2 975 = 19°02.
Interval zaupanja (ustrezno zaokrozen): 2°59 < o < 6°90.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 20. 9. 2010
Matematika — UNI-BOL

+ k(n — k) <p~%+(1—p)-%)+(n;k>-229(1—19)} =

N —

. a) <711) Kl;) 2%
bk = 1)+ 2k(n — k)p+ 4(n = k)(n — k= 1)p(1 = p)

2n(n —1)
2k(n — k)p+4(n —k)(n—k—1)p(1 — p)

b :
) k(k—1)+2k(n—k)p+4(n—k)(n—k —1)p(1 — p)
RVA
T A+1 ; A<t
- to+3 ;A>t0
dobimo:
oo(t+1) > dt to+ 3
E(T) = dt t 3 ——— =1In(1+t¢ .
(T) /0 T )/to Ao~ nHto)+

Z odvajanjem dobimo:

dE(T) 1 2
dty  1+ty (1+t)?’

kar je minimalno pri t; = 1. Optimalna strategija za Toneta je torej, da se odpravi
pes, ¢e po eni uri Se ni avtobusa.

. a) Ker je E(X) = a/2 in D(X) = a?/12, bo za velike n po centralnem limitnem

izreku priblizno veljalo X ~ N a4 Po delta metodi bo potem za dovolj

a
2’ \/12n)'
lepo funkcijo g priblizno:

o) ~N(o(5) Jo' (5)] 5= ) -

Priblizno (asimptoti¢no) enakost D [g (X )] = 1 bomo torej dosegli, ¢e bo veljalo:

oziroma:

torej lahko postavimo ¢(t) = v3nlnt.
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b) Ker je priblizno v3nln X ~ N (\/ 3nln %, 1), bo priblizni interval zaupanja pri

stopnji zaupanja [ dolocen z zvezo:
‘\/?mln)z — \/Snln%‘ < ¢! <§>

oziroma:

o 1 (B > 1 (B
2X exp |[———® 7' [ Z || <a<2Xexp |—@ 1(-)} :
p{ V3n (2)1 p{wm 2
Ko vstavimo X = 3 in 8 = 0'99, ob ustreznem zaokrozanju dobimo 517 < a < 6°97.

. Pri modelu, ki ga obravnava naloga, lahko funkcijo verjetja zapisemo v obliki:

in maksimum je pri celem modelu dosezen pri A = z in u = y. Ce se omejimo na
nicelno hipotezo A = p = 200, pa je:

)\x#ye—400

L(z,y;200,200) = T
xly!

(ker je hipoteza enostavna, ni potrebno iskati maksimuma). Ce z A oznac¢imo raz-
merje verjetij:

supe,, L(X,Y5A 1) L(X,Y;200,200) 2005+ e~10

supg L(X, Y\ ) L(X,)Y;X)Y)  XXYYe XY

ima —2In(A) priblizno porazdelitev hi kvadrat z dvema prostostnima stopnjama.
Za naSe opazanje dobimo —21In(A) = 636, kriticna vrednost pa je x§¢5; = 599.
Hipotezo torej zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 16. 2. 2011
Matematika — UNI-BOL

1. Na skici je svetlosivo oznaéena zaloga vrednosti slu¢ajnega vektorja (X,Y), sivoje
oznacen dogodek {X +Y > 4}, Srafiran pa je presek {X > 2, X +Y > 4}:

Velja:
PX+Y>4)=P1<X<3,X+Y>4)+P(X>3)=
1
//4m$2 dydm—i—/ ﬁdxz
:/1 m*a
Iz:
dx 1 1 4 1 1 x 1
—_ = — -+ —= der = —1 ——+C
/x2(4—$) 16/<a:+m2+4—:v> S TRl b el
dobimo: m3 1
n
PX4+Y>4)=—+—.
(X+Y >4) g 13
Nadalje je:

PX>2,X4Y>4)=P2<X<3,X+Y>4)+P(X>3)=

_/3 dz +1_
)y 22(4—2) 3

_l3 3
16 8

in konc¢no:

P(X>2X+Y>4) In3+6
P(X+Y >4)  2In3+8

P(X>2|X+Y >4)= = 0696
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2. Za k = 2,3,4,5 je {X = k} dogodek, da smo bodisi najprej izvlekli £ — 1 rdecih
kart, nato pa ¢rno, bodisi da smo najprej izvlekli £ — 1 ¢rnih kart, nato pa rdeco.
Torej je:

4 4 4
( ) 8 7 7
4 3 4 2
PX: :2 ..... _ = —
( 3) 8§ 7 6 7
4 3 2 4 4
PX=4)=2---2-2. o=
8 7 6 5 35
4 21 4 1
P(X=5—2.2.3.2 1 4_1
8 7.6 5 4 35
oziroma:
2 3 4 5
XN(é 2 4 i),
7 7 35 35
Al 13 .. 16
od koder izra¢unamo F(X) = 5= 26 in D(X) = 5 = 0°64.

3. Gostota normalne porazdelitve N(a/2, /a) je enaka:

1 (m — %)2 1 x? N 1 a
—exp [ — = exp | —— 4+ - — —
o2ra P 2a 2ma P 2 2 8/

torej je gostota porazdelitve nasega opazanja enaka:

1 n
Fxrex, (@1, ) = (2ma) 2 exp <_% > @it g - %> ‘

=1

Od tod razberemo, da gre za enoparametricno eksponentno druzino z minimalno
zadostno statistiko Y | X?. Nepristranska cenilka ima v tem primeru najmanjso
mozno disperzijo natanko tedaj, ko je funkcija minimalne zadostne statistke. Ker
je E(X?) = D(X;) + (E(X,))2 = a + a*/4, bo cenilka:

4 n
w2

nepristranska za a? + 4a in bo imela najmanj$o mozno disperzijo.

B %ex s <0
A
b) Glede na to, da sta nicelna in alternativna hipoteza obe enostavni, je test, ki
temelji na razmerju verjetij, najmo¢nejsi. Ce z Z oznadimo nase opazanje (X ali
—X), bomo torej nic¢elno hipotezo zavrnili, ¢e bo razmerje verjetij:

fx(Z2) o7
f-x(2)
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premajhno, to pa je natanko tedaj, ko je sama vrednost Z premajhna. Ker je Z
pri nicelni hipotezi porazdeljena zvezno, randomizacija ni potrebna in lahko H,
zavrnemo, brz ko je Z < ¢, kjer je Py, (Z < ¢) = a. Za Z <0 velja:

2 c 2c
Pu(Z <) :P(ch):§/ rar =
Ce je iskana kriticna vrednost ¢ negativna, torej resi enacbo €%*/3 = q, torej ¢ =
%ln(Sa). Velja tudi obratno: brz ko je tako dobljena vrednost negativna, je to ze

iskana kriti¢na vrednost. Za a = 0°05 dobimo ¢ = —0.949 (zaokroZeno navzdol).
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