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1. Osnove kombinatorike
Pravilo vsote, pravilo produkta. Variacije, kombinacije in permutacije.

1. Na koliko nacinov lahko opremimo dnevno sobo, ¢e imamo na voljo 4 vrste parketa,
3 vrste nelesnih talnih oblog in 5 vrst pohistva?

2. Koliko je:

a) vseh trimestnih Stevil?

=3

vseh sodih trimestnih Stevil?

(@]

vseh trimestnih stevil s sodo prvo stevko?

o,

vseh trimestnih Stevil s samimi enakimi Stevkami?

e) vseh trimestnih Stevil s samimi razlicnimi Stevkami?

)
)
)
)
)
)

f) vseh trimestnih stevil, ki so palindromi?
3. Na koliko nac¢inov lahko iz skatle s petimi razli¢nimi kroglicami vzamemo:

a) eno kroglico

b) dve kroglici

c) tri kroglice
Pri tem locite primer, ko kroglice vracamo, in primer, ko jih ne vracamo. Poleg
tega locite primer, ko je vrstni red jemanja pomemben, in primer, ko ni pomemben.
Pri razlicici, ko kroglic ne vracamo in vrstni red jemanja ni pomemben, primerjajte

rezultata iz tock b) in c).

4. Na koliko nacinov lahko na ravno polico razporedimo 3 begonije in 4 fuksije? Pri
tem locite primer, ko razlocujemo vse cvetlice, in primer, ko cvetlic iste vrste med
seboj ne razlocujemo.

Splosneje: iz skatle z n razlicnimi kroglicami lahko izvlecemo k kroglic na
naslednje stevilo nacinov:

vrstni red vlecenja
pomemben \ ni pomemben
k—1
vra¢amo Plyk — pk ®) ok = (” + A )
Vk
ne vracamo | VF=n(n—1)...(n —k+1) CS:(Z):]C—’;

! n n! n
Velja se VF = — == :
CIASE U = e (k) K (n—k)! (n—k)
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5. V posodi je 6 rdecih in 4 modre kroglice, vse kroglice so razlicne. Na koliko na¢inov
lahko iz posode brez vracanja vzamemo (vrstni red ni pomemben):
a) 4 rdece in 2 modri kroglici?
b) 4 kroglice, a od tega vsaj eno rdeco in vsaj eno modro?

6. Na koliko nacinov lahko v vrsto postavimo m miroljubnih in n nasilnih vojakov, c¢e
nobena dva nasilna vojaka ne smeta stati skupaj? Vojake med seboj lo¢imo.

7. Na koliko nacinov lahko v ravno vrsto polozimo tri brezove, dve leskovi in Stiri
vrbove Sibe, ce:
a) vse Sibe razlocujemo in ni omejitev?

b) vse sibe razlo¢ujemo ter morajo priti najprej brezove, nato leskove in nazadnje
vrbove?

¢) vse Sibe razlo¢ujemo in morajo biti Sibe posamezne vrste skupaj?
d) sib iste vrste med seboj ne razlo¢ujemo in ni omejitev?
8. Na koliko nacinov lahko razvrstimo sSest otrok (ki jih razlocujemo) na vrtiljak s

sestimi sedezi (ki jih lo¢imo le glede na njihovo medsebojno lego)? Kaj pa na
vrtiljak z desetimi sedezi? Na vsak sedez gre najvec en otrok.

9. 1 7 mogkih in 5 Zensk se odpravi na taborjenje. Na voljo imajo dva Sotora za tri
osebe in tri Sotore za dve osebi. Vse sotore med seboj lo¢imo. Na koliko nacinov se
lahko razporedijo v Sotore, Ce:

a) ni omejitev?
b) smejo biti v posameznem Sotoru le osebe istega spola?

¢) mora biti v posameznem Sotoru najmanj en moski in najmanj ena zenska?

! Avtor naloge: Gregor Sega
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2. Elementarna verjetnost

Klasi¢na verjetnost, klasi¢na geometrijska verjetnost. Racunanje z dogodki.

Klasi¢na verjetnost

Ce so vsi izidi enako verjetni, za dogodek A velja:

stevilo izidov, ki so v A

P(A) =

Stevilo vseh izidov

Temu, da so vse moznosti enako verjetne, pravimo slepa ali povsem
nakljucna izbira.

Izbirati dve (splosneje n) stvari na slepo/povsem nakljucno in neod-
visno pa pomeni, da so vse kombinacije moznosti (kjer stvari loci-
mo) enako verjetne. Z drugimi besedami, to pomeni slepo/povsem
nakljucno izbiro ustreznega urejenega para oz. n-terice.

1. Vrzemo dve neodvisni standardni kocki. Koliksna je verjetnost, da bo skupno stevilo
pik enako 87

2. Zakonca nacrtujeta stiri otroke. Kaj je verjetneje: da bosta oba spola enako zasto-
pana ali da bodo trije enega, eden pa nasprotnega spola? Privzamemo, da sta oba
spola pri posameznem rojstvu enako verjetna in da so spoli pri posameznih rojstvih
neodvisni.

P(A%) = 1— P(A)

3. Vrzemo pet neodvisnih standardnih kock. Koliksna je verjetnost, da bo na vsaj eni
kocki padla Sestica?

4. V posodi je 5 belih, 4 ¢rne in 3 rdece kroglice. Iz posode potegnemo tri kroglice.
Koliksna je verjetnost, da bo med njimi po ena kroglica vsake barve, ce:

a) kroglice vracamo?

b) kroglic ne vracamo?

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Dokaz. Ker sta A in B \ A nezdruzljiva, velja P(AU B) = P(A) + P(B \ A). Podobno, ker sta A N B in B \ A nezdruzljiva, velja
P(B) = P(AN B) + P(B\ A). Ko dobljeni enakosti odstejemo in preoblikujemo, dobimo natan¢no zeleno formulo.

5. Iz posode, v kateri so 3 rdece, 2 zeleni in 5 belih kroglic, na slepo in brez vracanja
izvlecemo dve kroglici. Koliksna je verjetnost, da je prva rdeca ali pa druga zelena?
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6.

7.

10.

11.

12.

Racunanje z dogodki

AUuB=BUA ANB=BnNA
Au(BUuC)=(AUuB)UC ANn(BNC)=(AnB)NC
AN(BUC)=(AnB)U(ANC) AU(BNC)=(AUuB)N(AuUC)

AUuQ=0Q ANQ=A

Aud=A ANnd =0

(AUB)° = A°N B° (AN B)° = A°U B°
AUA=Q ANAS =10
(A9)° = A

Poenostavite naslednji izraz z dogodki:

(BUC)N(BUC) N (B°UC)

Dani so dogodki A, B in C'. Matemati¢no zapisite:

a) dogodek, da se ne zgodi niti A niti B niti C;
b) dogodek, da se zgodi natanko eden od teh treh dogodkov;
c) dogodek, da se zgodita vsaj dva od teh treh dogodkov.

[zracunajte Se verjetnosti zgornjih dogodkov, ¢e veste, da je P(A) = 0'3, P(B) =
0'45, P(C)) = 0°6, P(ANB) = 0'2, P(ANC) = 0°2, P(BNC) = 0°'3 in P(ANBNC) =
01.

Koliksna je verjetnost, da v skupini n ljudi obstajata dva, ki imata rojstni dan
na isti dan? Prestopna leta zanemarite. Najmanj koliko ljudi mora biti, da je
ta verjetnost enaka vsaj 1/27 ZapiSite rezultat Se za splosno Stevilo dni v letu in
razisCite asimptoti¢no obnasanje, ko gre le-to proti neskoncno.

Dan je dobro premesan kup 16 kart, med katerimi so Stirje piki. Koliksna je verje-
tnost, da sta med prvimi osmimi kartami natanko dva pika?

Med 100 izdelki v seriji je 10 okvarjenih. Iz serije na slepo izberemo 10 izdelkov.
Ce je med njimi vec¢ kot en okvarjen, serijo zavrnemo. Koliksna je verjetnost, da se
bo to zgodilo?

V posodi je 8 belih, 4 ¢rne in 2 rdeci kroglici. 1z posode brez vracanja potegnemo
sedem kroglic. Koliksna je verjetnost, da bo razmerje barv enako kot v posodi?

Pri igri TikiTaka Loterije Slovenije prekrizamo od 1 do 10 stevilk izmed 70. Lote-
rija izzreba 20 stevilk. Recimo, da se odlo¢imo prekrizati 10 stevilk. Izrac¢unajte
verjetnosti naslednjih dobitkov in jih primerjajte s faktorji izplacil:
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13.

14.

15.

16.

e vseh 10 stevilk je izzrebanih — faktor izplacila: 100.000;
e natanko 5 stevilk je izzrebanih — faktor izplacila: 2°5;
e nobena stevilka ni izzrebana — faktor izplacila: 1.
Pri igri Loto na kombinacijskem listku prekrizamo 6 Stevilk izmed 44. Izzreba se 6

rednih stevilk in Se ena dodatna. Koliksna je verjetnost, da prekrizamo pet redno
izzrebanih stevilk in dodatno?

Dogodke, ki tvorijo particijo prostora izidov, lahko obravnava-
mo kot izide. Z njimi lahko racunamo verjetnosti vseh njihovih
Stevnih unij. Ce particijo tvori n enako verjetnih dogodkov in
je dogodek A unija k dogodkov iz particije, je P(A) = k/n.

V kupu je 10 kart, od tega dve rdeci, tri zelene in pet belih. Kup dobro premesamo
in drugo za drugo brez vracanja vlecemo karte. Izracunajte verjetnosti dogodkov:

a) da bo prva rdeca karta izvlecena pred prvo zeleno;

b) da bo prva rdeca karta izvlecena pred zadnjo zeleno.

Studenti, ki bodo pisali izpit, se posedejo v tri vrste in tri kolone, tako kot je
prikazano spodaj:

Aljaz Brigita Cveto
Dragica Edo Fani
Gregor Hana Iztok

Asistent povsem nakljucéno izbere tri studente in jih zamenja: prvega premesti na
mesto drugega, drugega na mesto tretjega in tretjega na mesto prvega. Koliksna je
verjetnost, da sta Aljaz in Brigita po premestitvi Se vedno soseda v isti vrsti?

V dobro premesanem kupu 52 kart je 13 src in 13 pikov.
a) Koliksna je verjetnost, da so vsa srca med vrhnjimi 27, vsi piki pa med spo-
dnjimi 27 kartami?

b) Recimo, da so res vsa srca med vrhnjimi 27 in vsi piki med spodnjimi 27
kartami. Koliksna je pogojna verjetnost, da je 26. karta z vrha srce, 26. karta
z dna (tj. 27. karta z vrha) pa pik?



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 8

Nacelo vkljucitev in izkljucitev

P(AyUAyU---UA,) =P(A)+ P(Ay) + -+ P(A,) —
—P(A1NAy) —P(AINA3)—---—P(A,_1NA,) +

+ (=) P(ANAyN---NA)

Dokaz z indukcijo. Za n = 1 in n = 2 velja. Naredimo indukcijski korak z n na n + 1. Najprej opazimo:

P(AfUA2 U - UA, UAp41) =P(A1UA U~ UAR)+ P(Apt1) — P((ALUAU - UAR)NA,yr) =
=P(A1UA U - UAp) +P(Apg1) — P((A1NApp 1) U---U(Ap NApg1)) -

Po indukcijski predpostavki je:

P(AyUAU---UAp UAp41) = P(A1) + P(A2) + -+ P(Ap) —
— P(A1NA2) —P(A1NA3) =+ = P(Ap_1 NAp) +

+1la1nAsnAag F1anagna, -+ 1A, _onA, 1nA, —

+ (=) PAL NN AR) +

+ P(Any1) —

—P(A1NAyp1) = P(A2NApp1) — -+ P(Ap N Apy1) —
+PA1NANAL1)+P(AITNA3ZNA 1)+ +PAp_1 NANAL 1) +

+ (=D P(AIN AN N AN Apgr),

kar je natan¢no ustrezna desna stran: iz razvoja verjetnosti P(A; U A2 U ---U Ay) smo dobili tiste clene, ki ne vsebujejo dogodka A, 1, iz
P(A,41) in razvoja verjetnosti P((A1 N Ay41) U -+ U (Ap N Ap,i1)) pa tiste ¢lene, ki dogodek A,, 41 vsebujejo.

17.

18.

19.

20.

Na okensko polico povsem naklju¢no razporedimo b begonij, f fuksij in £ kalanhoj.

a) Koliksna je verjetnost, da so vse begonije skupaj, prav tako pa tudi vse fuksije?

b) Koliksna je verjetnost, da niti za begonije niti za fuksije niti za kalanhoje ne
velja, da so skupaj?

Mama napise pet razlicnih pisem in pripravi pet kuvert za ta pisma s samimi raz-
licnimi naslovi. Mali Pepcek zZeli pomagati in povsem naklju¢no vtakne pisma v
kuverte, v vsako kuverto po eno pismo. Koliksna je verjetnost, da je vsaj eno pismo
v pravi kuverti?

Desetkrat vrzemo posteno kocko in pri vsakem metu zabelezimo, koliko pik je padlo.
Koliksna je verjetnost, da bodo na koncu zabelezena vsa mozna stevila pik (od 1 do
6)?

Na vecerjo pride n parov zZensk in moskih. Zanje je pripravljenih 2n stolov za
okroglo mizo. Gostitelj bo posedel Zenske in moske za mizo, tako da bodo alternirali
po spolu, v okviru tega pa povsem naklju¢no. Lahko si predstavljamo, da so stoli
ostevilceni v smeri urinega kazalca s stevili od 1 do 2n. Na stolih 1,3,...,2n — 1
bodo zZenske, na stolih 2,4,...,2n pa moski. Oboji bodo neodvisno in slucajno
permutirani. KolikSna je verjetnost, da noben par ne bo sedel na sosednjih stolih?
Dovolj je, da zapiSete izraz, ki bo zahteval O(n) operacij, pri ¢emer so dovoljene
operacije sestevanje, odstevanje, mnozenje, deljenje in faktoriela.
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21.

22.

23.

24.

25.

Dano je slucajno zaporedje m stevil od 1 do m, vse moznosti so enako verjetne;
stevila se lahko ponavljajo. Koliksna je verjetnost, da najdaljse zacetno strnjeno
strogo narascajoce podzaporedje vsebuje dano stevilo [ € {1,2,...,m}?

Primeri najdaljsih zacetnih strnjenih strogo narascajoc¢ih podzaporedij pri m = 5:

1,2,3,4,5: 1,2,3,4,5
2,3,5,4,5: 2,35
2,2,3,5,4: 2

)

Klasi¢na geometrijska verjetnost

Tocka je izbrana na slepo ali povsem naklju¢no iz mnozice G,
ki je lahko interval, lik, telo ipd., ¢e za vsako merljivo podmnoZico
A C G velja:

mera mnozice A

P(tocka pripada A) = — :
mera mnozice G

Pri tem je mera lahko dolzina, ploscina itd.

Na slepo/povsem nakljucno in neodvisno izbrati dve tocki (splosne-

je, n tock) pomeni slepo/povsem nakljucno izbiro njunega urejenega

para (oz. n-terice) v ustreznem kartezijskem produktu.

Do Sole je stiri minute hoda, vmes pa je semafor, na katerem dve minuti gori ze-
lena, dve minuti pa rdeca lu¢. Od doma se odpravim pet minut pred zacetkom
pouka. Koliksna je verjetnost, da pridem Se pravocasno, ¢e se drzim predpisov?
Kaj pa, ce sta na poti dva semaforja? Seveda privzamemo, da je faza semaforja
doloc¢ena povsem nakljuéno (oz. da sta fazi semaforjev doloceni povsem nakljuéno
in neodvisno).

Avtobus odpelje s postaje povsem naklju¢no med 6:55 in 7:05. Student pa je nagnjen
k zamujanju in pride na postajo povsem naklju¢no med 7:00 in 7:07, neodvisno od
avtobusa.

a) Kolik$na je verjetnost, da ujame ta avtobus?
b) Ce Zeli Student e pravocasno priti na predavanje, mora biti na tem avtobusu

najkasneje ob 7:02. Koliksna je verjetnost, da se to zgodi?

Koliksna je verjetnost, da je povsem nakljuc¢no izbrana tocka v kvadratu blizje robu
kot sredisc¢u kvadrata?

Buffonova?® igla. Na list papirja z ravnimi vzporednimi ¢értami, razmaknjenimi za a,
na slepo vrzemo iglo dolzine b. Koliksna je verjetnost, da igla seka katero od ¢rt?

2Georges-Louis Leclerc, comte de Buffon (1707-1788), francoski naravoslovec, matematik, kozmolog
in filozof; enciklopedist; grof
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3. Pogojna verjetnost

Racunanje pogojne verjetnosti po definiciji. Izrek o polni verjetnosti, Bayesova formula. Neod-
visnost. Zapletenejsi primeri pogojne verjetnosti.

Definicija pogojne verjetnosti

A B Q

Zgoraj definirana funkcija PP je spet verjetnostna mera na Q.

Ce je dogodek B sestavljen iz samih enako verjetnih izidov, pa je tudi:

t(AN B)

PATE =4

1. Vrzemo standardno kocko. Naj bo A dogodek, da padejo vsaj stiri pike, B dogodek,
da pade Sest pik, L pa dogodek, da pade liho mnogo pik. Izracunajte P(A | L) in
P(B | L). Kaj pa, ¢e kocka ni postena, tako da ena pika pade z verjetnostjo 0°3,
izidi z dvema, tremi, Stirimi in petimi pikami imajo verjetnost 0°15, Sest pik pa pade
z verjetnostjo 0717

2. Iz dobro premesanega kupa 16 kart, med katerimi so Stirje piki, na slepo in brez
vracanja izvlecemo stiri karte. Koliksna je pogojna verjetnost, da je prva med njimi
pik, ¢e vemo, da sta med njimi natanko dva pika?

3. V dobro premesanem kupu 52 kart je 13 src in 13 pikov. Recimo, da so vsa srca med
vrhnjimi 27 in vsi piki med spodnjimi 27 kartami. Koliksna je pogojna verjetnost,
da je 26. karta z vrha pik, 26. karta z dna (tj. 27. karta z vrha) pa srce?

4. Bertrandov paradoks. Dane so tri skatle. V eni sta dva zlata kovanca, v drugi en
zlat in en srebrn, v tretji pa dva srebrna. Dovoljeno nam je, da na slepo izberemo en
kovanec (tj. vseh Sest z enako verjetnostjo). Ce uganemo, kaksen je drugi kovanec v
skatli, ki smo jo izbrali, dobimo kovanec. Kolik$na je verjetnost, da dobimo kovanec?

Razmislek: Recimo, da je kovanec zlat. Potem vemo, da je prisel ali iz skatle z dvema
zlatima kovancema ali pa iz Skatle z enim zlatim in enim srebrnim kovancem. Ker
sta obe Skatli enako verjetni, je verjetnost, da bomo uganili, enaka 1/2, ne glede na
to, kaj recemo.

Je s tem razmislekom vse v redu?



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 11

5. Monty Hallov® paradoks. Danih je troje vrat. Za enimi je skrit avto, za preostalimi
dvojimi pa buca. Najprej izberemo ena vrata, ki ostanejo zaprta, nakar vodja igre
odpre ena izmed vrat, za katerima je buca in ki jih nismo izbrali. Nato nam ponovno
ponudi, da izberemo ena izmed Se zaprtih vrat. Tisto, kar se skriva za njimi, dobimo.

Kako naj ravnamo, ¢e zelimo dobiti avto? Privzamemo, da so vse moznosti za vrata,
za katerimi stoji avto, enako verjetne.

Razmislek: Recimo, da smo najprej pokazali na prva vrata, vodja igre pa je nato
odprl tretja vrata. Prva in druga vrata so Se zaprta. Ker so vsa vrata enako verjetna,
je pri obojih verjetnost, da bo zadaj avto, enaka 1/2. Torej je Cisto vseeno, kaj
storimo.

Je s tem razmislekom vse v redu?

6. Dana je naslednja razlicica Monty Hallovega paradoksa: za enimi izmed trojih vrat
je skrita nagrada, za preostalimi dvojimi ni nicesar. Igralec najprej pokaze na ena
vrata, nakar vodja igre odpre ena izmed vrat, za katerima ni nicesar in na katera
igralec ni pokazal. Nato igralec izbere ena izmed Se zaprtih vrat in jih odpre (lahko
torej ostane pri istem ali pa se premisli). Ce se za temi vrati skriva nagrada, jo
dobi, sicer ne dobi nicesar.

Nagrada je za prvimi vrati z verjetnostjo %, za N
druimi . . . 3. 27 iNj| 1|23
rugimi vratl z verjetnostjo {5 in za tretjimi z
verjetnostjo % Nadalje so v tabeli na desni pri- 110 % %
kazane verjetnosti, da vodja igre odpre j-ta vrata, . .
¢e je igralec pokazal na i-ta vrata in je za temi 21304
vrati nagrada. 31 1]3]p
1|1

a) Recimo, da igralec najprej pokaze na prva vrata, vodja igre pa odpre druga
vrata. Koliksna je pogojna verjetnost, da igralec dobi nagrado, ¢e ostane pri
istem? Koliksna pa, Ce se premisli? Kaj od tega se mu bolj splaca? Izracunajte
Se za primer, ko vodja igre odpre tretja vrata (igralec pa Se vedno najpre;
pokaZe na prva vrata).

b) Recimo, da igralec pokaze na prva vrata, nakar glede na to, katera vrata odpre
vodja igre, igra tako, kot se mu bolj splaca. KolikSna je verjetnost, da bo dobil
nagrado?

c) Se igralcu splaca v prvem koraku pokazati na katera druga vrata?
7. Janez in Peter igrata namizni tenis. V vsaki rundi nekdo zmaga in oba sta enako-

vredna, ne glede na zgodovino, igrata pa, dokler eden od njiju ne dobi Sest rund.
Trenutni izid je 4 : 2 za Janeza. Koliksna je verjetnost, da bo Janez dobil cel dvoboj?

3Monte Halparin (1921-2017), bolj znan pod odrskim imenom Monty Hall, kanadsko-amerigki radijski
in televizijski voditelj, producent in filantrop
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10.

11.

Izrek o polni verjetnosti

Dogodki Hy, Hs, ..., H, oziroma H,, Hy, Hs, ... tvorijo popoln sistem do-
godkov, ce tvorijo particijo mnozice €2, tj. vedno se zgodi natanko eden izmed
teh dogodkov. Ce je Se P(H;) > 0 za vse i, za poljuben dogodek A velja:

P(A) = P(Hy) P(A| Hy) + P(Hz) P(A| Hp) +---+ P(H,) P(A | Hy)

P(A) = P(Hy) P(A| Hy) + P(Hz) P(A| Hy) + P(Hs) P(A | Hs) + - -

Dogodkom H; cesto pravimo hipoteze.

.V prvi posodi je 5 belih, 3 rdece in 2 ¢rni kroglici, v drugi posodi pa so tri bele in

tri ¢rne kroglice. Iz prve posode v drugo na slepo premestimo eno kroglico, nato pa
iz druge na slepo in brez vracanja potegnemo dve kroglici. Koliksna je verjetnost,
da je med njima ena bela in ena ¢rna?

Ce je P(A| B) = P(A | C) = p, ali je nujno tudi P(A | BUC) = p? Morda
potrebujemo kaksen dodaten pogoj? Bi se dalo to posplositi na ve¢ dogodkov?

Janez in Peter spet igrata namizni tenis. Spet v vsaki rundi nekdo zmaga, a tokrat
Janez dobi posamezno rundo z verjetnostjo 1/3 (ne glede na zgodovino), igrata pa
na dve tocki razlike. Kolik$na je zdaj verjetnost, da bo Janez dobil dvoboj? Le-to
zdaj racunamo od zacetka, tj. izida O : 0.

Opomba. Strogo gledano gre za verjetnost dogodka, da se dvoboj neko¢ konca in
Janez dobi dvoboj.

Pri doloc¢enem slucajnem poskusu lahko med drugim pride do opazanja A in do
opazanja B. Lahko pride tudi do obeh opazanj, to oznac¢imo z AN B. Poskus pona-
vljamo in pri vsaki izvedbi pride do opazanja A z verjetnostjo P1(A), do opazanja
B 7z verjetnostjo P1(B) in do obeh opazanj z verjetnostjo P1(A N B), ne glede na
zgodovino. Privzemimo, da je Py(B) > 0.

Poskus ponavljamo, dokler ne pride do opazanja B. Koliksna je verjetnost, da pri
zadnjem poskusu pride tudi do opazanja A?

Opomba. Strogo gledano gre za verjetnost dogodka, da se izvajanje poskusov neko¢
konca in da pri zadnjem poskusu pride do opazanja A.

Pri izreku o polni verjetnosti lahko malo popustimo pri predpostavki, da do-
godki Hy, Hs, ..., H, oziroma H,, H,, ... tvorijo particijo mnozice €): dovolj
je, da tvorijo skoraj popoln sistem dogodkov, kar pomeni, da ima presek
poljubnih dveh z razlicnima indeksoma verjetnost nic¢, njihova unija pa ima
verjetnost ena.
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12.

13.

14.

15.

16.

Iz posode, v kateri je r rdecih, z zelenih in b belih kroglic, na slepo in z vracanjem
vlecemo kroglice. Koliksna je verjetnost, da prvi kroglici, ki ni bela, sledi kroglica
iste barve? Privzamemo, da je r + z > 0.

Opomba. Strogo gledano gre za verjetnost dogodka, da neko¢ izvlecemo kroglico,
ki ni bela, in da ji sledi kroglica iste barve.

Mecemo posten kovanec, pri ¢emer privzamemo, da je verjetnost, da v posameznem
metu pade grb, enaka 1/2 ne glede na prejsnje mete. Kolik$na je verjetnost, da v
prvih n metih nista padli dve zaporedni cifri?

Bayesova®* formula

Ce Hy,H,, ..., H, oziroma Hy, Hy, Hs, ... tvorijo popoln sistem dogodkov in
¢e je P(H;) > 0 za vse i, za poljuben dogodek A s P(A) > 0 velja:

P(H;) P(A| H)

PO = BTy PAT ) + PUL) P(A| Hs) + -+ P(,) P(A| 1)
Pl | A)— P(H;) P(A | H;)

P(Hy) P(A| Hy) + P(Hy) P(A | Hy) + P(Hs) P(A| Hs) + -+

Brezpogojnim verjetnostim P(H;) pravimo apriorne, pogojnim verjetnostim
P(H; | A) pa aposteriorne verjetnosti hipotez.

Zena poslja moza na trg po solato, ki jo prodajata dve branjevki, Francka in Micka.
Verjetnost, da moz kupi solato pri Francki, je 60%, verjetnost, da kupi pri Micki,
pa 40%. Francka ima 10%, Micka pa 20% nagnitih glav solate. Moz prinese domov
nagnito glavo solate. Katero branjevko lahko Zena bolj upravi¢eno osumi, da mu je
prodala nagnito solato? Privzamemo, da branjevki solato izbirata na slepo.

Mati¢nemu podjetju dobavljajo trije kooperanti: kooperant Alfa Deli dobavlja 20%,
kooperant Bobo Deli 50%, kooperant Centro Deli pa 30% vseh delov. Kooperant
Alfa Deli ima 5%, Bobo Deli 1%, Centro Deli pa 2% okvarjenih delov. Kontrolor
v maticnem podjetju preizkusi povsem nakljuéno izbran del in izkaze se, da je
okvarjen, zato zavzdihne: “Oh, ze spet ti Alfa Deli!” Koliksna je verjetnost, da je
bil del dobavil kooperant Alfa Deli?

V prvi posodi je 6 belih in 4 rdece kroglice, v drugi pa ena bela in ena rdeca.
Najprej na slepo premestimo 3 kroglice iz prve posode v drugo, nato pa iz druge
posode potegnemo dve kroglici (na slepo in brez vracanja). Obe sta rdeci. Kolik$na
je pogojna verjetnost, da so bile vse tri premescene kroglice rdece?

4Thomas Bayes (ok. 1701-1761), angleski statistik, filozof in duhovnik
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17. Manja ugiba neznano besedo, ki ima stiri sogla- [ sogl. | samogl. || ugane |
snike in en samoglasnik. Crke se ji prikazujejo 0 0 005
druga za drugo, vrstni red prikazovanja pa je iz- 0 1 01
bran povsem naklju¢no. Ko so ¢rke enkrat prika- 1 0 015
zane, ostanejo na zaslonu. V tabeli na desni so 1 1 02
prikazane pogojne verjetnosti, da Manja ugane 2 0 04
besedo po dolo¢enem stevilu prikazanih soglasni- 2 1 06
kov in samoglasnikov, ¢e besede prej Se ni ugani- 3 0 07

18.

19.

la. Te pogojne verjetnosti veljajo ne glede na to,
katere ¢rke so bile prikazane prej.

a) Koliksna je verjetnost, da Manja ugane besedo po treh prikazanih ¢rkah (ne
pa tudi prej)?

b) Recimo, da je Manja uganila besedo po treh prikazanih ¢rkah. Koliksna je
pogojna verjetnost, da so bili to sami soglasniki?

Dogodka A in B sta neodvisna, ce velja:
P(ANB)= P(A) P(B)

Ce je P(B) > 0, je to ekvivalentno pogoju, da je P(A| B) = P(A).
Ce je 0 < P(B) < 1, pa je to ekvivalentno tudi pogoju, da je P(A | B) =

P(A| B°).

Dogodki Ay, As, As ... so neodvisni, ¢e za poljubne razlicne indekse iy, s, . . . , iy,
velja:

Na kupu so stiri karte: pikov kralj, pikova dama, sréev kralj in sréeva dama. Na

slepo izvle¢emo eno izmed kart. Definirajmo naslednje dogodke:
A := {izvlekli smo pika}
B := {izvlekli smo damo}

C' := {izvlekli smo srcevega kralja ali pikovo damo}

Sta dogodka A in B neodvisna? Kaj pa A in C7 Kaj pa B in C'7 Kako pa je z
dogodki A, B in C, so neodvisni?

Danih je osem kart: as, kralj, dama, fant, 10, 9, 8 in 7. Na slepo izvle¢emo eno
karto. Definirajmo naslednje dogodke:

F := {karta je as, kralj, dama ali fant}
G := {karta je as, kralj, 10 ali 9}
H := {karta je as, dama, 8 ali 7}

So dogodki F', G in H neodvisni?
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20.

21.

22.

23.

Vrzemo tri kovance. Meti so med seboj neodvisni, verjetnosti, da pade grb, pa niso
nujno enake. Naj bo A dogodek, da se na prvem kovancu pojavi grb, B pa dogodek,
da se grb pojavi na natanko dveh kovancih.

a) Recimo, da so vsi trije kovanci posteni, se pravi, da je verjetnost za grb pri
vseh kovancih enaka 1/2. Sta dogodka A in B neodvisna?

b) Recimo, da je prvi kovanec posten, druga dva pa ne: na vsakem od njiju se
grb pojavi z verjetnostjo p. Pri katerih p sta A in B neodvisna?

Standardno kocko n-krat vrzemo, meti so neodvisni. Oznac¢imo jih z 1,2,...,n. Za
k=1,2,...,n oznacimo z A dogodek, da je v k-tem metu prvi¢ padla ena pika, z
B; pa oznacimo dogodek, da je v [-tem metu zadnji¢ padlo Sest pik. Pri katerih &
in [ sta dogodka Ay in B; neodvisna?

Simpsonov paradoks. Dve zdravili so preizkusali na Zenskah in moskih. Rezultati
so naslednji:

zdravljenje zenske moski
Prvo zdravilo \ Drugo zdravilo | Prvo zdravilo \ Drugo zdravilo
uspelo 200 10 190 1000
ni uspelo 1800 190 10 1000

Katero zdravilo je bilo uspesnejse:
e pri zenskah?
e pri moskih?
e pri obojih skupaj?

Komentirajte!

Ce so Ay, As,... in By, Bs,... neodvisni dogodki, tudi za poljuben dogodek
A € o(Ay, As,...) velja, da so dogodki A, By, B, ... neodvisni. Pri tem je
o(Ay, Ag, . ..) najmanjsa o-algebra, ki vsebuje dogodke Ay, As, . ..

V vezju, ki ga prikazuje spodnja skica, vsako stikalo prepusca elektri¢ni tok z verje-
tnostjo 1/3, posamezna stikala pa so med seboj neodvisna. Kolik$na je verjetnost,

da vezje prepusca tok?
A >»
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

Janez, Francelj in Tone gredo streljat zajce. Janez zadene z verjetnostjo 0'1, Francelj
z verjetnostjo 0'2, Tone pa z verjetnostjo 0'3, neodvisno drug od drugega.

a) Vsi pomerijo, ustrelijo in zajec je zadet. Koliksna je pogojna verjetnost, da ga
je Janez zadel?

b) Ko pridejo do zajca, se izkaze, da ga je zadel natanko eden. Koliksna je pogojna
verjetnost, da je bil to Janez?

Andraz, Bojan, Cilka in Darja streljajo v tar¢o. Andraz in Bojan streljata z modri-
mi, Cilka in Darja pa z rde¢imi pusc¢icami. Andraz zadene z verjetnostjo 0°6, Bojan
z verjetnostjo 07, Cilka z verjetnostjo 0'5, Darja pa z verjetnostjo 0°9. Vsi hkrati
pomerijo in ustrelijo, neodvisno drug od drugega. V tarci se znajdeta ena modra in
ena rdeca puscica. Koliksna je pogojna verjetnost, da sta to Bojanova in Darjina?

Student se od 50 izpitnih vpraganj naudi le 30. Za vsako vprasanje, ki se ga naudi,
je potem Se 30% verjetnosti, da pozabi odgovor, za vsako vpraSanje, ki se ga ne
nauci, pa je Se 10% verjetnosti, da odgovor ugane. Privzamemo, da so dogodki, da
student posamezno vprasanje pozabi oz. ugane odgovor nanj, neodvisni. Na izpitu
dobi tri povsem naklju¢no izbrana vprasanja in izpit naredi, ¢e pravilno odgovori
na vsaj dve vprasanji. Koliksna je verjetnost, da bo naredil izpit?

Miha se odpravi na obisk k vinogradnikom Janezu, Lojzu in Stefanu. Vsak mu
ponudi cvicek ali Smarnico. Janez mu ponudi Smarnico z verjetnostjo 60%, Lojz z
verjetnostjo 40%, Stefan pa z verjetnostjo 10%. Ce mu noben vinogradnik ne ponudi
Smarnice, Miho boli glava z verjetnostjo 10%, ¢e mu jo ponudi natanko en vinogra-
dnik, ga boli z verjetnostjo 40%, ¢e mu jo ponudita natanko dva, z verjetnostjo 70%,
¢e mu jo ponudijo vsi trije, pa zagotovo.

Naslednji dan Miho boli glava in prijatelj Tone mu pravi: “Janez in Lojz sta ti gotovo
dala Smarnico!” Koliksna je pogojna verjetnost, da ima prav? Privzamemo, da
vinogradniki izberejo vrsto vina neodvisno drug od drugega in da so cvicki oziroma
Smarnice vseh treh vinogradnikov enakovredni.

V kolektivu je n delavcev, med katerimi je tudi Zdravko. Vsi opravijo test za
novi koronavirus SARS-Cov-2. Pri okuzenih je test pozitiven z verjetnostjo a, pri
neokuzenih pa z verjetnostjo 1 — b. Stevilu a pravimo obcutljivost, §tevilu b pa
specificnost testa. Vsak od delavcev je okuzen z verjetnostjo p, neodvisno od vseh
ostalih. Privzamemo Se, da so testiranja posameznih oseb med seboj neodvisna.

a) Kolik$na je verjetnost, da je Zdravkov test pozitiven?

b) Izkaze se, da je bilo pozitivnih natanko k delavcev, a ni znano, kateri so to
bili. Koliksna je pogojna verjetnost, da je Zdravko okuzen?

Pustolovec Albert pride v tujo dezelo, kjer ga takoj primejo in vtaknejo v je¢o. Po
prvi noci, prebiti v jeci, ga obiSce kralj in mu ponudi posodo, v kateri je ena rdeca
in ena zelena kroglica. Albert na slepo izvlece eno kroglico. Ce izvlece zeleno, je
izpuscen, Ce izvlece rdeco, pa mora prebiti v jeci Se eno noc¢. Naslednji dan ga spet
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30.

31.

obisce kralj in spet mu ponudi posodo, le da sta tokrat notri dve rdeci in ena zelena
kroglica. Spet je Albert izpuscen, ce izvlece zeleno kroglico, sicer pa mora ponovno
prespati v je¢i. Tako se nadaljuje: vsak dan je v posodi ena rdeca kroglica vec.

a) Dokazite, da Albert z verjetnostjo ena neko¢ pride iz jece.

b) Ko Alberta izpustijo, mu kralj izroc¢i posodo s kroglicami (n rdec¢imi in eno
zeleno, Ce je Albert v jeci prespal n-krat). Albert nato sam takoj izvlece eno
kroglico. Ce je zelena, takoj zapusti deZelo, sicer pa izvleteno rdeco kroglico
odvrze in tam prespi (tokrat na svobodi). Nato spet vlece kroglice (tokrat z
eno rdeCo manj) in Ce izvleCe zeleno, dezelo zapusti, sicer pa ponovno prespi.
Tako nadaljuje, vsakic¢ z eno rdeco kroglico manj.

Recimo, da je Albert v tej dezeli prespal natanko petkrat. Koliksna je pogojna
verjetnost, da je v jeci prespal trikrat?

Iz posode, v kateri je sprva a rdecih in b belih kroglic, vle¢emo kroglice. Ce izvle¢emo
rdeco, konc¢amo, ¢e izvlecemo belo, pa jo vrnemo v posodo in dodamo Se d novih
belih kroglic. Seveda vsakic¢ vlecemo na slepo. Koliksna je verjetnost, da nikoli ne
nehamo vleci?

Opomba: tovrstni protokoli vlecenja kroglic so znani kot Pdlyeva Zara.®

Miranda je na nocni zabavi spoznala Ferdinanda. V dneh po zabavi ¢aka na njegov
klic. Verjetnost, da jo Ferdinand prvi¢ poklice k-ti dan po zabavi, je enaka 37*.
Vsako noc, ki sledi dnevu, ko Ferdinand Mirande ne poklice, Miranda spozna novega
fanta z verjetnostjo 1/10.

Recimo, da je Ferdinand poklical Mirando. Koliksna je pogojna verjetnost, da je,
preden jo je prvi¢ poklical, ze spoznala novega fanta? Privzamemo, da Miranda fan-
te spoznava le ponoci in da Ferdinand na posamezen dan poklice Mirando neodvisno
od tega, ali je prej spoznala novega fanta ali ne.

SGyoérgy Polya (1887-1985), madzarski matematik judovskega rodu
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4. Slucajne spremenljivke

Pojem porazdelitve, kumulativna porazdelitvena funkcija, porazdelitvena shema diskretno po-
razdeljene slucajne spremenljivke, porazdelitvena gostota zvezno porazdeljene slu¢ajne spremen-
ljiivke. Ugotavljanje in prepoznavanje porazdelitev. Priblizni obrazci za binomsko porazdelitev.
Vrstilne karakteristike. Transformacije (funkcije) slucajnih spremenljivk. Generiranje slu¢ajnih
spremenljivk.

Diskretne sluc¢ajne spremenljivke

Diskretne sluc¢ajne spremenljivke zavzamejo vrednosti le na stevni mno-
zici, tj. bodisi kon¢ni mnozici {ay, as, ..., a,} bodisi Stevno neskoncéni mnozici
{a1,as,as3,...}. Zatako slucajno spremenljivko X zahtevamo se, da je {X = x}
dogodek za vsako mozno vrednost x.

Porazdelitev vsake take slucajne spremenljivke X lahko opisemo s porazdeli-

tveno shemo: ce so vse vrednosti aq, as, . .. razlicne, pisemo:
ap az -+ @ . a; as asg ---
X~ " oziroma X ~ 3 ,
pP1 P2 - Pn b1 P2 P3 -

kar pomeni P(X = a1) = p1, P(X = ag) = py itd. Velja:

pr+pe+---+p,=1 oziroma p+py+p3+---=1.

1. Vrzemo standardno kocko in stevilo pik, ki padejo, oznac¢imo z X. Zapisite poraz-
delitev te slucajne spremenljivke.

Diskretna enakomerna porazdelitev na n-elementni
mnozici {aj,as,...,a,} je porazdelitev na slepo/povsem
nakljucno izbranega elementa te mnozice, tj. porazdelitev

s shemo:
al a/2 .. a/n
i1 ... 1/"
n n n
Oznacevali jo bomo z ED{ay, as, ..., a,}.

2. Neodvisno vrzemo dva postena kovanca in standardno kocko. Za vsako piko na kocki
dobimo en evro, za vsako cifro na kovancu pa dva evra. Slucajna spremenljivka S
naj predstavlja skupni znesek v evrih, ki ga dobimo. Zapisite njeno porazdelitev.

3. Slucajna spremenljivka X zavzame vrednosti v mnozici {1,2,...,10}. Verjetnost,
da je X enaka doloc¢enemu stevilu iz te mnozice, je premo sorazmerna s tem stevilom.
[zracunajte P(X > 3).

4. Naj bo X stevilo Sestic, ki padejo v desetih neodvisnih metih standardne kocke.
Zapisite porazdelitev te slucajne spremenljivke.
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Bernoullijevo® zaporedje poskusov je zaporedje neodvisnih slucajnih po-
skusov, od katerih lahko vsak uspe ali ne uspe, in sicer vsak poskus uspe z isto
verjetnostjo.

Binomska porazdelitev b(n,p) je porazdelitev stevila uspelih poskusov v
Bernoullijevem zaporedju n poskusov, od katerih vsak uspe z verjetnostjo p.
Ce je X ~ b(n,p), velja:

P(X=k) = (Z)pk(l—p)"_k; k=0,1,....n.

5. Sestkrat vrzemo neposten kovanec, pri katerem grb pade z verjetnostjo 1/3. Meti
so med seboj neodvisni. Koliksna je verjetnost, da padeta ve¢ kot dva grba?

6. Dani sta dve posodi, v vsaki je po n kroglic. Na vsakem koraku iz vsake posode na
slepo in neodvisno izberemo po eno kroglico, tako da so izbire neodvisne tudi od
prejsnjih izbir. Kroglici nato zamenjamo, tako da imamo v vsaki posodi spet po n
kroglic. Koliksna je verjetnost, da je posamezna kroglica po k korakih spet v isti
posodi kot na zacetku? Poskusite zapisati z zakljuc¢enim izrazom.

Opomba. Ta “difuzijski model” je leta 1769 opisal $vicarski matematik in fizik
Daniel Bernoulli (1700-1782), sin matematika Johanna Bernoullija (1667-1748),
brata Jakoba Bernoullija (1655-1705).

Aproksimacija tockastih verjetnosti pri binomski porazdelitvi

Naj bo X ~ b(n,p) in n — oo ter Se k € Ny. Ce gre p — 0, velja Poissonov”

obrazec: i
—np
P(X =k)~ (np)*e™™” :
k!
za majhno relativno napako zahtevamo se |k — np| < y/n.
Ce pa je p,1 —p > 1/n (ali, ekvivalentno, o := \/np(1 —p) — o0), velja
Laplaceova® lokalna formula:

L /o)

oV 2T 7

za majhno relativno napako zahtevamo Se |k — np| < /3.

P(X =k)~

Produkt np je pricakovano stevilo uspelih poskusov, kolicina o pa je njegov
standardni odklon.

Meja med smotrnostjo uporabe Poissonovega obrazca in Laplaceove lokalne
formule je za velike n priblizno pri p = 0'6//n.

V okviru dometa aproksimacij lahko relativne napake pri aproksimaciji toc¢kastih verjetnosti P(X = k) navzgor omejimo s koli¢inami
naslednjih velikostnih redov:

6Jakob Bernoulli (1655-1705), $vicarski matematik
"Siméon Denis Poisson (1781-1840), francoski matematik, geometer in fizik
8Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), francoski matematik, astronom, fizik in politik
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, 2
e pri Poissonovi aproksimaciji: p + w;
1 k—npl®
e pri Laplaceovi lokalni formuli: — + —
o

14|k —np|  |k—np|®
4 .

e pri Laplaceovi lokalni formuli, ¢e je k € Z + 1/2:
o2 o4

Izboljsave aproksimacij (asimptotski razvoj 1. reda):

5

k! 2n

k
n
e pri Poissonovem obrazcu: P(X = k) =~ % exp <7np + 2
! n

k— (k- "P)2> _ (np)*

— — np)?
< oxp (,nﬁw>

1 2 2p-1
. i Laplaceovi lokalni formuli: P(X = k) 8 —— exp - + d (3z — zs) H
pri : = ~ ;
o271 2 60

iy 1)) (sa k € 7+ 1/2);

Oznacili smo ¢ = (k —np)/o. 1z zgornjih izboljsanih aproksimacij lahko izpeljemo asimptotiéno obnasanje napake pri Poissonovi aproksimaciji
in pri Laplaceovi lokalni formuli, ¢e je 1/n < p < 1:

1
e pri Laplaceovi integralski formuli: P(X < k) = > + @ (z +

k_—np
n e "2
o max|P(X = k) — "P) ~ max|1—12|e*” /2 P 1992,
k k! 2021 T 20V27 o
(np)Fe—mP P /°° 2 —a2/2 2p
. P(X=k)— 2 | ‘1—:,;‘@ de = ——— = 0484 p;
Xk: ( ) k! 2V2m J - V2me ’
1 k — np)? 1 .2 1 3—v6 _(5_ 0°0918
e max|P(X =k) — exp 7( P) ~ max‘3x7x3|e LR i S € \/E)/zii;
k oV2r 202 60221 = o2y/2m 6 o2
1 k — np)? 1 oo .2 1 144e73/2 0252
. ZP(X:k)— exp —( P) ~ / ‘39:—303|e 2%/2 4z = - = .
P oV2m 202 60v2m J -0 oV2rT 3 o

Asimptoti¢na meja med smotrnostjo uporabe Poissonove in Laplaceove aproksimacije bo torej:
1/3

o cCe gledamo maksimalno absolutno napako: pri p = (M e_(3_‘/6)) n=1/3 = 0'596 n_1/3;

1/2 —1\2/3
o ce gledamo vsoto absolutnih napak: pri p = (%) n~1/3 = 0'6a7n1/3,

7. Naj bo X spet stevilo Sestic, ki padejo v desetih neodvisnih metih standardne kocke.
Preverite, kako natanc¢na sta Poissonov obrazec in Laplaceova lokalna formula pri
izracunu P(X = 1).

8. 50-krat vrzemo neposten kovanec, pri katerem je verjetnost, da pade grb, enaka 0°4.
Meti so neodvisni. Koliksna je verjetnost, da bo padlo natanko 20 grbov? Koliksna
pa je verjetnost, da bo padlo natanko 25 grbov?

Tocen rezultat primerjajte z rezultatoma, dobljenima po Poissonovem obrazcu in
po Laplaceovi lokalni formuli.

9. Verjetnost, da uporabnik stranisca potegne vodo, je 0'99. KolikSna je verjetnost, da
se pri 1000 uporabah voda potegne natanko 990-krat?

10. Enota nujne medicinske pomoci pokriva vecje stevilo prebivalcev in ima v povpre-
¢ju 10 obiskov na dan. Ocenite verjetnost, da bo imela v dolocenem dnevu vec
kot 15 obiskov. Poenostavljeno privzamemo, da vsak prebivalec potrebuje nujno
medicinsko pomoc¢ z isto verjetnostjo in neodvisno od drugih prebivalcev.
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Aproksimacija intervalskih verjetnosti pri binomski porazdelitvi

Ce je X ~b(n,p), a <bin jep,1 —p> 1/n (ali, ekvivalentno,
o= +/np(1l —p) = ), velja Laplaceova integralska formula:

o o

P(a<X<b)zP(angb)Nq)(b_np)_q)(a—np> :

za majhno relativno napako zahtevamo Se:
e |a—np| < o¥? ali |b—np| < o*/?;
eabeZ+ialib—a>1

Funkcija ® je Gaussov’ verjetnostni integral:

1 T
() = — e /2 dt
@=-—=
in je liha. Graf:

V literaturi so definicije funkcije ® razlicne, zato je treba paziti!

11. Hotelski kompleks ima 1600 sob. Gostje jih vse naenkrat rezervirajo, a vsaka rezer-
vacija je z verjetnostjo 10% odpovedana. Odpovedi so med seboj neodvisne.

a) Kolik$na je verjetnost, da bo zasedenih od 1420 do 1450 sob, pri ¢emer sta obe
meji vkljuceni?
b) Koliksna je verjetnost, da bo zasedenih manj kot 1420 sob?

c) Uprava se odlo¢i prenoviti sobe, a glede na mozne odpovedi Spekulira, da
najbrz ni treba prenoviti vseh. Pripravljena je sprejeti 5% tveganje, da bo
treba kaksnega gosta namestiti v neprenovljeno sobo. Najmanj koliko sob
morajo prenoviti?

d) Uprava kon¢no prenovi vse sobe, a spet Spekulira, da lahko najbrz ponudi ve¢
rezervacij, kot je sob, in je pripravljena sprejeti 5% tveganje, da ne bodo mogli
sprejeti vseh gostov. Najvec koliko rezervacij lahko ponudijo?

12. V dezeli razsaja epidemija, okuzenih je 3% prebivalcev. Obravnavajte razlicne me-
tode (pribliznega) izra¢una verjetnosti, da sta med 100 neodvisnimi mimoidoé¢imi
ve¢ kot dva okuzena: katere so smiselne, katere hitrejse in katere natancnejse.

9Carl Friedrich Gauf} (1777-1855), nemski matematik
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13. Verjetnost, da je dolocen izdelek prvovrsten, je 60%. Proizvajalec jih pakira v
posiljke za velegrosista in na posiljko napise deklaracijo, da je prvovrstnih izdelkov
najmanj 59%. Najmanj koliko izdelkov naj ima posiljka, ¢e naj deklaracija drzi z
verjetnostjo najmanj 0'997 Seveda privzamemo, da so posamezni izdelki med seboj
neodvisni.

14. Verjetnost, da je izdelek prvovrsten, je 10%. Najmanj koliko izdelkov priblizno
moramo narociti, ¢e naj bo med naroc¢enimi izdelki z verjetnostjo najmanj 0°95 vsaj
100 izdelkov prvovrstnih?

15. Naj bo X stevilo metov standardne kocke, ki jo mec¢emo, dokler ne pade Sestica. Meti
so med seboj neodvisni. Zapisite in poimenujte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke
X.

Geometrijska porazdelitev je porazdelitev na N, pri
kateri tockaste verjetnosti tvorijo geometrijsko zaporedje.
Natancneje, zapis X ~ Geom(p), kjer je 0 < p < 1, pome-
ni:

P(X =k)=p(1-p)**'; keN.
Geometrijska porazdelitev je tudi porazdelitev stevila po-
skusov do vkljucno prvega uspelega, ce izvajamo Bernoul-
lijevo zaporedje poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetno-
stjo p.

16. Naj bo X stevilo metov standardne kocke, ki jo mec¢emo, dokler Sestica ne pade de-
setkrat. Meti so med seboj neodvisni. Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke

X.

Negativna binomska (Pascalova)!’ porazdelitev NegBin(n,p) je poraz-
delitev stevila poskusov do vkljucno n-tega uspelega, ce izvajamo Bernoulli-
jevo zaporedje poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetnostjo p. Ce je X ~
NegBin(n, p), velja:

k—1

n—1>f“—pfn; k=nn+1n+2,. ..

mxzm:<

POZOR! Marsikje v literaturi je negativna binomska porazdelitev pomaknjena za n v
levo, tj.:

-1
Pum:w:(”+ )ﬁﬂ—pf;leJﬂ,”

n—1

To lahko interpretiramo tako, da uspelih poskusov ne stejemo v Y.

10Blaise Pascal (1623-1662), francoski matematik, fizik, izumitelj, filozof, moralist in teolog
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Tako premaknjena porazdelitev se da lepo posplositi tudi na necele n > 0, tako da definiramo:

_ n(n+1)---(n4+1-1)

P(Y =1) T

pt(1-p) = (1H)P”(:D -nh.

Tej porazdelitvi ¢esto pravimo Pélyeva11 porazdelitev. Uporablja se v statistiki za modeliranje raznih stvari, kot npr. stevila tropskih ciklonov
v sezoni ali Stevila dni, ki jih pacient prezivi v bolnisnici.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Naj bo X stevilo metov postenega kovanca, ki ga mec¢emo, dokler ne pade cifra, takoj
za njo pa Se grb. Meti so med seboj neodvisni. ZapiSite in poimenujte porazdelitev
slucéajne spremenljivke X.

Kaj pa, ¢e kovanec ni posten?

V dobro premesanem kupu Sestih kart so tri rdece in tri ¢rne. Iz kupa brez vracanja
vlecemo karte, dokler ¢rna karta ne sledi rdeci karti ali pa ne izvle¢emo vseh kart.
Zapisite porazdelitev stevila izvlec¢enih kart.

Naj bo X stevilo metov postenega kovanca, ki ga mecemo, dokler ne pade tako
cifra kot tudi grb. Meti so med seboj neodvisni. Zapisite porazdelitev slucajne
spremenljivke X. Je le-ta kaj povezana s kako znano porazdelitvijo?

Kovanec, na katerem grb pade z verjetnostjo p € (0, 1), mecemo, dokler ne dobimo
ali m grbov ali pa m cifer, kjer je m dano naravno stevilo. Izracunajte porazdelitev
stevila potrebnih metov. Privzamemo, da so meti med seboj neodvisni.

Posten kovanec mecemo, dokler ne padeta dve zaporedni cifri, vendar najvec¢ 7-krat.
Meti so med seboj neodvisni. Oznacimo z X Stevilo metov. Zapisite porazdelitev te
slucéajne spremenljivke. Kaj pa, ¢e umaknemo omejitev, da vrzemo najveé 7-krat?

Med 16 kartami so stirje piki. Na slepo in brez vracanja izvle¢emo sedem kart. Naj
bo X stevilo pikov med njimi. Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke X.

Hipergeometrijska porazdelitev

Iz posode, v kateri je n kroglic, od tega r rdecih, na slepo in brez vracanja
izvle¢emo s kroglic. Ce z X oznac¢imo Stevilo rdecih med izvlecenimi, ima
ta slucajna spremenljivka hipergeometrijsko porazdelitev: X ~ H(s,r,n) =
H(r,s,n). Velja:

o WE) GO0 L
() ()

Opomba. Ce naredimo limito, ko gre n proti neskonéno in r/n proti nekemu fiksne-
mu sStevilu p, s pa ostane konstanten, je plavzibilno, da postanejo vlecenja med seboj

HGyodrgy Polya (1887-1985), madzarski matematik judovskega rodu
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neodvisna: dobimo torej Bernoullijevo zaporedje poskusov z verjetnostjo uspeha p. V
kakSnem smislu limito dobimo, bi bilo sicer treba Se precizirati, a tukaj tega ne bomo
storili. Opazimo pa, da, brz ko je rq, 79, ... zaporedje z lim,,_,, r,/n = p, za vsak k velja:

()05

lim =

n—o0 n
n

n—o0

(n—s)r,! (n—mr,)!

s
li =
o <k;) (rn—kE)!'(n—7r,—s+ k) n!

o (6 rp(rn—1) - (rn—k+1)-(n—r)(n—r,—1)---(n—r,—s+k+1)
i ;)

k nn—1)---(n—s+1)

(Z) P —p)*.

Hipergeometrijska porazdelitev H(s,r,n), ki izhaja iz izvirnega poskusa, torej glede na
tockaste verjetnosti konvergira proti binomski porazdelitvi b(s, p), ki izhaja iz limitnega
Bernoullijevega zaporedja poskusov.

23.

24.

25.

26.

27.

Danih je 12 praznih skatel. Mimo pride Janezek, povsem nakljucno izbere tri Skatle
in v vsako vrze po eno kroglico. Mimo pride se Maricka, povsem nakljuéno (in
neodvisno od Janezka) izbere $tiri skatle in prav tako v vsako vrze po eno kroglico.
Zapisite in poimenujte porazdelitev stevila skatel, ki so ostale prazne.

Na nekem izpitu dobi student dve povsem nakljuc¢no izbrani vprasanji izmed 10 mo-
znih. Student se je ucil le polovico vseh vpraganj. Vendar pa na vsako vprasanje, ki
se ga ni udil, z verjetnostjo 20% ugane odgovor. Glede tega so vprasanja neodvisna,
prav tako je studentova zmoznost ugibanja odgovorov neodvisna od izbire izpitnih
vprasanj.

Slucajna spremenljivka U naj pove stevilo vprasanj, ki se jih student ni ucil, je pa
uganil odgovor. Zapisite njeno porazdelitev numeri¢no na 4 decimalke natanc¢no.

V Pélyevi zari je sprva b belih in r rdec¢ih kroglic. 1z nje na slepo vle¢emo kroglice.
Vsakic¢, ko izvlecemo kroglico posamezne barve, jo vrnemo v posodo in dodamo se
eno kroglico enake barve. Dolocite porazdelitev stevila belih izvlecenih kroglic po
n vlecenjih. Kaksna je ta porazdelitev za b =1 = 17

Iz posode, v kateri je n kroglic, od tega r rdec¢ih, na slepo in brez vracanja vlecemo
kroglice, dokler ne izvle¢emo s rdecih (1 < s < r). Porazdelitvi stevila izvlecenih
kroglic pravimo negativna hipergeometrijska porazdelitev. Dolocite jo.

V Poélyevi zari je sprva a rdecih in b belih kroglic. Iz nje na slepo vle¢emo kroglice.
Ce izvle¢emo rdeco, kon¢amo, ¢e izvle¢emo belo, pa jo vrnemo v posodo in dodamo
Se k novih belih kroglic. V 30. nalogi iz 3. razdelka smo dokazali, da z verjetnostjo
ena neko¢ nehamo vleci. Zapisite porazdelitev stevila vlecenj.
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28. V skupini je n moskih in n Zensk. Le-te povsem nakljuéno razporedimo po parih.

29.

30.

31.

Dolocite porazdelitev stevila parov, v katerih sta osebi razlicnega spola.

Realne slucajne spremenljivke

Za slucajno spremenljivko X z vrednostmi v realnih stevilih zahtevamo, da so
za vsak © € R mnozice {X < z}, {X =z} in {X > z} dogodki. V resnici je
to dovolj zahtevati zgolj za vse mnozice {X < x} vse mnozice {X < z}, vse
mnozice {X > x} ali vse mnozice {X > x}. Ce je to izpolnjeno, je mnozica
{X € C} dogodek tudi za vsako Borelovo mnozico C' C R.

Vsaka diskretna slucajna spremenljivka z vrednostmi v realnih stevilih izpol-
njuje zgoraj navedeni pogoj, torej jo lahko stejemo za realno slucajno spremen-
ljivko.

Porazdelitev realne slucajne spremenljivke je nabor verjetnosti P(X € C) za
vse Borelove mnozice C' C R. Te verjetnosti pa so enolicno dolocene Ze s
kumulativno porazdelitveno funkcijo:

Fx(z)=P(X < x),

torej z verjetnostmi za vse mozne poltrake C' = (—oo, z].

Narisite grafa kumulativnih porazdelitvenih funkcij slucajnih spremenljivk iz 1. in

2. naloge.

Realna slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno, ce velja ena
izmed naslednjih ekvivalentnih trditev:

e Porazdelitev slucajne spremenljivke X se ujema s porazdelitvijo neke
diskretne slucajne spremenljivke.

e Obstaja taka stevna mnozica S C R, da je P(X € S) = 1.

o Velja), pP(X=u1)=1L1

e Obstaja taka funkcijap: R — [0, 1], da za vsako Borelovo mnozico A C R
velia P(X € A) =3 _,p(z).

Na intervalu [—3, 3] povsem naklju¢no izberemo stevilo. Oznac¢imo z D oddaljenost
tega Stevila od intervala [0,1]. Izracunajte kumulativno porazdelitveno funkcijo

sluc¢ajne spremenljivke D in narisite njen graf.

V kvadratu s stranico 2 povsem naklju¢no izberemo tocko. Izracunajte kumulativno
porazdelitveno funkcijo oddaljenosti izbrane tocke od najblizje stranice in narisite

njen graf.
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Realna slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno, ce obstaja taka
tegrabilna funkcija fx: R — [0,00), da za poljubna a < b velja:

b
Pla<X <b)=Pla<X <)) :/ fx(x)dx.
Funkciji fx pravimo porazdelitvena gostota.

b = oco. Posledicno je:
/ fx(x)de=1.

Iz formule () pa sledi tudi, da je P(X =) =0 za vse x € R.

Ce formula (%) velja za vse realne a in b, a < b, velja tudi za a = oo in/ali

in-

(%)

32. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

c
— ;0<z<9
fx(z) =4 VT
0 ; sicer.

Dolocite konstanto ¢ ter izracunajte P(1 < X < 4) in P(X > 1).

33. Za slucajni spremenljivki iz 30. in 31. naloge dolocite, ali sta porazdeljeni diskretno
in ali sta porazdeljeni zvezno. Za primer, ko je katera od teh sluc¢ajnih spremenljivk

porazdeljena zvezno, zapisite Se porazdelitveno gostoto.

Naj bo Fx kumulativna porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke X.

e Ceje X porazdeljena zvezno, je Fx zvezna in velja Fx (r) = / fx(t)

in za vse razen za konc¢no mnogo tock x velja fx(x) = Fi(x).

o (e je F'x zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, je X porazdeljena zvezno

dt.

34. Avtobus vozi na 10 minut, na postajo pa pridemo povsem nakljucno.

Slucajna

spremenljivka X naj predstavlja ¢as cakanja na avtobus v minutah. Zapisite ku-
mulativno porazdelitveno funkcijo te slucajne spremenljivke. Nadalje dokazite, da

je porazdelitev zvezna, in zapiSite Se njeno gostoto.

Zvezna enakomerna porazdelitev na intervalu (a,b)
(a < b) je porazdelitev povsem nakljucne tocke iz tega in-
tervala. To je porazdelitev z gostoto:

.
flz)=12 b—a

0 ; sicer.

sa<xr<b
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35. Rok in Simona se dogovorita za zmenek natanko ob osmih pod starim zvonikom. A
v resnici prideta enkrat med 20:00 in 20:10, in sicer z enakomerno porazdelitvijo in
neodvisno drug od drugega. Ljubosumni Maks vse od 20:00 opreza za vogalom in
caka, dokler ne prideta obadva. Slucajna spremenljivka M naj predstavlja, koliko
¢asa (v minutah) je ¢akal Maks. ZapiSite kumulativno porazdelitveno funkcijo in
gostoto te slucajne spremenljivke. Koliksna je verjetnost, da je Maks ¢akal med 5
in 6 minut?

36. Povsem nakljuc¢no izberemo tocko iz lika, ki ga se-
stavljajo tocke, ki lezijo levo od ordinatne osi in so
od izhodis¢a oddaljene najvec¢ 1, in tocke, ki lezijo

izbrane tocke od izhodisca. Zapisite kumulativno ‘
porazdelitveno funkcijo in gostoto porazdelitve te
sluc¢ajne spremenljivke.

Yy
2 |
desno od ordinatne osi in so od izhodis¢a odda-
ljene najve¢ 2 (glej sliko). Naj bo Z oddaljenost
2 p

37. Naj bo A > 0. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

-z .
fX(ﬁC):{CeO ;x>0

; sicer

[zra¢unajte konstanto ¢ in dolo¢ite kumulativno porazdelitveno funkcijo Fx(z). Iz-
racunajte se P(1 < X < 2).

Eksponentna porazdelitev je zvezna porazdelitev, skon-
centrirana na intervalu [0, c0) in katere gostota na tem in-
tervalu je eksponentna funkcija. Natancneje, porazdelitev
Exp()) ima gostoto:

e M x>0

flz) = { 0 ; sicer

38. Neodvisno in povsem nakljuc¢no izbiramo naravna stevila od 1 do m in jih uvrstimo
v zaporedje. Dolocite porazdelitev dolzine najdaljSega zacetnega strnjenega strogo
narascajocega podzaporedja (za primere, ki pojasnijo, kaj se razume kot najdaljse
zacetno strnjeno strogo narasc¢ajoCe podzaporedje, glej 21. nalogo iz 2. razdelka).

39. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 0 1 2
X”(0'4 01 03 0'2)

Zapisite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Y = X?2.
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40.

41.

42.

43.

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena geometrijsko Geom(p). ZapiSite porazde-
litev slucajne spremenljivke Y := sin(7X/2).

Nekorektno zastavljen problem: kaksna je porazdelitev prve signifikantne decimalke
nakljucno izbranega pozitivnega realnega stevila (za stevilo 7 je npr. to 3, za stevilo
2038 je to 2, za stevilo 1/16 pa je to 6)7

Ce zelimo dobiti korekten problem, moramo sprejeti dolo¢ene dodatne predpostav-
ke, npr. kaksno porazdelitev imamo v mislih, ko govorimo o nakljucnosti stevila.
Stevila, s katerimi se sre¢ujemo, zavzemajo precej velik razpon, od zelo majhnih,
kakrsen je npr. Planckov cas 539 - 10~* s, do zelo velikih, npr. en kilogram vodika
vsebuje priblizno 5975 - 1026 atomov.

Privzemimo, da gostota porazdelitve v glavnini zaloge vrednosti ostane v glavnini
nespremenjena, ¢e sluc¢ajno Stevilo pomnozimo s faktorjem reda velikosti od 1/10 do
10. To si lahko predstavljamo tako, da zamenjamo enote (npr. ¢e namesto palcev
vzamemo centimetre, se mersko Stevilo pomnozi z 2°54). To ustreza predpostavki,
da gostota porazdelitve logaritma tega stevila ostane v glavnini nespremenjena, ce
temu logaritmu priStejemo stevilo reda velikosti od —1 do 1. To pa je takrat, ko je
gostota porazdelitve logaritma v glavnini pribliZzno konstantna.

Oznac¢imo dano slucajno stevilo z X. Njegova prva decimalka se ohrani, ¢e ga
pomnozimo z dolo¢eno potenco stevila 10. To lahko povemo tudi tako, da njegovemu
desetiskemu logaritmu Y := log,, X pristejemo doloceno celo stevilo. Stevilo X je
z Y natancéno doloceno, prva decimalka sStevila X pa je natancéno dolocena ze z
necelim delom stevila Y, torej z U :==Y — |Y|.

Iz predpostavke, da je gostota porazdelitve slucajne spremenljivke Y v glavnini, ki se
razpenja ¢ez veliko celih stevil, sledi, da je slu¢ajna spremenljivka U porazdeljena
pribliZzno enakomerno na intervalu [0,1). Priblizno kaksna je torej porazdelitev
iskane prve decimalke?

Naj bo a € R in A > 0. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno
Exp()). DokazZite, da je slucajna spremenljivka Y = (X + a)? zvezno porazdeljena,
in zapiSite njeno porazdelitveno gostoto.

Na razpolago imamo generator slucajnih stevil, ki generira enakomerno porazdelitev
EZ(0,1). Kako bi generirali porazdelitev slucajne spremenljivke X iz 39. naloge?
Kaj pa eksponentno porazdelitev Exp(\)?

Naj bo X slucajna spremenljivka, porazdeljena zvezno z gostoto, ki je na nekem
intervalu (koncnem ali neskoncnem) strogo pozitivna, drugje pa enaka nic¢. Naj
bo 0 < a < 1. Stevilo z,, je kvantil slucajne spremenljivke X za verjetnost a,
ce velja:

P(X <z,)=P(X <z,) = Fx(z,) = .

Kvantili take slucajne spremenljivke za vse verjetnosti iz (0, 1) obstajajo in so
enolicno doloceni.




M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 29

Kvantilu za verjetnost 1/2 pravimo mediana.

Kvantiloma za verjetnosti 1/3 in 2/3 pravimo prvi in drugi tercil.
Kvantili za verjetnosti 1/4, 2/4 in 3/4 so kvartili.

Kvantili za verjetnosti 0'1,02,...,0'9 so decili.

Kvantili za verjetnosti 0°'01,0°02,...,0°99 pa so centili ali percentili.
Medkvartilni razmik je razlika IQR = 23,4 — 21/4.

44. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

45.

46.

1
— >0
() =4 +ap "°7
0 ; sicer.

[zracunajte vse njene kvantile. Posebej izracunajte Se mediano in medkvartilni
razmik.

Stevilo z,, je kvantil splosne slucajne spremenljivke X za verjetnost a, ¢e velja:
P(X <zy) <a< P(X <uz,).

Kvantil za vsako verjetnost iz (0, 1) Se vedno obstaja, ni pa ve¢ nujno enoli¢cno
dolocen.

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po shemi:

1 2 3 4 5 6
005 015 015 015 015 035 ) °
Dolocite tretji decil in mediano. Kateri od teh dveh kvantilov je enolicno dolocen?
Naj bo X sluc¢ajna spremenljivka s kumulativno porazdelitveno funkcijo F'.

a) Naj bo ¢ kvantil slucajne spremenljivke X za verjetnost p. Dokazite, da za
vsak x veljajo naslednje implikacije:

r<q= F(z)<p, Flx)<p=uz>p,
r>q= F(x) >p, Fz)>p= 2 <p.

Ali lahko katero od teh implikacij Se okrepimo, tako da na levi strani dodamo
enacaj in/ali ga na desni odvzamemo?

b) Naj bo @: (0,1) — R kvantilna funkcija slucajne spremenljivke X, tj. za
vsak p € (0,1) naj bo Q(p) kvantil slucajne spremenljivke X za verjetnost p.
Dokazite, da je @ (ne nujno strogo) narascajoca.

c) Naj bospet @: (0,1) — R kvantilna funkcija slu¢ajne spremenljivke X. Nada-
lje naj bo slucajna spremenljivka U porazdeljena zvezno enakomerno na inter-
valu (0,1). Dokazite, da ima slucajna spremenljivka Q(U) enako porazdelitev
kot X. To je torej splosni recept za generiranje porazdelitev.



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE

porazdelitev z gostoto:
1 (@=pm)?
fla) = et

C oV2r

Normalna porazdelitev N(u,0) je porazdelitev, ki je skoncentrirana v p

(X ~ N(u,0) pomeni P(X =p)=1).

Parametru p pravimo pricakovana vrednost, parametru ¢ pa standardni
odklon.

Standardna normalna porazdelitev N(0, 1) ima potemtakem gostoto:

Naj bo 4 € R in ¢ > 0. Normalna (Gaussova'?) porazdelitev N(u, o) je

47. Slucajna spremenljivka Z je porazdeljena standardno normalno. Izracunajte
P(Z < 1°5).

Naj bodo:
e A, B C R odprti mnozici (npr. odprta intervala);
e h: A — B taka bijekcija, da je funkcija h™': B — A zvezno odvedljiva;

e X slucajna spremenljivka z vrednostmi v A, porazdeljena zvezno z
gostoto fx.

Tedaj je slucajna spremenljivka Y := h(X) porazdeljena zvezno z gostoto:

fy(y) = { fx(P'w) [(WYY(v)] ;yeB

0 ; sicer.

Slika:
Q
TN
h
A B
hfl
fx fy
[0, 00)

30

48. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno N(u, o). Kako je porazdeljena

slu¢ajna spremenljivka Y := aX + b7

12Carl Friedrich Gau8 (1777-1855), nemski matematik
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Ce je X ~ N(u, o), velja:

o o

P(a<X<b):P(a§X§b):q>(b—u)_(D(a—u>

Laplaceova integralska formula tako ne pomeni ni¢ drugega kot to, da za velike
n in za p, ki ni preblizu 0 ali 1, velja:

b(n,p) ~ N(np, \/n_pq)

kjer jeq =1 — p.

49. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno N(9,5). Izracunajte P(X < 0).

Porazdelitev gama, ki jo bomo oznacevali z Gama(a, \),
je zvezna porazdelitev z gostoto:

)\a
— ¥ le™ >0

f(z) =4 T'(a)

0 ; sicer.

Poseben primer te porazdelitve je eksponentna porazdelitev
Exp(A) = Gama(1, ).

50. Ce je X ~ Gama(a, A) in k > 0, dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke
Y =kX.

51. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena standardno normalno. Dolocite porazde-

litev slucajne spremenljivke Y = eX.

Ce je slucajna spremenljivka X skoncentrirana na mnozici A, tj. e je

P(X € A) =1 oziroma P(X ¢ A) =0 (kar je npr. res, ce je X porazdeljena
zvezno z gostoto, ki je izven mnozice A enaka (), obstaja tudi slucajna spre-
menljivka X', ki je porazdeljena enako kot X in zavzame vrednosti izkljuéno
v mnozici A.

Skoncentriranost slucajne spremenljivke na dolo¢eni mnozici je stvar njene po-
razdelitve. Ce gre torej za vprasanje porazdelitve in je dolo¢ena porazdelitev
skoncentrirana na doloceni mnozici A, lahko za slucajno spremenljivko s to
porazdelitvijo vselej privzamemo, da zavzame vrednosti izkljucno v A.

52. Slucajna spremenljivka R ima Rayleighovo® porazdelitev, tj. porazdelitev z gostoto:

2
ar e/ >0
0 ; sicer

13 John William Strutt, 3" Baron Rayleigh (1842-1919), angleski fizik
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23.

o4.

25.

(to je porazdelitev razdalje, za katero se po doloenem casu premakne delec, ki se
giblje v skladu z ravninskim Brownovim gibanjem; glej 18. nalogo iz 5. razdelka).

a) Dolocite porazdelitev slucajne spremenljivke R?.

b) Slucajnima spremenljivkama R in R? dolocite 95. centil.
Namig: katerega je lazje izracunati?

Naj bo A > 0 in a € R. Slucajna spremenljivka X naj bo porazdeljena eksponentno
Exp()). Kako je porazdeljena slu¢ajna spremenljivka Y := e2%?

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

1
— ;x>0
fe(@) =4 @+a2 °°
0 ; sicer.
X

[zracunajte porazdelitev slucajne spremenljivke Y = - x

Tehnicna opomba. Strogo gledano sluc¢ajna spremenljivka X tu ne sme zavzeti
vrednosti 1. A njena porazdelitev to dopusca, saj ima tak dogodek verjetnost nic.

Naj bo a,b > 0 in X slucajna spremenljivka, porazdeljena zvezno z gostoto

—a?x?-b2 /22

fX(x):{ce . ;x>0

; sicer.
Konstanta c je izbrana tako, da se gostota zintegrira v 1.

a) Dokazite, da je tudi slucajna spremenljivka Y := aX — b/X porazdeljena
zvezno, in dolocite njeno gostoto.
b) Slucajna spremenljivka W je porazdeljena zvezno z gostoto

)+ fy(-w)
2

fw(w)

Poimenujte to porazdelitev.

oo
c) Izracunajte integral/ e —b?/a? g,

0
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Naj bodo:
e A C R odprta mnozica;

e X slucajna spremenljivka z vrednostmi v A, porazdeljena zvezno z
gostoto fx;

e h: A — R zvezno odvedljiva;
e P(M(X)=0)=0.

Tedaj je slucajna spremenljivka Y = h(X) porazdeljena zvezno z gostoto:

[x(x)
fr(y) = T
W= 2 )
h(z)=y
R (z)#£0

56. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena standardno normalno. Dolocite porazde-
litvi slucajnih spremenljivk Y = X% in Z = (X — 1)2.
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5. Slucajni vektorji

Skupne (navzkrizne) in robne porazdelitve. Neodvisnost slucajnih spremenljivk. Transformacije
sluc¢ajnih vektorjev.

Diskretni sluc¢ajni vektorji

e Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y") podamo z verjetnostmi
P(X,)Y)=(z,y) =P(X =1z,Y =y)
(skupna ali navzkrizna porazdelitev slucajnih spremenljivk X inY").

e Porazdelitve komponent imenujemo robne porazdelitve:

P(X=1z)=) P(X=u1Y =y)
PY =y)=) P(X=1Y=y).

e X in Y sta neodvisni, brz ko za poljubna x in y velja
P(X=2xzY=y)=P(X =2x)P(Y =vy).

1. Iz posode, v kateri so 3 rdece, 2 modri in 5 belih kroglic, na slepo in brez vracanja
izvle¢emo tri kroglice. Naj bo R Stevilo rdec¢ih, M pa stevilo modrih med njimi.
Zapisite porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (R, M) ter dolo¢ite in poimenujte Se robni
porazdelitvi. Sta slucajni spremenljivki R in M neodvisni? ZapiSite in poimenujte
Se porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke R + M.

2. Slucajni spremenljivki R’ in M’ sta neodvisni in porazdeljeni hipergeometrijsko:
R ~ H(3,3,10), M’ ~ H(3,2,10). Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke
R + M.

3. Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen po naslednji shemi:

>.<
I
>.<
I
[\

Il
—_
ot
|
(=

a) Za katere vrednosti parametra a je z zgornjo shemo dolofena porazdelitev
slucajnega vektorja?

b) Pri katerih vrednostih parametra a sta X in Y enako porazdeljeni?
c) Pri katerih vrednostih parametra a sta X in Y skoraj gotovo enaki?

d) Pri katerih vrednostih parametra a sta X in Y neodvisni?

4. Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen po naslednji shemi:
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| [Y=0]Y=1]Y =2]
X=-1] 005 | 01
X =0 01
X=11 005

Dopolnite tabelo tako, da bosta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni. Poiscite
Se robni porazdelitvi in porazdelitev razlike ¥ — X.

Diskretni slucajni spremenljivki s kon¢no zalogo vrednosti sta neodvisni natanko tedaj,
ko ima matrika njune navzkrizne porazdelitve rang ena.

5. Naj bo a,b > 0 in a + b < 1. Diskretni sluc¢ajni spremenljivki X in Y naj imata
skupno porazdelitev, podano po predpisu:

k+1)!
(Jl'> a*t'; kK 1=0,1,2,...;

sicer je P(X =k, Y =1) = 0. Izrazite ¢ z a in b ter izracunajte robni porazdelitvi.

PX=FkY=I])=c

Diskretne slucajne spremenljivke X1, X, ..., X, so neodvisne, ¢e za poljubne
X1, X, ..., Ty, velja:

P(Xl:.I'l,XQ:.fL'Q,...,XHIZCn):P<X1:l'l)P(XQILEQ)"'P(Xn:l'n).

6. Dane so neodvisne sluc¢ajne spremenljivke X7, X5, X3 ~ Ber(0°3). Dolocite poraz-
delitev njihove vsote S := X; + X5 + X3.
Splosneje, naj bodo Xj, ..., X, ~ Ber(p) neodvisne slucajne spremenljivke. Kako
je porazdeljena vsota S := X1 + -+ X,,7

Posledica. Ce sta S ~ b(m,p) in T~ b(n,p) neodvisni slucajni spremenljivki, je
U:=S+T ~b(m+n,p).

Poissonova porazdelitev
Slucajna spremenljivka X ima Poissonovo porazdelitev, kar
oznacimo z X ~ P()\), ce velja:
A=A
k7

P(X =k) = k=0,1,2,...

Poissonova porazdelitev je torej limita binomske porazdeli-
tve b(n,p), ko gre n — oo in np — .

7. Naj bosta S ~ P(X) in T' ~ P(u) neodvisni sluc¢ajni spremenljivki. Kako je poraz-
deljena slucajna spremenljivka U := S + T'7
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10.

11.

12.

Ministrstvo dobi vsak dan na mizo sluc¢ajno stevilo prosenj, ki je porazdeljeno po
Poissonovem zakonu P(A). Dnevi so med seboj neodvisni. Ministrstvo vsak dan
razresi eno prosnjo, ¢e jo seveda ima, morebitne preostale pa pusti za kasneje.
Koliksna je verjetnost, da ministrstvu po dveh dneh dela preostaneta vsaj se dve
nerazreseni prosnji?

.V avtobusu, ki ima 32 sedezev, je 30 potnikov. Vsak potnik bo z verjetnostjo 1/30

na naslednji postaji izstopil, neodvisno od drugih potnikov. Stevilo potnikov, ki
bodo na naslednji postaji vstopili, pa je porazdeljeno po Poissonu P(1) in seveda
neodvisno od izstopnih namer trenutnih potnikov. Priblizno izracunajte verjetnost,
da ne bodo mogli vsi potniki sedeti, ko bo avtobus speljal s postaje.

Namig: Dogodek, da izstopita ve¢ kot dva potnika in vseeno ne bo dovolj sedezev
za vse, je tako malo verjeten, da ga lahko zanemarimo.

Dan je dobro premesan kup n kart, med katerimi je » > 1 rdecih, preostale pa so
¢rne. Za k =1,2,...,r—1 oznac¢imo s & stevilo ¢rnih kart, ki se nahajajo med k-to
in (k+ 1)-to rdeco karto, gledano z vrha navzdol; & naj oznacuje stevilo ¢rnih kart
nad prvo rdeco, &, pa Stevilo ¢rnih kart pod zadnjo rdeco karto.

a) Dolocite porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (&g, &1, ..., & ).
b) Dolocite robne porazdelitve.
¢) So slucajne spremenljivke &y, &1, .. ., &, neodvisne?
Dana je povsem naklju¢na permutacija n elementov. Za k = 1,2,...,n oznac¢imo z

X, stevilo ciklov dolzine k. Zapisite porazdelitev slucajnega vektorja
(X1, Xa, ..., X,) ter Se porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X;.

Realne slucajne spremenljivke X1, X, ..., X, so neodvisne, brz ko za poljubne
1, X, ..., T, velja:

P(Xi <2, Xo<29,..., Xy <) = P(Xy S 21) P(Xo S 29) - P(X,, <)

Slucajna spremenljivka X z vrednostmi v naravnih $tevilih naj ima Zipfovo'* po-
razdelitev: za k = 1,2, ... naj velja:
P(X =k)= —
C(s) ke

kjer je s > 1, ((s) pa je definirana kot ((s) := > "o, k~*. Naj bodo p; < py < ---
vsa prastevila (p; = 2). Definirajmo sluc¢ajne spremenljivke a; s predpisom:

[e.9]
X = pr” .
i=1

4 George Kengsley Zipf (1902-1950), ameriski jezikoslovec



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 37

13.

14.

15.

Spremenljivke «; so dobro definirane, saj vsako stevilo lahko enoli¢no faktoriziramo
na produkt prastevil. Primer: pri X = 504 = 23.3%.7 dobimo a; = 3, ay = 2,
ag=0,a4=1in a; =0 za vse 1 > 5.

a) Poiscite porazdelitve posameznih slucajnih spremenljivke «;.
Namig: izracunajte P(a; > 7).
b) Poiséite porazdelitve sluc¢ajnih vektorjev (o, s, ..., ). Kaj opazite?

Opomba: Zipfova porazdelitev je model za deleze posameznih besed v dolo¢enem
jeziku.

V Poélyevi zari je sprva b belih in r rdec¢ih kroglic. Iz nje na slepo vle¢emo kroglice.
Vsaki¢, ko izvle¢emo kroglico posamezne barve, jo vrnemo v posodo in dodamo Se
d kroglic enake barve. Definirajmo:

Y 1 ; n-ta izvlecena kroglica je rdeca,
" 0 ; m-ta izvlec¢ena kroglica je bela.

a) Dolocite porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X1, Xo, ..., X,). Kaj opazite?

b) Koliksna je verjetnost, da bo n-ta izvle¢ena kroglica rdeca?

Se ena razlicica Pélyeve Zare. V posodi so ¢rna kroglica in kroglice, oznacene z
naravnimi stevili. Kroglice vle¢emo iz posode, pri ¢emer ima vsaka kroglica, ki je
v posodi, enako verjetnost, da bo izvletena (tudi pogojno na zgodovino). Ce ima
izvlecena kroglica stevilsko oznako, jo vrnemo in dodamo Se eno enako kroglico.
Ce pa je izvletena kroglica ¢rna, jo vrnemo v posodo in dodamo kroglico z oznako
m+ 1, kjer je m dotlej najvecja stevilska oznaka. Na zacetku je v posodi poleg ¢rne
kroglice le se kroglica z oznako 1.

Primer: Prvih nekaj korakov je lahko videti takole:

o D0 @ @50 D @ |0 D@ D B

(00 2 © 0 D00 ® D8 0 8.

Izberimo n € N in definirajmo X}, kot stevilo kroglic z oznako k po n—1 vlecenjih, ko

je v posodi vkljuéno s ¢rno natanko n + 1 kroglic. Doloc¢ite porazdelitev sluc¢ajnega
vektorja (X1, Xo,..., X,).

Pri Bernoullijevem zaporedju poskusov z verjetnostjo uspeha p definirajmo Y; kot
stevilo poskusov do vkljuéno prvega uspelega, za ¢ = 2, 3,4, ... pa naj bo Y; stevilo
poskusov od nevkljucéno (i — 1)-tega do vkljuéno i-tega uspelega.

a) Naj bo m € N. Poiscite skupno porazdelitev slucajnih spremenljivk
Yiv }/27 R Ym

b) Poiscite robne porazdelitve in utemeljite, da so sluc¢ajne spremenljivke
Y1,Ys, ..., Y, neodvisne.
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c¢) Iz rezultata prejsnje tocke naredite sklep o ustrezni vsoti neodvisnih sluc¢ajnih
spremenljivk.

d) Cesta S ~ NegBin(m,p)in T' ~ NegBin(n, p) neodvisni slu¢ajni spremenljivki,
kako je porazdeljena njuna vsota?

Dvorazsezni slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno, ce obstaja taka
integrabilna funkcija fxy: R* — [0,00), da za poljubne a < b in ¢ < d velja:

b pd
P(angb,chgd)://fX,y(x,y)dydx.

Tedaj tudi za vsako merljivo mnozico A C R? velja:

P((X,Y) € A)) :/Afx,y(x,y)dxdy.

Funkcija fxy je porazdelitvena gostota slucajnega vektorja (X,Y'), pravimo pa
ji tudi skupna ali navzkrizna porazdelitvena gostota slucajnih spremenljivk
XinY.

Splosneje, slucajni vektor W z vrednostmi v R"™ je porazdeljen zvezno, ce
obstaja taka integrabilna funkcija fu : R™ — [0,00), da za poljubno merljivo
mnozico A C R” velja:

P(WeA)= / fw(w)dw.
A
Funkcija fw je porazdelitvena gostota slucajnega vektorja W. Seveda velja:

fw(w)dw =1.
R

Porazdelitvena gostota je skoraj enolicno dolocena: poljubni gostoti iste po-
razdelitve se lahko razlikujeta kvecjemu na mnozici z mero nic¢. To tudi pomeni,
da se morata ujemati v vseh tockah, kjer sta obe zvezni.
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Ce sta U in V slucajna vektorja z vrednostmi v R™ in R” in je slucajni vektor
(U, V) porazdeljen zvezno z (m + n)-razsezno skupno (navzkrizno) gostoto
fu,v, sta tudi njegovi komponenti U in V porazdeljeni zvezno, in sicer z
robnima gostotama:

fu(u) = - fuv(u,v)dv, fv(v) = - fuv(u,v)du.

Zvezno porazdeljena slucajna vektorja U in V sta neodvisna natanko tedaj,
ko je tudi slucajni vektor (U, V') porazdeljen zvezno z gostoto:

fuv(u,v) = fu(u) fv(v).

16. Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

_Jece™™ s >2y>0
Fxy(z,y) = { 0 : sicer.

a) Poiscite konstanto c.

)

b) Poiscite robni gostoti fx in fy.

¢) Sta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni?

d) Izracunajte P(2 <Y < 3), P(X >3Y) in P(3X >Y).
)

e) Dolocite porazdelitev vsote Z := X + Y.

17. Slucajni vektor (X,Y,Z) naj bo porazdeljen enakomerno na enotski krogli v R3.
Dolocite eno- in dvorazsezne robne porazdelitve.

fi
Jacobijeva'® determinanta parcialno odvedljive preslikave f = | :
fn
R"™ — R" je determinanta iz njenih parcialnih odvodov:

on  oh .. Oh

8331 81‘2 8$n

Of2 Ofz .. Of2

Jf= |0 om0

O O ... Oh

oz Oxzo 0zn

15Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemski matematik judovskega rodu
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Naj bodo:
e A, B CR" odprti mnozici;
e h: A — B taka bijekcija, da je preslikava h™': B — A parcialno zvezno
odvedljiva;
e X slucajni vektor z vrednostmi v A, porazdeljen zvezno z gostoto fx.

Tedaj je slucajni vektor Y := h(X) porazdeljen zvezno z gostoto:

fx (WX y) |J(h ()| ;yeB

0 ; sicer.

fY(y) = {

Slika:

18.

19.

20.

Q
RN
h
h—l

Ix Iy
[0, 00)

A B

Naj bo (X,Y) standardni dvorazsezni normalni slucajni vektor, tj.
(X,Y) ~ N(0,0,1,1,0), in naj bodo (R, ©) njegove polarne koordinate, dolocene s
pogoji:
X =Rcos®©, Y =RsinO,
—T<O<7mza(X,Y)€R?\ (—o0,0] x {0}.

a) Dolocite porazdelitev slucajnega vektorja (R, ©).
b) Dolocite robni porazdelitvi.
¢) V kaksnem medsebojnem odnosu sta sluc¢ajni sprememenljivki R in ©7
Naj bosta X ~ N(u,0) inY ~ N(v, 7) neodvisni slu¢ajni spremenljivki. Definirajmo

U:=X+Y inV :=0%Y — 72X. Dolo¢ite porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (U, V)
ter porazdelitvi slucajnih spremenljivk U in V.

Namig: najprej obravnavajte primer, ko je p =v = 0.

Avtobus odpelje s postaje ob ¢asu, ki je porazdeljen normalno N(7:00, 3min), student
pa je nagnjen k zamujanju in pride na postajo ob casu, ki je porazdeljen normalno
N(7:01,4 min), neodvisno od avtobusa. Koliksna je verjetnost, da student Se ujame
avtobus?
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Naj bodo:
e A C R" odprta mnozica;
e X slucajni vektor z vrednostmi v A, porazdeljen zvezno z gostoto fx;
e h: A — R" parcialno zvezno odvedljiva;

P(Jh(X)=0) =0.

Tedaj je slucajni vektor Y := h(X) porazdeljen zvezno z gostoto:

fr(y) = Z fX(w)-

41

21. Naj bosta X in Y neodvisni sluc¢ajni spremenljivki, pri ¢emer naj bo X ~ N(0, 1)

22.

23.

in Y ~ N(1,1). Dolo¢ite porazdelitev slucajnega vektorja (XY, %)

Tehnicéna opomba. Strogo gledano moramo tu privzeti, da slucajna spremenjiv-
ka X ni nikoli enaka ni¢. A njena porazdelitev to dopusca, saj ima tak dogodek

verjetnost nic.

Naj bodo:
e A C R™™ odprta mnoZica;

e X inY slucajna vektorja z vrednostmi v R™ in R", pri ¢emer naj blo¢ni
slucajni vektor (X,Y') zavzame vrednosti v A in naj bo porazdeljen
zvezno z gostoto fxy;

e h: A — R” parcialno zvezno odvedljiva vektorska funkcija;
e P(Jyh(X,Y)=0)=0;
pri tem je Jyh Jacobijeva determinanta iz parcialnih odvodov vektorske
funkcije h(x,y) po komponentah argumenta y € R".
Tedaj je slucajni vektor Z := h(X,Y) porazdeljen zvezno z gostoto:

Ix Y(wa Y)
fz(z) = / E e 1
m yER"; |Jyh($7y>|
(xz,y)€A
h(z,y)=2
Jyh(2,y)7#0

Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in porazdeljeni eksponentno Exp(A\).

Zapisite porazdelitev njune razlike 7 := X — Y.

Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z gostoto:

C

fxy(z,y) = { (1+x+y)3

0 ; sicer.

; 2,y >0
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Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke Z := Y/ X in izracunajte konstanto c.
I[zracunajte se P(X < 2Y).

Tehnic¢na opomba. Strogo gledano moramo tu privzeti, da slucajna spremenjiv-
ka X ni nikoli enaka ni¢. A njena porazdelitev to dopusca, saj ima tak dogodek
verjetnost nic.

24. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in porazdeljeni enakomerno na intervalu
0, 1]. Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke Z := XY

25. Slucajni vektor (X,Y') ima naslednjo porazdelitveno gostoto:

Cay?

;2 0,0

Fxy(@y) =< (1422 +y2)(a? + y2)5/2 (z,y) # (0,0)
0 ; sicer.

Izracunajte porazdelitveno gostoto slu¢ajne spremenljivke Z := X2 + Y? (v celoti,
konstante C' pa ni treba izracunati).

26. Slucajni vektor (XY, Z) je porazdeljen zvezno z gostoto:

1
—(z+y)/2 .
o 3¢ 7xay>o,0<2ﬁ< Ty
fX,sz(xayyz) = QW\/W A/
0 ; sicer.

XY — 7?2

—

Tehni¢na opomba. Strogo gledano moramo tu privzeti, da slucajna spremenjiv-
ka X ni nikoli enaka ni¢. A njena porazdelitev to dopusca, saj ima tak dogodek
verjetnost nic.

Dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke S :=

27. Doloc¢ene pojave, ki se pojavljajo v ¢asu (npr. telefonski klici, nesrece, radioaktivni
razpadi), lahko modeliramo s t. i. homogenim Poissonovim tokom oz. Poissonovim
procesom Stetja z intenzivnostjo A, ki je karakteriziran z lastnostma, da je stevilo
pojavov, ki se zgodijo v katerem koli ¢asovnem intervalu dolzine ¢, porazdeljeno po
Poissonu P(At), in da za poljubna disjunktna ¢asovna intervala velja, da je Stevilo
pojavov, ki se zgodijo v prvem, neodvisno od stevila pojavov, ki se zgodijo v drugem
¢asovnem intervalu.

Privzemimo le, da je za vsak ¢ > 0 Stevilo pojavov, ki se zgodijo do vkljuéno casa ¢,
porazdeljeno po Poissonu P(At). Naj bo T,, slucajna spremenljivka, ki pove ¢as, ob
katerem se zgodi n-ti pojav (¢as Stejemo od 0 naprej). Dolocite njeno porazdelitev.
Kaj pride pri n = 17

28. Naj bosta S ~ Gama(a,\) in T ~ Gama(b, \) neodvisni slucajni spremenljivki.
Kako je porazdeljena slucajna spremenljivka U := S + T"7

Posledica. Ce so Xi,..., X, ~ Exp(\) neodvisne slucajne spremenljivke, je S := X +
-+ X, ~ Gama(n, \).
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Porazdelitev hi hvadrat z n prostostnimi stopnjami, ki jo oznacujemo
s X*(n), je porazdelitev vsote Z% + --- + Z2, kjer so Zi,...,Z, neodvisne
slucajne spremenljivke, porazdeljene standardno normalno. Ta porazdelitev
je pomembna v statistiki, saj med drugim igra kljucno vlogo pri ocenjevanju

disperzije. Velja x*(n) = Gama(g,%)

29. Na zabavo, ki se zacne ob doloceni uri, je povabljenih n gostov. Vsak malo zamu-
di. Natan¢neje, zamuda vsakega je porazdeljena enakomerno na intervalu [0, 1] in
zamude so med seboj neodvisne. Slucajna spremenljivka T}, naj predstavlja cas,
ko je na zabavo prisel k-ti gost po vrsti (glede na ¢as prihoda). Dolocite njeno
porazdelitev.

30. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni, pri ¢emer je X porazdeljena normalno
N(0,0), Y pa ima porazdelitev Gama(a, \).

X
a) Dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke 7' = —.

VY

b) Studentova'® porazdelitev z n prostostnimi stopnjami je porazdelitev sluc¢ajne
spremenljivke:

(*)

\/X?+X2 X2

kjer so X, X1, Xs, ..., X,, ~ N(0,0) neodvisne sluc¢ajne spremenljivke. Doka-
zite, da je ta porazdehtev neodv1sna od o, in zapisite njeno gostoto. Kam
konvergira ta gostota, ko gre n proti neskon¢no?

Opomba. Studentova porazdelitev je pomembna v statistiki. Zaenkrat si lahko pred-
stavljamo, da zelimo standardizirati opazanje X ~ N(0,0), pri ¢emer pa parametra o
ne poznamo; pa¢ pa lahko o ocenimo tako, da opazanje n-krat neodvisno ponovimo.
Imenovalec v (x) je cenilka za o.

31. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni s porazdelitvijo gama, in sicer X ~
Gama(a, A) in Y ~ Gama(b, \). Dolocite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Z =
X/(X+Y).

32. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni s porazdelitvijo gama:
X ~ Gama(a, \) in Y ~ Gamal(b, ). Dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke
Q=X/Y.

16William Sealy Gosset (1876-1937), angleski statistik, bolj znan pod psevdonimom Student
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Fisherjeva (Snedecorjeva)'™!8 porazdelitev z m in n prostostnimi stopnjami,
F(m,n), je porazdelitev, dobljena na enega od naslednjih dveh ekvivalentnih
nacinov:

e kot porazdelitev kvocienta X/Y , kjer sta X in'Y neodvisni ter
X ~ Gama(m/2,m/2) in Y ~ Gama(n/2,n/2);

U/m
V/in

e kot porazdelitev kvocienta

U~ x*(m) inV ~ x*(n).

, kjer sta U in V' neodvisni ter

33. Konstruirajte funkcijsko zvezo, za katero obstajata slucajni spremenljivki

F ~F(m,n) in B ~ Beta(m/2,n/2), ki sta v tej zvezi.

Vecrazsezna normalna porazdelitev s pricakovano vrednostjo p in ko-
varian¢no matriko X, kjer je u vektor v R", 3 pa je pozitivno semidefinitna
matrika v R"*", je dolocena z naslednjimi lastnostmi:

e Komponente standardne n-razsezne normalne porazdelitve, kjer
je uw = 0 in ¥ = I, (identiteta na R"), so neodvisne in porazdeljene
(enorazsezno) standardno normalno.

e Ceje X porazdeljen vecrazsezno normalno s pri¢akovano vrednostjo p in
kovariancno matriko 33, A matrika v R™*" inb € R™, je tudi AX +b po-
razdeljena vecrazsezno normalno, in sicer s pricakovano vrednostjo A p+b
in kovarianc¢no matriko AXAT. Med drugim to pomeni, da je v primeru,

. . X . . . .
ko je blocni vektor [ x porazdeljen vecrazsezno normalno s pricakovano
2

M Y Yo
Ko o1 X
ta X1 porazdeljena vecrazsezno normalno s pricakovano vrednostjo p in
kovariancno matriko 3.

vrednostjo l ] in kovariancno matriko [ ] , njegova komponen-

Ce je X pozitivno definitna, ima vecrazsezna normalna porazdelitev s pricako-
vano vrednostjo p in kovariancno matriko 3 gostoto:

f@) = ——d TS )2

/det(273)

V enorazseznem primeru je torej to porazdelitev N (,u, \/i) (vektor p in matrika
3 sta skalarja p in 3).

44

34. Naj bo §1} slucajni vektor, porazdeljen dvorazsezno normalno s pricakovano vre-
2
. |0] . o . 8 2 .
dnostjo ol kovarianéno matriko 5 5| Izracunajte P(X; > 0, X5 > 0).

17Sir Ronald Aymler Fisher (1899-1962), angleski statistik in biolog
18George Waddel Snedecor (1882-1974), ameriski matematik in statistik
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35. Naj bodo X, Y in Z neodvisne standardne normalne sluc¢ajne spremenljivke. Izra-

36.

37.

cunajte P(X +Y >0, X+ Z > 0).

X1
Ceje | : | vecrazsesni normalni blo¢ni slucajni vektor s pricakovano vredno-

Xy

251 Yo XY

stjo | : | in kovariancno matriko | : . |, so komponente
X1,..., X, neodvisne natanko tedaj, ko za poljubna i # j velja 3;; = 0.
Bloki vecrazseznega blocnega normalnega slucajnega vektorja so torej neodvisni
natanko tedaj, ko so paroma neodvisni.

Dana naj bosta neodvisna n-razsezna slucajna vektorja X in X, pri ¢emer naj ima
X, pricakovano vrednost p in kovarianéno matriko ¥;, X pa naj ima pricakovano
vrednost p, in kovarianéno matriko ¥,. Kako je porazdeljena njuna vsota? Posebej

zapisite to ugotovitev Se za enorazsezni primer!

Naj bosta X; in X5 slucajna vektorja z vrednostmi v R™ in R", pri ¢emer naj

X : . . :
bo { Xl] porazdeljen (m + n)-razsezno normalno s pri¢akovano vrednostjo [lh
2

Y XY
Y1 g
da je X9 + CX neodvisen od X;.

2

kovarian¢no matriko

}in
u

]. Dokazite, da obstaja taka matrika C € R™*"™,
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6. Pricdakovana vrednost in sorodne karakteristike

Pricakovana vrednost, disperzija. Linearnost pricakovane vrednosti, metoda indikatorjev. Ne-
koreliranost. Kovarianca, kovariancna matrika, Pearsonov korelacijski koeficient.

Pric¢akovana vrednost (matemati¢no upanje)
diskretnih slucajnih spremenljivk

E(X)=> z P(X =x)
E[h(X)] =) h(z) P(X = )

Ce je vrednosti neskoncno, pricakovana vrednost obstaja, ce je vrsta
absolutno konvergentna.

1. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 0 2 3 4
01 03 01 01 04 /-

Izracunajte E(X) in E(X?).

2. Matematik je obseden s tem, da mora biti, ko pecica piska, stevilo piskov vedno
potenca Stevila 2. Vsaki¢, ko stevilo piskov pride do potence Stevila 2, z verjetnostjo
1/2 pecico ustavi, z verjetnostjo 1/2 pa pusti, da pecica piska naprej. Naj bo X
Stevilo piskov. Izracunajte E(X) in E(vVX).

E(aX +b)=aE(X)+Db

3. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

4900 5000 5200
01 03 06

Izracunajte FE(X).
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Ne le, ce je W realna slucajna spremenljivka, tudi ce je
W poljuben slucajni element (recimo mnozica), za realno
funkcijo h velja formula:

E[h(W)] =) h(w) P(W = w).

Ce je W = (X,Y) dvorazsezni slucajni vektor, tako dobi-
mo:

E[h(X,Y)] =) hlz,y) P(X =2,V =y).

4. Diskretna porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y") je podana z naslednjo tabelo:

| |[Y=0]Y=1[Y =3]
005 | 01 02
015 0 015
02 01 | 005

*PE
|
LS

Izracunajte E(XY?).

5. Posten kovanec mec¢emo, dokler ne dobimo ali m grbov ali m cifer, kjer je m > 1
dano celo stevilo. Seveda privzamemo, da so meti med sabo neodvisni. Izracunajte
pricakovano stevilo metov.

Namig: prevedite na vsoto verjetnosti za porazdelitev s parametrom m, pove¢anim
za ena.

Pricakovana vrednost zvezno porazdeljenih
slucajnih spremenljivk

E(X) = /Oo 2 fx(z) do

o0

E0)] = [ ho) felo) ds

o0

Spet le-ta obstaja, ce integral absolutno konvergira.

6. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp()), kjer je A > 0. Iz-
racunajte F(X) in Laplaceovo transformacijo: za vsak t € R izracunajte E(e*tx).
Za katere t slednje obstaja?
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7. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

1
— ;x>0
fx(@)=q (1+z) -
0 ; sicer.

Pokazite, da F(X) ne obstaja.

Disperzija (varianca): D(X) = E((X — E(X))?) = BE(X?) — (E(X))2
Standardni odklon: o(X) = /D(X).

8. Izracunajte disperzijo in standardni odklon sluc¢ajne spremenljivke s porazdelitvijo:
-1 0 2 3 4
01 03 01 01 04 )

D(aX +b) =a?D(X)

9. Izracunajte disperzijo in standardni odklon slucajne spremenljivke s porazdelitvijo:

4900 5000 5200
01 03 06
10. Izracunajte pricakovano vrednost in disperzijo Poissonove porazdelitve.

11. Izracunajte vse pozitivhe momente in disperzijo porazdelitve gama, tj. ¢e ima slu-
¢ajna spremenljivka S tako porazdelitev, izracunajte E(SP) za vse p > 0 in Se D(S).

12. Slucajna spremenljivka Z naj bo porazdeljena standardno normalno. Za vsakn € N
izracunajte E(Z™). Namig: simetrija, indukcija.

Posledica. Ce je Z ~ N(0,1), je E(Z) =01in D(Z) = 1.

Posledica. Ce je X ~ N(,0), je E(X) = pin 0(X) = 0. Tako se pri¢akovana vrednost
in standardni odklon iz definicije normalne porazdelitve ujemata s pojmoma, definiranima
tukaj.

13. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

4

fx(z) = (1 F 427

Izracunajte E(1 +4X?) in D(X).
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14.

15.

16.

17.

BIXY)] = [ ) frr(edrdy

Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

2e7 s ax>2y>0
fX,Y(xay) = { 0 - sicer.

Izracunajte E(e¥ ).

Izracunajte pricakovani kot, pod katerim meteorit pade na planet. Privzemite,
da ima planet obliko krogle, da so vse smeri v vesolju, iz katerih prileti meteorit,
enako zastopane, pri posamezni smeri pa privzemite tudi enakomerno porazdelitev
trajektorij (premic), ki sekajo planet. Prav tako zanemarite ukrivljenje trajektorij
zaradi gravitacije.

E(X+Y)=EX)+ E®Y)

Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

C
Ixy(z,y) = T2+

[zracunajte konstanto ¢ ter se E(X), E(Y), E(X?), E(Y?) in E(X? +Y?).

Naj bo slucajna tocka (X, Y, Z) porazdeljena enakomerno na enotski krogli
{(x,y,2); 2% + y*> + 22 < 1}. Naj bo S sinus zemljepisne Sirine te tocke, tj.:

Z
S = .
VXZ+Y2 4 22

Izracunajte E(S?).
Namig: izmenjajte koordinate.

Tehni¢na opomba. Slucajni vektor (X,Y,Z) strogo gledano tu ne sme zavzeti
vrednosti (0,0,0). Njegova porazdelitev to seveda dopusca, saj za poljuben slucajni
vektor (X,Y,Z) s to gostoto velja P(X =Y = Z = 0) = 0. Natancneje, obstaja
slucajni vektor (X,Y, Z) z dano gostoto, ki sploh ne zavzame vrednosti (0,0, 0).



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 50

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

Indikatorji dogodkov
Indikator dogodka je slucajna spremenljivka, ki je na da-
nem dogodku enaka 1, zunaj njega pa 0.
Indikator dogodka A bomo oznacevali z 1 4.

Indikator dogodka, da je izjava A pravilna, bomo oznace-
vali z 1(A).
Velja E(14) = P(A).

Danih je Sest plosé¢ic z naslednjimi oznakami:

Ploscice se naklju¢no premesajo in obrnejo. Nato jih odkrivamo, dokler ne odkrijemo
ploscice . Oznac¢imo z X vsoto vseh odkritih Stevilk. Izracunajte E(X) in D(X).

[zracunajte pricakovano vrednost in disperzijo stevila negibnih tock v slucajni per-
mutaciji n elementov, porazdeljeni enakomerno.

Naj n,r € N ter naj bodo X, Xs, ..., X,, med sabo neodvisne in enako porazdeljene
celostevilske sluc¢ajne spremenljivke s:
1
PXpy=i)=—-; k=12,...,n, i=12...,r
r

Oznacite z Y moc¢ slucajne mnozice { X1, Xo,..., X, }. Izracunajte E(Y) in D(Y).
[zracunajte pricakovano vrednost in disperzijo hipergeometrijske porazdelitve.

Za okroglo mizo sedi 8 gostov, ki igrajo karte. Vsak ima v rokah eno karto, razdelje-
no z dobro premesanega kupa standardnih 52 kart. Vsak lahko vidi svojo karto ter
karti svojih sosedov na levi in na desni. Posamezen igralec stavi zlatnik, ¢e ima asa
in hkrati nobeden od njegovih sosedov nima asa. Oznac¢imo z S Stevilo stavljenih
zlatnikov. Izracunajte E(S) in D(S).

Iz posode, v kateri je sprva n kroglic, od tega r rdecih, na slepo in brez vracanja
vlecemo kroglice, dokler ne izvlecemo rdece. Izracunajte pricakovano vrednost in
disperzijo stevila izvlecenih kroglic.

Urska kupuje ¢evlje. Obiskati namerava tri trgovine. Ce v prvi ne dobi éevljev, ki
so ji vSe¢, po ceni najve¢ 50 evrov, gre naprej v drugo trgovino in ¢e tam ne dobi
cevljev, ki so ji vSe¢, po ceni najve¢ 50 evrov, gre Se v tretjo trgovino, kjer kupi
¢evlje v vsakem primeru.

Cena najugodnejsih cevljev, ki so Urski vsec, je v prvi trgovini porazdeljena diskre-
tno enakomerno na mnozici {36, 45,60}, v drugi zvezno z gostoto:

0=z . 40 <z < 60

_ 200
fa(z) = { 0 : sicer
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25.

26.

27.

28.
29.

30.

in v tretji normalno N(54, 10). Te tri cene so neodvisne.
Naj bo C cena, po kateri Urska kupi éevlje. Izracunajte E(C).
Izrazite indikator nasprotnega dogodka in indikator preseka dogodkov z indikator-

ji izvirnih dogodkov. Nato s pomocjo indikatorjev izpeljite nacelo vkljucitev in
izkljucitev.

Dokazite, da za poljubno sluc¢ajno spremenljivko N z vrednostmi v {0,1,2,...}
velja:
E(N)=) P(N>n)=)» P(N>n)
n=1 n=0

Dana je Pélyeva!® zara, v kateri je sprva b belih in dve rdeéi kroglici. Iz Zare drugo

za drugo na slepo vle¢emo kroglice. Vsaki¢, ko izvlecemo kroglico dolo¢ene barve,
jo vrnemo v posodo in dodamo Se eno novo kroglico iste barve. Vlecemo, dokler ne
izvlecemo rdece kroglice. Izracunajte pricakovano stevilo vlecenj.

[zracunajte pricakovano vrednost in disperzijo geometrijske porazdelitve.

Porazdelitev slucajnega vektorja (X1, Xo, ..., X,) je podana s skupno kumulativno
porazdelitveno funkcijo:

Fx, xo. x0 (X1, T2, ..., 20) = P(X5 <29, Xo < 29,..., X, <1z,).
S slednjo izrazite skupne intervalske verjetnosti:
Pla; < X1 <by, a5 < Xo <y, ..., a, <X, <by),
kjer je a1 < by,as < by, ..., a, < b,.

Namig: indikator intervala izrazite z indikatorjema ustreznih poltrakov.

Nekoreliranost

Slucajni spremenljivki X in Y sta nekorelirani, ce velja:
E(XY)=EX)E().

Poljubni neodvisni sluc¢ajni spremenljivki sta nekorelirani, obratno pa ni nujno
res: nekoreliranost Se ne pomeni neodvisnosti.

Diskretna porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) je podana z naslednjo tabelo:

| [Y=1]Y=2]Y =3]
X=0] 03 0 03
X =1 0 04 0

Dokazite, da sta slucajni spremenljivki X in Y nekorelirani. Sta tudi neodvisni?

YGyoérgy Polya (1887-1985), madzarski matematik judovskega rodu
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31.

32.

33.
34.
35.
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Slucajni spremenljivki X in'Y sta zagotovo neodvisni v naslednjih treh prime-
rih:
e Ce sta nekorelirani in dihotomni, tj. posamezna slucajna spremenljivka
lahko zavzame kvecjemu dve vrednosti;
e (e sta nekorelirani in je njuna navzkrizna porazdelitev dvorazsezna nor-
malna;
e Ce za poljubni omejeni merljivi funkciji g in h velja, da sta slucajni spre-
menljivki g(X) in h(Y') nekorelirani.

Diskretno porazdeljen slu¢ajni vektor (X,Y’) ima naslednjo porazdelitveno tabelo:

I
— | o

s | e |
1!3

a) Pri katerih ¢ je z zgornjo tabelo res dolo¢ena porazdelitev slucajnega vektorja?
b) Za katere vrednosti ¢ sta X in Y nekorelirani?

c¢) Za katere vrednosti ¢ sta X in Y neodvisni?

Ce imata X inY disperzijo, je nekoreliranost ekvivalentna
Zvezi:

DIX+Y)=DX)+ D).
Pozor! Zakaj ne velja:

D(X+X)=D(X)+ D(X)=2D(X)?

Dani sta neodvisni sluc¢ajni spremenljivki X ~ x?(3) in Y ~ x%(5). Izracunajte

D(BX —Y) in E((X — 2Y)2).
Izracunajte pricakovano vrednost in disperzijo binomske porazdelitve.
Izracunajte pricakovano vrednost in disperzijo negativne binomske porazdelitve.

Naj bo 0 < ¢ < 1/4 ter naj bosta X in Y neodvisni in enako porazdeljeni sluc¢ajni
spremenljivki s porazdelitvijo, dano po predpisu:

2
<”>qn 1—4g: n=0,1,2,...
n

(izven Ny pa so vse verjetnosti enake nic).
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36.

a) Dolocite porazdelitev vsote X + Y. Kot znano lahko privzamete formulo:

n

k n—k )
k=0

b) Izrac¢unajte D(X). Namig: pomagajte si s prejsnjo tocko.

> =
Da gre res za porazdelitev, je ekvivalentno formuli (1 — Alq)_l/2 = > (Q:)q". Zlahka preverimo, da je (27?) =(—4" (71/2). Ce
n=0 : :
oo
uvedemo x = —4gq, se formula prevede na (1 + x)71/2 = > (_11/2)35", kar je Newtonova binomska formula. V resnici gre torej za
n=0
Pélyevo porazdelitev.

Formula z vsoto binomskih koeficientov je konvolucijska formula za centralne binomske koeficiente in se prevede na obliko

n

> (7}]2) (;1_/5) = (—1)". To formulo zlahka preverimo tako, da v identiteti (1 + 35)71/2(1 +2)" /2 = (1 + 2)~! preverimo
k=0 )
koeficient pri =" .

Konvolucijska formula za centralne binomske koeficiente pa ima tudi razmeroma eleganten kombinatori¢en dokaz. Ta temelji na
kon¢nih celostevilskih zaporedjih ki se na vsakem koraku dvignejo za 1 ali pa spustijo za 1. Recimo takim zaporedjem wustrezna.
Vsako ustrezno zaporedje lahko opisemo bodisi z vrednostmi zg, ...,z bodisi z diferencami x; — x;_1, 1 = 1,2,..., N. Te lahko

izbiramo neodvisno. Ce torej predpisemo zacetno vrednost xg, bo v okviru tega vseh ustreznih zaporedij 2V,

Za zaporedje zq, ...,z bomo rekli, da je to zaporedje tipa (m,d), ¢e je m = max;(z; — xo) in d = x — 9. Oglejmo naslednjo
transformacijo, pri kateri vse ¢lene od vkljuéno prvega, kjer je dosezen globalni maksimum, znizamo za 2. Ce je m > 0, ta
transformacija zaporedje tipa (m, d), ki je ustrezno, preslika v zaporedje tipa (m — 1,d — 2), ki je spet ustrezno. Nadalje je dobljena
preslikava bijektivna: inverzna transformacija vse ¢lene od nevklju¢no zadnjega, kjer je dosezen globalni maksimum, zvisa za 2. Z
iteriranjem dobimo bijektivno korespondenco med ustreznimi zaporedji tipa (m, d) in ustreznimi zaporedji tipa (0, d — 2m). To velja
tudi za m = 0 — v tem primeru zaporedja pustimo pri miru.

Naj bo zdaj N = 2k sodo stevilo. Ce je z9 = zny = 0, je maksimum zaporedja lahko enak 0,1,...,k. Z zgoraj omenjeno
transformacijo se zaporedje transformira v zaporedje z maksimumom ni¢, zadnji ¢len pa je lahko —2k, —2k + 2,...,0. S tem pa
zajamemo vsa mozna zaporedja z maksimumom ni¢. Sklep: zaporedij zg, ...,z N z £g = 0 in maksimumom ni¢ je toliko kot zaporedij

z xg = z = 0. Ta zaporedja pa lahko opiSemo z diferencami, med katerimi jih je k enakih 1, £ pa —1. Takih zaporedij je torej

(%)

Oglejmo so zdaj vsa zaporedja zg,1,...,T2n 41, ki so ustrezna ter za katera je xg = 0 in xz2,41 < 0. Zaradi simetrije je takih
zaporedij %22”4'1 = 4™. Ta zaporedja pa lahko prestejemo tudi se drugace. Oglejmo si zadnji indeks, kjer je tako zaporedje
enako ni¢. Ta indeks mora biti sod, naj bo npr. 2k. Ker je to zadnji indeks, kjer je vrednost enaka ni¢, kon¢ni ¢len pa je manjsi
od ni¢, mora biti z9x 417 = —1 in noben nadaljnji ¢len ne sme presec¢i —1. Zaporedju smo torej priredili trojico, ki jo sestavljajo
stevilo k € {0,1,...,n}, zaporedje zq,...,To, z lastnostjo, da je zg = g = 0, in zaporedje Tok41s- -1 T2n+1 2z lastnostjo, da
je zgg41 = —1lin max2k+1<j<2n+1(zj — ®gp41) = 0. Velja pa tudi obratno — vsako trojico z zgoraj opisanimi lastnostmi lahko
sestavimo v zaporedje zg, 1, .- ., Ton41, ki je ustrezno ter za katero je zg = 0 in 29,41 < 0.

Prestejmo zdaj omenjene trojice. Ce predpisemo k, je zaporedij zg,...,xor z lastnostjo, da je 29 = zgp = O, (2:), zaporedij
Tok41s- -5 Tan+1 % lastnostjo, da je xop 1 = —1in max2k+1§j§2"+1(xj —x2k4+1) = 0, pa je (22:?9) Sestejemo po k in rezultat
sledi.

Naj bosta X in Y neodvisni in enako porazdeljeni slucajni spremenljivki z
E(X)=E(Y) =0, E(X? = E(Y?) = ¢% in E(X') = E(Y?) = k'. Izracunajte
D [(X + Y)ﬂ. Posplosite na ve¢ spremenljivk!
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37.

38.

39.

40.

Kovarianca:

K(X,Y):=E((X - E(X)) (Y - E(Y))) =
= FE(XY)—- E(X)E(Y)

Velja K(X,X)=D(X) in K(Y,X)=K(X,Y).

Ce so a, b, c in d konstante, velja K (aX +b,cY +d) = acK(X,Y).
Slucajni spremenljivki X in Y sta nekorelirani natanko tedaj, ko je
K(X,Y)=0.

Korelacijski koeficient:

K(X,Y)

rXY) = e

Velja —1 < r(X,Y) < 1. Ceso a, b, ¢ in d konstante ter a,c > 0,
velja r(aX + b, ¢Y +d) =r(X,Y).

Diskretna porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

| |[Y=0][Y=10]Y =30]
X=0] 005 | 01 02
X=10] 015 0 015
X=40] 02 | 01 [ 005

Izracunajte K(X,Y) in r(X,Y).
Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

32y +ay?) ;x,y€|0,1
fX,Y<x7y) = { ( 0 ) - sicer. [ ]

Izracunajte K(X,Y) in r(X,Y).

V posodi je N kroglic, med njimi r rdecih in z zelenih. Na slepo in brez vraca-
nja izvle¢emo n kroglic. Oznac¢imo z R stevilo rdecih, z Z pa stevilo zelenih med
izvlecenimi. Izracunajte K (R, 7).

KX+Y,2)=K(X,2)+K(Y,Z), K(X,Y+2)=K(X,Y)+K(X,Z)

Za okroglo mizo izmenoma sedi n Zensk in n moskih, kjer je n > 3. Vsak vrze
standardno kocko, meti so neodvisni. Vsaka zenska stavi biser, ¢e vrze Sestico,
obenem pa nobeden od njenih sosedov ne vrze Sestice. Nadalje vsak moski stavi
cekin, ¢e vrze enojko, obenem pa nobena od njegovih sosed ne vrze enojke. Naj bo
X stevilo stavljenih biserov, Y pa Stevilo stavljenih cekinov. Izrac¢unajte r(X,Y").
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41. Grayeva koda je zapis naravnega stevila ali nicle, ki ga dobimo iz binarnega zapisa,
tako da stevko (bit) spremenimo, Ce je stevka levo od nje (torej naslednja pomemb-
nejsa) enaka 1; sicer Stevko ohranimo. Primer: stevilo 13 ima binarni zapis 1101 in
Grayevo kodo 1011.

Grayeva koda posameznega stevila ima enako mest kot binarni zapis in razli¢ni
stevili imata razliécni Grayevi kodi (preslikava, ki stevilo preslika v njegovo Grayevo
kodo, je torej injektivna). Odlikuje pa se po tem, da se, ¢e Stevilo povecamo za 1,
vselej spremeni le ena Stevka.

Naj bo n € N in N naklju¢no izbrano stevilo iz mnozice {0,1,2,...,2" — 1}.

a) Ce binarnemu zapisu ali Grayevi kodi tevila N dodamo ustrezno $tevilo vo-
dilnih nic¢el, dobimo sluc¢ajno zaporedje n nicel in enic. Utemeljite, da za tako
dobljeno slucajno zaporedje, ki pripada binarnemu zapisu ali Grayevi kodi ste-
vila IV, velja, da se na posameznem mestu nic¢la ali enica pojavi z verjetnostjo
1/2 in da so mesta med seboj neodvisna.

b) Naj bo X stevilo enic v binarnem zapisu, Y pa stevilo enic v Grayevi kodi
stevila N. Izracunajte r(X,Y).

Pricakovano vrednost slucajnega vektorja definiramo po komponentah:

X E(Xy)
za X = | 1 | definiramo E(X) = :

X, E(X,)
Podobno po komponentah definiramo pricakovano vrednost slucajne matrike
M = [Y;];:

EM) := [E(Yij)]i; -

Disperziji slucajnega vektorja ustreza kovarianc¢na matrika:

K(XlaXl) K(XlaXn)
K(X):= : : = EXX") -EX)EX)T.
K(X,, X1) -+ K(XpnX,)
Kovarianci med dvema slucajnima vektorjema ustreza splosnejsa kovariancna
matrika:
K(Xluyl) K<X17Yn)
K(X,Y) = : : =E(XY") -EX)E(Y)T.

42. Slucajni vektor (X, Y, Z) ima naslednjo kovarianéno matriko:
2 1 -1
Y= |1 1 -1
-1 -1 2
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Dolocite parameter a tako, da bosta sluc¢ajni spremenljivki U := aX +2Y + Z in
V= X — Y + aZ nekorelirani.

Za poljubno deterministicno matriko A in poljuben slucajni vektor X velja:
E(AX)=AE(X).
Posledicno za vsak deterministicen vektor u prave dimenzije velja:
E(X,u)=Eu'X)=u"E(X)=(E(X),u).

Nadalje za poljubni deterministicni matriki A in B in poljubno slucajno
matriko M pravih dimenzij velja:

E(AM)=AEM) in E(MB)=EM)B.

43. Naj bosta X in Y slucajna vektorja.

a) Za poljubno deterministicno matriko A pravih dimenzij izrazite K(AX) s
K(X).

b) Za poljubni deterministi¢ni matriki A in B pravih dimenzij izrazite
K(AX,BY)s K(X,Y).

¢) Za poljubna deterministicna vektorja w in v, ki sta iste dimenzije kot X ozi-
roma Y, izrazite K ((X,u), (Y,v)) s K(X,Y).

d) Karakterizirajte matrike, ki so kovarianéne matrike enega slucajnega vektorja.

44. Slucajni vektor X ima naslednjo kovarianéno matriko:

) =

= N Ot
N NN
Ot DN >

V katerih smereh je disperzija najvecja in v katerih najmanjsa ter koliko znasa? Z
drugimi besedami, za katere enotske vektorje u je disperzija slucajne spremenljivke
(X, u) najvedja in za katere najmanjsa?

45. Dokazite, da se pricakovana vrednost in kovarianéna matrika iz definicije vecrazse-
zne normalne porazdelitve ujemata s pricakovano vrednostjo in kovarian¢no matriko,
definiranima v tem razdelku.
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7. Pogojne porazdelitve in pogojevanje na slucajne
spremenljivke
Pogojna porazdelitev diskretne slucajne spremenljivke glede na dogodek in glede na diskretno

slucajno spremenljivko. Pogojna verjetnost dogodka glede na poljubno slu¢ajno spremenljivko.
Pogojna gostota. Pogojna pricakovana vrednost.

Pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na dogodek B je nje-
na porazdelitev pri verjetnostni meri PP: spomnimo se, da smo definirali

PB(A):= P(A| B).

Ce je X diskretna, lahko njeno pogojno porazdelitev opiSemo s pogojno po-
razdelitveno shemo — pisemo:

X'B“’(P(x:alal\m POX=wB) >

1. Vrzemo tri posStene in neodvisne kovance in jih razporedimo v vrsto. Naj bo X
stevilo grbov pri prvih dveh kovancih. Nato pride Pepcek, povsem nakljucno izbere
dva razlicna kovanca in ju zamenja. Zdaj je na obeh prvih kovancih grb. Zapisite
pogojno porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X glede na omenjeno opazanje.

2. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena geometrijsko Geom(1/3). Dolo¢ite njeno
pogojno porazdelitev glede na dogodek {X < 5}.

3. Porazdelitev slu¢ajnega vektorja (X,Y") je podana z naslednjo tabelo:

Y=0|Y=1|Y=2
X=0| & L 0
X=1| 1 0 L
X=2| 0 : :

Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y = 2 ter Y glede
na X =01in gledena ¥ > X.
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Seveda lahko tudi pogojne porazdelitve opisujemo oz. definiramo na enak nacin
kot brezpogojne.

e Pogojno kumulativno porazdelitveno funkcijo realne slucajne spremen-
ljivke X glede na dogodek B oznacimo z Fxp. Torej je:

Fyp(z)=PP(X <2)=P(X <z|B).

e Ce je pogojna porazdelitev realne slucajne spremenljivke X ali slucajnega
vektorja X glede na B zvezna, ustrezno pogojno gostoto oznacimo z fx|p
oziroma [x|p. V enorazseznem primeru je tako fx|p = F)’(‘B, v splosnem
pa za vsako merljivo mnozico C' velja:

P(XecC|B)=P(XecC)= /CfXB(m) da .

Poleg tega pa, ce je P(X € C) > 0, velja se:

fx(x) ,
fX|XeC(33) = P(XeC) '’ zed
0 ; sicer.

4. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(\). Za vsak a > 0
doloc¢ite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na dogodek {X > a}.

5. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in porazdeljeni enakomerno na intervalu
[0,1]. Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na dogodek
{X <Y}

6. Racunalnik povsem nakljucno izbere realno stevilo X med 0 in 1. Tine ga pogleda
in Tone ga z verjetnostjo 1/2 vprasa, ali je to stevilo manjse od 2/3, z verjetnostjo
1/2 pa, ali je vecje od 1/3 (izbira vprasanja je neodvisna od izbranega Stevila).
Odgovor je pritrdilen. Zapisite pogojno porazdelitveno gostoto izbranega stevila X
glede na dani odgovor (kaj to¢no je Tone vprasal Tineta, ne vemo).
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Na enak nacin kot pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na
dani dogodek B definiramo tudi pogojne razli¢ice raznih njenih karakteristik:
to so ustrezne karakteristike pri verjetnostni meri PP .

Pogojno pri¢akovano vrednost oznacimo z E(X | B) ali E?(X). V diskretnem
primeru je tako:

E[MX)|B] =) h(z) P(X =z | B),

v zveznem pa (za poljuben slucajni vektor X ):

E[h(X) | B] = / W) fxp( | B)dz.

R

Podobno pogojno disperzijo oznacimo z D(X | B) ali D?(X), pogojno kovari-
anco pa s K(X,Y | B) ali KP(X,Y). Velja torej:

D(X | B)=E|(X - B(X | B))"| B] = B(X*| B) - (B(X | B))’
K(X.Y | B)=E[(X - BE(X | B))(Y - B(Y | B)) | B] =
— B(XY | B)— E(X | B)E(Y | B).

7. Zasluc¢ajno spremenljivko X iz 1. naloge in dogodek B, da je po Pepckovi zamenjavi
na obeh prvih kovancih grb, izracunajte E(X | B) in D(X | B). Prav tako izracu-
najte E(X | D) in D(X | D) za slucajno spremenljivko X iz 6. naloge in dogodek
D, da Tine odgovori pritrdilno.

Za vsako slucajno spremenljivko X in vsak dogodek B velja:

 E(XZ) E(XZ)
PR =) " we)

kjer je slucajna spremenljivka Z indikator dogodka B, tj. ena-
ka 1 na dogodku B in 0 zunaj njega.

8. Naj bosta X in Y neodvisni sluc¢ajni spremenljivki, pri ¢emer naj bo X porazdeljena
enakomerno na [0, 1], Y pa enakomerno na {0, 1,2}. Izracunajte E(XY | 2X >Y).
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9.

10.

11.

12.

13.

Za vsako slucajno spremenljivko X s pricakovano vrednostjo in vsak skoraj
popoln sistem dogodkov Hy, Hy, Hs, ... z nenicelnimi verjetnostmi velja izrek
o polni pricakovani vrednosti:

E(X) = P(Hy) E(X | Hy) + P(Hy) E(X | Hy) + P(H3) E(X | Hs) + -

V prvi posodi je 6 belih in 4 rdece kroglice, v drugi pa 3 bele in 6 rdecih. Najprej na
slepo premestimo eno kroglico iz prve posode v drugo, nato pa iz druge posode na
slepo in brez vracanja izvlecemo tri kroglice. Izracunajte pricakovano stevilo belih
med njimi.

Posten kovanec mecemo, dokler ne padeta dve cifri zapored. Meti so med seboj
neodvisni. Izracunajte pricakovano stevilo vseh metov.

Pogojno verjetnost dogodka A glede na diskretno slucajno spremen-
ljivko Y lahko definiramo bodisi kot funkcijo, ki y slika v P(A | Y = y), bodisi
kot slucajno spremenljivko, ki jo oznacimo s P(A | Y): na dogodku {Y =y} s
pozitivno verjetnostjo definiramo:

P(A|Y) = P(A]Y =y),

na dogodku {Y = y} z verjetnostjo ni¢ pa vrednost izberemo poljubno, a
konstantno na celem dogodku. 'Tako dobimo slucajno spremenljivko, ki je
funkcija slucajne spremenljivke Y, dolo¢ena pa je skoraj gotovo: poljubni
izbiri se z verjetnostjo ena ujemata.

Tako definirana slucajna spremenljivka je odvisna samo od informacije, ki jo
nudi Y (natancneje o-algebre, generirane z Y): ce je g merljiva bijektivna
funkcija, je P(A | g(Y)) = P(A | Y) (natancneje, vsaka izbira, ki je dobra za
levo stran, je dobra tudi za desno stran).

Posteno kocko mecemo, dokler ne pade Sestica, meti so neodvisni. Izracunajte
pogojno verjetnost, da pri tem ne pade nobena enojka, glede na stevilo vseh metov.

Na kupu je 16 dobro premesanih kart, in sicer po stirje asi, kralji, dame in fanti.
Naj bo A dogodek, da je prva karta as, z Y pa oznacimo sStevilo kraljev med prvimi
Stirimi kartami.
a) Dolocite pogojno verjetnost dogodka A glede na Y.
b) Izracunajte E(P(A|Y)). Al kaj opazite?
c) Dokazite, da za wvsako diskretno slucajno spremenljivko Y in vsak dogodek A
velja:

E(P(A]Y)) = P(A).

Posteno kocko spet mecemo, dokler ne pade Sestica, meti so neodvisni. Koliksna je
verjetnost, da pri tem ne pade nobena enojka?
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14.

15.

16.

17.

Pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na diskretno slucajno
spremenljivko Y opiSemo s pogojnimi verjetnostmi P(X € C | Y), kjer C
pretece vse merljive mnozice. Tako dobimo slucajno verjetnostno mero. Ce
je X diskretna, lahko seveda njeno pogojno porazdelitev opisemo s pogojno
porazdelitveno shemo:

(P(X:ala1|Y) P(Xza2a2|y) » )

Za poljubno realno slucajno spremenljivko X lahko definiramo pogojno kumu-
lativno porazdelitveno funkcijo:

Fypy(z)=P(X <z |Y) alitudi Fxy(z|y)=P(X <z|Y =y),

za zvezno porazdeljene pa pogojno gostoto: fxy(x) je slucajna funkcija spre-
menljivke x, fx|y(x | y) pa je (deterministicna) funkcija spremenljivk x in y.
Lahko definiramo tudi pogojno pricakovano vrednost:

E(X|Y)=g(Y), Kkierje g(y)=EX|Y =y).
Funkciji g pravimo regresijska funkcija in jo lahko za y, za katere je
P(Y =y) =0, poljubno dolo¢imo.

Na enak nacin lahko definiramo tudi pogojno disperzijo D(X | Y') in ostale
karakteristike.

Iz posode, v kateri so najprej ena rdeca, dve zeleni in sedem belih kroglic, na slepo
in brez vracanja vlecemo kroglice, dokler ne izvlecemo rdece. Naj bo X stevilo
zelenih, Y pa stevilo vseh izvlecenih kroglic.

a) Zapisite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y.
b) Izracunajte E(X |Y) in E(E(X |Y)). Ali kaj opazite?
c) Dokazite, da za vsako slucajno spremenljivko X in diskretno slucajno spre-

menljivko Y velja E[E(X | Y)] = E(X): to lahko Stejemo za alternativno
razli¢ico izreka o popolni pricakovani vrednosti.

Dani sta neodvisni slucajni spremenljivki X ~ P(A) in Y ~ P(u), kjer je A\, u > 0.
Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na S := X + Y.

Podobno kot v prejsnji nalogi naj bodo X, X, ..., X, neodvisne slucajne spremen-
ljivke z X; ~ P(\;). Oznacimo S := X; + Xy + -+ + X,,. Izracunajte pogojno
porazdelitev slucajnega vektorja (X;, X, ..., X,) glede na S.

Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki, pri ¢emer naj bo Y porazdeljena binomsko
b(2,1/2) terse E(X |Y)=Y in D(X |Y) =Y + 1. Izracunajte F(X) in D(X).
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18.

19.

20.

21.

Naj bo Xi, X5, ... zaporedje slu¢ajnih spremenljivk, pri ¢emer naj bo X; = 1, za
n =1,2,... pa naj velja:
n+1—X, X,
PXy1=X,|X,)=— i PX,1=X,+1|X,)= .
(Xt | Xn) nl in  P(Xnt +11]X,) nl

Izracunajte E(X,) in D(X,).

Namig: pri disperziji si pomagajte s slucajnimi spremenljivkami Y,, := X, (X, +1).

Naj bo 0 < a,b < 1. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena geometrijsko
Geom(a) in pogojno na X je slucajna spremenljivka Y porazdeljena negativno bi-
nomsko NegBin(X,b). Dolocite brezpogojno porazdelitev slucajne spremenljivke
Y.

Posteno kocko spet mecemo, dokler ne pade Sestica, meti so neodvisni.

a) Dolocite pogojno porazdelitev Stevila vseh enojk glede na stevilo vseh metov.

b) Dolocite brezpogojno porazdelitev Stevila vseh enojk.

Naj bodo X7, X, ... neodvisne enako porazdeljene Bernoullijeve slucajne spremen-

ljivke, tj.:
1—p p

in naj bo N ~ P(X) neodvisna od slu¢ajnih spremenljivk X;. Oznacimo:
S=X1+Xo+- -+ Xy.

a) Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke S glede na N.

Dokazite, da sta slucajni spremenljivki S in T := N — S neodvisni.

)
b) Dolocite brezpogojno porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke S.
c)

)

d) Dokazite, da, ¢e spremenimo porazdelitev slucajne spremenljivke N, ni vec

nujno, da sta .S in 7" neodvisni.

Opomba. Transformaciji, pri katerih iz slucajne spremenlivke N nastane sluc¢ajna
spremenljivka S, pravimo redcéenje (angl. thinning).

Ce je Y porazdeljena diskretno, X pa pogojno na Y porazdeljena zvezno z
gostoto fxy, je tudi brezpogojna porazdelitev slucajne spremenljivke X zvezna
z gostoto:

fx(x) = E[fxy(2)].

22. Naj bodo X7, X5,... neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene eksponentno

Exp(A), N pa naj bo neodvisna od prej omenjenih slu¢ajnih spremenljivk in poraz-
deljena geometrijsko Geom(p). Zapisite porazdelitveno gostoto slu¢ajne spremen-
ljivke:

S=X1+Xo+ -+ Xn.
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Ce sta X inY slucajni spremenljivki in P(Y = y) > 0, se pogojna porazdelitev
slucajne spremenljivke h(X,Y") glede na Y = y ujema s pogojno porazdelitvijo
slucajne spremenljivke h(X,y) glede na ta dogodek. Ce je X diskretna, torej
velja:

E[h(XY|Y—y thy X=z|Y=y).

23. Naj bo slucajni vektor (X,Y’) porazdeljen tako kot v 3. nalogi. Izrac¢unajte E(X |
Y =2), B(X2|Y =2) in B(X?Y?|Y =2).

Ce je X slucajna spremenljivka s pricakovano vrednostjo
in Y diskretna slucajna spremenljivka, velja:

B[Xg(Y) | Y] = E(X | Y)g(Y)
in posledicno:

E[X g(Y)] = E[E(X | V) g(Y)].

24. Posteno kocko spet mec¢emo, dokler ne pade Sestica, meti so neodvisni. Izracunajte
pricakovani delez enojk med vsemi meti.

Za vsako slucajno spremenljivko X s pricakovano vrednostjo in vsako slucaj-
no spremenljivko Y obstaja slucajna spremenljivka Z, ki je funkcija slucajne
spremenljivke Y in za katero je E[Z g(Y)} = E[X g(Y)] za vsako merljivo
funkcijo g, za katero desna stran obstaja. Slucajna spremenljivka Z je doloce-
na do skoraj gotovega ujemanja natancno. Slucajni spremenljivki Z pravimo
pogojna pricakovana vrednost glede na slucajno spremenljivko Y in
pisemo Z = E(X |Y). Velja tudi:

E[Xg(Y)|Y]=E(X|Y)g(Y).

Regresijska funkcija je definirana kot E(X |Y = y) = h(y), kjer je h(Y') =
E(X |Y). Ni pa nujno natancno doloc¢ena.
Ce sta X in'Y neodvisni, je BE(X | Y) = E(X).

25. Naj bodo X, Y in Z slucajne spremenljivke ter a € R. Privzemimo naslednje:
e XY —aX in Z — aY so neodvisne.
e E(X)=EY)=E(Z)=0.
e E(X?)=EY?) =FEZ?=1.
Izracunajte E(Z | X,Y)in E(YZ | X).
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26.

27.

Pogojna verjetnost dogodka A glede na slucajno spremenljivko Y je defini-
rana kot pogojna pricakovana vrednost njegovega indikatorja Z: P(A|Y) =
E(Z|Y).

Pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na'Y je nabor pogoj-
nih verjetnosti P(X € C | Y), kjer C' pretece vse merljive mnozice. Lahko
jo gledamo tudi kot slucajno preslikavo C'+— P(X € C | Y'), ki pa mora biti
povsod verjetnostna mera. V splosnem ni nujno, da pogojna porazdelitev ob-
staja, a pogojne porazdelitve realnih (in mnogih drugih) sluc¢ajnih spremenljivk
vedno obstajajo.

Na podlagi pogojne porazdelitve lahko definiramo pogojno kumulativno po-
razdelitveno funkcijo, pogojno gostoto, pogojno pricakovano vrednost, pogoj-
no disperzijo itd. Definicija pogojne pricakovane vrednosti poljubne funkcije
slucajne spremenljivke na podlagi pogojne porazdelitve se ujema s prvotno
definicijo.

Naj bodo X7, X5,... in N tako kot v 22. nalogi. Zapisite pogojno porazdelitev
slucéajne spremenljivke N glede na S.

Slucajna spremenljivka U naj bo porazdeljena zvezno enakomerno na (0, 1) in pogoj-
no na U naj bo sluc¢ajna spremenljivka X porazdeljena binomsko b(n,U). Dolocite

porazdelitev slucajne spremenljivke X in Se pogojno porazdelitev slucajne spremen-
ljivke U glede na X.

Namig: Ker je X porazdeljena diskretno, je dovolj izracunati pogojne porazdelitve
slucajne spremenljivke U glede na dogodke {X = k}, kjer je k = 0,1,...,n; le-te pa
lahko dobimo na podlagi pogojnih pricakovanih vrednosti £ [h(U) ‘ X = k], kjer je
h merljiva preizkusna funkcija.

Opomba. Ta naloga sodi v Bayesovo statistiko: enakomerna porazdelitev je apriorna po-
razdelitev slucajne spremenljivke U, Zelimo pa izracunati njeno aposteriorno porazdelitev
glede na opazanje X.

28.

Naj bo 0 < g < 1. Slucajna spremenljivka N naj ima logaritemsko porazdelitev, tj.
zavzame vrednosti v N in velja:
1 q"
PIN=n)=———; n=123,...
( ) In(l—q) n
Nadalje naj ima slucajna spremenljivka X pogojno na N Paretovo?” porazdelitev z
gostoto:
a1
;o
fxv(a | n) = antt
0 ; sicer.
Dolocite brezpogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X in Se pogojno porazde-
litev sluc¢ajne spremenljivke N glede na X.

20Vilfredo Federico Damaso Pareto (1848-1923), italijanski inZenir, sociolog, ekonomist, politolog in

filozof
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29.

30.

31.
32.

33.

Za slucajni vektor (X,Y) iz 3. naloge zapisite porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk
E(X | Y)in D(X | Y), nato pa izracunajte 3¢ D(E(X | Y)) in E(D(X | Y)).
Rezultata primerjajte z D(X). Kaj opazite?

Naj obstaja F(X?). DokaZite zvezo:
DX)=D(E(X|Y))+E(D(X|Y)).

Opomba: prvemu ¢lenu pravimo pojasnjena, drugemu clenu pa nepojasnjena ali
rezidualna disperzija. 7 izrazom pojasnjena je misljena pojasnjenost z odvisnostjo
slucajne spremenljivke X od Y (tj. sluCajna spremenljivka X ima za razli¢cne vredno-
sti Y razli¢ne pogojne porazdelitve, z njimi pa lahko razli¢ne pogojne pricakovane
vrednosti).

Naj bo Y ~ Exp()), pogojno na Y pa naj bo X ~ P(Y). Izracunajte E(X?).

Naj bo spet A > 0, Y ~ Exp()\) in pogojno na Y naj bo X ~ P(Y). Za katere
a € R obstaja E(a™) in koliko je to enako?

Ce je Y poljubna slucajna spremenljivka, X pa pogojno na Y porazdeljena
zvezno z gostoto fx|y, je tudi brezpogojna porazdelitev slucajne spremenljivke
X zvezna z gostoto fx(z) = E|fxyy(z)].

Dani sta sluc¢ajni spremenljivki N in T'. Slucajna spremenljivka N je porazdelje-
na geometrijsko Geom(p) in pogojno na N naj ima T porazdelitev Gama(N, \).
Doloc¢ite brezpogojno porazdelitev slucajne spremenljivke 7T'.

Slucajni vektor (X,Y) je zvezno porazdeljen natanko tedaj, ko je hkrati zve-
zno porazdeljena slucajna spremenljivka Y in pogojna porazdelitev slucajne
spremenljivke X glede Y skoraj gotovo zvezna. Za ustrezne (pogojne) gostote
tedaj velja zveza:

fxy(@y) = fy(y) fxy(z|y).

Pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke h(X,Y") glede
na Y dobimo tako, da pogojno porazdelitev slucajne spre-
menljivke X glede na Y preslikamo s funkcijo hy, kjer je

hy (@) = h(z, y).
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34

35.

36.

37.

38.

39.

Verjetnostna in funkcijska neodvisnost

Slucajni spremenljivki X in Y sta (v smislu verjetnosti) neodvisni natanko
tedaj, ko se pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y izraza
tako, da Y v njej ne nastopa (funkcijska neodvisnost).

. Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

2 ;x>2y>0
Fxy(@,y) = { 0 : sicer.

Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y in Y glede na
X. Poiscite se kaksno netrivialno slucajno spremenljivko, neodvisno od X, in Se
kaksno neodvisno od Y.

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena standardno normalno N(0, 1), pogojna
porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Y glede na X pa je normalna N(0,1/|X]). Do-
locite porazdelitev slucajne spremenljivke Y in Se pogojno porazdelitev slucajne
spremenljivke X? glede na Y.

Naj bodo U ~ EZ(0,1) in X,Y ~ N(0, 1) neodvisne slucajne spremenljivke. Defi-
nirajmo:
Z:=VUX+VI-TUY.

Dokazite, da je slucajna spremenljivka Z neodvisna od U, in dolo¢ite njeno poraz-
delitev.

Naj bosta (X,Y) in (Z, W) neodvisna slucajna vektorja z enako gostoto:
1 —2)?
e - e ;x>0
fxy(z,y) = 2mx
0 ; sicer.

Dolo¢ite porazdelitveno gostoto slucajnega vektorja (X + Z,Y + W).
Namig: pogojujte na X in Z.

Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

_ [ 3@y +ay?) s xyel0,1]
Fxy(a,y) = { 0 : sicer.

[zracunajte E(X |Y) in E(XY |Y).

Naj bo 0 < a < b. Slucajna spremenljivka X ima porazdelitev Gama(2, 1), tj. ima
gostoto:
ze ™ ;x>0
fx() = { 0 ; sicer.
Pogojno na X = z je slucajna spremenljivka Y porazdeljena enakomerno na inter-
valu (az, bx).



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 67

a) Dolocite brezpogojno porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Y.

b) Dolocite, za katere t € R obstaja F(X"'/Y); ¢e obstaja, ga tudi izraCunajte.
Namig: uporabite pogojno pricakovano vrednost.

Dvorazsezna normalna porazdelitev N(u, u2, 01,09, p), kjer je 01,09 > 0
in —1 < p < 1, je porazdelitev z gostoto:

1 _ (z=pm)? 4+ el y—ps) (y—p2)?
[z, y) = e 20-p°)oi (1=p?)o102 2(1-p?)0?
2mo1094/ 1 — p?

Ce ima slucajni vektor (X,Y) to porazdelitev, je X ~ N(uy,01) in
Y ~ N(,LLQ, 0'2).

40. a) Naj ima slucajni vektor (X7, Xs) dvorazsezno normalno porazdelitev
N(pu1, p2, 01,09, p). Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X5 glede
na Xl.
b) Ce za rezultate prvega in drugega kolokvija iz verjetnosti in statistike za racu-
nalnicarje privzamemo model z dvorazsezno normalno porazdelitvijo, iz rezultatov
963 parov kolokvijev iz let od 1997 do 2010 dobimo naslednje ocene parametrov:

1 =592, pe =580, o1 =201, 09 =253, p=0291.

Na podlagi privzetega modela ocenite verjetnost, da bo kandidat, ki na prvem
kolokviju zbere 25 tock, kolokvije naredil, tj. na obeh zbral skupaj vsaj 100 tock.
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8. Rodovne, momentno-rodovne in karakteristicne
funkcije
Rodovne funkcije: osnove, konvolucijski izrek, procesi razvejanja. Momentno-rodovne funkcije,

kumulante, asimetrija, splosc¢enost. Neenakosti. Karakteristicne funkcije: osnove, povezava z
rodovnimi funkcijami, konvolucijski izrek, inverzna formula.

Rodovna funkcija

Rodovna funkcija slucajne spremenljivke:
X (0 1 2 3 )
Po P1 P2 P3 -
je definirana po predpisu:

Gx(s) = po + P15 + pas® + p3sS - :E[SX]

in zagotovo obstaja za vse kompleksne s z |s| < 1. Velja:

k
- G0
k l{" )
torej rodovna funkcija natancéno doloca porazdelitev take slucajne spremenljiv-
ke.
Ce za definicijo rodovne funkcije vzamemo G x (s) := E[sx} , jo lahko definiramo tudi za splo$nejse slu¢ajne spremenljivke, vendar pa moramo

paziti na njeno definicijsko obmo¢je (ki ga omejuje tako potenciranje kot tudi pricakovana vrednost): lahko se zgodi, da bo definirana le za
s = 1. Pomembna posebna primera:

e Ceje X >0, je Gx(s) definirana za 0 < s < 1 ali 8e splosneje za vse kompleksne s z |s| < 1, ki ne pripadajo [—1,0).

e Ce je X celostevilska, je G x (s) definirana za vse kompleksne s z |s| = 1.

Velja Gx(1) = limgy G(Xr)(s) = 1. Ce se omejimo na slucajne spremenljivke z
vrednostmi v Ny, se r-ti faktorski moment slucajne spremenljivke X izraza
s formulo:

fr=EBX(X-1)(X-2)- (X —r+1)] = lim G"(s),

Pri tem faktorski moment obstaja natanko tedaj, ko obstaja ustrezna leva
limita r-tega odvoda.

Brz ko je rodovna funkcija definirana za kaksen s > 1, vsi faktorski momenti
obstajajo in velja kar f, = G(’")(l).

1. Izracunajte rodovno funkcijo slucajne spremenljivke X, porazdeljene po Poissonu
P(A). Izracunajte Se F(X), D(X) in vse faktorske momente.

2. Izrac¢unajte rodovno funkcijo geometrijske porazdelitve Geom(p) ter Se pricakovano
vrednost, disperzijo in vse faktorske momente.
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3. Naj bo 0 < ¢ < 1. Slucajna spremenljivka X z vrednostmi v naravnih stevilih ima
porazdelitev, podano po predpisu:

k
P(X = k) :% C k=1,2,3,...
[zracunajte konstanto ¢ ter rodovno funkcijo in faktorske momente te porazdelitve.
2?2 3 ot
Namig: In(1 =r——=4+—=———+--
amig: In(1+z) ==z 2—|—3 4—1—

4. Rodovna funkcija slucajne spremenljivke X je podana s predpisom:
Gx(s)=ae™
Doloéite konstanto a in izra¢unajte P(X = 2).

5. Ehrenfestov model opisuje prehajanje molekul iz enega predela dvodelne posode v
drugega. V obeh predelih je skupaj m molekul. Na posameznem koraku se povsem
nakljucno izbere kroglica (torej vsaka z enako verjetnostjo, ne glede na to, v katerem
predelu je), nakar se ta kroglica prestavi v drug predel posode, ostale pa ostanejo
tam, kjer so. Zan =0,1,2,... naj bo X,, stevilo molekul v prvem predelu posode
po n korakih. Oznac¢imo rodovno funkcijo te slucajne spremenljivke z G,,.

a) Smiselno izrazite G,.1 z G,: uporabite operatorje, ki delujejo na funkcijah.
b) Kako mora biti porazdeljena sluc¢ajna spremenljivka Xy, da imajo vse slu¢ajne

spremenljivke Xy, X1, ... enako porazdelitev?

6. Naj bo II,, slucajna permutacija n elementov, pri ¢emer so vse permutacije enako
verjetne. Naj bo X, Stevilo negibnih tock v II,.

p(Xn :.7)

b) Naj bo G, rodovna funkcija sluc¢ajne spremenljivke X,,. Izrazite G,(s) kot
polinom v spremenljivki s — 1.

a) Izracunajte razmerje

Namig: na podlagi razmerja iz prejsnje tocke izpeljite primerno zvezo med G,
n Gn+1.

c) Zavsek=0,1,2,... nizracunajte P(X,, = k). Dovolj je, da zapisete izraz, ki
za izrac¢un zahteva O(n) operacij, pri ¢emer so dovoljene operacije seStevanje,
odstevanje, mnozenje, deljenje in faktoriela.

Ce sta X in'Y neodvisni, je Gxiy = Gx Gy.

7. Naj bosta X ~ Geom(1/2) in Y ~ Geom(1/3) neodvisni sluc¢ajni spremenljivki.
Dolocite porazdelitev njune vsote.



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 70

8.

10.

11.

12.

13.

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po predpisu:

PM=®=3 sznzﬂ PM:@:%%;

k=23,4,...
327 P R

od nje neodvisna slucajna spremenljivka Y pa ima geometrijsko porazdelitev
Geom(8/9). Dolocite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X + 2Y.

Naj bosta X in Y neodvisni sluc¢ajni spremenljivki in Z = X + Y njuna vsota.

a) Recimo, da je X ~ Geom(4/5) in Z ~ Geom(2/3). Dolocite porazdelitev
slucajne spremenljivke Y.

b) Naj bo 0 < a,b < 1. Dolo¢ite potreben in zadosten pogoj za obstoj neodvisnih
slucajnih spremenljivk X in Y, pri katerih je X ~ Geom(a) in X +Y ~
Geom(b).

Naj bosta X in Y neodvisni in enako porazdeljeni slucajni spremenljivki z vrednost-
mi v Ny. Dolocite porazdelitev, ¢e veste, da je:

PIX+Y=n)=(1-q)q"; n=0,1,2,...

kjer je 0 < ¢ < 1.
1
Naj bo X ~ b(n,p). S pomocjo rodovne funkcije izracunajte F (1—|——X>

Janez ima dva otroka, ki Se nimata svojih otrok. Za vsakega od njiju je porazdelitev
stevila otrok, ki jih bo imel, enaka:

( 132 1}4 134 ) '

Privzamemo Se, da sta stevili otrok Janezovih otrok neodvisni. Dolocite porazdelitev
stevila njegovih vnukov.

Nika Se nima otrok. Porazdelitev Stevila njenih bodocih otrok je enaka:

(afa vja 17 14 )

porazdelitev stevila otrok vsakega eventuelnega Nikinega otroka pa je enaka:

< 192 1}4 134 ) '

Privzamemo Se, da so stevila otrok Nikinih otrok neodvisna. Dolocite pricakovano
stevilo Nikinih vnukov in Se verjetnost, da Nika ostane brez vnukov.
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14.

15.

16.

17.

18.

Naravna stevila sklenejo, da bodo sla v kitajsko restavracijo, kjer je neskoncéno
okroglih miz, ki so osteviléene z 1,2, ... Za vsako mizo lahko sedi poljubno mnogo
gostov. Vratar v restavracijo spusti le prvih nekaj naravnih stevil. Dokler ne neha
spuscati noter, Stevilo, ki se pojavi na vhodu, z verjetnostjo ¢ € [0,1) spusti, z
verjetnostjo 1 — ¢ pa ga zavrne in neha spuscati. Lahko se torej zgodi, da ne
sprejme nobenega Stevila.

Stevila prihajajo v sprva prazno restavracijo po vrsti in se posedejo po naslednjih
pravilih: stevilo 1 se usede za neko mizo. Ko vstopi stevilo n (¢e ga vratar spusti),
pa se usede bodisi levo od nekega predhodnega stevila ali pa za novo, Se prazno mizo:
vseh teh n moznosti je enako verjetnih in izbira je neodvisna od tega, kako so se
posedli njegovi predhodniki. Od slednjega pa je neodvisna tudi vratarjeva odlocitev,
ali bo sprejel stevilo, ki je pri vhodu. Dolocite porazdelitev stevila zasedenih (tj.
nepraznih) miz.

Ce so X1, Xs,... neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenljivke z
rodovno funkcijo G in je N slucajna spremenljivka z vrednostmi v Ny, ne-
odvisna od slucajnih spremenljivk X; in z rodovno funkcijo H, ima vsota
Z = X1+ Xy + ...+ Xy rodovno funkcijo Gz(s) = H(G(s)).

Naj bodo X1, X5, X3,... in N neodvisne slu¢ajne spremenljivke, pri ¢emer naj bo
X; ~ Geom(a) za vse i in N ~ Geom(b). Dolocite porazdelitev vsote X; + Xo +
o+ Xy

Slucajne spremenljivke X7, Xs, ... so porazdeljene geometrijsko Geom(2/3), slucaj-
na spremenljivka N pa geometrijsko Geom(3/4). Vse omenjene slué¢ajne spremen-
ljivke so neodvisne. Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke Z = X; + X5 +

Naj bo 0 < p < 1. Slucajne spremenljivke X7, X5,... naj bodo neodvisne, vse s
porazdelitvijo, podano po predpisu:

T O DL
P(Xn_k)_m, k=1,2,3,...

Nadalje naj bo N od njih neodvisna sluc¢ajna spremenljivka s Poissonovo porazde-
litvijo P(—alnp), kjer je a > 0. Izracunajte porazdelitev slucajne spremenljivke
Z=X1+Xo+ -+ Xy.

Naj bodo X;, X5,... in N neodvisne sluc¢ajne spremenljivke in A > 0. Slucajne
spremenljivke X7, X5, ... naj bodo enako porazdeljene, slucajna spremenljivka N
pa naj ima Poissonovo porazdelitev P()\). Nadalje je znano, da je porazdelitev
sluc¢ajne spremenljivke Z = X; + X5 + - - - + Xy podana s predpisom
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19.

20.

21.

a) Dolocite porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X, Xo,... za A = 1.

b) Za katere A sploh obstajajo taksne sluc¢ajne spremenljivke?

Maks se nima otrok. Porazdelitev stevilo njegovih otrok in Stevila otrok posame-
znega njegovega potomca je enaka:

< 1(/)6 1}3 132) '

Privzamemo Se, da so Stevila otrok vsakega posameznika neodvisna. Dolocite ver-
jetnost, da bo Maksovo potomstvo nekoc¢ izumrlo.

Procesi razvejanja

Vzemimo proces razvejanja, pri katerem so stevila neposrednih potomcev vsa-
kega posameznika neodvisna in enako porazdeljena z rodovno funkcijo G.
Verjetnost, da tak proces izumre, je enaka min{s € [0,1] ; G1(s) = s}.

Ce je E(X) < 1, proces izumre z verjetnostjo ena.

Proces izumre z verjetnostjo ni¢ natanko tedaj, ko je skoraj gotovo X > 1.

Dan naj bo proces razvejanja kot zgoraj, ki skoraj gotovo izumre. Naj bo Z; stevilo
vseh potomcev v prvi generaciji, Z pa Stevilo vseh predstavnikov tega procesa.
Oznacimo z G rodovno funkcijo Stevila vseh potomcev v prvi generaciji, z G pa
oznacimo Stevilo vseh predstavnikov procesa.

a) Izpeljite smiselno zvezo med G in Gj.

b) Vzemimo posebni primer, ko ima posameznik z verjetnostjo 1/2 dva potomca,
z verjetnostjo 1/2 pa je brez potomcev. Utemeljite, da proces v tem primeru
skoraj gotovo izumre, in izracunajte porazdelitev stevila vseh njegovih pred-
stavnikov.

V igri Book of Ra vsaka igra lahko z verjetnostjo p generira m > 2 nagradnih iger,
sicer pa ne generira nobene igre. Vsaka nagradna igra lahko spet z verjetnostjo p
generira m nagradnih iger, te pa lahko spet z verjetnostjo p generirajo m nagradnih
iger in tako naprej. Privzemimo, da so vse igre med sabo neodvisne. Predpostavite
Se, da je mp < 1. Naj bo Z stevilo iger, ki jih bo igralec odigral za eno stavo.

a) Utemeljite, da bo igralec za eno stavo skoraj gotovo odigral le kon¢no stevilo
iger.

b) Utemeljite, da E(Z) in D(Z) obstajata, ter ju izracunajte.
Namig: upostevajte rezultat prejsnje naloge.
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22.

Rodovno funkcijo slu¢ajne spremenljivke T z vrednostmi v {0, 1,2, ...} U{occ}
definiramo kot:

F(s):=Y P(T=n)s".

Tako je F(1) = P(T < o).

Markovska?! veriga v diskretnem ¢asu na Stevnem prostoru stanj A je zapo-
redje slucajnih spremenljivk Sy, S1, ... z vrednostmi v A, ki slikajo iz prostora,
opremljenega z ve¢ verjetnostnimi merami: za vsako stanje a € A je na njem
definirana verjetnostna mera P,. Pri tem mora veljati:

o P,(So=ua)=1;

[ ] Pao(Sn+1 = An+1 | Sl = ay,.. .,Sn = CLn) = Pan<Sl = CLn+1).
Tako je markovska veriga dolo¢ena Ze z verjetnostmi py, := P.(X; = b), ki
sestavljajo prehodno matriko P = [pup)ap-

Za markovsko verigo Sy, S1, ... in stanje a € S oznac¢imo T, := min{n € N ;
S, = a}; ¢e je S, # a za vse n € N, definiramo T, := co.

Za stanji a in b naj bo F, ., rodovna funkcija slucajne spremenljivke T, pri
verjetnostni meri P,.

Enostavni slucajni sprehod je markovska veriga na Z, dolocena z verje-
tnostma pg a1 = p i Paq—1 = 1 —p. Dogovorimo se, naj bo P(A | p) :== Py(A)

in F.(s | p) := Fy_,; oznac¢imo sSe F' := F.

Pri verjetnostni meri P(- | p) je veriga enako porazdeljena kot zaporedje del-
-1 1>. Lahko torej

l-p p

vzamemo, da je skoraj gotovo S, = X7 + Xo + ... + X,.

nih vsot neodvisnih slucajnih spremenljivk Xj ~ (

Za enostavni sluc¢ajni sprehod:

a) za r € N izrazite F, z F} (namig: glejte slucajne spremenljivke Ty — 77,
T3 - TQ, .. ),

73

b) dolocite porazdelitev ¢asov Tj in 77 (vkljuéno z verjetnostma P(7Ty < oo) in

P(T) < 00)) (namig: najprej izracunajte za T, nato za Tp);

c) izracunajte E(1y | Ty < oo) in E(T | Th < 00).

21 Andrej Andrejevi¢ Markov (1856-1922), ruski matematik
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

Moment reda r je pricakovana vrednost r-te potence: m, := E(X").
Centralni moment reda r je pricakovana vrednost r-te potence centrirane
slucajne spremenljivke: ¢, = E[(X — E(X))T} Drugi centralni moment je
torej ravno disperzija.

Momentno-rodovna funkcija je eksponentna rodovna funkcija momentov:

ma mg
Mx(t) = E(e"¥) :1+m1t+7t2+§t3+---

Tudi ¢e so vsi momenti definirani, momentno-rodovna funkcija ni nujno defi-
nirana za vse t (lahko se zgodi, da je definirana le za t = 0).

Ce je X celostevilska, je tudi:

Mx(t) = Gx(et).

Ce sta X in'Y neodvisni, jeMx.y=Mx My.

Naj bo a < b. Doloc¢ite momentno-rodovno funkcijo enakomerne porazdelitve na
intervalu [a, b]. Kje je definirana?

Naj bo A > 0. Doloc¢ite momentno-rodovno funkcijo in prve stiri momente Poisso-
nove porazdelitve P()). Kje je definirana?

Naj bo A > 0. Dolo¢ite vse momente in momentno-rodovno funkcijo eksponentne
porazdelitve na intervalu Exp()). Kje je definirana? Izracunajte Se tretji centralni
moment.

[zracunajte momentno-rodovno funkcijo in vse momente standardne normalne po-
razdelitve.

[zracunajte momentno-rodovno funkcijo splosne normalne porazdelitve. Na podla-
gi tega sklepajte o porazdelitvi vsote neodvisnih normalno porazdeljenih slucajnih
spremenljivk.

[zracunajte momentno-rodovno funkcijo porazdelitve gama. Kje je le-ta definira-
na? Na podlagi tega sklepajte o porazdelitvi vsote dolo¢enih neodvisnih slucajnih
spremenljivk s to porazdelitvijo.

Kumulante so odvodi logaritma momentno-rodovne funkcije v izhodiscu:

kr(X) := (In M x)™(0) .

[zracunajte vse kumulante normalne porazdelitve N(u, o).

a) Koliko je enaka prva kumulanta?
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b) Dokazite, da so visje kumulante invariantne za translacije: za r > 2 velja

Rr(X +a) = k. (X).
c) lzrazite k,(aX) s k. (X).

Asimetrija:
K3(X)

- 3/2
(D(X))
Ce sta a > 0 in b konstanti, je A(aX +b) = A(X).

Sploséenost (kurtozis):

Ce sta a # 0 in b konstanti, je K(aX +b) = K(X).

31. Izrazite drugo, tretjo in Cetrto kumulanto ter Se asimetrijo in sploS¢enost s central-

32.

33.

nimi momenti. Namig: pomagajte si z razvojem v potencne vrste.

Naj bo a < b. Izracunajte prve stiri kumulante ter asimetrijo in splos¢enost enako-

merne porazdelitve na intervalu [a, b].

Naj bo A > 0. Izracunajte drugi, tretji in cetrti centralni moment Poissonove

porazdelitve P(\), poleg tega pa Se njeno asimetrijo in splos¢enost.

Neenac¢ba Markova??: &e je X > 0, za vsak x > 0 velja ocena:

P(X>zx) < E(X)

Dostikrat se namesto slucajne spremenljivke X splaca vzeti kaksno njeno funk-
cijo. Tako lahko dobimo neena¢bo CebiSeva?3:
D(X)

2

P(IX - E(X)[>1) <
Dobre ocene pa cesto dobimo tudi iz momentno-rodovne funkcije:

PX>z)<e™Mx(t).

34. V tovarni proizvedejo 1600 izdelkov, a je vsak okvarjen z verjetnostjo 0'1. Posamezni
izdelki so med seboj neodvisni. Navzgor ocenite verjetnost, da bo pokvarjenih ve¢

kot 250 izdelkov:

22 Andrej Andrejevi¢ Markov (1856-1922), ruski matematik
ZBPafnutij Lvovie Cebisev (1821-1894), ruski matematik
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a) s pomocjo neenacbhe Markova;
b) s pomocjo neenacbe CebiSeva z upoStevanjem simetrije;

¢) s pomo¢jo momentno-rodovne funkcije.

Primerjajte Se z aproksimacijo po Laplaceovi integralski formuli!

35. Slucajne spremenljivke X;, X5, ..., naj bodo neodvisne in naj imajo standardno
Laplaceovo porazdelitev, tj. porazdelitev z gostoto:
flo) = pet.

Oznac¢imo S,, := X7 + Xs + -+ X,,. Ocenite P(S5 > 5) in P(Sy > 20), in sicer z
uporabo neenakosti Cebiseva in simetrije ter z uporabo momentno-rodovne funkcije.

Karakteristicna funkcija
px(t) = E(e")

Definirana je za vsak t € R.

Velja tudi ¢ (t) = M x(it). Brz ko je momentno-rodovna funkcija definirana
za kaksno nenicelno realno stevilo, lahko karakteristicno funkcijo izracunamo
ze iz vrednosti momentno-rodovne funkcije na realnih stevilih, in sicer tako, da
jo ustrezno analiticno razsirimo.

Ce je X celostevilska, je tudi:

px(t) = Gx(e").

36. Izracunajte karakteristicno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena geo-
metrijsko Geom(p).

37. Izracunajte karakteristicno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena ek-
sponentno Exp(\).

38. Izracunajte karakteristicno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena zve-
zno z gostoto fy(x) = Le7ll,

Ce sta X in Y neodvisni, je Cxiy = Px Py-

39. Karakteristicna funkcija binomske porazdelitve.
40. Karakteristicna funkcija negativne binomske porazdelitve.

41. Karakteristicna funkcija porazdelitve gama.
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42. Rekonstruirajte porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke s karakteristicno funkcijo:

cost + 2cos®t + 2isintcost
SOX(t) = 3

Inverzna formula

Ce je slucajna spremenljivka X porazdeljena zvezno z gostoto f, ki je v dani
tocki x odvedljiva, velja formula:

f@) =5 | (e dt

:% N

kjer je ¢ karakteristicna funkcija slucajne spremenljivke X (pod pogojem, da
zgornji integral obstaja).

43. Slucajna spremenljivka X ima naslednjo karakteristicno funkcijo:

AR Sl R
Px(t) = { 0 ; sicer.

Rekonstruirajte njeno porazdelitev.
44. Rekonstruirajte porazdelitev slucéajne spremenljivke s karakteristicno funkcijo
px(t) =e M.

45. Neodvisne slu¢ajne spremenljivke X7, ..., X,, imajo standardno Cauchyjevo** po-
razdelitev, tj. zvezno porazdelitev z gostoto:

1

p(z) = m

Dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke:

X 4+ X,
o 1+ +

n

24baron Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francoski matematik
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9. Limitni izreki

Konvergenca slu¢ajnih spremenljivk. Sibki in krepki zakon velikih $tevil. Centralni limitni izrek.

Prva Borel-Cantellijeva lema

Ce za dogodke Ay, As,. .. velja ZP(AH) < o0, se skoraj gotovo
n=1

zgodi kvecjemu konc¢no mnogo teh dogodkov.

1. % Mecemo posten kovanec, meti so neodvisni. Naj bo L,, dolZina najdaljsega sosledja
samih cifer do vklju¢no n-tega meta. Dokazite, da skoraj gotovo velja:

lim —— =1.
n—oo log, n

Konvergenca sluc¢ajnih spremenljivk
Zaporedje slucajnih spremenljivk X1, Xy, ... konvergira proti slucajni spremen-
ljivki X:
e skoraj gotovo (X, SR, X), ¢e velja P(lim,_,, X, = X) = 1;
n—oo

e v verjetnosti (X, ﬁ X), ¢e za vsak € > 0 velja
lim,, o P(|X, — X| <¢e)=1.
e v porazdelitvi ali tudi Sibko (X, 4, X), ¢e velja ena izmed nasle-
dnjih dveh ekvivalentnih trditev: R
o Za vsak x, kjer je Fx zvezna, velja lim,,_,., Fx, (z) = Fx(z).
e Za vsako zvezno in omejeno funkcijo h velja lim,, . E(h(Xn)) =
E (h(X ))

Iz skoraj gotove konvergence sledi konvergenca v verjetnosti, iz nje pa Sibka
konvergenca.
Sibko konvergenco lahko definiramo zgolj za porazdelitve.

2. Standardni slucajni sprehod je zaporedje slucajnih spremenljivk S,, = X;+---+ X,
kjer so X1, X5, ... neodvisne in:

s~ (72 1j2)

Ali zaporedje S, /n konvergira proti ni¢ v verjetnosti? Kaj pa sibko? Pa skoraj
gotovo?

25Vir: R. Durrett: Probability: Theory and Examples, druga izdaja, Duxbury Press, 1995.
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Krepki zakon velikih Stevil Kolmogorova?®. Ce so slucajne spremenljivke
X1, Xs, ... neodvisne in enako porazdeljene ter ¢e obstaja n = E(X,) (tj.
E(]X,]) < ), velja:

X1+X2+'+Xn S.g.\

n n—0o00

Druga Borel?’—Cantellijeva®® lema

Ce za neodvisne dogodke Ay, A, ... velja Z P(A,) = oo, se skoraj gotovo
n=1

zgodi neskonc¢no mnogo teh dogodkov.

3. 2 Naj bodo X5, X3, X4, ... neodvisne sluc¢ajne spremenljivke z:

X -n 0 n
n ™ 1 1— 1 1 .
2nlnn nlnn  2nlnn

Dokazite, da za to zaporedje velja Sibki, ne pa tudi krepki zakon velikih Stevil: ¢e
ozna¢imo S, = X; + Xy + - -- + X,,, zaporedje S,,/n v verjetnosti konvergira proti
nic¢, vendar skoraj gotovo divergira.

4. Naj bo spet S, standardni slucajni sprehod. Pokazite, da se le-ta skoraj gotovo vrne
v izhodisce, tj. da z verjetnostjo 1 obstaja tak n € N, da je S,, = 0.

5. Naj bo S,, nesimetricni sluc¢ajni sprehod, torej S,, = X1+ --+X,,, kjer so X1, Xo, ...

neodvisne in:
l=p p

Za vsak k € 7Z izracunajte verjetnost, da sprehod (Se) kdaj obisce stanje k.

6. Naj bo spet S, standardni slucajni sprehod. Definirajmo slucajne spremenljivke T,
po predpisu:

Sn

— S8, #0
7 —) #

2 ;5,=0

Pokazite, da zaporedje T, konvergira proti ni¢ v verjetnosti, vendar pa je skoraj
gotovo divergentno.

26 Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987), ruski matematik

27Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), francoski matematik

ZFrancesco Paolo Cantelli (1875-1966), italijanski matematik

29Vir: G. R. Grimmett, D. R. Stirzacker: Probability and Random Processes. Problems and Solutions.
Clarenson Press, Oxford, 1997.
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10.

11.

12.

Dokazite, da iz konvergence v porazdelitvi ne sledi nujno konvergenca v verjetnosti,
pac pa to sledi, ¢e gre za konvergenco proti konstantni slucajni spremenljivki.

Dokazite, da za vsako zaporedje porazdelitev, ki sibko konvergira proti dani poraz-
delitvi, obstaja verjetnostni prostor, na njem pa zaporedje slucajnih spremenljivk z
ustreznimi porazdelitvami, ki skoraj gotovo konvergira proti slu¢ajni spremenljivki
z limitno porazdelitvijo.

Dan je naslednji prototip trditve:
Ce X,, konvergira proti X in'Y,, konvergira proti Y, tudi X, + Y, konvergira proti
X+Y.

Razisc¢ite, kako je z njegovo veljavnostjo pri skoraj gotovi konvergenci ter konver-
genci v verjetnosti in porazdelitvi.

Dokazite izrek Sluckega®: ¢e X, konvergira proti X in Y, konvergira proti konstanti
¢ (oboje v porazdelitvi), tudi X,, + Y;, konvergira proti X + c.

Centralni limitni izrek
(klasi¢na formulacija)

Naj bodo X, X5, ... neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenljivke
z E(X?) < oo ter E(X;) = wy in D(X;) = 02 (0y > 0). Oznacimo S, :=
X1+ Xo+ -+ X,. Tedaj je, ¢e je n velik, priblizno S,, ~ N(,un,an), kjer je:

tn = E(S,) =nu; in o0, =+/D(S,) =0o1vn.

To pomeni, da je:

P(a < S, <b), P(agsngb)mp(b_’“‘")—cp(a_’“‘”) ,

On On

kjer napaka pri fiksni porazdelitvi sestevancev X; konvergira proti ni¢, ko gre
n proti neskoncno, in sicer enakomerno po a in b.

Standardno kocko vrzemo 105-krat, meti so neodvisni. Ocenite verjetnost, da bo
skupaj padlo manj kot 350 pik.

Slucajne spremenljivke X7, ..., Xj9p so neodvisne in porazdeljene diskretno po na-

slednji shemi:
1 2 3 4
05 01 03 01

Ocenite P(170 < Xy + - -+ + Xj00 < 210) in utemeljite odgovor.

30Evgenij Evgenjevi¢ Slucki (1880-1948), ruski matematik, statistik in ekonomist
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13. Loterija izda srecko, ki stane 1 evro. Srecka z verjetnostjo 5% zadene 10 evrov, z
verjetnostjo 45% zadene 1 evro (v tem primeru torej kupec dobi povrnjen vlozek),
z verjetnostjo 50% pa ne zadene ni¢. Kupimo 50 sreck. Koliksna je verjetnost, da
imamo dobicek? Privzamemo, da so srecke neodvisne.

Centralni limitni izrek za trikotne sheme

Oglejmo si shemo slucajnih spremenljivk:

XM
X§2) X2(2)
X xg, xgY

kjer so za vsak n € N slucajne spremenljivke an), e ,qun) neodvisne in enako
porazdeljene. Oznacimo:

1/3
o\ = E(Xi(n)), ol = J(XZ.(")), A = {E<|Xl(n) - M§”)|3>}

o S i= XM X 4 e X

Tedaj standardizirane vsote (S, — p,)/on Sibko konvergirajo proti standardni
normalni porazdelitvi, brz ko je:

n 6
)

o

n >

Tedaj gre absolutna napaka pri normalni aproksimaciji intervalskih verjetno-
sti P(a, < S, <by,) in P(a, < S, <b,) proti ni¢, in sicer ne glede na zaporedji
a, in b,

Da se tudi oceniti napaka, ki jo naredimo pri normalni aproksimaciji. Ocen je veliko, med najenostavnejsimi pa je ocena na podlagi tretjega
absolutnega momenta, znana kot Berry‘glesseenov32 izrek. Ce so X1, Xo2,..., Xy neodvisne in enako porazdeljene z E(X;) = p1,

E 1/3
o1 =0(X;)iny = [E(\Xz — E(Xl)\d)} / , vsota Sy, = X1 + X2 + -+ - + X,, zados¢a oceni:

T —n 1 04690 ~§
sup |[P(Sp <z)— @ o - -1 < ’Y—l
T ER o1v/n 2 Vn a:f
(Berry, 1941; Esseen, 1942; ...; Sevcova, 2013).

I. G. Sevcova: Ob absolutnyh konstantah v neravenstve Berri-Esseena i jego strukturnyh i neravnomernyh utoénjenijah. Informatika i jeje
primenjenija 7/1 (2013), 124-125.

14. Slucajna spremenljivka X ima porazdelitev hi kvadrat s 100 prostostnimi stopnjami.
Priblizno izracunajte P(X > 110) in P(90 < X < 110). Odgovor utemeljite!

31 Andrew Campbell Berry (1906-1998), ameriski matematik
32Carl-Gustav Esseen (1918-2001), $vedski matematik
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15.

16.

17.

18.

19.

Slucajne spremenljivke X7, X, ..., X, naj bodo neodvisne in naj imajo standardno
Laplaceovo porazdelitev, tj. porazdelitev z gostoto:
fla) = pet.

Oznac¢imo S,, :== X1+ Xo+- - -+X,,. Priblizno izracunajte P(S5 > 5) in P(Szo > 20).

Relativna napaka v centralnem limitnem izreku za trikotne sheme

Spet naj bo dana trikotna shema slucajnih spremenljivk X ,g"). Zadosten pogoj,
da gre relativna napaka pri normalni aproksimaciji intervalskih verjetnosti
P(a, < S, <b,) proti nic, je:

riAY ST O AR
n> | 2 in n> -2~ min L “ L L

O'(n) O'(n) On ’ On

1 1

(n))2
o
Drugi pogoj je ekvivalenten pogoju min{|a, — pin|, [by — p1n] } < n?? %
M
Slucajne spremenljivke Uy, . .., Ujgo so porazdeljene enakomerno na intervalu [0, 1],

slucajne spremenljivke Vi, ..., Vigo pa diskretno po shemi:

(2}3 133) '

Vse omenjene slucajne spremenljivke so med seboj neodvisne.
a) Definirajmo X; := U;V;. Izracunajte F(X;) in D(X;).
b) Naj bo S := X; + Xy + - -+ + Xjg0. Priblizno izracunajte P(S < 60).

Slucajne spremenljivke X7, X, ..., Xi99 so neodvisne in porazdeljene diskretno po

shemi:
<0 1 2)
p 1-2p p)~

Oznac¢imo S = X7 + Xo + - - - + Xjg9. Priblizno dolo¢ite vrednost parametra p, pri
kateri je P(S < 90) = 0°05.

Slucajne spremenljivke X7, X5, ... so neodvisne s porazdelitvijo:

-1 0 1
/4 1/2 1/4
Oznacimo S,, := X; + Xo + --- + X,,. Priblizno od katerega n naprej je

P(|S,| > 100) > 0°05?

Potapljac se potaplja, dokler ne nabere 80 biserov. Pri vsakem potopu nabere najvec
en biser, pa Se tega le z verjetnostjo 20%. Potopi so med seboj neodvisni.
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a) Koliksno je pricakovano stevilo potopov?

b) Ocenite verjetnost, da se bo moral potopiti ve¢ kot 450-krat. Odgovor uteme-
ljite (mozni sta dve uporabi centralnega limitnega izreka)!

Centralni limitni izrek ima veliko posplositev. Pomembna posplositev je na
primer, ko sestevanci niso nujno enako porazdeljeni. Povrsno povedano, ce je S
vsota veliko neodvisnih slucajnih spremenljivk z dovolj lepimi porazdelitvami,
od katerih nobena posebej ne izstopa, je priblizno S ~ N(u,0), kjer je p =
E(S) in 0® = D(9), torej je:

ma<5<m,magngz@(b_f>—¢<“”0.

o g

CejeS=X+Xo+ -+ X, inso Xq,...,X, neodvisne, je seveda:

B(X1)+ E(Xy) + -+ B(X,)

1]
2= D(X))+ D(Xp)+ -+ D(X,,).

o

Tudi v tem primeru se da napaka pri normalni aproksimaciji eksplicitno oceniti. Velja:

5 =

z—p 1| 05583
sup [P(S<z)— @ — <
xER

> BE(1Xe — E(XR)IP)
g k=1

[eg
(Esseen, 1945; .. .; Sevcova, 2013). Glej:

I. G. Sevcova: Ob absolutnyh konstantah v neravenstve Berri-Esseena i jego strukturnyh i neravnomernyh utoénjenijah. Informatika i jeje
primenjenija 7/1 (2013), 124-125.
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Centralni limitni izrek za trikotne sheme
in za razliéno porazdeljene sestevance

Dana naj bo trikotna shema slucajnih spremeljivk:
x

X2, X
X£3)7 X2(3), X3(,3)

kjer so za vsak n € N slucajne spremenljivke Xl(n), .., X" neodvisne, ne pa

tudi nujno enako porazdeljene. Oznacimo:

o 5= XM 4 x4 x [
® [lip 1= E(S'n> = Z?:l E(Xz(n))7 On = U(Sn) = [Z?:l D(Xf”))

n 1/3
- [ZEQX;M - E(XZ-(”))\?’)}
=1

Tedaj standardizirane vsote (S, — p,)/on Sibko konvergirajo proti standardni
normalni porazdelitvi, brz ko je:

i| 1/2

)

Tedaj gre absolutna napaka pri normalni aproksimaciji intervalskih verjetno-
sti P(a, < S, <b,)in P(a, < S, <b,) proti ni¢, in sicer ne glede na zaporedji
a, in b,. Relativna napaka pa gre proti nic¢, brz ko poleg zgornjega velja Se:

n—oo O'n O'n O’n

n n ~— Mn bn_ n
limlmin{a ,u, o }:0.

Koli¢ini 2 /o3 pravimo razmerje Ljapunova za eksponent 3.

20. Naj bodo X1, Xs,... neodvisne in naj bo X; ~ Exp(1/k). Oznac¢imo S, := X; +
Xo+ -+ X,.

a) Dokazite, da standardizirane vsote (S, — F(.S,))/o(S,) sibko konvergirajo proti
standardni normalni porazdelitvi.

b) Ocenite P(Sip0 < 6000).

21. Slucajne spremenljivke X7, X5, ..., Xi99 so neodvisne in porazdeljene diskretno po

shemi:
(13 23 )

Ozna¢imo S = 10X; + Xo + X3+ - -+ + Xjgo. Priblizno izracunajte P(S < 41).

33 Aleksandr Mihajlovi¢ Ljapunov (1857-1918), ruski matematik in mehanik
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22.

23.

24.

25.

Ljubiteljski kolesar Bernard vsak dan od ponedeljka do sobote z verjetnostjo 1/2
prevozi 20, z verjetnostjo 1/2 pa 25 km. V nedeljo pa z verjetnostjo 3/4 pociva, z
verjetnostjo 1/4 pa naredi izlet, na katerem prevozi 100 km. Privzamemo, da so
vse Bernardove odlocitve neodvisne.

a) Cim natané¢neje izra¢unajte verjetnost, da v 12 tednih prevozi ve¢ kot 2000 km.

b) Priblizno po koliko tednih postane verjetnost, da prevozi ve¢ kot 20.000 km,
vedja od 95%7

Naj bodo Xi, X5, X3,... neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene diskretno

po predpisih:
—n 0 n
Xy ~ ( I T ) :
2n2 n2  2n2

Pokazite, da za njihove delne vsote S, := X7 + Xs + - - -+ X, centralni limitni izrek
ne velja, ¢eprav imajo slucajne spremenljivke X, enake pricakovane vrednosti in
disperzije.

Centralni limitni izrek ima posplositve celo na situacije, ko
med sumandi obstaja dolocena vrsta odvisnosti. Med dru-
gim ga lahko uporabimo za hipergeometrijsko porazdelitev.

Naj bo N ~ H(s,r,n).

a) Izracunajte EF(N) in D(N).

b) Za n = 500, r = 200 in s = 100 priblizno izracunajte P(N > 45).
Slucajne spremenljivke X, Y7, Y5, ..., Yigo so neodvisne, pri ¢emer je P(X = 1) =
2/3, P(X = 2) = 1/3, E(Y;) = 3 in D(Y;) = 100. Sluéajne spremenljivke

Yi,..., Y10 so tudi enako porazdeljene. Oznac¢imo S = X (Y] + Yo + -+ 4+ Yigo).
Priblizno izracunajte P(400 < S < 500).
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10. Zadostne in postranske statistike

Zadostnost statistik. Fisher—Neymanov faktorizacijski izrek. Minimalne zadostne statistike.
Eksponentne druzine porazdelitev. Postranske statistike, uporaba Basujevega izreka.

Statistika T, ki izhaja iz opazanja X, tj. T = 7(X), je
zadostna za model, v katerem je verjetnost odvisna od
parametra 0, ce je pogojna porazdelitev opazanja X glede
na T neodvisna od 0 (pri klasicni statistiki je to neodvisnost
v funkcijskem smislu).

1. Dan je statisticni model, pri katerem opazimo X in Y, ki sta neodvisni statisti¢ni
spremenljivki, pri ¢emer je X ~ P(p\) in Y ~ P((1 —p)A). Pri tem je A > 0 in
p € (0,1). Je X +Y v tem modelu zadostna statistika:

a) Ce je A znan, p pa neznan (torej parameter modela)?

b) ¢e je p znan, A pa neznan (torej parameter modela)?

2. Dan je statistiéni model, pri katerem opazimo slucajni vektor (X,Y’), ki je poraz-
deljen zvezno z dvorazsezno gostoto:

e x>y >0
fX,Y(x7y7 )‘) - { 0 : SiCGI‘,

pri ¢emer je A > 0 parameter modela. Je X ali Y v tem modelu zadostna statistika?

Fisher—-Neymanov faktorizacijski izrek
Ce je fx(z;0) verjetnostna funkcija ali pa gostota opazanja X, je statistika
T = 7(X) zadostna za parameter 6 natanko tedaj, ko obstajata taki funkciji p

in g, da je:
fx(x:0) = p(x) g(7(2); )

za vse x in ©.

3. Dan je statisti¢ni model, pri katerem opazimo X ~ N(u,o?), pri ¢emer je u € R in
o > 0. Je |X| v tem modelu zadostna statistika:

a) Ce sta p in o oba neznana, torej je model parametriziran z (p, 0)?

o

)
) Ce je znano, da je u = 0, o pa je parameter modela?
)

¢e je znano, da je = 1, o pa je parameter modela?

(@]

d) ¢e je p = ao?, kjer je a znan, o pa je parameter modela?

4. Dokazite, da je pri Bernoullijevem zaporedju poskusov, od katerih vsak uspe z
verjetnostjo @, stevilo uspelih poskusov zadostna statistika.



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 87

5. Poiscite kaksno enorazsezno zadostno statistiko za druzino Poissonovih porazdelitev

P(\), ki izhaja iz opazanja neodvisnih realizacij X7, ..., X, te porazdelitve.

. Denimo, da zaporedje poskusov tvori markovsko® werigo z zafetno verjetnostjo
uspeha # in prehodno matriko:

0 0
Poo Po1 -5 5
P— — |72 2.
[pw p11} [ L 1+0]

To pomeni, da, ¢e definiramo X}, := 1, ¢e k-ti poskus uspe, in X := 0, Ce ne uspe,
velja:

PQ(XI - 1) — 9,

Pg(Xk_H = Tk+1 | X1 :(L‘l,...,Xk :l‘k) :pxwk+15 k= 1,2,...,n— 1.

a) Dokazite, da vsak poskus uspe z verjetnostjo 6.
b) Dokazite, da stevilo uspelih poskusov ni zadostna statistika.

c) Poiscite kaksno zadostno statistiko, katere razseznost ni odvisna od velikosti
vzorca.

Zadostna statistika S je minimalna, ce je skoraj gotovo funkcija vsake zado-
stne statistike. Natancneje, za vsako zadostno statistiko T morata obstajati
taka merljiva funkcija h in tak dogodek A, ki ima pri vseh vrednostih parame-
trov verjetnost ena, da na A velja S = h(M).

7. Opazanje X je porazdeljeno diskretno po shemi:

1 2 3 4 5 6
a a* 2a* 4a 3a® b
a) lzrazite b z a.

b) Pri katerih vrednostih parametra a je z zgornjo shemo doloc¢ena porazdelitev
sluc¢ajne spremenljivke?

c¢) Poisc¢ite minimalno zadostno statistiko za model, pri katerem a zavzame vse
vrednosti iz prejsnje tocke.

d) Poiséite minimalno zadostno statistiko za model, pri katerem a zavzame le
robni vrednosti iz prejSnje tocke.

34 Andrej Andrejevi¢ Markov (1856-1922), ruski matematik
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Eksponentna druzina porazdelitev je tista, pri kateri se da verjetnostna funk-
cija ali gostota zapisati v obliki:

Fx(2) = p(2) g0, . ) DT @)

Pri zgoraj opisani druzini je (hi(X), ..., hn(X)) zadostna statistika za to dru-
zino. Pravimo ji pripadajoca (zadostna) statistika.

Pripadajocemu naboru ~i,...,7v, pravimo naravni nabor parametrov za
ta zapis, mnozico v R™, ki jo pretece, pa imenujemo naravni parametric¢ni
prostor.

8. Dokazite, da je druzina Bernoullijevih porazdelitev:

(120 0)

eksponentna. Zapisu, ki ga najdete, dolocite naravni parametri¢ni prostor. Posku-
site to storiti tako, da bo Stevilo naravnih parametrov ¢im manjSe. Nato enako
storite Se za binomsko porazdelitev b(n, p).

Ce naravni parametricni prostor, ki pripada zapisu eksponentne dru-
zine, vsebuje afino neodvisno mnozico (denimo ogliScéa neizrojenega
simpleksa) ali, ekvivalentno, ¢e so parametri 1,71, %s, . . ., Vm linearno
neodvisni, je pripadajoca zadostna statistika minimalna.

9. Pokazite, da je vsota opazenih vrednosti minimalna zadostna statistika za druzino
Poissonovih porazdelitev, ¢e opazanje sestoji iz neodvisnih realizacij Xi,..., X, te
porazdelitve.

Ce porazdelitev statisticne spremenljivke X pripada eksponentni druzini, ki
ima za dolocen naraven nabor parametrov pripadajoco zadostno statistiko
h(X) = (h(X),..., hn(X)), eksponentno druzino tvori tudi porazdelitev
slucajnega vektorja (X, ..., X,) neodvisnih kopij spremenljivke X (torej
porazdelitev nabora n neodvisnih realizacij). Parametricni prostor je isti,
pripadajoca zadostna statistika pa je h(X;) + h(Xs) + --- + h(X,,). Tako
lahko tudi iskanje minimalne zadostne statistike pri naboru vec realizacij
prevedemo na iskanje le-te pri eni sami realizaciji.

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka je na populaciji definirana statisticna spre-
menljivka X s porazdelitvijo iz dane druzine, na voljo pa imamo nabor neodvisnih reali-
zacij X1, Xo, ..., X, te statisticne spremenljivke.

10. Pois¢ite minimalno zadostno statistiko za:
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) normalno porazdelitev N(u, o), kjer je u neznan, o pa znan;

o)
b) normalno porazdelitev N(u, o), kjer je o neznan, p pa znan;
o), kjer sta oba parametra neznana;

)

)
¢) normalno porazdelitev N(u,
d) normalno porazdelitev N(a, Va );
)

a
e) normalno porazdelitev N(a, a).

Poiscite minimalno zadostno statistiko za porazdelitev gama, kjer sta oba parametra
neznana.

Statistika U je postranska (angl. ancillary), ¢e njena po-
razdelitev ni odvisna od parametra.

Postranske statistike so med drugim pomembne pri pre-
izkusanju statisticnega modela, v katerem so postranske,
proti sirsemu modelu (ve¢ o tem v 13. razdelku).

Denimo, da statisticni model predvideva normalno porazdelitev N(1,1) ali pa
N(—1,1). Poiscite kaksno netrivialno postransko statistiko.

Poiséite postransko statistiko za normalno porazdelitev N(u, o), katere zaloga vre-
dnosti ima ¢imvecjo dimenzijo:

a) Ce je u neznan, o pa znan,

b) ¢e je o znan, p pa neznan;

c) ¢e sta p in o oba neznana.

Brz ko naravni parametricni prostor, ki pripada zapisu eksponentne druzi-
ne, vsebuje kaksno odprto mnozico vIR™, je pripadajoca zadostna statistika
(h1 (X),...,hpn(X )) neodvisna od katere koli postranske statistike pri vseh
vrednostih parametrov.

Iz postranskih statistik iz 13. naloge potegnite zakljucke o neodvisnosti pomembnih
statistik pri Gaussovih modelih.

Za preizkusanje domneve, da je slucajna spremenljivka porazdeljena normalno
N(u, o), kjer je o dan, u pa neznan, lahko uporabimo postransko statistiko
> (X; — X)?. Dolodite njeno porazdelitev.

Za preizkusanje domneve, da je slucajna spremenljivka porazdeljena normalno
N(u,0), kjer je u dan, o pa neznan, lahko uporabimo postransko statistiko:

X —p
U := .
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Vendar pa navadno uporabimo Studentovo® statistiko:

X—p
T := — \/n(n—1).
\/Z?:l(Xi_X)Q ( )

Dokazite, da sta statistiki 7" in U v deterministi¢ni bijektivni korespondenci in zato
ekvivalentni (¢e smo natan¢ni, se moramo v resnici omejiti na dogodek z verjetnostjo
ena). Dolocite Se porazdelitev statistike 7.

35William Sealy Gosset (1876-1937), angleski statistik, bolj znan pod psevdonimom Student
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11.

Tockasto ocenjevanje in vzorcenje

Doslednost in nepristranskost. Srednja kvadraticna napaka. Pridobivanje cenilk: metoda mo-

mentov in metoda najvecjega verjetja, nepristranske cenilke z enakomerno najmanjso disperzijo.

1.

2.

Cenilka a karakteristike a je nepristranska, ce je vselej E(a) = a.
Pristranskost cenilke a definiramo kot:

B(a) :=E(a) —a.
Cenilka je dosledna, ce za vsak € > 0 velja:

lim P(la —a|<e)=1.

n—oo

Zadosten pogoj za doslednost je, da velja lim,,_,.. MSE(a) = 0, kjer je MSE(a)
srednja kvadrati¢na napaka, definirana po predpisu:

MSE(a) := E[(a — a)?] = D(a) + (B(a))”.

Manjsa kot je srednja kvadraticna napaka, ucinkovitejsa je cenilka.

Iz populacije velikosti N vzamemo vzorec velikosti n. Na populaciji je definirana
statisti¢na spremenljivka X, njene vrednosti na populaciji oznac¢imo z x1, zo, . . ., T,
na vzorcu pa z X, Xo, ..., X,. Tedaj lahko definiramo populacijsko povprecje:

_$1+IE2+"'+$N

= E(X) I

in vzorcno povprecje:

o 1+ Xo+ + ‘
n

Dokazite, da je X nepristranska cenilka za p, in izrac¢unajte srednjo kvadrati¢no
napako. Je to dosledna cenilka? Locite dve moznosti, in sicer, da gre za enostavni
slucéajni vzorec s ponavljanjem in brez ponavljanja.

Ce opazene vrednosti X1, ..., X, uredimo po velikosti, dobimo wvrstilne statistike:
X=X = =Xam-

a) Privzemimo, da so vrednosti X7, ..., X,, nastale kot neodvisne realizacije zve-
zne enakomerne porazdelitve na (0, 1). Izra¢unajte pricakovane vrednosti vseh
vrstilnih statistik.

b) Privzemimo zdaj, da so vrednosti X3, ..., X,, nastale kot neodvisne realizacije
zvezne enakomerne porazdelitve na poljubnem intervalu. PoiScite nepristran-
sko cenilko za kvantil porazdelitve za verjetnost p, ki temelji na danih dveh
vrstilnih statistikah Xy in X(;), kjer sta ¢ in j razlicna. Seveda mora biti
funkcija statistik X(;) in X(;) neodvisna od intervala.
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)

d)

c)

Ce predpisemo 4 in j, za katera p je cenilka enaka kar X oz. X7 Se
to ujema z ustreznima wvzorénima kvantiloma (ki ju definiramo kot kvantila
porazdelitve povsem nakljucno izbrane opazene vrednosti)? Kako bi s pomocjo
tega poljudno opisali cenilko za kvantil za poljubno verjetnost?

Pri konstrukciji cenilke za ¢, pri danem p lahko 7 in j poljubno izberemo.
Kateri vrstilni statistiki pa je smiselno izbrati, ¢e p ni preblizu 0 ali 17

Izracunajte ustrezno oceno prvega kvartila porazdelitve, za katero privzame-
mo, da je porazdeljena zvezno enakomerno, pri vzorénih vrednostih:

3, 6, 14, 16, 17, 17, 18, 20.

3. Pri stratificiranem vzoréenju populacijo razdelimo na ve¢ podpopulacij — stratumouv
— in iz vsakega vzamemo vzorec predpisane velikosti. Recimo, da je populacija
velika in da so delezi posameznih stratumov v celotni populaciji enaki py1, po, ..., p,.

Na populaciji imamo spet definirano statisticno spremenljivko X. Na i-tem stratu-

mu naj ima X povprecje p; in disperzijo o

a)

2

c.

Oznacimo z X1, Xo, ..., X, zozitve populacijske spremenljivke X na posamezne
stratume. Dokazite, da za poljubno funkcijo f velja:

E[f(X)] =D E[f(Xl)] +p2E[f(X2)} +---+pTE[f(XT)] )

Pravimo, da je porazdelitev statisticne spremenljivke X mesanica porazdelitev
statisticnih spremenljivk X7, Xo, ..., X,.

Naj bo u povpreéje, o2 pa disperzija statisti¢ne spremenljivke na celi populaciji.
Izrazite p in 02 7 p; in o?.

Iz vsakega stratuma vzamemo enostavni slucajni vzorec — iz i-tega stratuma
vzorec velikosti n;. Ozna¢imo z X, ..., X, vzoréna povpredja na teh stratu-
mih. Zapisite nepristransko cenilko za p, ki temelji na teh vzorénih povprecjih,
in izracunajte njeno disperzijo za primer, ko so delni vzorci majhni v primerjavi
s stratumi.

Dokazite, da je le-ta pri proporcionalnem stratificiranem vzorcenju, tj. n; = np;,
kjer je n velikost celotnega vzorca, manjsa ali enaka disperziji cenilke, ki bi jo
dobili iz enostavnega slucajnega vzorca brez stratifikacije.

Recimo, da vzamemo dovolj velik vzorec in da poznamo disperzije znotraj
stratumov (v praksi te disperzije ocenimo bodisi iz preteklih raziskav bodisi
iz manjsih pilotnih vzorcev). Priblizno kako velike vzorce moramo vzeti iz
posameznih stratumov pri doloceni velikosti celotnega vzorca, da bo disperzija
cenilke X najmanjsa?

4. Niso vedno vse enote v vzorcu brez ponavljanja z enako verjetnostjo. Vzoréni nacrt
je lahko zasnovan celo tako, da niso nujno vsi vzorci enako veliki. Predstavimo
vzorec s slu¢ajno mnozico S in za razlicne enote i1, is,. .., i o0zna¢imo:

Tivig-ip ~— P(ll S S, iQ S S, ce ,ik c S) .
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Homogene linearne statistike spremenljivke X na tako predstavljenih vzorcih so
oblike:

E a;ZT; ,

€S

kjer je x; vrednost spremenljivke X na i-ti enoti.

a)

0

Recimo, da zZelimo oceniti populacijsko povprecje dane spremenljivke s homo-
geno linearno statistiko. Pokazite, da obstaja najve¢ ena izbira koeficientov
a;, pri katerih je ta statistika nepristranska (kdaj obstaja?). Pravimo ji Hor-
itz —~Thompsonova® cenilka.

Kaj je Horvitz—Thompsonova cenilka na enostavnih slucajnih vzorcih brez po-
navljanja?

Denimo, da iz populacije velikosti 10 izberemo enostavni sluc¢ajni vzorec ve-
likosti 3 s ponavljanjem (in ga nato zapisemo kot mnozico). To pomeni, da
izvedemo tri runde in v vsaki izberemo eno enoto, vsaki¢ na slepo in neodvi-
sno, pri ¢emer enote pustimo notri; na koncu vzamemo v vzorec enote, ki so
bile vsaj enkrat izbrane v vzorec. Izracunajte vrednost Horvitz—Thompsonove
cenilke za naslednje primere:

e izbrane so tri razlicne enote, vrednosti statisticne spremenljivke na njih
paso 1,2 in 3;

e v prvih dveh rundah je izbrana ista enota, na kateri je vrednost spremen-
ljivke enaka 1, v tretji rundi pa je izbrana enota, nakateri je vrednost
spremenljivke enaka 4;

e v prvih dveh rundah sta izbrani razliéni enoti in na obeh je vrednost
spremenljivke enaka 1, v tretji rundi pa je izbrana enota, na kateri je
vrednost spremenljivke enaka 4;

e izbrane so tri razlicne enote, vrednosti statisticne spremenljivke na njih
pa so 21, 22 in 23.

Komentirajte!

Poiscite potreben in zadosten pogoj, da Horvitz—Thompsonova cenilka komu-
tira s translacijami.

Oglejmo si naslednjo modifikacijo stratificiranega vzorcenja: populacijo razde-
limo na K stratumov velikosti Ny, Ns, ..., Ng. Nato najprej vzamemo enostav-
ni slucajni vzorec iz k stratumov, na vsakem izbranem stratumu pa pogojno
na to vzamemo enostaven sluc¢ajni vzorec: c¢e je i-ti stratum izbran, na njem
vzamemo enostavni sluc¢ajni vzorec velikosti n;. Privzamemo, da so ti delni
vzorci pogojno na izbrane stratume med seboj neodvisni. Nato vse delne vzor-
ce zdruzimo v enoten vzorec. Poisc¢ite potreben in zadosten pogoj za to, da
Horvitz—Thompsonova cenilka komutira s translacijami.

[zracunajte disperzijo Horvitz—Thompsonove cenilke.

36Daniel G. Horvitz, ameriski matematik
3"Donovan J. Thompson (1919-1991), ameriski biostatistik
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g) Za primer, ko Horvitz—Thompsonova cenilka komutira s translacijami, izrazi-
te njeno disperzijo s centriranimi vrednostmi z; — u, kjer je u = % D oiey T
populacijsko povprecje.

V nalogah od 5. do 11. privzamemo, da opazanje sestoji iz neodvisnih realizacij
Xy, Xo, ..., X, iste statisticne spremenljivke X.

5. Je vzorcno povprecje dosledna cenilka parametra a pri zvezni porazdelitvi z gostoto:
1

ple) = (14 (z — a)?) !

Metoda momentov temelji na tem, da za cenilke populacijskih momentov
my = E(X*) vzamemo:

~

Xt+ X+ + X}
mp —

n

Ce Zelimo oceniti karakteristiko a, jo najprej izrazimo kot funkcijo momentov:
a = g(my,...,m,). Njena cenilka po metodi momentov je ista funkcija vzorc-
nih momentov: a = g(my,...,m,). Cenilke my so nepristranske in dosledne,
zato so tudi cenilke aj, dobljene po metodi momentov, vedno dosledne. Niso
pa nujno nepristranske.

6. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena enakomerno na [0, al.

a) Poiscite cenilko za a, ki temelji na prvem momentu.

b) Na podlagi cenilke iz prejsnje tocke ocenite a iz vzorca:
1, 2,1, 3, 10.

Kaj opazite?
c) Dokazite, da za prejsnji vzorec dobimo smiseln rezultat, ¢e vzamemo kaksen
visji moment.

7. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(1/a), kjer je v > 0
neznan parameter. Po metodi momentov poisc¢ite cenilko za «. Je cenilka nepri-
stranska? Je dosledna?

8. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:
-1 01 2
1—2a—b a b a
Po metodi momentov poiscite cenilki za parametra a in b. Ocenite ju iz naslednjega

vzorca:
~1,0,1,1,0,0, —1,2, 1,2
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9. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

Po metodi momentov poisc¢ite cenilko za neznani parameter a.

10. Statisti¢na spremenljivka X naj ima koné¢no disperzijo o.

2

a) Po metodi momentov pois¢ite cenilko za ¢ in pokazite, da je le-ta vedno

pristranska.

b) Oznac¢imo cenilko iz prejsnje tocke z S?. PokazZite, da obstaja tak faktor &/,

odvisen le od velikosti vzorca, da je Sg := k’S? nepristranska cenilka za o2

¢) Privzemimo, da ima X koncen Cetrti moment. Izracunajte srednji kvadratiéni
napaki cenilk S* in S2.

d) Naj bo X porazdeljena normalno. Pokazite, da obstaja tak faktor £*, odvisen
le od velikosti vzorca, da je k*S? najucinkovitejsa izmed cenilk oblike kS?,
k > 0. Izracunajte Se MSE(k*S?).

11. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena po Poissonu P()). Dokazite, da sta X
in: _ _
(X1 — X))+ + (X, — X)?
n—1
obe nepristranski cenilki za A\. Katera ima manjso disperzijo?

Sﬁ =

Metoda najvecCjega verjetja

Naj bo fx(x;0) verjetnostna funkcija ali gostota porazdelitve opazanja X,
ki je odvisna Se od parametra 6. Cenilka za 6 po metodi najvecjega verjetja
(maksimalne zanesljivosti) pri opazanju X je tisti 6, pri katerem je verjetje
L(0) := fx(X;60) maksimalno.

Za iskanje maksimuma navadno resujemo enacbo:

dln L
=0
do ’

ce je parameter 6 enorazsezen, in ustrezen sistem enacb s parcialnimi odvodi,
ce je vecrazsezen.

Opomba. Pri¢akovana vrednost logaritma verjetja Eg, [In L(6)] je maksimalna ravno pri
0 = 6y in maksimum je dosezen le pri tistih 6, za katere je Py = Py,.

12. Denimo, da zaporedje poskusov tako kot v 6. nalogi iz 10. razdelka tvori markovsko
verigo z zacetno verjetnostjo uspeha 6 in prehodno matriko:

P— {poo Pm} _ {1;‘9% 1-%9] '
Pro Pu -5
Recimo, da smo opazili, da je prvi poskus uspel, drugi ni uspel, tretji pa je spet
uspel. Ocenite € po metodi najvecjega verjetja.
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Ce imamo na voljo opazene vrednosti Xy, ..., X,, ki so
nastale kot neodvisne realizacije porazdelitve z verjetnostno
funkcijo ali gostoto f(z;0), je verjetje kar produkt verjetij
za posamezne spremenljivke:

L(0) = L1(0) L2(0) - - - Ln(6) ,

kjer je L;(0) = f(X;;0). V tem primeru se verjetje cesto
splaca logaritmirati, saj je potem:

InL(0) =InLy(0) +In Lo(0) + - -+ +In L, (0) .

V nalogah od 13. do 15. spet privzamemo, da opazanje sestoji iz neodvisnih realizacij
Xy, Xo, ..., X, iste statisticne spremenljivke X.

13. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(1/«), kjer je a > 0
neznan parameter. Po metodi najvecjega verjetja poiscite cenilko za a. Dobimo
isto cenilko kot po metodi momentov (glej 7. nalogo)?

14. Statisti¢na spremenljivka X ima Paretovo®® porazdelitev, ki je zvezna z gostoto:

0 ; sicer.

a) Dolocite tiste vrednosti parametra a, pri katerih je lahko z zgornjo formulo
definirana verjetnostna gostota. V primerih, ko to mozno, ustrezno izrazite ¢
zZ a.

b) Ocenite a po metodi najvecjega verjetja.
15. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:
( —1 01 2 )
1—2a—b a b a
Po metodi najvecjega verjetja iz opazenih vrednosti:
-1,0,1,1,0,0,-1,2,1,2

ocenite parametra a in b. Dobimo isto oceno kot po metodi momentov?

38Vilfredo Federico Damaso Pareto (1848-1923), italijanski inZenir, sociolog, ekonomist, politolog in
filozof
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Metoda najvecjega verjetja in zadostnost

Pri metodi najvecjega verjetja lahko namesto z izvirnim opazanjem delamo
tudi z zadostno statistiko. Premislek velja tudi v obratno smer: opazanje
lahko nadomestimo s hipoteti¢nim opazanjem z vec informacije, pri katerem
pa je izvirno opazanje zadostna statistika.

Karakterizacija zadostnosti prek Fisher—Neymanovega faktorizacijskega izreka
se elegantno zapise z verjetjem: statistika T' je za model, parametriziran s 6,
zadostna natanko tedaj, ko se da verjetje zapisati v obliki:

L=Wy(T;0),

kjer je W neka statistika.

16. Hardy*® - Weinbergov™ model iz matemati¢ne biologije dolo¢a zvezo med verjetnost-
mi genotipov, ¢e sta v populaciji dva alela (razli¢ici istoleZznega gena), recimo R in
r. Tedaj so mozni genotipi RR, Rr in rr. Po modelu so verjetnosti teh genotipov
enake (1 —6)2, 20(1 — 6) in 6% (ker je 6 delez alela r v populaciji).

V enostavnem slucajnem vzorcu, zajetem iz velike populacije, je 20 osebkov tipa
RR, 30 tipa Rr in 50 tipa rr. Ocenite # po metodi najveéjega verjetja.

17. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

e~ T > —InA
fx(z;\) = { — 2

0 ; sicer,

kjer je A > 0 neznan parameter. Po metodi najvecjega verjetja poiscite cenilko za
A, ki temelji na enem samem opazanju te statisticne spremenljivke.

18. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena enakomerno EZ(0,a). Opazimo neod-
visne realizacije X1, Xo,..., X, te statisticne spremenljivke.

a) Naj bo M cenilka za a, dobljena po metodi momentov, V' pa cenilka, dobljena
po metodi najvecjega verjetja. Katera od cenilk je nepristranska? Katera je
ucinkovitejsa?

b) Modificirajte cenilko V', tako da bo nepristranska. Je nova cenilka u¢inkovi-
tejsa?

c) Ali obstaja cenilka, ki je Se ucinkovitejsa od cenilke iz prej$nje tocke?

39Godfrey Harold Hardy (1877-1947), angleski matematik
40Wilhelm Weinberg (1862-1937), nemski splogni zdravnik, ginekolog, porodnicar, raziskovalec dedno-
sti, statistik in genealog
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Nepristranska cenilka z enakomerno najmanjso mozno disperzijo

V' eksponentni druzini, ki se da zapisati tako, da pripadajo¢i naravni para-
metric¢ni prostor vsebuje odprto mnozico, ima nepristranska cenilka za dano
karakteristiko a enakomerno najmanjso mozno disperzijo natanko tedaj, ko se
izraza s pripadajoco zadostno statistiko T = (h(X),..., hy(X)). Taka ce-
nilka je (do skoraj gotove enakosti) enolicna in obstaja, brz ko obstaja sploh
kaksna nepristranska cenilka Z za a. Nepristransko cenilko z enakomerno naj-
manjso mozno disperzijo v tem primeru dobimo kot E(Z | T') (ki je opazljiva,
ker je T' zadostna).

19. Vsak poskus dolocene vrste uspe z verjetnostjo p € (0,1). Poiscite nepristransko
cenilko za p? z enakomerno najmanjso mozno disperzijo, ki temelji na izvedbi treh
neodvisnih poskusov te vrste.

Kaj pa, ¢e izvedemo n poskusov?
20. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po shemi:

0 1 2
1 30 26> ,

14+304+202 1+30+20%2 14 30+ 262

kjer je # > 0 neznan parameter.
a) Zapisite to kot naravno enoparametri¢no eksponentno druzino porazdelitev.
1 ;=1
Namia: o si s funkeiiami o (1) — ;T .
amig: pomagajte si s funkcijami p;(z) { 0 sicer.

b) Poisé¢ite nepristransko cenilko za 1/(1 4 6) z enakomerno najmanjSo mozno
disperzijo, ki temelji na eni sami realizaciji te statisticne spremenljivke.

V 21. in 22. nalogi spet privzamemo, da opazanje sestoji iz neodvisnih realizacij
X1, Xo, ..., X, iste statisticne spremenljivke X.

21. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena eksponentno Exp(\).

a) Poiscite nepristransko cenilko za A z enakomerno najmanjso mozno disperzijo.
b) Poisc¢ite veckratnik cenilke iz prejsnje tocke z najmanjso srednjo kvadraticno
napako.
22. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena geometrijsko Geom(p). Poiséite nepri-
stransko cenilko za p z enakomerno najmanjso mozno disperzijo.
Namig: najprej raziscite primer, ko opazimo le eno realizacijo.

23. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena po Poissonu P()). Zeleli bi oceniti A\?,
opazimo pa eno samo realizacijo (X).

a) Poiscite cenilko po metodi najvecjega verjetja. Je le-ta nepristranska?
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b) Poiséite nepristransko cenilko z enakomerno najmanjso mozno disperzijo.

¢) Recimo, da nastavimo cenilko v obliki X2 —aX. Ce natan¢nost cenilke merimo
s srednjo kvadraticno napako, ali obstaja najnatancnejSa cenilka te oblike?
Katere izbire pa so smiselne?

Pomoc¢: prvi stirje momenti Poissonove porazdelitve so:

E(X)=XA, E(X) =X+ XN, E(X3) =N 43X+, BE(XH =X 460 +7N2 4+ ).

24. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena po Poissonu P(\), opazimo pa eno samo
realizacijo (X).

a) Pois¢ite nepristransko cenilko za e=3*

zijo. Je videti smiselna?

z enakomerno najmanjso mozno disper-

b) Dokazite, da ima cenilka po metodi najvecjega verjetja enakomerno manjso
srednjo kvadrati¢no napako.

c) Kaj pa, ¢e opazimo vzorec neodvisnih opazanj X1, X, ..., X,,? Kako se nepri-
stranska cenilka asimptoti¢no obnasa?
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12. Intervali zaupanja

Normalna porazdelitev z znanim ¢. Normalna porazdelitev z obema neznanima parametroma,
iStemo p ali 0. Asimptoticni intervali zaupanja za ne nujno Gaussove porazdelitve, Bernoullijevo
zaporedje poskusov.

Interval zaupanja (Gmin, Gmax) 2za karakteristiko a pri stopnji zaupanja [ je
doloc¢en z neenacbo:
P(amin <a< amax) Z 6

ki mora veljati za vse verjetnostne mere P iz nasega statisticnega modela, iy,
in amax pa morata biti opazljivi. Ce je res amin < @ < Gmax, pravimo, da pride
do pokritosti. Ce se da, interval izberemo tako, da je § natancna spodnja
meja za verjetnost pokritosti. Tipicno vzamemo § = 0°90, 0°95 ali 0°99.
Konstrukcija intervalov zaupanja navadno temelji na pojmu pivotne funk-
cije T(X,a), kjer je X opazanje (recimo vzorec): interval zaupanja za a je
{a ; tmin < T(X,a) < tmax} ali kaj podobnega. T je pivotna funkcija, ce je
porazdelitev slucajne spremenljivke T'(X , a) konstantna (ko spreminjamo para-
metre modela in se s tem spreminja a, prav tako pa tudi porazdelitev opazanja
X). Tega sicer ni mozno vedno doseci, a je dovolj, ¢e dosezemo primerno pribli-
zno. Obenem pa se mora pri fiksni vrednosti opazanja X statistika T' ¢cimbolj
spreminjati z drugim argumentom.

Ce zaokrozujemo, spodnjo mejo vedno zaokrozimo navzdol, zgornjo pa navzgor.

1. Zan = 1in n = 2 ter poljuben § € (0,1) konstruirajte interval zaupanja za
parameter 6 (z verjetnostjo pokritosti vsaj 3, kjer opazimo S ~ b(n, ), z naslednjimi
lastnostmi:

e simetrija: interval zaupanja za S = n — k je interval zaupanja za S = k,
prezrcaljen okoli 1/2;
e minimalnost: interval je minimalen med vsemi intervali zaupanja z zgornjima

lastnostma.

2. Statisti¢na spremenljivka ima diskretno porazdelitev, podano s shemo:

0 1 2
0? 01—0) (1—0)
Z—0+1 2—0+1 02—0+1

Poisc¢ite minimalni levostranski 95% interval zaupanja, ki bo temeljil na enem samem

opazanju te spremenljivke. Natancneje, ¢e opazimo k, naj bo ta interval oblike
I =10,b;) ali [0,1] (za b = 1).

3. V filmu Rain Man iz leta 1988 glavni junak filma, ki ima avtisticno motnjo, noce
leteti z nobeno letalsko druzbo razen z avstralsko druzbo Qantas: edino ta namrec
Se ni imela smrtne nesrece z reaktivnim letalom.
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Vzemimo Bernoullijevo zaporedje poskusov, v katerem se posamezen poskus pone-
sreci z verjetnostjo 6. Pri predpisani stopnji zaupanja £ si oglejmo naslednji interval
zaupanja za 6, ki temelji na izvedbi n takih poskusov: ¢e se kateri izmed poskusov
ponesreci, vzamemo kar [0, 1], ¢e pa se nobeden izmed poskusov ne ponesreci, vza-
memo interval [0, 6*) (lahko si mislimo, da se glavni junak filma ravna natancno po
tej konstrukeiji). Koliksna je najmanjsa mozna vrednost za 6*7

4. Spet vzemimo zaporedje Bernoullijevo zaporedje poskusov, pri katerem se vsak
ponesreci z verjetnostjo 6. Naj bo N stevilo posrecenih poskusov pred prvim pone-
srecenim. Pri dani stopnji zaupanja (8 konstruirajte minimalni levostranski interval
zaupanja za 0, tj. pri N = n naj bo le-ta oblike [0, b,,) ali [0, b,], kjer je by > by > ...
Primerjajte s prejsnjo nalogo!

5. Konstruirajte minimalni levostranski interval zaupanja za parameter 6 na podlagi
opazanja S ~ b(n,0), tj. za S = k naj bo interval oblike [0,b;) ali [0, bx], kjer je
bp < by < -+ < by,

Recimo sedaj, da je S sStevilo ponesrecenih poskusov med prvimi n poskusi v Ber-
noullijevem zaporedju. Oglejmo si dogodek, da se prvih n —1 poskusov posreci, n-ti
pa ponesreci. Kaksen interval zaupanja za € dobimo na tem dogodku? Kaksnega
pa, ¢e uporabimo konstrukcijo iz prejsnje naloge? Razlozite!

Ce je I, mnoZica zaupanja pri stopnji zaupanja 1 — oy, I pa mnoZica zaupanja pri
stopnji zaupanja 1 — aw, je Iy N Iy mnoZica zaupanja pri stopnji zaupanja 1 — ay — ao.
Na podlagi te ugotovitve lahko iz enostranskih intervalov zaupanja dobimo dvostranske.
Tako iz prejsnje konstrukcije dobimo naslednji dvostranski interval zaupanja:

Clopper*—Pearsonov*? interval zaupanja
za neznano verjetnost
Izvedemo n neodvisnih poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetnostjo 6. Opa-
zimo, da je uspelo natanko S poskusov. Tedaj za interval zaupanja za 6 po-
stavimo:

[07 B(1+,8)/2(1a”)) ;
(B(l_g)/g(S,n—S—l—l), B(H_B)/Q(S—FLTL—S)) 3

(Ba-py2(n,1), 1] ;

»n »n »n
I

0
1,2,...,.n—1 ,
n

kjer je B,(r, s) kvantil porazdelitve Beta(r, s) za verjetnost p. Velja (glej 33. na-
logo iz 5. razdelka):

r F,(2r,2s r
By(r,s) = o(2r,2) :
rF,(2r,2s) +s v+ sFi_p(2s,2r)
kjer je F,(a,b) kvantil Fisherjeve (Snedecorjeve)*344
stostnimi stopnjami za verjetnost p.

porazdelitve z a in b pro-

Iz 5. naloge sledi, da Clopper—Pearsonov interval zagotavlja verjetnost pokritosti vsaj
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B, vendar pa ni vedno minimalen. Zadosc¢a pa monotonosti in simetriji.

6. Za primer, ko izvedemo dva poskusa, primerjajte Clopper—Pearsonov interval zau-
panja za neznano verjetnost s tistim iz 1. naloge. Privzemite, da je 8 > 4/9.

7. Opazimo vrednosti Xy, ..., X, ki so nastale neodvisne realizacije diskretne poraz-

delitve:
0 a 3a
1/3 1/2 1/6)"°

kjer je @ > 0 neznan parameter. Za velike n poiscite asimptoti¢ni 95% interval
zaupanja za a oblike [0, ayay], kjer mora biti meja aya, opazljiva.

Sredina pri normalni porazdelitvi z znanim standardnim odklonom

Opazimo vrednosti X1, Xo, ..., X,, ki so nastale kot neodvisne realizacije stati-
sticne spremenljivke X , porazdeljene normalno N(u, o). Ocenjujemo parameter
1 pri cemer je o znan. Tedaj ne glede na u velja:

X —
o

By ~N(0,1),

kjer je X vzoréno povprecje, definirano spodaj. Izracunamo torej:

_ Xi+Xo+---+ X,

X —
n
c=za4p)2 =2 (8/2)
A= 2

NG

Interval zaupanja: X — A < pu < X + A.

8. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena normalno N(u,5). Vrednosti na vzorcu
S0:
101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95

Doloc¢ite 95% interval zaupanja za .

41C. J. Clopper

42Karl Pearson (1857-1936), angleski matematik in biostatistik

43Gir Ronald Aymler Fisher (1899-1962), angleski statistik in biolog
44George Waddel Snedecor (1882-1974), ameriski matematik in statistik
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Sredina pri normalni porazdelitvi
z neznanim standardnim odklonom

Spet opazimo vrednosti X1, Xs, ..., X,, ki so nastale kot neodvisne realizacije
statisticne spremenljivke X, porazdeljene normalno N(u, o). Ocenjujemo para-
meter p, pri cemer o zdaj ni znan. Tedaj ne glede na p in o velja:

X —p

vn ~ Student(n — 1),
Sp

kjer je S, popravljeni vzorcni standardni odklon, definiran spodaj. Izracunamo
torej:

X+ Xt + X,
- 1+ X9+ +

n
c=taip)y2(n—1)

N Tz

n—1

cSp

Jn

kjer je t,(df) kvantil Studentove®® porazdelitve z df prostostnimi stopnjami za
verjetnost p.

Interval zaupanja: X — A < pu < X +A.

Za velike vzorce konstrukcija asimptoticno deluje tudi pri ne-Gaussovih spre-
menljivkah. V tem primeru lahko kvantil Studentove porazdelitve t(14gy/2(n—1)
zamenjamo s kvantilom normalne porazdelitve za4 gy, = ®~1(5/2).

9. Isto kot prejsnja naloga, le da o zdaj ni znan.

PWilliam Sealy Gosset (1876-1937), angleski statistik, bolj znan pod psevdonimom Student
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Asimptotic¢ni interval zaupanja za pricakovano vrednost,
¢e porazdelitev, ki generira podatke, ni nujno Gaussova

Naj bo X nekonstantna statisticna spremenljivka s pricakovano vrednostjo p
in disperzijo 0. Opazimo vrednosti X1, Xs, ..., X,, ki so nastale kot neodvisne
realizacije te statisticne spremenljivke. Tedaj vemo, da sta

S = \/% S (X; — X)? in S, dosledni cenilki za o (glej 10. nalogo iz 11. raz-
delka), torej po izreku Sluckega® za deljenje velja:

— [ X —p d
5 v, 5 vn N(0,1).

n—o0

X

Konstrukcija asimptoticnega intervala zaupanja torej sovpada s konstrukcijo
eksaktnega intervala zaupanja za Gaussove spremenljivke pri neznanem o, ki
ga lahko ocenimo z S ali S,.

104

10. Za 860 zZensk poizvemo, koliko otrok imajo. Dobimo naslednjo frekvencéno porazde-

11.

litev:

Stevilo otrok 0 1 21 3| 4] 5|16|7(&81]19]10
Stevilo Zensk || 227 | 168 {320 196 |29 |11 (42|20 | 1

Poiscite 95% interval zaupanja za povprecno Stevilo otrok na Zensko na celotni

populaciji.

Opomba. Podatki so sicer izmisljeni, so pa ukrojeni po popisu Slovenije iz leta 2002 (Stevila zensk so deljena s 1000 in zaokroZena,

izmisljen je tudi konec tabele).

Izvedemo n neodvisnih poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetnostjo 6. Opazimo,
da je uspelo S poskusov. Konstruirajte asimptoticni interval zaupanja za 6, pri

¢emer za oceno standardnega odklona uporabite S.

46Evgenij Evgenjevi¢ Slucki (1880-1948), ruski matematik, statistik in ekonomist
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Wilsonov*” interval zaupanja za neznano verjetnost

To je interval, ki ga dobimo neposredno iz Laplaceove integralske formule brez
popravka s polovico. Ob oznakah iz prejsnje naloge dobimo:

é—q/w<9<é+q/w.
n n

V' zgornji formuli interval zaupanja za € Se ni eksplicitno izrazen z opazanjem
S (0z. 0). Za ta namen je potrebno resiti kvadratno enacbo. Dobimo:

~ IS ~ ~ c2 ~ c R R c2
9—5\/n@(l—e)—i‘z<9<9+5\/n9(1—9)+z,

N

S+¢<

kier jenn = n+ ¢ in 0 = — Ce kot spodnje krajis¢e dobimo 0, ga
vkljuc¢imo v interval, prav tako gk]jucvimo zgornje krajisce 1.

Ta interval ima tipicno boljSo pokritost kot Waldov. Ima dobro pokritost v
povprecju in podobno kot pri Waldovem intervalu velja, da se, ko 0 pretece
interval [a,b] (0 < a < b < 1), minimalna verjetnost pokritosti bliza nominalni
B, ko gre n proti neskoncno. Zan > 20 in 01 < p < 09 jepri B =095

verjetnost pokritosti vsaj 0°92.

Wilsonov interval zaupanja
s popravkom za zveznost

Ta interval dobimo neposredno iz Laplaceove integralske formule s popravkom
s polovico. Ob oznakah iz prejsSnje naloge dobimo:

~ c a A c? ~ c A A c?
9_—:\/n9_(1—9_)+z<9<9+—|—5\/n9+(1—(9+)+z,

n

1
2

A - S S+ 1 S+ 1
kjer je 6_ = , 0= 2 2 +2.
n

,9+: jH0~+:

Ce je S = 0, za spodnje krajisce postavimo 0 in ga vkljucimo.

Ce je S = n, za zgornje krajis¢e postavimo 1 in ga vkljucimo.

Numericni izracuni kazejo, da razlicica s popravkom vedno doseze nominalno
pokritost. 'V povprecju pa pride do prepokritosti (ki je visjega velikostnega
reda kot povprecna prepokritost pri razli¢ici brez popravka).

4TEdwin Bidwell Wilson (1879-1964), ameriski matematik
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Agresti*®*-Coullov® interval zaupanja
za neznano verjetnost

Je zelo blizu Wilsonovemu, a je lazje izracunljiv. Ce upostevamo oznake iz
Wilsonovega intervala, je razli¢ica brez popravka za zveznost:

é—c\/@<9<é+c\/@.

Tu ze zan > 10 velja, da je pri 01 < p < 09 in 8 = 0'95 verjetnost pokritosti
vsaj 0°92.
Razlicica s popravkom za zveznost:

é—cﬂw—i<8<0~+cﬂw+i.
n 2n n 2n

Tudi tu numericni izracuni kazejo, da razlicica s popravkom vedno doseze no-
minalno pokritost.
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12. Zanima nas, kolikSnemu delezu studentov je izmed zvrsti filma najbolj vSe¢ ro-

13.

14.

v v v

Dolocite vse prej omenjene intervale zaupanja za delez vseh studentov, ki jim je

najbolj vse¢ romantiéni film, pri 90% stopnji zaupanja.

V 100 metih kocke je 20-krat padla Sestica. Dolocite vse prej omenjene intervale

zaupanja za verjetnost padca Sestice pri 95% stopnji zaupanja.

Pri 10000 metih kovanca je padlo 5048 grbov. Dolocite vse prej omenjene 90%

intervale zaupanja za verjetnost, da pade grb.

V nadaljevanju razdelka privzamemo, da opazanje sestoji iz neodvisnih realizacij
X1, Xo, ..., X, iste statisti¢cne spremenljivke X

48 Alan Agresti (1947), ameriski statistik
49Brent A. Coull, ameriski biostatistik
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Standardni odklon pri normalni porazdelitvi

1 & _ (n—1)52
) (Xi—X)QZTpNXZ(n—l)-
=1

Izracunamo torej:

verjetnost p.
Interval zaupanja:

-1 -1
Spwncz <U<SM/nCl

oziroma:

Naj bo X ~ N(u, o). Ocenjujemo parameter o, pri cemer p ni znan. Tedaj je:

kjer je x3(df) kvantil porazdelitve hi kvadrat z df prostostnimi stopnjami za

15. Isti podatki kot pri 8. nalogi, le da ocenjujemo o.

107

16. Statisticna spremenljivka je porazdeljena normalno N(u, o). OpaZene vrednosti so:

124, 129, 126, 122, 124
Ocenite o po obcutku. Ali pride v 90% interval zaupanja?

17. Telesna teza v skupini 75 ucencev ima naslednjo frekvenéno porazdelitev:

teza [kg] 39 140 | 41 |42 |43 |44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
St.tuencev || 1 | 3| 5| 8| 8| 719 | 8|6 |6 | 4] 3

teza [kg] 51 | 52 | 53 | 54 | 59
St. uéencev | 2 | 2 1 1 1

Poiséite 99% interval zaupanja za p in za o (za vsakega posebej, pri ¢emer privze-

mite, da drugi parameter ni znan).
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18. Naj ima X pri¢akovano vrednost u, standardni odklon o in konéen ¢etrti moment.
Zeleli bi oceniti o. Modificirajte neopazljivo spremenljivko:

> (X —p)?

=1

v opazljivo funkcijo karakteristike o, ki ima, Ce je v argumentu prava vrednost
karakteristike o, asimptoti¢no normalno porazdelitev. Na podlagi tega konstruirajte
asimptoti¢ni interval zaupanja za o.

Asimptoticni interval zaupanja za populacijski standardni odklon,
ce porazdelitev, ki generira podatke, ni nujno Gaussova

G —c——— <ol <i’+e

kjer je ¢ = za4g)2 = 271(8/2).

19. MANJKA!

20. Poiscite 95% interval zaupanja za standardni odklon $tevila otrok na zensko za
podatke iz 10. naloge:

Stevilo otrok 0 1 21 3] 4] 5|6|7(81]19]10
Stevilo Zensk || 227 | 168 {320 196 |29 |11 (42|20 | 1




M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 109

13. Preizkusi znacilnosti

p-vrednosti. Preizkus na podlagi razmerja verjetij. Nerandomizirani preizkus neznane verjetno-
sti. Neyman—Pearsonova lema. Wilksov izrek. Z-preizkus neznane verjetnosti. Z- in T-preizkus
sredine. T-preizkus razlike sredin (za parne in neodvisne vzorce). Analiza variance z enojno
klasifikacijo. PreizkuSanje disperzije. Preizkus skladnosti s fiksno porazdelitvijo in z druzino
porazdelitev. Preizkus z znaki. Inverzijski preizkus.

Zeleli bi preizkusiti, ali so opazeni podatki v vzorcu v skladu z nicelno domnevo
Hy o porazdelitvi ali pa so morda bolj v skladu z alternativno domnevo H;.
Pri preizkusih znacilnosti bodisi zavrnemo nicelno domnevo bodisi pravimo, da
odstopanja niso statisticno dovolj znacilna, da bi jo zavrnili.

Postopku, po katerem se odloc¢imo, ali bomo nicelno domnevo zavrnili ali ne,
pravimo preizkus. Preizkus ustreza stopnji znacilnosti oz. tveganja «, ce
za, vsako verjetnostno mero P, za katero velja Hy, velja:

P(Hy zavrnemo) < c.

Ce se da, preizkus nacrtujemo tako, da je o natancna zgornja meja, z drugimi
besedami, da je stopnja znacilnosti eksaktna.

Ce nicelno domnevo zavrnemo pri o = 0°05, pravimo, da so odstopanja stati-
sticno znaéilna. Ce se to zgodi pri pragu 0°01, pa pravimo, da so statisticno
zelo znacilna.

Mog¢ preizkusa je verjetnost, da Hy zavrnemo, gledana na H,.
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Odlocanje o tem, ali bomo domnevo zavrnili ali ne, navadno temelji na pre-
izkusni statistiki, tj. opazljivi spremenljivki z vrednostmi v R. Domnevo
zavrnemo, ce preizkusna statistika pade v kriticno obmocje, ki ga navadno
oznacimo s K.

Lahko si predstaviljamo, da preizkusna statistika 1" meri, koliko opaZzanje
“ustreza’” nicelni domnevi, tj. vecja kot je vrednost T', “ustreznejse” je opazanje.
Tako domnevo zavrnemo, ¢e jeT' < c ali pa T' < c¢. Pragu ¢ pravimo kriti¢na
vrednost. Da bi dosegli eksaktno stopnjo znacilnosti, lahko preizkus tudi
randomiziramo: ce je T < ¢, domnevo zavrnemo, c¢e je'l' > ¢, je ne zavrnemo,
ce je T = ¢, pa jo zavrnemo z doloc¢eno verjetnostjo.

Lahko si pomagamo tudi s p-vrednostmi: definirajmo p(t) := P(T" < t), kjer
smo s P(A) oznacili supremum vseh verjetnosti dogodka A pri nidelni domne-
vi, T' pa je kopija preizkusne statistike T (pomozna sluc¢ajna spremenljivka,
porazdeljena tako kot T)). Domnevo zavrnemo, brz ko je p(T) < a. Ce to ni
res, lahko ravnamo na dva nacina: ali je ne zavrnemo ali pa randomiziramo:
definiramo e p~(t) := P(T" < t). Ce je p~(T) > a, domneve nikakor ne
zavrnemo, sicer pa jo zavrnemo S pogojno verjetnostjo:

a—p (T)
p(T) —p=(T)

Preizkus na podlagi razmerja verjetij

Naj bo statisticni model parametriziran s 8 € ©. Preizkusamo nicelno domne-
vo, da je 8 € Op,, proti alternativni domnevi, da je § € Oy, = O\ Op,.
Preizkus na podlagi razmerja verjetij temelji na preizkusni statistiki:

SDge,, L(6)
Subyee L(0)

Y

kjer je L(6) verjetje, tj. verjetnostna funkcija ali gostota, evaluirana na opaza-
nju. Vecje kot je razmerje verjetij, ustreznejsi je vzorec. Z drugimi besedami,
nicelno domnevo zavrnemo, ce je razmerje verjetij premajhno. Lahko vzame-
mo tudi:

Suppee,,, L)

N = .
SUPgcoy, L(0)

1. Loterija za neko vrsto srecke trdi, da jih je vsaj pol dobitnih. Kupili smo osem sreck
in le dve sta bili dobitni. Lahko pri stopnji znacilnosti @ = 0°05 zacnemo sumiti,
da loterija laze? Seveda privzamemo, da so posamezne kupljene srecke med seboj
neodvisne.

2. Pri 20 metih kovanca je padlo 5 grbov. Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite
domnevo, da je verjetnost, da pade grb, enaka 1/2, proti alternativni domnevi, da
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je razlicna od 1/2. Kaj pa, ¢e bi vzeli a = 0°017 Uporabite preizkus na podlagi
razmerja verjetij.

Neznana verjetnost (nerandomizirani preizkus na podlagi verjetja)

Naj bo 6 verjetnost, da se zgodi dolocen dogodek. Pri stopnji znacilnosti «
preizkusamo nicelno domnevo Hy, ki pravi, da je 8 = 0y. Izvedemo n poskusov
in dani dogodek se zgodi pri natanko S poskusih. Nicelno domnevo zavrne-
mo, ce je p(S) < «, kjer funkcija p predstavlja p-vrednost, ki je odvisna od
alternativne domneve:

o pri H: 0 > 6y je p(k) = P(S' > k);

o pri Hy : 0 <0y jep(k)=P(S" <k);

. prj HE: 6 7é 0o je p(k) =3 ;e P(S"=j), kjer je

={j; P(S'=4)<P(S"=k)}

Tu je S’ ~ b(n,by).

3. Na neki fakulteti studira 70% Zensk in 30% moskih. Posebno priznanje za izjemne
studijske dosezke je bilo podeljeno 5 Zenskam in 7 moskim. Pri stopnji znacilnosti
a = 0°05 preizkusite ni¢elno domnevo, da so izjemni studijski dosezki (po merilih
komisije) neodvisni od spola, proti alternativni domnevi, da so od spola odvisni.
Privzemite, da se spoli posameznikov, ki dobijo nagrado, obnasajo kot Bernoullijevo
zaporedje poskusov.

Kaj pa, ¢e bi preizkusali proti domnevi, da je komisija pristranska v korist moskih?

4. Prireditelj neke igre na sreco navaja, da je verjetnost, da bo v posamezni igri izzreban
dobitek, enaka 1/50. To zelimo preizkusiti na osnovi opazanja, po koliksnem stevilu
iger je dobitek prvic¢ izzreban. Natancno opisite izvedbo ustreznega randomiziranega
preizkusa za stopnjo znacilnosti &« = 0°'1. Alternativha domneva naj bo, da je
verjetnost, da bo dobitek izzreban, manjsa od 1/50.

Neyman®’—Pearsonova®! lema

Ce ima parameter le dve mozni vrednosti (tj. statisticni model obsega le dve
verjetnostni meri), je preizkus na podlagi razmerja verjetij najmocnejsi.

5. Zivljenjska doba originalne Zarnice je porazdeljena eksponentno s pri¢akovano vre-
dnostjo 500 ur, zivljenjska doba ponaredka pa je porazdeljena eksponentno s prica-
kovano vrednostjo 100 ur. Na podlagi opazene zivljenjske dobe ene Zarnice preizku-
Samo nicelno domnevo, da je originalna, proti alternativni domnevi, da je ponare-
dek. Konstruirajte najmocnejsi preizkus pri stopnji znacilnosti a = 0°05. Koliksna
je njegova moc?

°0Jerzy Sptawa-Neyman (1894-1891), poljski matematik in statistik
51Karl Pearson (1857-1936), angleski matematik in biostatistik
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6. Tine je zgeneriral 100 sluc¢ajnih stevil, ki so neodvisna in porazdeljena normalno
N(0,1), Tone pa je zgeneriral 10.000 takih stevil. Oba povesta povprecje stevil, ki
sta jih dobila.

a) Zapisite porazdelitev Tinetovega in Tonetovega povprecja.

b) Zapomnimo si enega izmed povpredij, ne pa tudi, ¢igavo je. Konstruirajte naj-
mocnejsi preizkus, ki na podlagi tega opazanja pri stopnji znacilnosti o = 0°05
preizkusi ni¢elno domnevo, da je opazeno povprecje Tonetovo, proti alterna-
tivni domnevi, da je Tinetovo. Koliksna je njegova moc?

Asimptotiéno obnasanje preizkusa na podlagi
razmerja verjetij (Wilksov®? izrek)

Denimo, da opazimo n vrednosti, ki so nastale kot neodvisne realizacije sta-
tisticne spremenljivke X s porazdelitvijo iz eksponentne druZzine, parametri-
zirane z naborom naravnih parametrov vi,...,Vm, ki pretece odprto mnozico
© C R™. Preizkusamo nicelno domnevo:

HD: (’Yla"'>ﬁ)/m) € @H07

kjer je ©p, C © vloZena podmnogoterost razreda C® (glej spodaj). 7 drugi-
mi besedami, preizkusamo ozji model Oy, proti SirSemu modelu ©. Pri
veljavnosti Hy naj imajo komponente hy(X), ..., hy,(X) pripadajoce zadostne
statistike konc¢ne druge momente in neizrojeno kovarianc¢no matriko. Oznacimo
z N razmerje verjetij. Tedaj pri Hy velja:

—2InA — *(dim © — dim Op,) .

n—oo

Podmnogoterost razreda ¢(®) lahko definiramo na vsaj dva ekvivalentna nacina.

Prva definicija. Mnozica @HO C O je vlozena podmnogoterost razreda ck) dimenzije m — s (s = 0,1,...,m), ¢e obstaja tako odprto

okritje mnozice © da je v okviru vsakega elementa tega pokritja mnozica © dolo¢ena z enac¢bami a; = z1,...,as = zs za primerne
pokrit] Hg» daj g ga pokrit] Ho 1 1oy p

karakteristike a1,...,as (s < m), ki so funkcije naravnih parametrov ~1,...,7vm. Zahtevamo Se, da je vektorska funkcija, ki naravnim

parametrom priredi vektor karakteristik, k-krat parcialno zvezno odvedljiva in da ima matrika njenih prvih parcialnih odvodov maksimalni
rang.

Druga definicija. Mnozica @HO C © je vlozena podmnogoterost razreda c(® dimenzije » (r = 0,1,...,m), ¢e obstaja tako odprto
pokritje mnozice @HO, da je v okviru vsakega elementa tega pokritja mnozica @HO slika vektorske funkcije g: V — R™, kjer je V. C R"
odprta mnozica, g pa k-krat parcialno zvezno odvedljiva topoloska vlozitev, pri kateri ima matrika prvih parcialnih odvodov povsod maksimalni
rang. To torej pomeni, da lahko lokalno @HO primerno parametriziramo z r parametri.

7. Statisticna spremenljivka je porazdeljena normalno N(u, o). Na voljo imamo vzorec
X1, Xo, ..., X, kjer so vse spremenljivke v vzorcu neodvisne in imajo predpisano
porazdelitev.

Opazimo n =100, >_7" | X; = 37, > | X2 = 75. Pri stopnji znacilnosti &« = 0'01 na
podlagi razmerja verjetij preizkusite domnevo, da je u = o2 # 0, proti alternativni
domnevi, da to ni res.

52Samuel Stanley Wilks (1906-1964), ameriski matematik
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Neznana verjetnost pri veliko poskusih

Naj bo 6 verjetnost, da se zgodi dolocen dogodek uspeha. Preizkusamo nicelno
domnevo Hy, ki pravi, da je 8 = 6y. Izvedemo n poskusov in pri dani dogodek
se zgodi pri natanko S poskusih. Tokrat privzamemo, da je stevilo poskusov
dovolj veliko: za minimalno sprejemljivo natancnost preizkusa je potrebno,
da je nfy > 5 in n(1 — 0y) > 5. Glede na alternativno domnevo H; nicelno
domnevo zavrnemo:

S

Z 0,

o pri HE: 0 +#6y: ce je L(
n

1
_ ) > .
‘90(1 — 90) Zn) = Fl-a/2)

. o n S 1
o pri H : 0> 0y: e je M(E_HO_%) > Zl—al
/ S 1
[ ] pI‘i Hl_ 0 < 90.’ éeje m (E _90"‘%) < —Zl—o-

Z z,=o7! (p — %) smo oznacili kvantil standardne normalne porazdelitve za
verjetnost p.

Z-preizkus
Z-preizkus temelji na standardni normalni porazdelitvi. Natancneje,
Z-preizkus na preizkusni statistiki Z s popravkom ¢ ima tri razlicice:
e Dvostranska razli¢ica zavrne nicelno domnevo, ce je |Z| —0 > z1_q/2;

e Enostranska razlicica v desno zavrne nicelno domnevo, ce je
Z -9 Z Z1—as

¢ Enostranska razlicica v levo zavrne nicelno domnevo, ce je
Z + ) S —Rl—q-

8. Tovarna jamci, da je delez drugorazrednih izdelkov enak 20%.

a) V vzorcu 100 izdelkov jih je 24 drugorazrednih. Pri stopnji znacilnosti o = 0°05
preizkusite domnevo, da je verjetnost, da je izdelek drugorazreden, enaka 02,
proti alternativni domnevi, da je vecja od 0°2.

b) Kaj pa, ¢e bi bilo drugorazrednih 72 izdelkov izmed 3007

c) Kaj, ¢e bi v slednjem primeru vzeli stopnjo znacilnosti 0°017

9. 10000-krat vrzemo kovanec in 5090-krat je padel grb. Pri stopnji znacilnosti @ =
0°05 preizkusite domnevo, da je kovanec posten, proti alternativni domnevi, da ni
posten. Kaj pa, ¢e bi za alternativno domnevo vzeli, da grb pade z vecjo verjetnostjo
kot cifra?

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka imamo za vsako statisti¢no spremenljivko X,
definirano na populaciji, na voljo vzorec, na katerem ima ustrezna spremenljivka vrednosti
Xy, Xo, ..., X, pri ¢emer so vrednosti neodvisne in porazdeljene enako kot X.
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Sredina pri normalni porazdelitvi z znanim standardnim odklonom

Opazimo vrednosti X1, X, ..., X,, ki so nastale kot neodvisne realizacije sta-
tisticne spremenljivke X, porazdeljene normalno N(u, o), kjer je o znan. Pre-
izkusamo nicelno domnevo Hy: p = pg. Ker pri Hy velja:

:X—Mo

Z: Vi~ N0, 1),
o
izvedemo Z-preizkus brez popravka na preizkusni statistiki Z, in sicer:
e dvostransko razliCico, c¢e H; trdi, da je u # po;
e enostransko razli¢ico v desno, ce H; trdi, da je j1 > po;

e enostransko razli¢ico v levo, ce H; trdi, da je < pyo;
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10. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(gu, 5), dajo naslednje vrednosti:

11.

101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite ni¢elno domnevo, da je u = 100, proti
alternativni domnevi, da je p # 100. Kaj pa, ¢e bi za alternativno domnevo vzeli

1< 100 ali g > 1007

Podobno kot v prejsnji nalogi na podlagi 9 neodvisnih meritev koli¢ine, porazdeljene
normalno N(u,5), preizkusamo ni¢elno domnevo, da je u = 100, proti alternativni,

da je p # 100. Izracunajte mo¢ preizkusa pri g =999, u =97 in p = 90.

Sredina pri normalni porazdelitvi
z neznanim standardnim odklonom

Spet opazimo vrednosti X1, X, ..., X,, ki so nastale kot neodvisne realizacije
statisticne spremenljivke X, porazdeljene normalno N(u, o), le da tokrat o ni
znan. Preizkusamo nic¢elno domnevo Hy: = po. Ker pri Hy velja:

:X—Mo

T :
Sp

v/n ~ Student(n — 1),

kjer je S, definiran tako kot pri konstrukciji intervala zaupanja za ta primer,
ni¢elno domnevo zavrnemo:

e proti Hi : ju # g, e je |T| >t _ap(n —1);

e proti Hi : p> o, cejeT >t1_o(n—1);

o proti Hy : 1< pg, cejeT < —t;_o(n—1).
Tu je t,(df) kvantil Studentove®® porazdelitve z df prostostnimi stopnjami za

verjetnost p.

53William Sealy Gosset (1876-1937), angleski statistik, bolj znan pod psevdonimom Student
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12.

13.

14.

T-preizkus

Prej opisani preizkus je primer T-preizkusa. Ta temelji na Studentovi poraz-
delitvi. Natancneje, T-preizkus na preizkusni statistiki T" z df prostostnimi
stopnjami ima tri razlicice:
e Dvostranska razli¢ica zavrne nic¢elno domnevo, ce je |T'| > t1_q/2(df);
e Enostranska razli¢ica v desno zavrne nicelno domnevo, ce je T >
tlfa(df );
e Enostranska razli¢ica v levo zavrne nicelno domnevo, ce je T <
_tlfa(df )
Tu je t,(df) kvantil Studentove porazdelitve z df prostostnimi stopnjami za
verjetnost p.

Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:

109, 107, 95, 121, 107, 97, 111, 121, 95
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Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite ni¢elno domnevo, da je u = 100, proti

alternativni domnevi, da je u # 100. Kaj pa, ¢e bi vedeli, da je o = 107

Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:

46, 51, 48, 46, 52, 47, 51, 44, 47, 48

Pri stopnji znacilnosti @ = 0°05 preizkusite ni¢elno domnevo, da je u = 50, proti
alternativni domnevi, da je u # 50. Kaj pa, ¢e bi za alternativno domnevo vzeli,

da je p < 507

Preizkusanje enakosti sredin za parne vzorce

Veckrat hkrati izmerimo dve statisticni spremenljivki. Opazimo torej pare
(X1, Y1), ..., (Xn, Ys), za katere privzamemo, da so neodvisni in da je (X;,Y;) ~
N(px, py,0x,0v,p).
Preizkusamo nicelno domnevo Hy: jux = py, alternativna domneva pa je lahko:

o Hi": pux # py;

o H{¥: ux > py;

° Hf Doy > fx.
Preizkus izvedemo tako, da ustrezno preizkusimo sredino razlike X — Y glede
na vrednost 0.

Na desetih osebah so preizkusali ucinek neke diete proti debelosti. Osebe so stehtali

pred zacetkom in po koncu diete. Podatki so naslednji:
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Pred dieto || 125 | 131 | 126 | 117 | 114
Po dieti 121 | 118 | 119 | 121 | 113

Pred dieto || 134 | 123 | 135 | 100 | 117
Po dieti 118 | 111 | 130 | 97 | 118

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite nicelno domnevo, da dieta nima ucinka,
proti alternativni domnevi, da ima shujSevalni uc¢inek. Privzeti smete, da je vektor
telesne teze pred in po dieti porazdeljen dvorazsezno normalno.

Preizkusanje enakosti sredin za neodvisne vzorce
(Welchev® preizkus)

Opazimo vrednosti X1, X, ..., X,,, ki so nastale kot realizacije statisticne spre-
menljivke X, porazdeljene normalno N(uy,ox), in vrednosti Y1,Ys, ..., Y,, ki
so nastale kot realizacije statisticne spremenljivke Y, porazdeljene normalno
N(uy,oy). Za vse realizacije privzamemo, da so neodvisne. Ce tovrstno opa-
zanje temelji na jemanju vzorcev, sta lahko X in Y definirani na razlicnih
populacijah.

Preizkusamo domnevo Hy: px = py. Ker pri Hy priblizno velja:

X-Y
T := —— ~ Student(df),
SE
kjer je:
gﬁl_ ngX S§7Y
m n '
g2 _ (N =X) -4 (X — X)?
pX m—1 ’
P ¢ S e 0%
pY n—1 ’
§]\E4
V=" s

mZm=1) T n2(n=1)

izvedemo T-preizkus na preizkusni statistiki T' z df prostostnimi stopnjami, in
sicer:

e dvostransko razliCico, c¢e H; trdi, da je ux # jiy;
e enostransko razli¢ico v desno, c¢e H; trdi, da je ux > py;

e enostransko razli¢ico v levo, ¢e H; trdi, da je ux < py.

*Bernard Lewis Welch (1911-1989), angleski statistik
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15.

16.

V spodnji tabeli so prikazane porodne teze deklic in deckov, ki so se rodili 18. de-
cembra 1997 v porodnisnici Mater Mothers’ Hospital v Brisbanu v Avstraliji:*®

Deklice: 3837, 3334, 2208, 1745, 2576, 3208, 3746, 3523.
Decki: 3554, 3838, 3625, 2846, 3166, 3520, 3380, 3294, 3521, 2902.

Pri stopnji tveganja 0°05 preizkusite domnevo, da so deklice in decki v povprecju
enako tezki, proti alternativni domnevi, ki to zanika.

Vzoréne vrednosti statisticne spremenljivke X ~ N(ux,ox) iz prve populacije pri-
dejo:
102, 96, 103, 98, 105, 97, 103, 98, 100, 98, 99, 101

vzoréne vrednosti statisticne spremenljivke Y ~ N(uy, 0y ) iz druge populacije pa
pridejo:
95, 97, 95, 99, 95, 95

Pri stopnji znacilnosti o = 0°01 preizkusite domnevo, da je pux = py, proti alterna-
tivni domnevi, da je pux > py.

Enakost sredin ve¢ normalnih statisticnih spremenljivk:
analiza variance (ANOVA) z enojno klasifikacijo

Danih je k populacij, na vsaki je definirana statisticna spremenljivka, naj bodo
to X1 ~ N(uy,0), ..., X ~ N(ug,0). Iz vsake populacije vzamemo vzorec,
pri cemer so vse enote vzorcev med seboj neodvisne. Vrednosti na vzorcu iz i-te
populacije oznacimo z X1, . . ., X;y,. Preizkusamo domnevo Hy: pt; = pio = ... =
ik, alternativna domneva H, pa je nasprotje Hy. Izracunajmo:

1 & i
I e

7,1]1 =1

k
SB —anX X SW —ZZ ij i
=1 j=1
Ce velja Hy, sta S% in S neodvisni ter S3/0% ~ x*(k—1) in S% /o ~ x*(n—k),
zato je:

_ Skl
F'_ng/(n—k) F(k—1,n—k)

kjer je F(k — 1,n — k) Fisherjeva (Snedecorjeva porazdelitev. 'V skladu s
tem nicelno domnevo zavrnemo, ce je F' > Fy_,(k—1,n — k).

)56,57

®>Vir: http://jse.amstat.org/jse_data_archive.htm, podatki babyboom, ogled 13. 6. 2021.
6Sir Ronald Aymler Fisher (1899-1962), angleski statistik in biolog
5TGeorge Waddel Snedecor (1882-1974), ameriski matematik in statistik
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F-preizkus

Prej opisani preizkus je primer F-preizkusa. Ta temelji na Fisherjevi porazdeli-
tvi. Natancneje, F-preizkus na preizkusni statistiki F' z (dfy, dfs) prostostnimi
stopnjami ima tri razlicice:

e Dvostranska razli¢ica: H, zavrnemo, ce je F' < F, o(df1, df2) ali

F > Fi_qy(dfi,dfs);

e Enostranska razli¢ica v desno: H, zavrnemo, ce je F' > Fy_,(df1,dfs);

e Enostranska razli¢ica v levo: H, zavrnemo, ce je F' < F,(df1,dfs).
Tu je F,(df1,df>) kvantil Fisherjeve porazdelitve z (dfy, dfs) prostostnimi sto-
pnjami za verjetnost p. Velja Fi_,(df1, dfs) = F,(dfs, df).

17. Pacientom, ki so jim dajali dolo¢ena zdravila, so merili neki parameter. Meritve so
dale naslednje vrednosti:

Aspirin: 3,5, 3,5
Tilenol: 2, 2,4, 4
Placebo: 2,1, 2

bl Y

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite domnevo, da je vrednost parametra ne-
odvisna od tega, ali pacient jemlje katero izmed obeh zdravil ali pa sploh nobenega.

Standardni odklon pri normalni porazdelitvi

Opazimo vrednosti X1, X, ..., X,,, ki so nastale kot realizacije statisticne spre-
menljivke X, porazdeljene normalno N(u, o). Preizkusamo nicelno domnevo
Hy: 0 = 0y. Ker pri Hy velja:

SRS _
= (=12 = 3 (X = X~ - 1)
9 905

ni¢elno domnevo zavrnemo:

o proti Hi: o # 00, Ce je x* < X2 5(n — 1) ali x> > x7_, p(n —1);

e proti Hi : 0 > 0¢, ¢e je x> > x2_,(n—1);

e proti H{ : o < 0y, ¢e je x* < x2(n —1).
Tu je X?)(df) kvantil porazdelitve hi kvadrat z df prostostnimi stopnjami za
verjetnost p.
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18.

Preizkus hi kvadrat

Prej opisani preizkus je primer preizkusa hi kvadrat. Ta temelji na porazdelitvi
hi kvadrat. Natancneje, preizkus hi kvadrat na preizkusni statistiki x* z df
prostostnimi stopnjami ima tri razlicice:
e Enostranska razlid¢ica v desno zavrne nicelno domnevo, ¢e je x? >
Xi_aldf);
e Enostranska razliica v levo zavrne nicelno domnevo, e je y? <
Xaldf):
e Dvostranska razli¢ica zavrne nicelno domnevo, ce je x* < x2 /Q(df ) ali
X2 2 Xi_ape(df).
Tu je Xf,(df) kvantil porazdelitve hi kvadrat z df prostostnimi stopnjami za
verjetnost p.

Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:

99, 90, 108, 111, 97, 93, 90, 106, 104, 102
Pri a = 0°05 preizkusite:

a) nicelno domnevo, da je o = 5, proti alternativni domnevi, da je o # 5;

b) nicelno domnevo, da je o = 10, proti alternativni domnevi, da je o < 10.

119
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Pearsonov®® preizkus skladnosti s fiksno porazdelitvijo

Preizkusamo, ali je porazdelitev dane statisticne spremenljivke enaka:

(o) g
p1 p2 -+ Dr
Pri tem so lahko aq, ... ,a, dejanske vrednosti spremenljivke ali pa le razredi,

v katere pade. Opazimo n neodvisnih realizacij te porazdelitve. Iz opazenih
vrednosti/razredov naredimo frekvencno porazdelitev:

a‘l a2 o e ar
N, Ny --- N,
Izracunamo pri¢akovane frekvence N; = np;. Ker tedaj pri veljavnosti

nic¢elne domneve priblizno velja:

N, — N;)2
X2::Z( _ ) NXQ(T—l)
i=1 Ni

domnevo o porazdelitvi preizkusimo s preizkusom hi kvadrat na preizkusni
statistiki x? z r — 1 prostostnimi stopnjami, in sicer enostransko v desno.

Za nade potrebe je preizkus dovolj natancen, e je r > 3 in N; > 5 za vse i.
Ce dobimo N; < 5, lahko razrede zdruzimo. Za r = 2 pa lahko uporabimo kar
dvostranski preizkus uspeha poskusa.

19. Pri kvizu Lepo je biti milijonar od 22. novembra do 28. decembra 2003 je bil 21-

20.

21.

krat pravilen odgovor A, 42-krat B, 77-krat C in 116-krat D. Pri stopnji znacilnosti
a = 001 preizkusite nicelno domnevo, da so odgovori enakomerno porazdeljeni,
proti alternativni domnevi, da niso.

Ce izvzamemo prvih pet vprasanj, je bil A pravilen 21-krat, B 37-krat, C 53-krat
in D 25-krat. Naredite isti preizkus.

V vzorcu so 2 osebka tipa RR, 5 tipa Rr in 4 tipa rr. Pri stopnji znacilnosti o = 0°05
preizkusite domnevo, da je v populaciji 25% osebkov tipa RR, 50% tipa Rr in 25%
tipa rr. Kaj pa, ¢e bi bilo v vzorcu 20 osebkov tipa RR, 50 tipa Rr in 50 tipa rr?

V spodnji tabeli so za volitve v Drzavni zbor dne 24. aprila 2022 prikazani rezultati
predvolilne ankete agencije Parsifal v dneh od 20. do 22. aprila (724 opredeljenih
anketirancev), vzporednih volitev, ki jih je izvedla agencija Mediana (n = 15216)
in dokon¢ni rezultati. Prikazani so samo delezi tistih strank, ki so prisle v Drzavni
zbor:

%8Karl Pearson (1857-1936), angleski matematik in biostatistik
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22.

23.

’ | GS | SDS | NSi | SD [ Levica |
Anketa 28°0% 26°5% 73% 81% 62%
Vzporedne volitve 358% | 225% 6'8% 6'6% 4'4%
Dokon¢ni rezultati || 34'45% | 23'48% | 6'86% | 669% | 446%

Pri stopnjah znacilnosti a = 0°05 in @ = 0°01 preizkusite domnevo, da so bili volivci
na anketi oz. vzporednih volitvah opredeljeni enako kot na pravih volitvah.

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 preizkusite domnevo, da ima statisticna spremen-
ljiivka X standardno Laplaceovo porazdelitev, tj. zvezno z gostoto:

1

fx(z) = 5 el

¢e ima vzorec naslednjo frekvencéno porazdelitev:

pod =1 |od —1do0 |od0Odo1l |nad1
32 20 21 27

Podatki imajo naslednjo frekven¢no porazdelitev:

pod 10 | 10-20 | 20-30 | 30-40 | nad 40
) 20 35 25 15

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 preizkusite domnevo, da podatki izhajajo iz popu-
lacije, porazdeljene normalno N(25, 10).
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Preizkus skladnosti z druzino porazdelitev Pearsonovega tipa

Preizkusamo, ali porazdelitev dane statisticne spremenljivke pripada

druzini:
ay a9 e ay
r>3),

( pi(01, ..., 0k) pa(Or,...,0k) - pe(O1,...,0k) ) (r=3)
kjer nabor (0, ...,0;) pretece odprto mnozico v R¥, vektorska funkcija
(p1,...,pr) pa je dvakrat zvezno odvedljiva vloZitev. Spet opazimo n
neodvisnih realizacij te porazdelitve in naredimo frekvencno porazdelitev:

a/l a2 o e ar
N, Ny --- N,
Izracunamo pricakovane frekvence
N; :=np;(0y,...,0k), kjer so 0y, ...,0; ocene za 01, ...,0, po metodi naj-

vecjega verjetja. Tedaj pri veljavnosti nicelne domneve priblizno velja:

N; — N;)?
XQ::ZQNXQ(T—l—k).
i=1 N;

Torej izvedemo preizkus hi kvadrat z df = r — 1 — k, in sicer enostransko
razlicico v desno. Preizkus je dovolj natancen, ce je N; > 5 za vse 1.

24. V enostavnem slucajnem vzorcu, zajetem iz velike populacije, je 20 osebkov tipa
RR, 30 tipa Rr in 50 tipa rr.

a) S Pearsonovim preizkusom skladnosti pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizku-
site domnevo, da populacija ustreza Hardy®”~Weinbergovemu® modelu, tj. da
so delezi osebkov tipa RR, Rr in rr enaki (1 — 6)2, 20(1 — 0) in 6* (glej tudi
16. nalogo iz 11. razdelka).

b) Zavedati se je treba, da je Pearsonov preizkus skladnosti zgolj priblizen —
asimptoti¢no natancen pri velikih vzorcih. Alternativa temu preizkusu je lahko
preizkus na podlagi Wilksovega izreka (ob dodatni predpostavki, da je vsaka
vrednost zajeta s strogo pozitivno verjetnostjo). Na danih podatkih uporabite
Se ta preizkus in primerjajte!

25. Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 preizkusite domnevo, da je statisticna spremenljivka
X porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 01 2
1—2a—b a b a )’
Godfrey Harold Hardy (1877-1947), angleski matematik

60Wilhelm Weinberg (1862-1937), nemski splosni zdravnik, ginekolog, porodni¢ar, raziskovalec dedno-
sti, statistik in genealog
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¢e je v vzorcu 20 enot z vrednostjo —1, 30 enot z vrednostjo 0, 30 enot z vrednostjo
1 in 20 enot z vrednostjo 2.

26. Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite domnevo, da ima statisticna spremen-
liivka X splosno usredinjeno Laplaceovo porazdelitev, tj. zvezno z gostoto:

A
fx(z) = §€_A|x| ;o A>0,

¢e ima vzorec isto frekvencéno porazdelitev kot v 22. nalogi.

Preizkus z znaki

Veckrat hkrati izmerimo urejenostni statisticni spremenljivki. Natancneje, opa-
zimo pare (X1,Y1),...,(X,,Y,), ki so neodvisni in enako porazdeljeni. Pred-
stavljajmo si, da so prisotni vplivi, ki vecajo X na racun Y, in vplivi, ki vecajo
Y na racun X.

Nicelna domneva H, pravi, da so ti vplivi uravnoveseni:
P(X >Y)=P(Y > X). Alternativna domneva pa je lahko:

o H{X, da vplivi, ki veajo X na racun Y, prevladujejo nad vplivi, ki delajo
nasprotno: P(X >Y) > P(Y > X).

e HY da vplivi, ki vecajo X na racun Y, prevladujejo nad vplivi, ki delajo
nasprotno: P(Y > X) > P(X >Y).

e Hi, da velja bodisi H{¥ bodisi HY .

Naj bo:

e Sx oznacimo stevilo meritev, pri katerih je X >Y;

e Sy stevilo meritev, pri katerih je Y > X;

e 1. = Sx + Sy stevilo meritev, pri katerih je X # Y (primere, kjer pride
enako, torej preprosto izlo¢imo).

Nicelno domnevo zavrnemo, ce je p(Sx,Sy) < a. Funkcija p (p-vrednost) je
odvisna od nicelne domneve in ustreza preizkusu uspeha poskusa pri nicelni
domnevi, da je le-ta enaka 1/2:

e pri H{* postavimo p(k,l) = P(S’

=2min{P(S’' <k),P(S' <1)}.
Tu je S' ~ b(f,1/2).

27. Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

Xi||28(14 (161631 |17]13|14|12]|13
Y; 1261293118 |37[10]19|33|23|45 |

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite domnevo, da sta dogodka {X > Y}
in {Y > X} enako verjetna, proti alternativni domnevi, da je dogodek {Y > X}
verjetnejsi. Nato naredite ustrezni enostranski preizkus povprecij.
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28. Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

Xi 25128130123 (28(26(29(23|33|21|33]|28
Y, (1351272921 |18[25|28 (2731193226

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite domnevo, da sta dogodka {X > Y}
in {Y > X} enako verjetna, proti alternativni domnevi, da je dogodek {X > Y}
verjetnejsi. Nato naredite ustrezni enostranski preizkus povprecij.

29. Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

X; |30 24 [22(28126|19| 25 | 31 |36 21 25|26| 29 |29|19]18
Y, (2812121 |25(25 |17 (122129 34|20 |22|23|126|26|18 |17 |

a) Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite domnevo, da sta dogodka {X > Y}
in Y > X enako verjetna, proti alternativni domnevi, da sta njuni verjetnosti
razlicni.

b) Pri isti stopnji znacilnosti preizkusite ni¢elno domnevo iz prejsnje tocke Se proti
obema enostranskima domnevama.

c) Naredite Se ustrezna enostranska preizkusa povpredij.

Preizkus z znaki za veliko Stevilo meritev

Ce je i = Sx + Sy > 10, lahko preizkus z znaki nadomestimo s pribliznim
preizkusom, pri katerem nic¢elno domnevo zavrnemo:

Sx =Sy —1
e proti HX, ¢e je ——c——" > 21_4;
1 J Vi 1
Sx — Sy +1
e proti HY | de je ————— < —2;_,.
1 J \/ﬁ 1
Sx —Sy|—1
e proti HE, ce je % > Z1-a/2;

Vi

Sx — 95
Z drugimi besedami, izvedemo Z-preizkus na preizkusni statistiki %

n
popravkom —.

Vi

30. 50 ljudi so pred ogledom in po ogledu filma povprasali, kako se pocutijo: zelo slabo,
slabo, srednje, dobro ali zelo dobro. Rezultati so naslednji:
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31.

pred po
srednje srednje
dobro zelo dobro
srednje zelo dobro
dobro srednje
srednje zelo dobro
dobro dobro
srednje dobro
dobro dobro
dobro zelo dobro
zelo dobro | zelo dobro
dobro zelo dobro
zelo dobro dobro
dobro srednje
zelo dobro srednje
srednje dobro
srednje dobro
dobro zelo dobro
srednje dobro
dobro zelo dobro
zelo dobro dobro
zelo dobro | zelo dobro
zelo dobro dobro
slabo dobro
dobro srednje
srednje zelo dobro

V menzi so zamenjali kuharja.
menjavi vprasali, kako so zadovoljni s kakovostjo menze.
izbirali med naslednjimi moznostmi:

. zelo nezadovoljen
: nezadovoljen
: niti zadovoljen niti nezadovoljen
. zadovoljen
: zelo zadovoljen

Rezultati obeh anket so naslednji:

pred po
dobro zelo dobro
dobro dobro
zelo dobro | zelo dobro
dobro dobro
srednje zelo slabo
srednje zelo dobro
zelo dobro srednje
dobro dobro
dobro dobro
srednje slabo
slabo srednje
srednje srednje
zelo slabo slabo
slabo srednje
slabo srednje
slabo zelo dobro
zelo slabo srednje
srednje slabo
srednje slabo
zelo slabo srednje
srednje dobro
slabo zelo dobro
slabo slabo
slabo slabo
zelo slabo srednje

’prej\potem\\1\2\3\4‘5‘
1 4111 (11010
2 11 3191210
3 11 05|60
4 O] 0]1]3]1
D 0] 00|11

125

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 preizkusite nicelno domnevo, da ogled filma ne
spremeni pocutja, proti alternativni domnevi, da ga spremeni.

Izbranih 50 odjemalcev so pred menjavo in po

Anketiranci so lahko
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Pri stopnji znacilnosti a = 0°01 preizkusite domnevo, da se kakovost hrane ni spre-
menila, proti alternativni domnevi, da se je spremenila.

Stohasti¢na primerjava porazdelitev

Porazdelitev slucajne spremenljivke X je stohasti¢no vecja od porazdelitve
slucajne spremenljivke Y, ¢e je Fx < Fy.

Porazdelitev slucajne spremenljivke X je stohasticno manjsa od porazdelitve
slucajne spremenljivke Y, ce je Fx > Fy.

Porazdelitev slucajne spremenljivke X je stohasticno strogo vedja (manjsa)
od porazdelitve slucajne spremenljivke Y, ¢e je stohasticno vecja (manjsa) in
porazdelitvi nista enaki.

32. Slucajni spremenljivki X in Y sta porazdeljeni enakomerno na tockah, kot je ozna-
¢eno spodaj:

Yiiiifii,i

Narisite grafa kumulativnih porazdelitvenih funkcij in opredelite, ali je katera od
porazdelitev stohasticno vecja od druge.
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Inverzijski (Wilcoxon®’—Mann%>~Whitneyjev%®) preizkus

Preizkusamo, ali sta urejenostni statisticni spremenljivki X in Y enako po-
razdeljeni. Pri statisticni spremenljivki X opazimo Xi,...,X,,, pri Y pa
Y1,...,Y,. Privzamemo, da so vse opazene vrednosti med seboj neodvisne.
Ce opazanje temelji na jemanju vzorcev, sta lahko X inY definirani na razlic-
nih populacijah.

Opazene vrednosti zdruzimo in jih uredimo po velikosti, recimo od namanjse
do najvedje. Naj bodo Ri,...  RX mesta (rangi), ki pripadajo opaZzanjem
spremenljivke X. Privzemimo, da sta vzorca dovolj velika.

Tudi tu loc¢imo enostransko in dvostransko razlicico preizkusa. Obravnavali
bomo torej tri alternativne domneve:

e H¥ da je X stohasti¢no strogo vedja od Y ;
e HY da je X stohasticno strogo manjsa od Y;
e HI, da velja ena od zgornjih dveh moznosti.

Ce je stevilo meritev dovolj veliko, ni¢elno domnevo zavrnemo:

y X _ .
e proti H{¥ ’Ce‘]e\/mn(m+n+1 ( ZR m(m+n+1)— 1) > 21 o

y X .
e proti HY | e je \/mn(m+n+1 ( ZR m+n+1)+1> —21—a;

ti Hy, ¢ R} — H—1) >
® proti I’Ce‘]e\/mn(m+n—|—1 (‘ Z m(m +n + )‘ )_

Zl—o/2-
Z drugimi besedami, izvedemo Z-preizkus na preizkusni statistiki

ZX:I\/mn(m—kn%—l ( ZRX m+n+1)>spopravkom

3
mn(m+mn+1)

POZOR! Ce bi dvostranska alternativna domneva preprosto trdila, da je spremenljivka na prvi skupini drugaée porazdeljena kot na drugi,
preizkus ne bi bil ve¢ dosleden!

33. Tekmovalci dveh ekip, “modrih” in “oranznih”, so se pomerili v teku. Vrstni red
tekmovalcev je naslednji:

M, M, O, M, M, O, M, M, O, M, O, O, O, M, O, O, O, O, M, O

(tj. prvi, ki je prispel na cilj, je bil ¢lan “modrih”, drugi prav tako, tretji je bil ¢lan
“oranznih” itd.). Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 preizkusite domnevo, da so modri
enako dobri kot oranzni, proti alternativni domnevi, da je med njimi razlika.

51Frank Wilcoxon (1892-1965), ameriski kemik in statistik

52Henry Berthold Mann, rojen kot Heinrich Mann (1905-2000), avstrijski matematik judovskega rodu,
deloval v ZDA

53Donald Ransom Whitney (1915-2007) ameriski statistik
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34.

35.

36.

Statisticni spremenljivki X in Y imata mozne vrednosti a < b < c¢. Recimo, da je
populacija razdeljena na tri skupine in da so s skupino natanéno doloc¢ene vrednosti
obeh spremenljivk, tako kot kaze tabela:

’ skupina H X ‘ Y ‘
prva a|b
druga || b
tretja c|a

Recimo, da vzamemo dovolj velik vzorec in da so vse skupine enako zastopane. Kaj
bo pokazal preizkus z znaki in kaj bo pokazal inverzijski preizkus?

Dijaki so se pomerili v teku na 60 metrov. Doloceni so izjavili, da so se prej pripra-
vljali, doloceni pa, da ne. Rezultati tistih, ki so se pripravljali, so:

76,76,77,78,78,80,81,82,83,83,83,93,
rezultati tistih, ki se niso pripravljali, pa so:
79,82,83,83, 83,84, 87, 88.

7 inverzijskim preizkusom preizkusite ni¢elno domnevo, da tisti, ki se pripravljajo,
tecejo enako kot tisti, ki se ne pripravljajo, proti alternativni domnevi, da tisti, ki se
pripravljajo, tecejo bolje od tistih, ki se ne pripravljajo. Kaj pa pravi T-preizkus?
Stopnja znacilnosti naj bo obakrat o = 0°05.

186 odraslih Britancev je odgovorilo na vprasanje, kaksna se jim je zdela premierka
Theresa May v odstopu. Rezultati po spolu so zbrani v naslednji tabeli:

mnenje  zenske moski

odli¢na 3 0
dobra 21 13
povprecna 28 20
slaba 18 20
grozna 22 41

Pri stopnji znacilnosti @ = 0°01 preizkusite domnevo, da imajo moski in zenske o
premierki enako dobro mnenje, proti alternativni domnevi, ki to zanika. Kateri spol
je imel na vzorcu boljSe mnenje o premierki?
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14. Povezanost dveh stevilskih spremenljivk

Interval zaupanja za korelacijski koeficient. Preizkusanje nekoreliranosti. Kontingencni preizkus.
Enostavna linearna regresija.

V celotnem razdelku je privzeto, da opazanje sestoji iz neodvisnih realizacij
(X1,Y7),...,(X,,Y,) istega para statisticnih spremenljivk (X,Y).

Interval zaupanja za korelacijski koeficient

Za izracun korelacijskega koeficienta p = r(X,Y') najprej izracunamo vzoré
ni korelacijski koeficient R:

n

Cr=> (X;i—X) = zn:Xf —nX?
=1

i=1

2= (V- V)= f:y; v
; =1

Coy =Y (Xi=X)(Vi-Y) = ixm —nXY
; =1

in ga normaliziramo:

1. 1+ R
= =—1
A Arth R 2n1_R

Priblizen interval zaupanja za p:

C C
th | Z — <p<thl|Z+
( ¢n—3>—p— ( n—3)

x

et —e”

kjel‘ je Cc = Z(1+ﬁ)/2 in th(l’) = m

1. Meritve krvnega pritiska so zbrane v naslednji tabeli:

sistoli¢ni 130 | 120 | 120 | 125 | 125 | 125 | 105 | 130 | 130 | 135
diastolicni || 80| 8 | 8 | 8| 75| 75| 75| 80| 8 | 70

sistoli¢ni 130 | 125 | 140 | 130 | 120
diastoli¢ni 751 80| 90| 80| 85

Poiscite 95% interval zaupanja za korelacijski koeficient med sistolicnim in diasto-
licnim pritiskom.
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Preizkusanje nekoreliranosti (Gaussov® model)

Ce velja ni¢elna domneva Hy, da sta X in Y nekorelirani, je priblizno:

T .= \/%RZ vn — 2 ~ Student(n — 2)
kjer je R vzorcni korelacijski koeficient. Tako nekoreliranost preizkusamo s T-
preizkusom na preizkusni statistiki T z n — 2 prostostnimi stopnjami, in sicer
z:
e dvostransko razlicico, ¢e Hy trdi, da sta X inY korelirani;
e cnostransko razli¢ico v desno, ¢e Hy trdi, da sta X in Y pozitivno kore-
lirani;
e enostransko razlicico v levo, ¢e Hy trdi, da sta X in Y negativno koreli-
rani.

2. Za meritve krvnega pritiska iz 1. naloge pri stopnji znacilnosti o = 0'1 preizkusite
ni¢elno domnevo, da sta sistoli¢ni in diastoli¢ni pritisk nekorelirana, proti alterna-
tivni domnevi, da sta korelirana.

Kontingenc¢ni preizkus neodvisnosti

Preizkusamo, ali sta spremenljivki X in Y neodvisni. Recimo, da pri opazenih
vrednostih kombinacija X = a;,Y = b; nastopa N;;-krat (i = 1,...,r, j =
1,...,s). Ker pri neodvisnosti priblizno velja:

neodvisnost preizkusimo s preizkusom hi kvadrat z (r — 1)(s — 1) prostostnimi
stopnjami na preizkusni statistiki x?, in sicer uporabimo enostransko razlicico
v desno. Za nase potrebe je preizkus dovolj natancen, ce je N;; > 5 za vse i in

VE

3. Na vzorcu 62 oseb dobimo naslednjo navzkrizno frekven¢no porazdelitev barve oci
in las:

64Carl Friedrich Gauf} (1777-1855), nemski matematik
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] oci\lasje H rdeci, blond \ rjavi, érni H Skupaj ‘
modre 12 1 13
zelene 14 9 23
rjave 4 22 26

| Skupaj | 30 | 32 | 62 |

Pri stopnji znacilnosti o = 0°01 preizkusite domnevo, da sta barva las in barva oci

neodvisni.

velja:

A

C

B
D Y

, (A+B+C+ D)(AD - BC)?

Kontingencni preizkus neodvisnosti za dihotomni
spremenljivki

Ce sta spremenljivki X in Y dihotomni in so navzkrizne
frekvence podane s tabelo:

(A+B)(C+D)(A+C) B+ D)

4. Rezultati ankete z dvema vprasanjema ‘Ali verjamete v horoskop?’ in ‘Ali verjamete
v NLP-je?’ so zbrani v naslednji tabeli:

’ Horoskop\NLP H vsaj malo \ ne H Skupayj ‘
vsaj malo 6 8 14
ne 7 10 17

| Skupaj [ 13 [18] 31 |

Pri stopnji znacilnosti a« = 0°05 preizkusite neodvisnost verovanja ljudi v horoskop

in v NLP-je.

5. Na neki spletni strani je 1990 ljudi glasovalo, kateri film bo najverjetneje dobil
oskarja. Anketirance so razdelili v tri razrede glede na starost. Rezultati ankete so

naslednji:

| | do 20 | od 20 do 40 | nad 40 |
Gospodar prstanov 350 250 180
Skrivnostna reka 80 100 100
Seabiscuit 70 90 130
Zgubljeno s prevodom 50 80 110
Gospodar in bojevnik 200 150 50
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S kontingenénim preizkusom preizkusite domnevo, da je mnenje o oskarjih neodvisno
od starosti. Stopnja znacilnosti naj bo 0°05.
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15. Linearna regresija

Ocenjevanje in napovedovanje pri enostavni linearni regresiji. Splo$na linearna regresija.

Enostavna linearna regresija

Enostavna linearna regresija je statisticni model, ki se ravna po predlogi:
Y=a+bX +¢,

kjer je € slucajna spremenljivka, ki ima pogojno na X matematicno upanje 0
in doloc¢eno disperzijo o?; tej slucajni spremenljivki pravimo Sum. To torej
pomeni, da zelimo skozi podatke potegniti premico — pravimo ji regresijska
premica.

Opazimo podatke (X1,Y71), (Xo,Y2), ..., (X, Ys), za katere privzamemo, da
se ravnajo po tej predlogi, tj. da velja:

Yi=a+bX +¢;,

kjer so €1, ... ,e, nekorelirane ter imajo matematicno upanje nic¢ in enako dis-
perzijo o* (homoskedasti¢nost).
Parametra a in b tockasto ocenimo po metodi najmanjsih kvadratov: njuni
cenilki @ in b sta tisti vrednosti, pri katerih je vsota kvadratov ostankov ali
rezidualov:

&i=Y, —a—bX,

najmanjsa. Cenilki lahko izracunamo po formuli:

Q

WGV 0X,

xT

B:

3

kjer je:

Coo =Y (Xi— X)* = zn:XE —nX?,
=1

=1
n

Coy =Y (Xi=X)(V;-Y) = zn:Xm —nXY .
i=1

=1

Pomembno je, da linearna regresija ni simetricna — spremenljivki X in Y imata
razlicni vlogi. Pravimo, da delamo regresijo Y glede na X. Spremenljivka X
je pojasnjevalna, spremenljivka Y pa odvisna. Ce njuni vlogi zamenjamo,
tipicno dobimo drugo regresijsko premico.

1. Meritve koli¢in X in Y dajo naslednje vrednosti:

X, [17273]37]6
Y, 13234
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Dolocite regresijsko premico Y glede na X in X glede na Y.

Intervalsko ocenjevanje

Ce privzamemo, da so sumi ¢; porazdeljeni normalno in neodvisni, lahko kon-
struiramo intervala zaupanja za a in b pri stopnji tveganja o v obliki:

a—AN,<a<a+D,, b—NA,<b<b+A,,

kjer je:

in

2. Za opazene vrednosti iz prejsnje naloge poiscite 95% intervala zaupanja za koefici-
enta, ki se nanasata na regresijo spremenljivke Y glede na X.

Preizkusanje domnev o koeficientih
Domnevo Hy: a = aq preizkusimo s pomocjo preizkusne statistike:

d—ao

T =—
SE,

Y

Domnevo Hy: b = by pa s pomocjo preizkusne statistike:

b — by

T = —
SE,

Pri obeh koeficientih ima, c¢e velja Hy, preizkusna statistika T Studentovo
porazdelitev z n — 2 prostostnimi stopnjami. Torej Hy zavrnemo:

e proti Hi : a # ag oziroma Hi : b # by, ¢e je |T| > taa(n —2);
e proti H': a > ay oziroma H}': b > by, ce je T > to(n —2);
e proti Hy : a < ag oziroma H{ : b < by, ¢e je T < —t,(n — 2).

3. Pri stopnji tveganja o = 001 za podatke iz prejsnje naloge preizkusite nicelno
domnevo, da je b = —0°6, proti alternativni domnevi, da je b # —0°6.



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 135

Napovedovanje

Tockasta napoved za Y pri danem X = X*, torej za Y* = aX* + b+ €*, kjer
ima e* enako pricakovano vrednost in disperzijo kot ostali sumi ¢; ter je z njimi
nekoreliran, je seveda Y* = a + bX™.

A Ce spet privzamemo, da so sumi ¢; in €* porazdeljeni normalno ter neodvisni,
lahko podamo tudi napovedni interval za Y* pri stopnji tveganja «, in
sicer:

V- A<Y <Y*4+A
kjer je:

(X" - %)

1
A:tl_a/g(n—Q)S\/l—f-ﬁ—f— sz

4. Za opazene vrednosti iz prejSnje naloge napovejte Y pri X = 10 in poiscite 95%
napovedni interval.

5. Vcasih zelo razsirjene zarnice na zarilno nitko se zdaj zamenjujejo s svetili druge
vrste. Kako svetla je zarnica, se je tipi¢no opisovalo kar z njeno mocjo (P) v wattih.
V splosnem pa mo¢ sama po sebi ne doloca svetilnosti (®) v lumnih: pomembna je
tudi vrsta svetila. Pri Zarnicah na Zarilno nitko v grobem velja naslednja tabela:%

| moc¢ [W] | svetilnost [lm] |

25 230

40 430

60 730

100 1380

150 2220

200 3150

300 5000

500 8400
1000 18800

a) Ocenite koeficienta enostavne linearne regresije pri modelu, ki ima P za po-
jasnjevalno, ® pa za odvisno spremenljivko. Ocenite svetilnost 75-wattne in
15-wattne Zarnice.

b) Modelirajte to kot odvisnost oblike & = kP (z dolocenimi napakami). Preve-
dite na enostavno linearno regresijo, pri ¢emer vzemite moc¢ za pojasnjevalno,
svetilnost pa za odvisno spremenljivko. Ocenite koeficienta k in « ter spet
ocenite svetilnost 75-wattne in 15-wattne Zarnice.

65Vir: Haberle, Hiberle, Jockel, Krall, Schiemann, Schmitt, Tkotz: Tabellenbuch Elektrotechnik.
25. Auflage. Verlag Europa—Lehrmittel, Haan—Gruiten, 2013.
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6. V spodnji tabeli so podane povprecne temperature v Ljubljani za obdobje 36 let:%°

’ Leto ‘ Temp. ‘ ’ Leto ‘ Temp. ‘ ’ Leto ‘ Temp. ‘
1985 985 1997 | 11700 2009 | 1191
1986 | 10°78 1998 | 1199 2010 | 11718
1987 | 1014 1999 | 1121 2011 | 11764
1988 | 11°28 2000 | 1230 2012 | 1251
1989 | 10798 2001 | 1242 2013 | 1169
1990 | 11°32 2002 | 11'82 2014 | 1296
1991 | 10°66 2003 | 1198 2015 | 1253
1992 | 11°38 2004 | 11713 2016 | 12°26
1993 | 11°04 2005 | 1095 2017 | 11'99
1994 | 12737 2006 | 1136 2018 | 12'79
1995 | 11744 2007 | 12777 2019 | 1271
1996 | 1045 2008 | 1178 2020 | 1247

a) Ocenite, kako hitro se podnebje segreva.
b) Je segrevanje statisticno znacilno?

c) Napovejte povprecéno temperaturo leta 2050 tockasto in intervalsko s 95% go-
tovostjo.

7. V spodnji tabeli so podane teZe in prostornine 14 ostrig:%”

teza 962 | 12792 | 522 | 14°09 | 12°49 | 767 | 1550
prostornina || 1003 | 13°04 | 567 | 1424 | 12°66 | 783 | 1559

teza 1742 1 791 | 1098 | 11°27 | 8'09 | 1550 | 10°64
prostornina || 17°42 | 7797 | 11'22 | 11'38 | 848 | 1544 | 10°84

(teze so v gramih, prostornine pa v kubi¢nih centimetrih).

a) Izracunajte ocenjena koeficienta regresijske premice, ¢e je teza pojasnjevalna,
prostornina pa odvisna spremenljivka.

b) Pri stopnji tveganja @ = 0°01 preizkusite domnevo, da je svobodni ¢len v
regresijski premici enak nic¢, proti alternativni domnevi, da je razli¢cen od nic.

Pazite, da numeri¢no racunate dovolj natanc¢no!

66Vir: https://data.giss.nasa.gov/gistemp/station_data_v4_globe/, ogled 11. 5. 2021.
6TVir: http://jse.amstat.org/jse_data_archive.htm, enostavni slucajni vzorec iz
podatkov 30oysters, ogled 20. 6. 2021.


https://data.giss.nasa.gov/gistemp/station_data_v4_globe/
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Splosna linearna regresija

Splosna linearna regresija je statisticni model, pri katerem opazimo spremen-

ljivke:
Yi=oufi +xpbe+ - +x1,0, + &1
Yo = 20181 + 2282 + -+ - + 1,3, + €2
Yn = xnlﬁl + anﬁQ + -+ :Enpﬁp +én,
kjer so:

e 1;; konstante;

o 31,0s,..., By deterministicne, a neopazljive kolicine — parametri mo-
dela;
® £1,69,...,&, pa nekorelirane slucajne spremenljivke s pricakovano vre-

dnostjo ni¢ — to so napake v modelu.

Model lahko krajse zapisemo v matricni obliki kot:

Y =Xg3+¢,
kjer je:
Y, T11 Ti2 0 Tip B €1
v Y, X = $?1 Tag = 517'2p 3= B Ce= €2
Y., Tpl T2 0 Ty By €n

Po izreku Gaussa in Markova je najboljsa nepristranska linearna cenilka za
B tista kolicina (3, pri kateri je vsota kvadratov rezidualov najmanjsa. Reziduali
pa so razlike & = Y; — >°F_, x;3;, torej minimiziramo:

RSS =) & =Y —Xg|*.

i=1

Najboljsa cenilka v zgornjem kontekstu pomeni tista z najmanjso mozno dis-
perzijo. Ta cenilka je:
3= (X"X)"'X"y.

8. Poiscite splosni model linearne regresije, ki ustreza enostavni linearni regresiji spre-
menljivke Y glede na X iz 1. naloge.

9. Za podatke iz 1. naloge zdaj privzamemo model s predlogo Y = bX + e. Ocenite b
ter tockasto napovejte vrednost spremenljivke Y pri X = 10.
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10. Dva objekta z neznanima tezama w,; in wy stehtamo na tehtnici z dvema ploséama.
Tehtnica pokaze tezo objekta levi plosci, zmanjSano za tezo objekta na desni plosci,

a rezultat ni nujno tocen. Izvedemo naslednje meritve:

e Prvi objekt postavimo na levo plosco. Tehtnica pokaze 3 g.
e Drugi objekt postavimo na levo plosco. Tehtnica pokaze 3 g.

e Prvi objekt postavimo na levo, drugega pa na desno plosc¢o. Tehtnica pokaze

1lg.

e Prvi objekt postavimo na desno, drugega pa na levo plosc¢o. Tehtnica pokaze

0g.
e Oba objekta postavimo na levo plosc¢o. Tehtnica pokaze 7 g.

Postavite ustrezni linearni regresijski model ter ocenite w; in ws.

Statisticno sklepanje pri
splosni linearni regresiji

Privzemimo, da so napake €1,¢€,,...,c, neodvisne in normalno porazdeljene.
Oznacimo s o njihov standardni odklon. Tega ocenimo s

g . RSS’
\\ n—p

ki ji pravimo rezidualna standardna napaka. Koli¢ina S? je nepristranska
cenilka za o2.

Oglejmo si kolic¢ino y* = ¢'3, kjer je ¢ konstanten vektor. Tockasta ocena

zanjo je seveda 7* = ¢'3, sklepanje o njej pa temelji na na dejstvu, da je

~ Student(n — p), kjer je:

§1\3y* =S4/t (XTX)flc.

Kolicini y* pa lahko dodamo se lasten Sum in dobimo Y* = y* +¢*; o Sumu €*
privzamemo, da je neodvisen od Sumov €1, s, .. .,&, In porazdeljen normalno
N(0, ko), kjer je k konstanta; ce je k = 1, si lahko predstavljamo, da je to
naslednje opazanje — da matriki X dodamo novo vrstico ¢*. Ker ima Y*
dodaten Sum, namesto o ocenjevanju govorimo o napovedovanju. ‘Tockasta
napoved za Y " je SGV(fda prav tako V* = CTB, sklepanje tej koli¢ini pa temelji

5,

* *

Y
na na dejstvu, da je o ~ Student(n — p), kjer je:
Y*

SEy- = Sy/k2 + €1 (XTX) e.

11. V prejsnjem regresijskem modelu:
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a) pri stopnji tveganja o = 0°05 preizkusite domnevo, da sta tezi obeh objektov
enaki, proti alternativni domnevi, da nista enaki;

b) pri isti stopnji tveganja pois¢ite napovedni interval za naslednji rezultat teh-
tnice, ko prvi objekt postavimo na levo, drugega pa na desno plosco.



RESITVE
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1. Osnove kombinatorike
1. (4+3)-5=35.
2. a) 900, b) 450, c) 400, d)9, e) 648, f) 90.

3. Oznacimo s k stevilo kroglic, ki jih vzamemo iz posode. Tedaj so rezultati zbrani v
naslednji tabeli:

vrstni red vlecenja
k pomemben ni pomemben
vracamo \ ne vracamo | vracamo \ ne vracamo
1 5 5 5 5
25 20 15 10
3 125 60 35 10

Pri razlicici, ko kroglic ne vracamo in vrstni red ni pomemben, sta rezultata za
k = 2 in k = 3 enaka, ker lahko namesto tega, katere kroglice smo vzeli, gledamo,
katere kroglice so ostale v posodi.

Razli¢ico, ko vrstni red ni pomemben, kroglice pa vracamo, v splosnem primeru, ko
iz posode z n kroglicami vzamemo k kroglic, izracunamo tako, da jemanja pona-
zorimo z razporeditvijo n — 1 rdecih in k£ modrih puscic v vrsto, pri ¢emer puscice
lo¢imo le po barvi. Vsaka rdeca pusc¢ica predstavlja pregrajo med dvema kroglicama
v skatli in vsaka modra puscica predstavlja jemanje ustrezne kroglice. Tako npr.
razporeditev M RRM M RR pomeni, da iz posode s 5 kroglicami vzamemo tri kro-
glice, in sicer prvo kroglico enkrat, tretjo dvakrat, ostalih pa ne vzamemo. Vsaka
razporeditev puscic ustreza natanko enemu jemanju kroglic. Tako dobimo, da je
vseh jemanj ("le*l) = ("Zﬁl) (glej naslednjo nalogo).
4. Ce vse razlocujemo: (3 + 4)! = 5040.

. 7
Ce cvetlic iste vrste ne razlocujemo: (3) = 35.

o ()
()OO0 O -(¢)- (- ()-m

6. Razporeditev lahko doloc¢imo tako, da najprej v vrsto postavimo miroljubne vojake.
To lahko storimo na m! nac¢inov. Nato mednje vrinemo nasilne vojake: zanje imamo
m + 1 mest. Vrinemo torej lahko na (m + 1)m---(m — n + 2) na¢inov. Moznih
nacinov je torej m!(m + 1)m---(m —n + 2), kar je enako 0, ¢e je n > n + 2, sicer

pa je enako:
m!(m+1)! m+1y
—— = m!n!.
(m—n+1)! n
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9!

7. a) 9= 362880, b) 312041 =288, ¢) 28831 = 1728, ) gro =

1260.
8 5!=120; 9-8-7-6-5=15120.

12!

9. a) graorsrsy = 1633200,
71 51
b) 23 S grg — 12600,
|
) 5~ 151200.

212!
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2.

Elementarna verjetnost
5

. — =07139.

36

. Verjetneje je, da so trije enega, eden pa nasprotnega spola: verjetnost tega dogodka

je 8/16 = 0°5, verjetnost enake zastopanosti pa je 6/16 = 0°375.

5

5 4 3 5-4-3
La) — .. 2 .6=02 T 0273,
a) 7515 6= 0208, b) © 0273

. Oznacimo z R; dogodek, da je bila i-ta izvleCena kroglica rdeca, z Z;, da je bila

zelena, z R; pa, da je bila rdeca. Izracunati je treba P(R; U Z5).

Prvi nacin. Velja:

Velja P(R;) = 3/10. Nadalje je:

3:242-14+5-2 1
P(Zy) = P(RiNZy)+ P(Z1NZy) + P(B1NZy) = T =
Opazimo, da je to enako P(Z;). To je zato, ker sta obe poziciji pri vle¢enju enako-
vredni. Konc¢no je:
3.2 13

3 1
P(RIUZ) = — + - — ——

= — =0433.
10 5 10-9 30 0433

Drugi nacin. Velja:

P(RyU Zs) = P(Ry) + P(Z;\ Ry) =
P(Ry) + P(Z1 N Z5) + P(B1 N Z) =
3 2.1 3.9

“10710.9 7109
13

% )

kar je isto kot prej.

. BnC
. a) P(A°N B°NC°) = 025,

b) P(ANB°NC)U(A*NBNCY)U(A°NB°NC)) =025,
¢) P(ANB)U(ANC)U(BNC)) =05.
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8. Oznacimo iskani dogodek z A. Tedaj velja:

364363 (366 — n)

P(A)=1 T
Tabela prvih nekaj verjetnosti:
onl P
110 26 | 0598 51 | 0974
21000274 27 | 0627 52 | 00978
3| 070082 28 1 0°654 53 | 0981
4100164 29 | 0681 54 | 0°984
5100271 30 | 0°706 55 | 0986
6 | 0°0405 311073 56 | 07988
7|1 070562 32 1 0753 57 | 009901
8100743 3310775 58 | 009917
9 | 00946 34 1 07795 59 | 01993
10 | 0°117 35| 0814 60 | 0°9941
11 | 0141 36 | 0°832 61 | 09951
12 | 0°167 37 | 0°849 62 | 0°9959
13 | 0194 38 | 0°864 63 | 0°9966
14 | 0°223 39 | 0°878 64 | 019972
15 | 0°253 40 | 0°891 65 | 09977
16 | 0284 41 |1 0°903 66 | 09981
17 1 0°315 421 0914 67 | 009984
18 | 0°347 43 |1 00924 68 | 09987
19 | 0°379 44 1 0933 69 | 01999
20 | 0°411 145 | 0941 | 70 [ 09992
21| 0444 46 | 0°948 71 | 009993
22 | 0476 47 | 07955 72 | 009995
23 | 0507 48 | 0961 73 | 009996
24 1 0538 49 | 0°966 74 | 019996
25 | 0°569 50 | 097 75 | 019997

Ze pri 23 ljudeh verjetnost prvi¢ preseze 1/2.
Splosneje, e je d dni v letu, velja:
dd—-1)(d=2)---(d—n+1)

P(A) =1— - -

(DD )

Oglejmo si asimptotiéno obnasanje te verjetnosti, ko gre d — oo (n pa se lahko
spreminja z d). Najprej opazimo, da je dogodek A unija dogodkov A,;;, da imata i-ti
in j-ti ¢lovek oba rojstni dan na isti dan (i # 7). Vsi ti dogodki imajo verjetnosti
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1/d. Dogodka A;; in Aj; sovpadata, sicer pa je plavzibilno, da so ti dogodki, ¢e je
n majhen v primerjavi z d, priblizno paroma nezdruzljivi, zato je:

1 n?— ’
:P< U Aij>m Z P(Ay) = Z Ezngdn%;l_d'

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

To je enako vsaj 1/2 pri n > Vd. 1z /365 = 1910 dobimo, da je pri d = 365 to
izpolnjeno pri n > 20. Dobili smo torej malo prenizek prag.

Natancnejsi argument pa nam da analiza. 7 aproksimacijo 1 — z ~ e~® in oceno
logaritma ostankov se da izpeljati:

P(AS) ~ =01/ (2d) , brz ko je n < d*3;
P(A)~1-— e =D/ by ko gre d — o0 ;
n(n—1)

P(A) ~ . brz ko jen < Vd.

2d

Ce aproksimiramo P(A) ~ 1 —e /29 _je slednje enako vsaj 1/2 pri n > v/2dIn 2.
Iz v/2-365 - In2 = 22°49 dobimo, da je pri d = 365 to izpolnjeno pri n > 23, kar je
pravi prag.

() _ [
9. 2(16)6 = (36) = 0'431.
8 4
90 10\ (90
+
10. 1 — (10) 1501 ) (9) = (0°262.
(10)
8 (4 (2
1. WG - oy
(7)
12. Verjetnosti dobitkov lahko racunamo na dva nacina. Pri prvem nacinu si predsta-
vljamo, da so prekrizane stevilke fiksne, nakar gledamo vsa mozna zrebanja (pogled
igralca). Lahko pa si predstavljamo tudi, da so fiksne izzrebane Stevilke, nakar

gledamo vsa mozna krizanja (pogled Loterije). Ker se namreé¢ igralceva izbira in
zrebanje stevilk izvedeta neodvisno, ni pomembno, kaj je bilo prej. Dobimo:

N/ h 10 stevilk: (60) = (20) = 46571077 = =1
a vse stevl ( ) = (10) = 5 147 181
20\ (50
e Za 5 stevilk: ( >0( ) = (5)755) = (0°0828 = L‘;
(50) (10) 12'1
60 50
e Za nic stevilk: (28) = (10) = 00259 = L
o (o) 38°6

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.


../_Gradiva/TikiTaka.py
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13.

14.

Nalogo lahko resimo na vsaj tri nacine.

Prvi nacin: postavimo se v kozo igralca, ki ve, katere stevilke je prekrizal, ne ve
pa, katere so bile izzrebane. Ce najprej izberemo redno izzrebane stevilke in nato
dodatno, dobimo, da je verjetnost danega dogodka enaka:

6 (38
(5) ( 1 ) 1
i :
( 6 ) -38
Drugi nacin: prav tako se postavimo v kozo igralca, le da najprej izberemo dodatno
in Sele nato redno izzrebane. Iskana verjetnost se sedaj izrazi v obliki:

5\ (38
6- (5) ( 1 )
a3y -
44 - (6 )
Tretji nacin: postavimo se v kozo Loterije, ki ve, katere Stevilke so bile izzrebane, ne
ve pa, katere stevilke je prekrizal igralec. Iskana verjetnost se sedaj izrazi v obliki:

(5) ) (%)
a1 :
(s)
Preverimo lahko, da vse tri izrazave dajo vrednost:

3 1

~ =850-107".
3520526  1.176.509

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Za izide vzemimo razporeditve oznacenih kart v kupu; teh je 10! in vsi so enako
verjetni. Oznac¢imo z A dogodek, da je prva rdeca karta izvlecena pred prvo zeleno.

Opazimo, da je ta dogodek dolocen ze z razporeditvijo oznacenih rdecih in zelenih
kart. Bolj formalno, dogodek A je unija dogodkov iz particije 1, ki jo sestavljajo
dogodki, da je v kupu ¢isto dolocen vrstni red oznacenih rdecih in zelenih kart; na
modre pozabimo. Vsak tak dogodek sestavlja 6 -7 -8 -9 - 10 izidov, ki jih dobimo
tako, da med te karte, lahko pa tudi spredaj ali zadaj, vrivamo modre karte. Zato
so dogodki iz particije 1 enako verjetni.

Zdaj bi lahko presteli, koliko dogodkov iz particije 1 sestavlja dogodek A. Toda iz-
racun njegove verjetnosti si lahko Se olajsamo, ¢e opazimo, da je ta dogodek dolocen
ze s tem, katera karta je prva med rde¢imi in zelenimi. Torej je A unija dogodkov iz
particije 2, ki jo sestavljajo dogodki, da je ¢isto dolocena karta prva med rdecimi in
zelenimi. Vsak tak dogodek je unija 4! dogodkov iz particije 1, ki jih dobimo tako,
da izbrani prvi karti dodamo preostale. Torej so tudi dogodki iz particije 2 enako
verjetni. Particijo 2 sestavlja 5 dogodkov in A je unija dveh izmed njih, torej je

P(A) = 2/5.

Alternativno bi lahko gledali tudi particijo 3, ki jo sestavljajo dogodki, da je v kupu
¢isto dolocen vrstni red meoznacenih rdecih in zelenih kart. Vsak tak dogodek je
unija 2! 3! dogodkov iz particije 1, torej so tudi dogodki iz particije 3 enako verjetni.


../_Gradiva/Loto.py
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15.

16.

Particijo 3 sestavlja (g

Sledi P(A) = 4/10, kar je isto kot prej.

Kon¢no je B¢ eden izmed dogodkov iz particije 3: to je namrec¢ dogodek, da so izmed
rdecih in zelenih kart prve tri zelene, zadnji dve pa rdeci. Sledi P(B) =1—1/10 =
9/10.

) = 10 dogodkov, dogodek A pa je unija (zll) = 4 izmed njih.

Verjetnostni prostor lahko razdelimo na 9 -8 -7 = 504 enako verjetne izide — glede
na to, katere Studente asistent izbere za premestitev in v katerem vrstnem redu.
Vsak tak izid lahko torej ponazorimo z zaporedjem ¢rk oblike xyz. Tako zaporedje
si lahko predstavljamo kot povelje, naj gre x tja, kjer je bil prej y, y tja, kjer je bil
prej z, in z tja, kjer je bil prej x.
Prestejmo ugodne izide. Pri Aljazu in Brigiti lo¢imo, kateri od njiju je bil premescen
in kateri ne.
e Vsak izid, kjer ni premescen niti Aljaz niti Brigita, je ugoden. Teh izidov je
7-6-5=210.
e Ce je Aljaz premescen, Brigita pa ne, mora biti AljaZ premesc¢en na Cvetovo
mesto. Taki so vsi izidi oblike ACx, xAC ali CzA, kjer ¢rka x pomeni kogar
koli, ki ni Aljaz, Brigita ali Cveto. Teh izidov je 6 - 3 = 18.
e Ce je Brigita premescena, Aljaz pa ne, ni ugodnih izidov.
e Ce sta premescena oba, najprej opazimo, da morata ostati v svoji vrsti. Edini
ugodni izidi so ABC', BC'A in CAB.
210+ 1843 231 11

504 504 24
Opomba. Po trije in trije izidi, kot smo jih definirali, dolo¢ajo enako premestitev.

9.8.7 9
Tako bi lahko za izide vzeli tudi kar premestitve. Teh je 5 = 2. (3) = 168.

Iskana verjetnost je tako enaka = 0'458.

Prvi nacin. Kup razdelimo na vrhnjih 25, srednji 2 in spodnjih 25 kart. Ce se zgodi
dani dogodek, je stevilo pikov in src v posameznem delu kupa natancéno doloc¢eno ze
s Stevilom pikov in src v srednjem delu z dvema kartama. Tam pa imamo naslednje
moznosti:

e brez src in pikov — verjetnost tega dogodka je:
25\ 2 26 24
(s _(G) ()
52\ (39\ (52 50Y
()G () Gs)
e natanko eno srce in brez pikov ali pa natanko en pik in brez src — verjetnost
tega dogodka je:

(%) _,.13:%6

(%)
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e cno srce in en pik — verjetnost tega dogodka je:
2-()° _13-13 ()
GG () G)
e dve srci ali dva pika — verjetnost tega dogodka je:
2 () ) )
52\ (39 52 50 52 50\
(1) () G) G () ()
Ker se te moznosti med seboj izkljucujejo, je verjetnost danega dogodka vsota zgor-
njih verjetnosti, ki je enaka:

61 (25!)%- 26!

— L T = 4571078,
7 (121)2- 52

Drugi nacin. Srcem pripiSemo zgornjo, pikom pa spodnjo polovico kupa, nakar
lo¢imo moznosti, ali katero srce oziroma pik prestopi pripisano polovico kupa:

e vsa srca so v zgornji, vsi piki pa v spodnji polovici — verjetnost tega dogodka
je:
26\ 2 26
Ga) ()
52\ (39 52)
(13) () (o)
e srce prestopi, pik pa ne, ali pa obratno — verjetnost tega dogodka je:

o )l) 13 () 18 (o)
2\ (39 1 ,
()G 52 (o) 52 ()
e prestopi tako eno srce kot tudi en pik — verjetnost tega dogodka je:
G e ()
(3 Gs) 9251 ()

Tudi ti dogodki se med seboj izklju¢ujejo in njihova vsota pride ista kot prej.

Tretji nacin. Lo¢imo glede na stevilo src med srednjima dvema kartama:
e brez srca — verjetnost tega dogodka je
()G _ (o) _
2 2
() () Go)
e natanko eno srce — verjetnost tega dogodka je
2 ()E) 13 (), 1 ()
2 1 1\ °
(r3) (33) 52 (35) 52 (3)

(i)
(7)
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e dve srci — verjetnost tega dogodka je
()G (5)
()G ()

Tudi ti dogodki se med seboj izklju¢ujejo in njihova vsota pride ista kot prej.

() _ () ()
(5 52-52 (3)°

25 25

17. a) Ce vse cvetlice med seboj lo¢imo, je vseh moznih razporeditev (b4 f + k)! in
vse so enako verjetne. Presteti moramo Se vse razporeditve, pri katerih so begonije
in fuksije skupaj. Le-te lahko obravnavamo kot dva bloka; skupaj s kalanhojami
je to k + 2 enot. Nato pa moramo Se razporediti begonije in fuksije znotraj bloka.
Dobimo, da je moznih razporeditev (k + 2)!b! f!. Iskana verjetnost je torej enaka:

(k+2)!0! f!
b+ f+Ek)!
b) Oznac¢imo z B, F' in K dogodke, da so begonije, fuksije oziroma kalanhoje skupay.
Po nacelu vkljucitev in izkljucitev je iskana verjetnost enaka:
P(B°NF‘NK® =1-P(B)— P(F)— P(K)
+P(BNF)+PBNK)+P(FNK)—P(BNFNF)

= (b+;+k)! (b+ ]+ k)

—(f+Ek+D0 = O+Ek+D 1=+ f+ 1)K
+(k:+2)!b!f!+(f+2)!b!k:!+(b+2)!f!k:!—3!b!f!k!}.

18. 76/120. V splosnem, ko je kuvert n, je rezultat:

I | (=)t 1 /n! 1 1
e T AR QR (N (s
2!+3! 4!+ + n! n!<e> n'<n( e)>

19. Za k = 1,2,...,6 ozna¢imo z A, dogodek, da sStevilo k ni zabelezeno, z A pa
oznacimo dogodek, da so zabelezena vsa Stevila pik. Tedaj je:

A=ANASNASNASNASN A = (AU A, U A3 UA U As U Ag)° .

Za katere koli razlicne indekse i1, 19, ..., je A;; N A;, N---NA;, dogodek, da so
vsa ustrezna stevila pik nezabelezena, torej da je v vsakem metu padlo Stevilo pik,

razlicno od 71, 29, ..., 1. Torej je:
(6 — k)10
P(Ail ﬂAiQQ"'mAik> — T

Po nacelu vkljucitev in izkljucitev je:

k=1 0
16435440 38045

= =0272.
610 139968
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20. Ostevil¢imo stole po vrsti od 1 do 2n. Dani dogodek je komplement unije Ufﬁl A;,
kjer je:
A; := {na stolih 7 in i + 1 sedi par},

pri ¢emer 2n + 1 razumemo kot 1. Uporabili bomo nacelo vkljucitev in izkljucitev,
torej bo treba izracunati verjetnosti presekov 4; NA;, N---NA4,;,, kjer je 1 <13 <
iy < ... < i < 2n. Ce mnozice {iy,4; + 1}, {4i9,99 + 1}, ..., {ir, ix + 1}, pri Gemer
2n+ 1 spet identificiramo z 1, niso paroma disjunktne, je omenjeni presek nemogoc,
saj sta poligamija in poliandrija izkljuceni. Sicer pa razmisljamo tako, da iz vsakega
para {i;,i; + 1} izberemo stol, na katerem sedi zenska. Mozje teh zensk so lahko
posedeni na n(n—1)--- (n—k+1) enako verjetnih nac¢inov in samo eden je ustrezen.

Sledi: . ( )
n — !
PA A--NA )= —
R ey R ) pw pry v s ey

in po nacelu vkljucitev in izkljucitev je iskana verjetnost enaka:

- kg (k)
i=1 ’

k=1

kjer je Sy, Stevilo izbir k parov sosednjih stolov, ki so paroma disjunktni, izmed
m oznacenih stolov, razporejenih za okroglo mizo, pri ¢emer vrstni red izbiranja
ni pomemben. Ce postavimo Smo = 1, lahko iskano verjetnost Se elegantneje
zapisemo kot:

Zn:(—l)ks%,k (=Rt

n!
k=0

Stevila S, moramo Se izracunati. Lazje pa je gledati soroden problem, kjer so stoli

razporejeni v ravno vrsto: stevilo izbir za tak primer oznac¢imo z 57(11: I)C Te izbire
lahko namre¢ zakodiramo z zaporedji k£ ¢rk D in m — 2k ¢rk E: ob vsaki ¢érki F
gremo en sedez naprej, ob vsaki ¢rki D pa izberemo par, ki ustreza tekocemu in
naslednjemu sedezu, nakar gremo naprej. Tako so izbire parov sedezev in zaporedja
¢rk v povratno-enoli¢ni zvezi, vseh pa je:

GR) _ k+m—2k\ (m—k
m,k k - k :

Za povezavo med okroglo mizo in ravno vrsto si oglejmo Se Stevilo izbir k parov
sosednjih stolov, ki so paroma disjunktni, izmed m oznacenih stolov, razporejenih
za okroglo mizo, pri ¢emer je en par odlikovan, ostalih parov pa ne lo¢imo. Stevilo

teh izbir oznac¢imo z ST(B ,)g Ocitno je:

S =k Sy =m SN,

m,
torej je:

Sm,k = L m—2,k—1 = L

M (R) m(m—k—1 m-(m—k—1)!
ko1 K (m — 2k)!
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21.

(v zadnji obliki ima rezultat smisel tudi za k = 0), iskana verjetnost pa je enaka:

2nz 2n— —Dl(n—k)!

(2n — 2k)!n!

Alternativno pa lahko definiramo tudi STSE L kot stevilo izbir k parov sosednjih stolov,
ki so paroma disjunktni, izmed m oznacenih stolov, razporejenih za okroglo mizo,
pri ¢emer odlikujemo sedez, ki ni v nobenem paru. Tedaj je

S = (m —2k) Sy =m S,

m,k
torej je:
m (R) m m—k—1 m-(m—k—1)!
mk = Sm 1.k — = ,
m — 2k m — 2k k k! (m — 2k)

kar je isto kot prej.

Prvi nacin. Naj bo A; dogodek, da najdaljse zacetno strnjeno strogo narascajo-
¢e podzaporedje vsebuje [. Ta dogodek je unija paroma nezdruzljivih dogodkov
A, A, ..o A, Kjer je Ay, dogodek, da je pred ¢lenom, ki je enak [, k ¢lenov
izbranega zaporedja. 7 drugimi besedami, prvih k ¢lenov izbranega zaporedja tvori
narasc¢ajoce zaporedje $tevil od 1 do [—1, naslednji ¢len pa je enak . Ce naras¢ajoca
zaporedja identificiramo z mnozicami, dobimo:

()

mk+1’

P(Ay) =

torej je:

- DO

k=

Drugi nacin. Opazimo, da je to, ali najdaljse zacetno strnjeno strogo narasc¢ajoce
zaporedje, vsebuje [, doloc¢eno zZe s prvimi [ ¢leni zaporedja. Zaporedjem [ stevil od 1
do m, za katera velja, da najdaljse zacetno strnjeno strogo narasc¢ajoce podzaporedje
vsebuje [, recimo dobra zaporedja. Le-ta bomo presteli s konstrukcijo ustrezne
bijekcije.

Dobra zaporedja so v oc¢itni bijektivni korespondenci z nabori (k;iy, s, ..., 1), kjer
jek € {0,1,...;0 =1}, dq,...,05 € {1,2,....m}in i <ipg < -+ <ip < gy =L
Oznac¢imo mnozico taksnih naborov z N;. Vsakemu naboru iz N, priredimo funkcijo
f:4{1,2,...,01—1} = {0,1,...,m} na naslednji nac¢in:

e Postavimo f(i1) := f(ig) := -+ := f(iy) :=
e Pisimo {1,2,...,0 —1}\ {i1,42,... ik} = {J1,J2, - - -, Ji—k—1}, pri Cemer naj bo
0 <J2 < <Ji—k-1-
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22,

e Postavimo f(j1) :=igr2, f(J2) :=tkas, -y [(Ji—k-1) := 1

Pokazimo, da je ta predpis bijekcija iz N; v mnozico vseh funkeij iz {1,2,...,l— 1}
v{0,1,...,m}, tj. da za vsako funkcijo f: {1,2,...,l—1} — {0,1,...,m} obstaja
natanko en nabor iz N, ki se preslika vanjo. Ce je (k;iy, i, ...,%;) tak nabor, naj-
prej opazimo, da f v 0 preslika natanko Stevila iy, s, . . ., i — velja torej f~1({0}) =
{i1,42,...,i;}. Komponento k torej dobimo kot mo¢ mnozice f~'({0}). Nadalje
Stevila iy, 49, . . . , i, dobimo kot prasliko f~1({0}), urejeno v strogo naras¢ajoce zapo-
redje; vsa so strogo manjsa od [. Po predpostavki mora biti i;; = [. Ko spet pisSemo
{1,2, N 1} \ {il,ig, ce ,Zk} = {jl,jg, ce 7jl—k—1}, kjer je j1 < jo < -+ < Ji_g—1,
pa dobimo Se indekse ix10 = f(j1), ka3 = f(J2),--- 0 = f(ji—k—1). Tako je nabor
natanc¢no dolocen, pripada N; in se preslika v funkcijo f. Dani predpis je torej res
bijekcija.

Ustreznih funkcij f je seveda (m + 1)"=! in toliksna je tudi mo¢ mnoZice Nj, torej
je toliko tudi dobrih zaporedij. S tem je zgoraj dobljeni rezultat dokazan Se bolj
neposredno.

Za en semafor lahko verjetnostni prostor ponazorimo z naslednjo sliko:

—~ —~

rdeca zelena
(2 min) (2 min)

3
in verjetnost iskanega dogodka je 1= 0°75.
Za dva semaforja pa je slika naslednja:
S
s

zelena
(2 min)

rdeca
(2 min)

} } }
T i T

rdeca zelena
(2min) (2 min)

+

17
in verjetnost iskanega dogodka je 32 = 0'531.
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23. a) o 0179, D) L - 0°0286. Slika:
. a 58 , i . ika:

Student |

7:07 +

7:05 +

7:00 +

6:55 7:00 7.05  avtobus

24. Dani kvadrat postavimo v kooordinatni sistem (x,y), tako da se sredisce kvadrata
ujema z izhodis¢em koordinatnega sistema, da ima stranice vzporedne s koordina-
tnim krizem in da je njegova stranica enaka 2. Nato ga razdelimo na osem triko-
tnikov, med katerimi ima vsak eno oglisée v sredis¢u kvadrata, drugo se ujema z
enim od oglis¢ kvadrata, tretje pa se ujema z enim od presecis¢ roba kvadrata s
koordinatnim krizem, ki je najblizje prej omenjenemu oglis¢u kvadrata (glej sliko).
Zaradi simetrije je dovolj, ¢e se omejimo na en sam trikotnik.

Y
1
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25.

V zgornjem desnem trikotniku bo tedaj tocka blizje robu kot sredis¢u kvadrata
(temnosivo) natanko tedaj, ko bo 1 —y < /2% 4+ y2. Po ureditvi (in ob upostevanju
lege tocke) dobimo, da je to natanko tedaj, ko je y > (1 — x?)/2 — v resnici gre za
geometrijsko definicijo parabole. Mejni del parabole gre od tocke (0,1/2) do tocke

(a,a), kjer jea =1/(1 ++/2) =2 — 1.

Plosc¢ina celega trikotnika je 1/2, plos¢ina ugodnega obmodja (temnosivo) pa je

enaka:
— )2 a 2 _ \2 a 2
(1—a) +/ 1_1 x dx:(l a) +/ 1+ dp —
2 0 2 2 0 2

3—3a+3a%>+a

Iskana verjetnost je torej:
8 —4v/2

=0781.
3

Recimo, da so ¢rte vodoravne. Oznacimo s h razdaljo med tocko na najbolj spo-
dnjem delu igle in prvo ¢rto, ki je nad to tocko (0 < h < a). Nadalje naj bo ¢ kot
med iglo in pravokotnico na ¢rte (0 < ¢ < m/2). Tedaj igla seka katero izmed ¢rt
natanko tedaj, ko je h < bcos .

Slepo metanje igle je smiselno interpretirati tako, da sta razdalja h in kot ¢ izbrana
na slepo in neodvisno iz ustreznih intervalov. V tem primeru dobimo:

2 a b—+vb—a?
/2 — |arccos - + ——— ;a<b
2 : 77 b a ’
P=— min{a,bcosp}dp =
Ta Jo 2b
— ;a>b
ma
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3.

Pogojna verjetnost

1. Ce je kocka postena, velja P(A | L) = 1/3 in P(B | L) = 0. Ce pa je nepostena na

nacin, opisan v nalogi, pride P(A | L) = 025 in $e vedno P(B | L) = 0.

. Oznacimo z A dogodek, da je prva karta pik, z B pa dogodek, da sta med izvlecenimi

kartami natanko dva pika.

Prvi nacin. Predstavljamo si, da so mesta kart posamezne barve fiksna, da pa jih
slucéajno vlecemo. S preprostim premislekom dobimo brezpogojni verjetnosti obeh
dogodkov pa tudi pogojno verjetnost P(B | A):

16 15 14 13 5.7-13 455
) 3 12 11 2-9-11 198

4
P(B) = (;) (122) _ (4) 4 3 12 11 9-11 99

Sledi:

9 o PANB)
910

P(ANB) = P(A)P(B| A) = PG 3

Drugi nacin. Prav tako si predstavljamo, da so mesta kart posamezne barve fiksna,
da pa jih slu¢ajno vlecemo. Za izide enotno postavimo cetverice izvlec¢nih kart,
pri katerih lo¢imo, katera je prva, ostalih treh pa ne. Tako dobimo 16 - (135) izidov.
Nadalje dogodek ANB sestavlja 4- (3) . (12) = 431211 "qogodek A°NB pa 12- (4) . (11) =
1)\ 2 2 2) 1

12431 jzidov. Ker sta obe Stevili enaki, mora biti P(A | B) = 1/2, kar je isto kot
prej.

Tretji nacin. Predstavljamo si, da so mesta izvlecenih kart fiksna, barve pa se
slucéajno razporejajo. Vseh moznih izidov je (146). Dogodek B vsebuje (3‘) (122) izidov,

dogodek AN B pa (1) (3) (122) izidov. Sledi:

VAN
1y (3) (12
WGHEG) 1
P(A]B) =~ an— =5
(2)(%)
Cetrti nacin. Za izide v naSem verjetnostnem prostoru postavimo kar konfiguracije,
pri katerih opisemo, katere izvlecene karte so piki in katere ne. Tedaj vsi izidi sicer

niso enako verjetni, Se vedno pa so enako verjetni izidi, ki sestavljajo dogodek B.
Teh je (;1) = 6, trije med njimi so v dogodku A. Zato je P(A| B) = 1/2.

. Resujemo podobno kot pri drugem nacinu resitve 16. naloge iz 2. razdelka, pri cemer

za izide vzamemo vse mozne razporeditve mest v kupu za srca in pike (lo¢imo torej,
ali doloceno mesto v kupu pripada srcu, piku ali ¢emu drugemu). Razporeditve, pri
katerih so vsa srca med vrhnjimi 27 in vsi piki med spodnjimi 27 kartami, prestejemo
tako, da srcem pripisSemo zgornjo, pikom pa spodnjo polovico kupa, nakar lo¢imo
moznosti, ali katero srce oziroma pik prestopi pripisano polovico kupa:
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e Razporeditev, pri katerih so vsa srca so v zgornji, vsi piki pa v spodnji polovici,

. 26\ 2
Je (13) :
e Razporeditev, pri katerih srce prestopi, pik pa ne, ali pa obratno, je 2(?(3) Gg)

e Razporeditve, pri katerih prestopi tako eno srce kot tudi en pik, so (v okviru
osnovne zahteve) natancno tiste, pri katerih je 26. karta z dna srce, 26. z vrha

pa pik. Le-teh je (fg)Q

Iskana pogojna verjetnost je torej enaka:

2
(2 _ ! T o
2 2 2 :
(o) +2- (G + ()" () +2-5+1 O

4. Razmislek je napacen: brezpogojni verjetnosti sta enaki, ne pa tudi pogojni verje-
tnosti glede na dogodek, da smo izvlekli zlat kovanec.

5. Imamo dve moznosti: ali ostanemo pri prvotni izbiri ali pa se premislimo. Ker
so (na zacetku) vse moznosti za vrata, za katerimi se skriva avto, enako verjetne,
velja, da, Ce se ne premislimo, dobimo avto z verjetnostjo 1/3. Bolj formalno lahko
napisemo:

) 1
Postanemo pri prvotni izbiri(dOblmO thO) = g

(strategija je zapisana spodaj pri P in ne kot pogoj — to je Se vedno brezpogojna
verjetnost). Nadalje opazimo, da, ¢e se premislimo, dobimo ravno nasprotno, kot
¢e ostanemo pri prvotni izbiri. Torej je:

2
Pe premistimo(dobimo avto) = 3

Bolje se je torej premisliti — vsaj ¢e se ze na zacetku igre odlo¢imo, ali se bomo
premislili ali ne, ne glede na to, katera vrata bo odprl vodja igre.

Razmislek iz besedila naloge je torej napacen. Da vidimo, zakaj, zapiSimo vse mozne
izide. Brez $kode za splosnost lahko privzamemo, da sprva izberemo prva vrata. Ce
se za njimi skriva avto, ima vodja igre izbiro, katera vrata odpre, sicer pa izbire
nima. Izide lahko torej zapisemo kot AOB, ABO, BAO in BOA: ¢rka A pomeni
avto za (Se zaprtimi) vrati, ¢rka B buco za zaprtimi vrati, ¢rka O pa odprta vrata.

Razmislek iz besedila naloge je napacen, ker so v njem pomesane pogojne in brez-
pogojne verjetnosti. Privzemimo najprej, da vodja igre v primeru, ko ima moznost
izbire, izbira povsem naklju¢no — da torej nobenih vrat ne favorizira. Tedaj verje-
tnosti izidov ustrezajo shemi:

AOB ABO BAO BOA
1/6 1/6  1/3 1/3 )

Brezpogojni verjetnosti sta res enaki:

1
P(avto za prvimi vrati) = P(avto za drugimi vrati) = 3
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to pa ne drzi za pogojni verjetnosti:

P({ABO}) 1
P({ABO,BAO}) 3’
P({BAO}) 2

P(avto za drugimi vrati ‘ tretja vrata odprta) = =

P({ABO,BAO}) 3°

P(avto za prvimi vrati ’ tretja vrata odprta) =

Pogojni verjetnosti sta drugacni od brezpogojnih: brz ko je vodja igre odprl tretja
vrata, nam je s tem dal dodatno informacijo. Se drugace: ne moremo uporabiti
formule za pogojno verjetnost pri enako verjetnih izidih, ker izida ABO in BAO
nista enako verjetna.

Dogodka, da vodja igre odpre tretja vrata, ne smemo zamesati z dogodkom, da
je za tretjimi vrati buca: prvo je dogodek {ABO,BAO}, drugo pa je dogodek
{AOB, ABO, BAO}. Tudi pogojni verjetnosti:

P(avto za prvimi vrati ‘ buca za tretjimi Vrati)

=P (avto za drugimi vrati ‘ buca za tretjimi Vrati) =35

se ne ujemata s pogojnima verjetnostma glede na dogodek, da vodja igre odpre tretja
vrata. Pogojevanje na dogodek, da je za tretjimi vrati buca, ustreza alternativnemu
protokolu igre, po katerem bi vodja igre najprej odprl vrata, ki bi jih izbral igralec,
nakar bi igralec izbral ena od Se neodprtih vrat in dobil tisto, kar se skriva za njimi.

Omeniti velja Se, da odprtje tretjih vrat ne spremeni verjetnosti, da je avto za prvimi
vrati:

1
P(avto za prvimi vrati ‘ tretja vrata odprta) =3 = P(avto za prvimi Vrati) .

Seveda pa odprtje tretjih vrat spremeni verjetnosti za druga in tretja vrata: za
druga jo dvigne z 1/3 na 2/3, za tretja pa jo spusti z 1/3 na 0.

Informacija, da je vodja igre odprl prva vrata, pa lahko spremeni tudi verjetnost, da
je avto za prvimi vrati, ¢e vodja igra favorizira katera od vrat. Ce recimo favorizira
tretja vrata v smislu, da jih odpre vsakic, ko jih le lahko, verjetnosti izidov ustrezajo
shemi:

AOB ABO BAO BOA
o 1/3 1/3 1/3

in velja:
P(avto za prvimi vrati ! tretja vrata odprta)

1
= P(avto za drugimi vrati | tretja vrata odprta) =35

medtem ko je:

P(avto za prvimi vrati ‘ druga vrata odprta) =0,

P(avto za tretjimi vrati ‘ druga vrata odprta) =1.
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V primeru, ko vodja igre favorizira tretja vrata, je dogodek, da vodja igra odpre
tretja vrata, kar enak dogodku, da je za tretjimi vrati buca. Tudi tako bi torej lahko
za ta primer dobili pogojni verjetnosti glede na ta dogodek.

6. a) Vodja igre lahko odpre druga vrata, ¢e je nagrada za prvimi ali za tretjimi vrati.
V prvem primeru vodja igre odpre druga vrata s pogojno verjetnostjo 1/4 in igralec
dobi nagrado. V drugem primeru pa vodja igre z gotovostjo odpre druga vrata in
igralec ne dobi nagrade. Ustrezna pogojna verjetnost je torej enaka:

1

T 1, 1 :
sty 13

N =

Ko vodja igre odpre vrata, je vedno za enimi Se neodprtimi vrati nagrada, za drugimi
pa ne. Ce se igralec premisli, je torej ustrezna pogojna verjetnost enaka %, kar je
ve¢. Torej se igralcu splaca premisliti.

Ce vodja igre odpre tretja vrata in igralec ostane pri istem, pa je ustrezna pogojna
verjetnost enaka:

Y

d
9

NS W=
+ |erco

1 3
2 10
¢e se igralec premisli, pa je ustrezna pogojna verjetnost enaka %. Ce vodja igre
odpre tretja vrata, se torej igralcu splaca ostati pri istem.

b) Loc¢imo naslednje moznosti:

e Ce je nagrada za prvimi vrati in vodja igre odpre druga vrata, se bo igralec
premislil, odprl bo tretja vrata in ne bo dobil nagrade.

e Ce je nagrada za prvimi vrati in vodja igre odpre tretja vrata, se igralec ne bo
premislil in bo dobil nagrado.

e Ce je nagrada za drugimi vrati, bo vodja igre odprl tretja vrata, igralec se ne
bo premislil in ne bo dobil nagrade.

e Ce je nagrada za tretjimi vrati, bo vodja igre dobil druga vrata, igralec se bo
premislil in bo dobil nagrado.

Iskana verjetnost je tako enaka:

1 23
5 40

1 3 L
2 4

kar je ve¢ kot v primeru, ¢e ne gleda na to, katera vrata odpre vodja igre (tedaj je
verjetnost, da dobi nagrado, enaka %, Ce se premisli ali ne).

c) Igralcu se bolj splaca v prvem koraku pokazati na tretja vrata, potem pa se
premisliti ne glede na to, katera vrata odpre vodja igre. V tem primeru bo namrec
dobil nagrado, brz ko le-ta ne bo za tretjimi vrati, to pa se zgodi z verjetnostjo 2

5 Y
: > 23
kar je vec kot .

7. Kon¢ni izid je lahko:
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10.

e 6: 2, ¢e v nadaljnjih dveh rundah zmaga Janez;

e 6 : 3, Ce v nadaljnjih dveh rundah enkrat zmaga Janez in enkrat Peter, v tretji
rundi pa zmaga Janez;

e 6 :4, ¢e v nadaljnjih treh rundah enkrat zmaga Janez in dvakrat Peter, v ¢etrti
rundi pa zmaga Janez;

e 6:5, ¢e v nadaljnjih Stirih rundah enkrat zmaga Janez in trikrat Peter, v peti
rundi pa zmaga Janez.

Iskana verjetnost je zato enaka:

1 2+2 L 3+3 L 4+4 1 5—13—0'8125
2 2 2 2/ 16 '

Se hitreje pridemo do rezultata, e vzamemo nasprotni dogodek (izida 4 : 6 in 5 : 6).

5 4-3 3 3-3 2 4-3 37 .
ng g ey et

. V splosnem to ni res: za protiprimer lahko postavimo verjetnostni prostor {2 =

{0,1,2,3}, v katerem so vsi izidi enako verjetni, ter dogodke A = {0,1}, B = {0, 2}
in C ={0,3}: velja P(A| B)=P(A|C)=1/2,toda P(A|BUC)=1/3.

Trditev pa drzi ob dodatni predpostavki, da sta dogodka B in C nezdruzljiva.
Splosneje velja, da, ¢e so Hy, Hs, ..., H, oziroma Hy, Hy, Hs, ... paroma nezdruzljivi
dogodki z unijo H in P(A | H;) = p za vse i, velja tudi P(A | H) = p. Dogodek
AN H je namre¢ disjunktna unija dogodkov AN Hy, AN Hsy,..., AN H, oziroma
ANH,ANHy,AN Hs, ..., zato je:

P(ANH)=P(ANH)+ P(ANHy)+---+ P(ANH,) =
=pP(H,)+pP(Hy) +---+pP(H,) =
=pP(H)

oziroma

P(ANH)=P(ANH,)+ P(ANHy)+P(ANH;3) +--- =
=pP(H\) +pP(Hy) +pP(H;) +--- =
=pP(H),

od koder sledi, da je P(A | H) = p.

Naj bo A dogodek, da Janez dobi dvoboj. Njegovo verjetnost lahko izracunamo na
vsaj dva nacina.

Prvi nacin: neposredno, kot vsoto geometrijske vrste:
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Drugi nacin: s pogojevanjem na rezultat po prvih dveh rundah. Glede na ta rezultat
definirajmo dogodke Hs.g, Hy.1 in Hy.o. Le-ti tvorijo popoln sistem dogodkov. Velja:

1

P(H2:O):§7 p(A|H2:O):1a
4

P(lel):§; .P(14|_E[1:1):])7
4

P(Hoz) = 9 P(A| Hy) =0.

Ce oznac¢imo p := P(A), po izreku o polni verjetnosti velja:

p= P(A) = P(Hyo) P(A | Hyo) + P(Hya) P(A| Hia) + P(Ho) P(A | Ho) =
p

Ly
99

Resimo enacbo in dobimo p = 1/5.

Opomba. Pogojni verjetnosti P(A | Hag) in P(A | Hoz) sta res ocitni, verjetnost
P(A | Hy1) pa je le videti oc¢itna, njena utemeljitev pa zahteva malo premisleka.
Prejsnja naloga pokaze, da se da izpeljati iz pogojnih verjetnosti:

P(A | prvo rundo dobi Janez, drugo pa Peter) =p,
P(A | prvo rundo dobi Peter, drugo pa Janez) =p,

a tudi ti dve pogojni verjetnosti nista ocitni. Za posamezno zgodovino smo namrec
privzeli samo pogojni verjetnosti dogodkov, da Janez ali Peter dobi naslednjo rundo:
privzeli smo, da sta ti dve verjetnosti neodvisni od zgodovine. Iz tega najprej
izpeljemo, da to velja tudi za dogodke, ki se nanasajo na to¢no doloc¢ene poteke
nadaljnjih kon¢no mnogo zaporednih rund, npr. da naslednjo rundo dobi Peter,
nato pa Janez dvakrat zmaga. Ce sta J;, in P, dogodka, da Janez oziroma Peter v
k-ti rundi zmaga, in Z poljubna zgodovina dolzine n, tako velja:

P(Pn-i-l N Jn-i—?ﬁ Jn+3 | Z) =
= P(Poi1 | Z) P(Jn2 N Jngs | Z0 Poga) =
=P(Poi1| Z) P(Jps2 | Z0O Poy1) P(Jnis | ZN Poy1 N o) =

Nadalje opisana neodvisnost od zgodovine velja tudi za disjunktne Stevne unije takih
potekov. Ena od teh unij pa za vsako zgodovino, ki se konca z izenac¢enim izidom,
ustreza dogodku, da Janez zmaga. Omenjeni pogojni verjetnosti sledita.

Ce bi obravnavali dogodek, ki se ne da izraziti samo s konénimi poteki, npr. limitno
nihanje razmerja med rundami, ki jih je dobil posamezen igralec, pa bi bila teore-
ticna utemeljitev Se bistveno tezja. Za take primere je na voljo Dynkinova lema,
znana tudi kot uzrek m-\.



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 161

11. Tu ima smisel definirati dva verjetnostna prostora: prvi se nanasa na posamezen
poskus, na njem sta definirana dogodka A in B in ima verjetnostno mero P;. Drugi
pa se nanasa na celotno zaporedje poskusov: na njem so definirani dogodki A, in
B,,, da je v n-tem poskusu prislo do opazanja A oziroma B, verjetnostno mero na
njem pa oznac¢imo s P. Tedaj velja:

P(An|ZhZQa” 7Zn I)ZPI(A)7

P<Bn | Z17227"'7Zn71) = Pl(B)7
P(A,NB, | Z1,Z9,...,7Zn-1) = P1(ANB),

kjer je lahko za vsak k = 1,...,n — 1 dogodek Z; kateri koli dogodek s strogo
pozitivno verjetnostjo, ki se nanasa zgolj na k-ti poskus. Dogodki, ki se nanasajo
zgolj na k-ti poskus, tvorijo o-algebro, ki vsebuje dogodka Ay in B,. Med drugim
lahko torej za Z; vzamemo tudi gotovi dogodek, torej je tudi:

P(A,)=Pi(A), P(B,)=Pi(B) in P(A,NB,) =P(ANDB).
Zelena verjetnost je verjetnost dogodka:
Ap:=(AiNB)U(B{NANB)U(BiNBsNA3NB3)U---

Nadaljujemo lahko na vsaj tri nacine.

Prvi nacin: neposredno. Glede na to, da gre pri zgornjem zapisu dogodka Ap za
disjunktno unijo, se njegova verjetnost izraza kot vrsta:

P(Ap) = Py(AN B) + Py(BS) Py(AN B) + (Py(B))* PA(ANB) 4 --- =
Pi(ANB)
T 1-P(B°)
= Pi(A| B).

Drugi nacin: s pogojevanjem na dogodek B;. Po izreku o polni verjetnosti velja:
P(Ag) = P(By) P(Ag | By) + P(BS) P(As | BY).

Na dogodku Bj se dogodek Ap ujema z dogodkom A;, zato je P(Ap | By) =
= P(A, | B)) = P1(A| B). Ce se zgodi BS, pa se vse zaéne na novo: s podobnim
premislekom kot pri prejsnji nalogi se da izpeljati, da je P(Ap | B1) = P(Ag). Torej
je:

P(Ap) = P(B:1) P1(A| B) + (1 - P(Bl)) P(Ag).
Resimo enacbo in dobimo P(A) = P;(A | B).

Tretji nacin. Zan =1,2,3,... naj bo:

H,:=BNBN---NB_,NB,
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12.

dogodek, da je v n-tem poskusu prislo do opazanja B, prej pa ne. Nadalje naj bo
H = H,U Hy U --- dogodek, da se izvajanje poskusov neko¢ konca. Ker gre za
disjunktno unijo, je:

Torej je P(Ap) = P(Ap | H). Nadalje za vsak n velja:

Pldn| ) = TG
B P(BgmntmmmBg,lmAntn) B
P(BSNBSN---NBS_,NB,)
~(Py(B%)" T Pi(ANB)
C(Pu(B9)" Pi(B)

= P(A| B).

Iz resitve 9. naloge dobimo, da je tudi P(Ag) = P(Ap | H) = P1(A | B).

Opomba. Ta naloga nudi Se eno mozno resitev prejsnje naloge. Za n-ti poskus
namre¢ vzamemo (2n — 1)-to in (2n)-to rundo. Na verjetnostnem prostoru, ki se
nanasa na posamezen poskus, definiramo dogodek J, da v obeh rundah zmaga
Janez, in dogodek I, da v obeh rundah zmaga isti igralec. Dogodek A, da Janez
dobi dvoboj, se tedaj ujema z dogodkom, da se pri prvem poskusu, ko se zgodi
dogodek I, zgodi tudi dogodek J. O¢itno je J C I in iz rezultata te naloge dobimo:

P(A) = Py(J | T) = ?1((‘;) _ 3=

~—

Naj bo A dogodek, da neko¢ izvlecemo kroglico, ki ni bela, in da ji sledi kroglica
iste barve. Nadalje za n = 1,2, 3, ... definirajmo dogodek R,, da v n-tem vlecenju
izvlecemo rdeco kroglico, pred tem pa smo izvlekli same bele, Z,, pa naj bo dogodek,
da v n-tem vlecenju izvlecemo zeleno kroglico, pred tem pa smo izvlekli same bele.
Ocitno je:
r z
PA|R,) = —— i PA|Z,)=——.
(4] ) r+z+0b n (A1 Zn) r+z4+b

Ceje R:= Ry UR,U--- dogodek, da je prva izvle¢ena kroglica, ki ni bela, rdeca,
Z = /Z1UZyU--- pa dogodek, da je prva izvlecena kroglica, ki ni bela, zelena, iz
resitve 9. naloge sledi, da je tudi

T . zZ
PAIR) ="y i PA[Z2)= "7
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13.

Iz prejsnje naloge pa sledi, da je:

T z

P<R):r+z m P<Z):r—|—z

in Se, da je P(RU Z) = 1. Po izreku o polni verjetnosti za skoraj popolne sisteme
dogodkov je:

r? + 22
(r+z)(r+z+0b)

P(A)=P(R)P(A|R)+ P(Z)P(A| Z) =

Oznacimo iskano verjetnost s p,. O¢itno je py = 1 in p; = 3/4, za n = 2 pa lahko
pogojujemo na naslednji popoln sistem dogodkov:

H¢ = {v prvem metu je padel grb},
Hcg := {v prvem metu je padla cifra, v drugem pa grb},

Hce := {v prvem in drugem metu je padla cifra} .

Oznacimo z A,, dogodek, da v prvih n metih nista padli dve zaporedni cifri, se pravi,
da je P(A,) = p,. Oglejmo si Se pogojne verjetnosti glede na prej definirani popoln
sistem dogodkov. O¢itno je P(A, | Hcc) = 0. Pri Hg in Heg pa se vse zacne
na novo, le da imamo en oziroma dva meta manj. Podobno kot v 10. nalogi lahko
utemeljimo, da je P(A,, | Hg) = pn—1 in P(A, | Hcg) = pn—2. Po izreku o polni
verjetnosti je:

Pn = %pnfl + Lllpnf2 .

Glede na to, da smo p; in ps Ze izracunali, so verjetnosti p, zdaj enoli¢cno podane in
se lahko izracunajo rekurzivno. Zveza je podobna tisti za Fibonaccijevo zaporedje

L Fy Fs Fy, Fs, Fg... = 1,1,2,3,5,8,... Ce postavimo a,, := 2"p,,, to zaporedje
zadosca zvezi a,, = a,_1 + a,_», ki je natancno ista kot za Fibonaccijevo zaporedje.
v . . . F, . .
[zracunamo a; = 2, ay = 3 in tako dobimo a,, = F,,_5 oziroma p, = —5, eksplicitna

formula pa je:

- 4 1_'_\/3 n+2 1_\/3 n+2
bn =" 4 “\ T4

Opomba. Pogojni verjetnosti P(A, | Hg) = pp—1 in P(A, | Hcg) = pn_2 nista
ocitni, saj smo za posamezno zgodovino privzeli samo pogojni verjetnosti dogodkov,
da v naslednjem metu pade cifra oziroma grb: privzeli smo, da sta ti dve verjetnosti
neodvisni od zgodovine. Iz tega najprej izpeljemo, da to velja tudi poljubno pred-
pisano zaporedje nadaljnjih konéno mnogo metov, npr. da v naslednjem metu pade
cifra, nato grb, nato pa spet cifra. To pa velja tudi za stevne disjunktne unije takih
potekov, taka unija pa je tudi dogodek, da v nadaljnjih n — 1 oziroma n — 2 metih
nista padli dve zaporedni cifri. To utemelji omenjeni pogojni verjetnosti.

Opomba. Naloga izpelje, da obstaja natanko F}, o zaporedij n cifer in grbov, med
katerimi ni dveh zaporednih cifer. Izpeljavo pa lahko nadgradimo v konstrukcijo
bijekcije med mnozico takih zaporedij in mnozico B, = {0,1,2,..., F,4; — 1}:
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zaporedju cifer in grbov najprej priredimo zaporedje (eq,es,...,€,), pri cemer je
er = 1, Ce je na k-tem mestu cifra, in x; = 0, ¢e je na k-tem mestu grb. Oznacimo
z A, mnozico vseh zaporedij n nicel in enic, ki nimajo zaporednih enic. Zdaj pa

vsakemu zaporedju (eq, es,...,€,) € A, priredimo vsoto Y ,_, exFj11. Pokazimo,
da ta vsota res pripada mnozici B,, in da za vsak x € B, obstaja natanko eno
zaporedje (e1,es,...,e,) € A,, za katerega je v = ;_, €xFjt1.

To bomo dokazali z indukcijo, pri ¢emer bosta baza indukcije primera n = 1 in
n = 2. Velja A, = {0,1}. Ker je F;, = 1, se 0 preslika v 0 in 1 v 1, to pa sta
natanko elementa mnozice By, saj je 5 = 2. Nadalje je Ay = {(0,0),(1,0),(0,1)}
in ti elementi se preslikajo v 0, 1 oziroma 2. To pa so natanko elementi mnozice By,
saj je Fy = 3.

Naredimo zdaj indukcijski korak z n — 2 in n — 1 na n. Najprej pokazimo, da za
(e1,€2,...,en) € A, velja > 7, exFip1 € B, ali ekvivalentno Y, exFp1 < Fiyo.
Ce je e, = 0, je po indukcijski predpostavki 7 exFry1 = Sop—y exFrr1 < Fun <
F,is. Cepajee, =1, mora bitie,_; = 0, potem pa spet iz indukcijske predpostavke
dobimo, da je ZZZI epFri1 = Zz;f exrFrir + Fon < Fo+ Foyy = Foo.

Koné¢no naredimo indukcijski korak Se za trditev, da x € B, obstaja natanko eno
zaporedje (e, e,...,¢e,) € A,, za katerega je © = > 7| exFli1. Ce je z < Fpi1,
mora biti e,, = 0, potem pa je ekvivalentno dokazati, da obstaja natanko eno za-
poredje (ey,é€s,...,6,-1) € A,_1, za katerega je x = ZZ: erFry1. To pa velja
po indukcijski predpostavki, saj je # € B,_1. Ce pa je x > F,,1, iz prejsnje
ze dokazane trditve sledi, da mora biti e, = 1, potem pa mora biti e,_; = 0.
V tem primeru je torej ekvivalentno dokazati, da obstaja natanko eno zaporedje
(e1,€2,...,€n_2) € A,_o, za katerega je x — F, 11 = Z;i erFiy1. A v tem primeru
je0 < z—F,1 < Foo— F,y1 = F,, torej je v — F,,.1 € B, in rezultat spet
dobimo iz indukcijske predpostavke.

14. Ce s Hyp ozna¢imo dogodek, da moz kupi solato pri Francki, s H,; dogodek, da kupi
pri Micki, z G' pa dogodek, da je kupil nagnito solato, velja:

06-01

P(H = = 042

He |6 =G5 o1r0a-02 04
04-02

P(Hy | G) = = 0'571.

C06-01+04-02

Torej zena bolj upraviceno sumi Micko.

02-005 .
15. 0'2~0'05+0'5-0'01+0'3-0'02—0476'
() 43
16 ®.3Z = 07125
W43 G0 32, (6 21 |
10
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17.

18.

19.

20.

21.

Za v = 1,2,3 naj bo H; dogodek, da je bil samoglasnik med prvimi tremi ¢rkami
prikazan kot i-ti, Hys pa dogodek, da sploh ni bil prikazan. Nadalje naj bo Us
dogodek, da Manja ugane besedo po natanko treh prikazanih ¢rkah. Tedaj velja:

1 2
P<H1>:P(H2):P(H3):S, P(H45):g
Nadalje je:

P(Us | H)) =095-09-08-06=04104,
P(Us | Hy) = 0'95-0'85-0'8 - 0°6 = 03876,
P(Us | Hs) = 0'95-0'85- 06 - 0'6 = 02907 ,
P(Us | Hys) =0'95-0'85-06- 07 = 033915,

Po izreku o polni verjetnosti dobimo:

1 1 1 2
P(Us) = 5 04104 + 5 0°3876 + 5 02907 + 5 0°33915 = 0'3534,
po Bayesovi formuli pa:
P(Hs | Uy) = 203305 - g
WIS T 03534 '

Opomba. Namesto Hys bi lahko posebej definirali Hy in Hs. 1z P(Us | Hy) =
P(Us | Hs) = 033915 sledi tudi P(Us | Hy U H5) = 0°33915. Tak sklep lahko
naredimo, ker sta dogodka H, in Hy nezdruzljiva — glej 9. nalogo.

Da, da, da, ne.

Ne. Velja P(FNGNH) = P(F) P(G) P(H), P(FNG) = P(F) P(G) in P(FNH) =
P(F) P(H), ne pa tudi P(GNH) = P(G) P(H).

a) Ne: P(A):%, P(B):g, P(AﬂB):iyéP(A) P(B).
b) Iz
PA)=1. P(B)=2L-p(-p)+1p=LED

o

P(ANB)=2-5-p(l—p)=p(l-p)

dobimo, da sta dogodka A in B neodvisna pri p =0 in p = 2/3.

Najprej izracunajmo verjetnosti dogodkov Ay in B;. Dogodek Aj pomeni, da v prvih
k — 1 metih ni bilo enice, da pa je padla v k-tem metu; torej je P(A) = (%)ml . %.
Dogodek B; pa pomeni, da v zadnjih n — [ metih ni bilo Sestice, da pa je padla v

[-tem metu; torej je P(By) = % ‘ (%)nil-

Za ugotovitev neodvisnosti moramo izra¢unati Se verjetnosti presekov Ay N B;. Lo-
¢imo tri primere.
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Za k < [ dogodek Ay N B; pomeni, da v prvih £ — 1 metih ni bilo enice, v
k-tem metu je padla enica, v [-tem metu je padla Sestica in v zadnjih n — [
. 1. “ . .. k—1 2 n—l .

metih ni bilo Sestice. Torej je P(Ax N B;) = (%) (%) (%) , kar je enako
P(Ay) P(B)), torej sta dogodka A in B; neodvisna.

Za k > [ dogodek Ap N B; pomeni, da v prvih [ — 1 metih ni bilo enice, v [-tem
metu je padla Sestica, v vimesnih k& — [ — 1 metih ni bilo niti enice niti Sestice,
v k-tem metu je padla enica, v zadnjih n — k& metih pa ni bilo Sestice. Torej

je P(AxN B)) = (é)n_HZ_l(g)k_Z_l(%)Q, kar ni enako P(Ay) P(B;), torej sta

6 3
dogodka Aj, in B; odvisna.

Za k =1 je dogodek AN B; nemogod, torej je P(ArNB;) = 0, kar spet pomeni,
da sta dogodka Ay in B; odvisna.

22. Pri zenskah je bilo prvo zdravilo uspesno v 200/2000 = 10%, drugo pa v 10/200 =
5% primerov.

Pri moskih je bilo prvo zdravilo uspesno v 190/200 = 95%, drugo pa v 1000/2000 =

50%

primerov.

Kaze torej, da je bilo prvo zdravilo uspesnejSe od drugega tako pri moskih kot
tudi pri zenskah. Toda ¢e pogledamo oboje skupaj, je bilo prvo zdravilo uspesno v
390/2200 = 17 7%, drugo zdravilo pa v 1010/2200 = 45'9% primerov. Ko skupini
zdruzimo, kaze, da je uspesnejse drugo zdravilo.

Kako naj si to razlozimo? Zapisimo vse skupaj v jeziku verjetnostnega racuna.
Za verjetnostni prostor vzamemo mnozico preizkusancev, pri ¢emer so vsi enako
verjetni. Oznacimo:

M := mnozica moskih

Z := mnozica zensk

S1 := mnozica tistih, ki so prejemeli prvo zdravilo
S, := mnozica tistih, ki so prejemeli prvo zdravilo

U := mnozica tistih, pri katerih je bilo zdravljenje uspesno

Tedaj velja:

PU|SNZ)>PU|S:nNZ)
PU | SN M) > P(U | SN M)
PU|S) < PU|S,).

Oglejmo si zdaj, kako se P(U | S;) izraza z P(U | S;N Z) in P(U | S; N M). Velja:

P sy =5 -
_PUNnSiNZz) PUNSNM)
- P(SY) P(51)
_PSINZ)PWU | S NZ) N PSINM)PWU | SiNM)
P(5)) P(51)
=P(Z|S)PU|SiNZ)+P(M|S)PU|SiNM).
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in podobno:
PU|Sy)=P(Z|S)PU|SeNZ)+P(M|Sy)P(U|SaNM).

Zai=1,2sta P(Z | S;) in P(M | S;) utezi z vsoto 1, zato lahko verjetnosti oz.
deleze takole prikazemo:

PU|S1NM) 1—»

P(U|S2NM) —
P(U|S2) —

PU|S1) —
P(U|S2NZ) —- 4

™~
0 paaisy  pisy) 1
(moski) (Zenske)

Do paradoksa ne bi prislo, ¢e bi bili obe vmesni bunkici navpi¢no poravnani, tj. ¢e
bi veljalo P(M | S1) = P(M | S3) ali ekvivalentno P(Z | Sy) = P(Z | S3). Ker
sta dogodka S; in S5 nasprotna, je to ekvivalentno zahtevi, da sta dogodka Z in
S1 neodvisna, oziroma zahtevi, da sta spol preizkusanca in zdravilo, ki ga prejme,
neodvisna. 7 drugimi besedami, do paradoksa ne bi prislo, ¢e bi pri raziskavi pazili
na delez zensk, ki so jim dali posamezno zdravilo — natancneje, ¢e bi imeli skupini
preizkusancev, ki so prejemali posamezno zdravilo, enako razporeditev spolov.

Posplosevanje (statisticno sklepanje) z vzorca na populacijo se obnese, ¢e je vzorec
reprezentativen glede na populacijo, torej ¢e so lastnosti (v nasem primeru spol), ki
vplivajo na eksperimentalne spremenljivke (v nasem primeru uspesnost zdravljenja),
vsaj priblizno enako zastopane kot v populaciji. Do paradoksa torej ne bi prislo, ¢e
bi bili obe skupini reprezentativni glede na spol.

V koné¢ni fazi bi lahko izrekli sklep, da je ucinkovitejse prvo zdravilo, ¢e bi bila
razlicna zastopanost spolov edina Sibka tocka te raziskave (tj. ¢e bi bile vse ostale
lastnosti, ki pomembno vplivajo na delovanje zdravila, reprezentativno zastopane,
to pa je dostikrat tezko doseci, ker jih ne poznamo).
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23.

24.

Naj bodo A, B, C, D in E dogodki, da posamezna stikala prepuscajo tok: A in B
za stikali na levi, C' za stikalo v sredini, D in E pa za stikali na desni. Naj bo se V'
dogodek, da vezje prepusca tok. Tedaj najprej po izreku o polni verjetnosti velja:

1 2
P(V)=PC)P(V|C)+ P(C)P(V |C°) = 3 PV |C)+ 3 P(V | C°).

Nadalje je:

P(V|C)=P((AUB)N(DUE)|C).
Dogodek C' pa je neodvisen od katerega koli dogodka iz o(A, B, D, E), torej tudi
od dogodka (AU B) N (D U E). Sledi:

P(V|C)=P((AUB)N(DUE)).

Nadalje sta tudi dogodka AU B in D U E neodvisna, torej je:

P(V|C)=PAUB)P(DUFE) =
= (P(A) + P(B) — P(AN B))(P(D) + P(E) - P(DN E)) =

(1,1 IR
~\3 3 9
25
81

Pri drugem c¢lenu pa je:

P(V|C)=P((AND)U(BUE) | C°).

Ker je dogodek C neodvisen od katerega koli dogodka iz o(A, B, D, E'), enako velja
tudi za dogodek C°: le-ta je torej neodvisen od dogodka (AN D) U (BN E). Sledi:

P(V|C)=P(AND)U(BNE)) =
=PAND)+PBNE)—P(ANBNDNE)=
17
-8l
1 25 2 17 59
=——+--—=—=0243.
3 81 * 3 81 243 0245
a) Oznacimo z J, F in T dogodke, da je Janez, Francelj oz. Tone zadel. Naj bo Se
Z = JUFUT dogodek, da je sploh kdo zadel. Iskana pogojna verjetnost je torej
enaka:

Poberemo skupaj in dobimo P(V)

P | 2) P(JNZ) _ P(J) 01

= =0'202.
P(Z) 1-P(JenFenTe) 1-09-08-07

b) Naj bo Z; dogodek, da je zajca zadel natanko en lovec. Zapisemo lahko:

Zy=(JNFNTOU(J NFNT)U(J°NF°NT),
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torej je:
P(Z;)=01-08-074+09-02-07+09-08-03=0398.

Sledi:

P(JNZ) PUINFNT?) 01-08-07
P(Z) P(Z)) 0398

P(J| Z) = = 0'141.

25. Oznac¢imo z A, B, C in D dogodke, da zadene Andraz, Bojan, Cilka oz. Darja.
Nadalje oznacimo z M, dogodek, da je v tarc¢i natanko ena modra, z R; pa dogodek,
da je v tarci natanko ena rdeca puscica. Iskana pogojna verjetnost je torej enaka:

P(BNDNMNER,) P(A“NBNC°ND)
P(M;NRy) B P(M; N Ry)

P(BND|M,NRy) =

Po izreku o neodvisnosti izpeljanih dogodkov so dogodki A¢, B, C° in D neodvisni,
prav tako tudi dogodka M; = (AN B°)U (A°NB) in Ry = (CND°)U(C°N D).
Sledi:

P(BND| M NR,) =
P(A°) P(B) P(C*) P(D)
(P(4) P(BY) + P(a) P(B)) (P(C) P(D9) + P(C<) P(D))
04-07-05-09
(06-03+04-07)-(05-014+05-09)
= 0'548.

26. Naj bodo Hy, Hi, Hy in H3 dogodki, da se je student naucil ucil 0, 1, 2 oz. 3
vprasanja, ki jih je dobil na izpitu. Velja:
30\ ( 20
(%) (:2)
50 :
(5)

Nadalje naj bo A dogodek, da student naredi izpit.

P(H;) =

e Ce se ni naudil nobenega vprasanja, mora, ¢e zeli narediti izpit, uganiti vsaj
dve. Zato je P(A| Hy) =3-0'1*-09+0'1* = 0°028.

e Ce se je student naudil natanko eno vprasanje, mora, e zeli narediti izpit, bo-
disi uganiti obe vprasanji, ki se ju ni naucil, bodisi ne sme pozabiti vprasanja,
ki se ga je naucil, obenem pa mora uganiti Se eno vprasanje, ki se ga ni ucil.
Zatoje P(A| H))=01>+2-01-09-07 = 0136.

e Ce se je Student naudil natanko dve vpraSanji, naredi izpit natanko tedaj,
ko bodisi ne pozabi nobenega vprasanja, ki se ga je ucil, bodisi pozabi eno
vprasanje, ki se ga je naucil, obenem pa ugane vprasanje, ki se ga ni naucil.
Zato je P(A| Hy) =07*+2-07-03-01=0532.
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27.

28.

e Ce se je naudil vsa tri vprasanja, sme, ¢e zeli narediti izpit, pozabiti najvec
enega. Zato je P(A| H3) =3-07*-03+ 07 = 0784

Sledi:

20 30\ (20 30\ (20 30
P(A):@-0'028+—(1>(2) -0'136+—(2)(1) -0'532+@-0'784ﬁ0'440.

() () () ()

Oznadimo z J, L in S dogodke, da Janez, Lojz oz. Stefan Mihi ponudi $marnico.
Nadalje naj bodo Hy, Hy, Hs in Hs dogodki glede na to, koliko vinogradnikov Mihi
ponudi Smarnico, B pa dogodek, da Miho boli glava. Tedaj vemo, da je:

P(B|Ho) =01, P(B[H)=04, P(B|[H)=07, P(B|H;3=1,

obenem pa je:

P(Hy)=04-06-09=07216,
P(H))=06-06-09+04-04-09404-06-01=0492,
P(H3)=06-04-09406-06-014+04-04-01=0268,
P(H3)=06-04-01=0024.
Torej je:
P(B)=0216-0140492-04+0268-07+0024-1=043.
Sledi:
P(JNLNB P(JNLNS°NB P(JNLNSNB

P(B) P(B)

Seveda je P(B | JNLNS) = P(B| H3) = 1. A ker so cvicki oziroma Smarnice
vseh treh vinogradnikov enakovredni, velja tudi P(B | JN LN SC) = 07, ne le
P(B| Hy) =07. Sledi:

06-04-09-07+06-04-01-1

P(JNL|B)= e = 0°407.

a) Oznac¢imo s Kz dogodek, da je Zdravko okuzen, s T pa dogodek, da je Zdravkov
test pozitiven. Tedaj je P(Kz) = p, P(Tz | Kz) =ain P(Ty | K) =1—10. Po
izreku o popolni verjetnosti je:

P(Tz) = P(Tz | Kz) P(Kz)+ P(Tz | K3) P(KZ) =ap+ (1 = b)(1 —p).

b) Prvi nacin. Pri vsakem delavcu je izvid pozitiven z verjetnostjo t := ap + (1 —
b)(1—p) in negativen z verjetnostjo 1 —t = a(1—b)+bp. Nadalje naj bo T}, dogodek,
da je pozitivnih natanko k delavcev. Zaradi neodvisnosti je:

P(T}) = (Z) £ (1 — ) h
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Za iskano pogojno verjetnost P(Ky | T}) je treba izracunati Se:

P(KzﬂTk):P(KzﬁTzﬁTk)+P(KzﬂT§ﬂTk)
:P(KZ)P(TZ ’ KZ)P(TleZﬂTZ)
+P(K2)P(T§ | Kz)P(Tk | KzﬁTg).

Oznacimo s 7] dogodek, da je, ¢e izvzamemo Zdravka, izvid pozitiven pri natanko
I delavcih; posebej definirajmo e 7", kot nemogo¢ dogodek. Ce je Zdravkov izvid
pozitiven, se dogodek T} ujema z dogodkom 7} _; in iz neodvisnosti dobimo P(T} |
K;NTyz) = P(T}_, | KzNTz) = P(T}_,) = (;_)t" (1 —¢t)"*. Ce pa je Zdravkov
izvid negativen, se dogodek T} ujema z dogodkom T}, zato je P(T} | Kz NTg) =
P(T, | Kz;NTg) = P(T}) = (", ))t"(1 — t)»~*~1. Sledi:

P(Kz;NT) = pa <Z 1)t’“(1 — )"+ p(1 —a) <" . >t’“(1 gkt
iskana verjetnost pa je enaka:

P(K;NT})
P(Ty)
a4 p(L = a) (M) —
(B)th(1 — )k

B ka+n—k1—a
=P nt n 1—t)°

Drugi nacin. Uporabimo naslednjo pogojno razli¢ico izreka o polni verjetnosti:

P(Kz |Ty) =

P(Kz | Ty) = P(Kz |T7) P(Tz | T) + P(Kz | Ty) P(T5 | Ty) - (*)

Ta enakost sicer v splosnem ne velja, zato jo je treba za dani primer posebej ute-
meljiti. Se prej pa poracunajmo do konca. Najprej iz simetrije dobimo, da je
P(Ty | Ty) = k/n, torej P(Tg | T)) = (n — k)/n. Nato pa po Bayesovi formuli

izracunamo:
P(T, | K;) P(K a
P(Kz|Tz) = (T2 ’P(;;) (Kz) ZTP,
o PT5|Kz)P(Kz) (1—a)p
PR IT) =—"pwg 1=t
Z
Sledi:
k a n—=k(l—a
P(Ky | Ty) =~ 2 4 (1=ap

n t n 1-1¢
kar je isto kot prej.

A utemeljiti moramo Se enakost (). Izrek o polni verjetnosti nam da:

P(KzNTy) = P(Ky | TyNTy) P(TyNT) + P(Kz | TSN T) P(TSN T
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29.

Delimo s P(T},) in dobimo:
P(Kz |Th) = P(Kz | Tz 0Ty) P(Tz | Ti) + P(Kz | Tz N Ty) P(T7 | T)

kar Se ni (*): utemeljiti je treba Se, da je P(Kz | Ty NTy) = P(Kz | Tz) in
P(Kz | TgNTy) = P(Kz | Tz). Za to pa podobno kot pri prvem nac¢inu opazimo,
daje T, NT, =T, NT,_, inTgNT, = T;NT]. A dogodka T, in T} , sta
neodvisna, prav tako tudi 7% in 7). Prav tako sta neodvisna dogodka Kz N7y in
T, _, ter dogodka K NTy in Tj. Sledi:

P(K,NT;NT.,)
P(Kz |T;NTy)=P(Kz | T,NT;_)) = —
( 4 ‘ 4 k) ( Z | 4 k 1) P(TZQT]:;_l)

P(KzNTz) P(T}_,)
S TRmy P LT

in podobno:

P(K;NnTgNTy)
P(TgNTy)

P(Kz | TgNTy,)=P(Kz | TgNTY) =

PR NT) P(T) _ :
= Trapreay T

Enakost (k) je s tem utemeljena, s tem pa tudi legitimnost celotnega izracuna.

a) Prvi nacin. Oglejmo si nasprotni dogodek, tj. da Albert nikoli ne bo izpuscen.
Le-ta je presek padajocega zaporedja dogodkov, da bo Albert v jeci prebil ve¢ kot
n noci. Verjetnosti teh dogodkov so enake:

1 2 n 1
2 3 n+1 n+1’

torej imajo limito ni¢, se pravi, da je nic¢ tudi verjetnost dogodka, da Albert nikoli
ne bo izpuscen.
Drugi nacin. Oznac¢imo z J,, dogodek, da je Albert v jec¢i prespal natanko n noci.
Velja:
1 2 n—1 r 1

23 n n+l nh+1)
Dogodek, da Albert nekoC pride iz jece, je unija dogodkov .Ji, Jo, Js, ..., ki so ne-
zdruzljivi. Njegova verjetnost je enaka:

> > 1 " /1 1 1
P(J,) = - =1 - = li l———— =1
; () ;n(nqu) ml—Igo;(n n+1) ml—r>Ic1>o< m—i—l)

b) Oznacimo z N5 dogodek, da je Albert v dani dezeli prespal natanko petkrat. Ta
dogodek je mozen, ¢e je v je¢i prespal trikrat, stirikrat ali petkrat. Za n = 3,4,5

velja:
1
P(Ns5 | J,) = ——.
(N5 | Jn) n+1
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30.

31.

Po Bayesovi formuli dobimo:

1 1 1 131

1
"1 75

P(Js | N5) = 3.4 4 - = L = 0573,
3.4 4 455 56 6

Zan = 1,2,3,... ozna¢imo z V,, dogodek, da pride do n-tega vlecenja, z V pa
dogodek, da nikoli ne nehamo vle¢i. Ocitno je V4, D V5 D V3 D --- in:

V=[]V,
n=1
torej je:
P(V) = lim P(V,).
n—oo
Izra¢unamo in ocenimo:
b b+d b+ (n—2)d

P(Vn) =

atbatb+d a+b+(n—2)d

n—2 a
:H - )<
( a—i—b—l—kd)

k=0

n—2 a
< _—_ —
= kl;[OGXP( a+b+kd)

~eo(-% o)

Ker vrsta Y -, TToa divergira, je lim, o exp( o a+b‘lkd) = 0, od tod pa
sledi, da je P(V') = lim,, 00 P(V,,) = 0.

Opomba. Za izpeljavo, da je P(V) = 0, v resnici sploh ne potrebujemo stevne,
temveé le kon¢no aditivnost verjetnosti. Ze po slednji namreé¢ lahko iz dejstva, da
je V. C V,, sklepamo, da je P(V) < P(V},), potem pa iz lim,_,., P(V,,) = 0 sledi
P(V) = 0. Stevno aditivnost pa bi zares potrebovali, ¢e bi bilo lim,,_,o P(V;) > 0.

Oznac¢imo z Fj, dogodek, da Ferdinand Mirando prvi¢ pokli¢e k-ti dan po zabavi.
Tedaj so dogodki Fi, F3, ... nezdruzljivi, njihova unija, ki jo oznac¢imo z F', pa je
dogodek, da Ferdinand Mirando sploh pokli¢e. Verjetnost tega dogodka je enaka:

:igk:_

k=1

Oznac¢imo Se z M dogodek, da Miranda spozna novega fanta, preden jo Ferdinand
poklice (Ce je ne poklice, je torej to dogodek, da Miranda sploh spozna novega

fanta). Tedaj velja:
9\ !
P(M°| F,) =|(—
o) = (35)
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torej je:

P(M°N F) 20

1 00

P(MC | F) =

iskana pogojna verjetnost pa je enaka:

P(M|F):1—P(MC|F):%.
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4. Slucajne spremenljivke

Lox~ )

[ )
= W
SN
o= O
o= O

[Ny

175

2. Glede na meta kovancev in kocke lo¢imo 24 enako verjetnih izidov, ki jih lahko

predstavimo z naslednjo tabelo:

1 2 3 4 5 6
GG
GC
CG
CC

Te izide pa lahko predstavimo tudi tako, da stolpec predstavlja skupni dobitek v

evrih. Dobimo:

r 2 3 4 5 6 7T 8 9
GG
GC
CG
CC

Tako dobimo, da je:

1 2 3 45 6 7 8 9 10
S~ 1 1 111111 1 1
24 24 8 8 6 6 8 8 24 24

3. Prema sorazmernost pomeni, da je:

P(X=k)=ck; k=1,2,...,10

za neko konstanto c. Ker X zavzame vrednosti le na omenjeni konéni mnozici, velja

tudi 37,2, P(X = k) = 1. Od tod dobimo ¢ = 1/55 in P(X > 3) = 49/55.

4. Velja:

n- ()6 ()
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Priblizno velja:

k| P(X=k)]
0 [ 0162
110323
2 [0291
3 [0155
4 100543
5
6
7
8
9

00130
000217
248 -1071
1'86 - 107
827-1077
10[165-107°

3 - ) o

6. Posamezna kroglica se po dolo¢enem stevilu zamenjav znajde v svoji zacetni po-
sodi natanko tedaj, ko je bila premescéena sodo mnogokrat. Na vsakem koraku pa
je verjetnost, da bo izbrana kroglica premescena (ne glede na to, v kateri posodi
trenutno je), enaka 1/n in ti dogodki so med seboj neodvisni. Iskana verjetnost je

torej enaka:
L 1 m 1 k—m
I BIONGCH I
m<k

m sod

Ce definiramo indikator izjave A kot:

1 ; A je resni¢na

1(-/4) = { 0 ; A n] I‘esniénaa

lahko iskano verjetnost zapisemo kot:

Indikator pa se da zapisati na naslednji nacin:

I+ (=)™

1(m sod) = 5

Sledi:
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10.

in iz binomske formule kon¢no dobimo zakljucen izraz:

()]

Pk =

1
2

Poisson: 0°315, Laplace: 0°289.
Tocen rezultat: 0°323.

. Tabela rezultatov:

’ H toéno | Poisson ‘ Laplace ‘

P(X =20) || 0011456 | 0°08884 | 011516
P(X =25) || 0004046 | 0°04459 | 004063

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Tocen rezultat: 0°12574.

Poissonov obrazec, uporabljen neposredno (kar je neustrezno): 0°01268.

Poissonov obrazec, uporabljen na sluc¢ajni spremenljivki, ki pove, kolikokrat se voda
ne potegne: 0°12511.

Laplaceova lokalna formula: 0°12679.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Iz besedila naloge izhaja, da je np = 10 (natancneje, to je ocena pricakovane vredno-
sti na podlagi povpreéne vrednosti). Ce z X oznac¢imo Stevilo obiskov na doloc¢en

dan, je torej:
10%e—10

I[zra¢unamo priblizke verjetnosti P(X = k) za prvih nekaj k od 16 naprej:

k[ P(X=k)]
16| 00217
17] 00127
18] 00070
19| 00037
20 00019
21| 0°0009
22| 0°0004
23| 0°0002
24 00001

Sestejemo, zaokrozimo in dobimo, da je zahtevana verjetnost enaka priblizno 5%.
Opomba. Toc¢no po Poissonu pride 0°0487404.
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.


../_Gradiva/Kovanec50.py
../_Gradiva/WC.py
../_Gradiva/NMP.py
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11. Oznacdimo z S Stevilo zasedenih sob.

a) Laplaceova aproksimacija za P(1420 < S < 1450): 0°74988.
Laplaceova aproksimacija za P(1419 < § < 1451): 0°78028.
Laplaceova aproksimacija za P(1419°5 < S < 1450°5):  0°76543.
Tocen rezultat: 0"76286.

b) Laplaceova aproksimacija za P(—oo < S < 1420):  0°04779.
Laplaceova aproksimacija za P(—oo < S < 1419):  0°04006.
Laplaceova aproksimacija za P(—oo < S < 1419°5):  0°04379.
Tocen rezultat: 0°04567.

¢) Ozna¢imo z x minimalno Stevilo prenovljenih sob. Po Laplaceovi integralski
formuli je x priblizno najmanjse celo stevilo, za katerega velja:

L _1600-09
1—<I><9”+2 )§0'o5
2 V1600-09-0'1

oziroma:

x — 14395
O —— ) >045.
( o )_o 5

Torej priblizno velja = = [y], kjer je y reSitev enacbe:

y — 14395 ,
oL —"") =045
( 12

in iz y = 1459°24 dobimo oceno = = 1460.

Dejansko je verjetnost, da bo zasedenih ve¢ kot 1460 sob, enaka 00417, da jih
zasedenih vec kot 1459, pa 0°05003. Torej je ocena z = 1460 pravilna.

d) Oznacimo z n stevilo sprejetih rezervacij, z S pa stevilo sob, ki jih bodo zahtevali
gostje. Tedaj je S ~ b(n,09). Veljati mora P(S > 1600) < 0°05. Tukaj je
verjetnost nezelenega dogodka {S > 1600} narasc¢ajoca funkcija sStevila n.

Po Laplaceovi integralski formuli je:

1 16005 — 0'9n

Torej bo stevilo sprejetih rezervacij ustrezalo priblizno tedaj, ko bo

16005 — 9n

VG > &1(0°45)

oziroma;
In + 3P 1(045) /n — 16005 < 0.

Oznacimo y := y/n in q := ®~1(0'45) = 1°644854. Dobimo kvadratno neenacbo:

9y% + 3qy — 16005 < 0.
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12.

13.

Za splosen y ima ta neenacba resitev y; <y < ys, kjer je:

—q —+/q*>+ 64020 | _ g+ v/ q?% + 64020
G .

Yo = in oy

6

Toda ker je y = y/n > 0, je dejanska reSitev 0 < y < y, oziroma n < y2 = 175537,
kar je res za n < 1755.

Tudi v resnici je pri 1755 narocilih verjetnost, da ne bodo mogli sprejeti vseh gostov,
enaka 0°0454, pri 1756 narocilih pa je enaka ze 0°0530.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Ce imamo tabelo normalne porazdelitve, lahko verjetnost dokaj hitro ocenimo po
Laplaceovi integralski formuli, ki nam da:

1 05 1
=P ——F——=) = +2(02931) =06153.
2 < \/2'91) 2 ( )

Uporaba Laplaceove lokalne formule terja malo ve¢ dela. Dobimo:
1 ! (
VH 82T

Vendar pa je glede na stevilke primernejsa Poissonova aproksimacija, ki nam da:

e~0/082 | o H/582 4 o= 1/582) = (6356,

32 17
1—(14+3+=)e?=1——¢e"=05768.
2 2
Ta terja vec¢ dela kot Laplaceova integralska formula, a manj kot Laplaceova lokalna

formula. Najvec¢ dela seveda terja tocen rezultat:

1—097% —100-003-097% — 4950 - 0°03% - 0°97%® = 0°5802.

Ce nam je hitrost dosti pomembnejsa od natanénosti, bi torej uporabili Laplaceovo
integralsko formulo. To je smiselno tudi zato, ker najbrz tudi deleza okuzenih ne
poznamo zelo natancéno. Uporaba Laplaceove lokalne formule ni smiselna, saj terja
vec¢ dela, natancna pa ni nic¢ bolj. Poissonova aproksimacija je po pricakovanjih dosti
natancnejsa od obeh Laplaceovih in je prav tako smiselna, saj tudi ne terja toliko
dela. A ce lahko rezultat brez vecjega truda izracunamo eksaktno, je to vsekakor
najbolj smiselno.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Oznacimo z n stevilo izdelkov v posiljki, z S pa Stevilo prvovrstnih. Tedaj je S ~
b(n,0'6). Veljati mora:
P(S>059n)>0099.

Po Laplaceovi integralski formuli je:

1 059n —06n 1 n
P(S>059n) ~ - — @ 2000 _ 2y g /")
(5= 059n) («/771-0‘6-0'4) 2" ( 2400)

\V]
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14.

Torej bo Stevilo narocenih izdelkov ustrezalo priblizno tedaj, ko bo /n/2400 >
®~1(0°49) oziroma n > 2400(<1>*1(0'49))2 = 1298855, torej n > 12989.
V resnici je najmanjSe mozno Stevilo narocenih izdelkov, ki ustrezajo zahtevi, ze
12922. Ne ustreza pa wsako Stevilo izdelkov, ki je vecje ali enako 12922: prvo
stevilo, od katerega naprej vsako Stevilo narocenih ustreza, je Sele 13096. Nekaj
toc¢nih verjetnosti, kjer z n oznac¢imo stevilo izdelkov, z S pa Stevilo prvovrstnih:

n=12921: P(S > 7624) = 09897146436

n=12922: P(S > 7624) = 09900021378

n=12923: P(S > 7625) = 09898072270

n=12094: P(S > 7726) = 09906203073
n=13095: P(S > 7727) = 09899715692
n=13096: P(S > 7727) = 09902509306

Na naslednji sliki so prikazana Stevila narocenih izdelkov, ki ustrezajo (polni krogci)
in Stevila, ki ne ustrezajo (prazni krogci).

12900 12910 12920 12930 12940 12950 12960 12970 12980 12990 13000
13010 13020 13030 13040 13050 13060 13070 13080 13090 13100 13110

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Oznac¢imo z n stevilo narocenih izdelkov, z S pa stevilo prvovrstnih. Tedaj je
S ~ b(n,01). Veljati mora P(S > 100) > 0°95. Tukaj je verjetnost zelenega
dogodka narascajoca funkcija stevila n.

Po Laplaceovi integralski formuli je:
1 995 —-01n 1 n — 1000
PS>10)r = =0 — | ==+ P | ——— | .
( ) 2 <\/n-0'1-0‘9> 2 < 3v/n )
Torej bo stevilo narocenih izdelkov ustrezalo priblizno tedaj, ko bo

n =99 5 $-1(045)
3V

oziroma:

n—3®1(045)vn —995>0.
Ce oznacimo ¢ = ®1(0°45) = 1'644854, je to natanko tedaj, ko je:

2
2
n> <3C]‘|’ 9;] +3980> = 116332 oziroma n > 1164.

V resnici je dovolj narociti 1161 izdelkov: verjetnost, da je prvovrstnih vsaj 100,
pride pri 1160 izdelkih 0°9493, pri 1161 izdelkih pa 0°9502.
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15.

16.

17.

18.

1 /5)\ k!
PX=Fk)==|= ; ke N
x=r=5(3)
B 1\ 1\ /5N k10
P(X =k) = - - ; k=10,11,12,.. ..
o= () (6) () e
P(X = k) = (k—1)27% za k = 2,3,.... Porazdelitev je negativha binomska

NegBin(2,1/2).

Verjetnostna razlaga: ¢e takoj za prvo cifro vse cifre zamenjamo z grbi, grbe pa
s ciframi, se problem iz naloge prevede na cakanje, dokler ne padeta dve cifri.
Natancneje, ¢e Y oznacuje stevilo metov, dokler ne padeta dve cifri, sta X in Y

enako porazdeljeni — piSemo X 2 y. Slika:

Q Q/
verjetnost se ohranja

GG---GCCC---CG GG---GCGG---GC

R

Ce kovanec ni posten, zgornja verjetnostna razlaga ne zdrzi in tudi formula za
porazdelitev je znatno bolj zapletena: ce je p verjetnost, da pri posameznem metu
pade grb, velja:

S

P(X = k) =p(1—p) A_ P —pt2 = p1—p) & _pl)k_;; =

i
o)

Oznacimo stevilo izvlecenih kart z X. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame
vrednosti 2,3,4,5 ali 6. Dogodki, da je X enaka 2,3,4 in 5, ustrezajo naslednjim
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19.

20.

zaporedjem izvlecenih barv:

X =2: R,C,(2x R in 2x C)

X =3: R,R,C,(1xR in 2x Q)
C,R,C,(2xR in 1xC)

X =4 R,R,R,C,2x C
C,R,R,C,(1 xR in 1x Q)
C,C,R,C,2xR

X =5: C,R,R,R,C,C
C,C,R,R,C,R

X =6 C,C,R,R,R,C
C,C,C,R,R,R

Verjetnosti teh dogodkov izracunamo tako, da verjetnostni prostor razbijemo na
(g) = 20 enako verjetnih izidov, ki predstavljajo razporeditve obeh barv v kupu.
Ko prestejemo izide za vse dogodke, dobimo iskano porazdelitev:

x (2 3 4 5 6) (2 3 4 5 6)
~\l6 6 4 2 2|~ . . . . . .
% 26 26 35 30 03 03 02 01 01
Zak=23,...j¢e P(X=kK) =2"""1 torejje X — 1 ~ Geom(1/2).

Verjetnostna razlaga: ¢e prvi¢ pade cifra, pri nadaljnjih metih cifre zamenjamo z
grbi, grbe pa s ciframi. Tako se problem prevede na ¢akanje na cifro (od drugega
meta dalje).

Ce kovanec ni poSten, zgornja razlaga spet ne zdrzi; ¢e je p verjetnost, da pri
posameznem metu pade grb, velja:

P(X =k)=p(l=p)[p"+(1-p)"7].

Oznacimo stevilo potrebnih metov z X. Ta slu¢ajna spremenljivka lahko zavzame
vrednosti m, m+1,...,2m—1. Naj bo k v mnozici teh vrednosti. Dogodek {X = k}
se lahko zgodi na dva disjunktna nacina:

e V prvih £ — 1 metih pade natanko m — 1 grbov in v k-tem metu pade grb
(opazimo, da tedaj v prvih k£ — 1 metih pade manj kot m stevilk).
e V prvih k£ — 1 metih pade natanko m — 1 stevilk in v k-tem metu pade Stevilka
(opazimo, da tedaj v prvih k£ — 1 metih pade manj kot m grbov).
Sledi:

k—1
m—1

HXzMz(

)[pm(l—p)km—i-(l—p)mpkm : k=m,m+1,....2m—1.
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21.

Opomba: od tod dobimo netrivialno vsoto:

2m—1 ]i] 1
> Qn_d)[ﬂﬂl—pﬁﬂ”+(1—pfwhm =1,
k=m

ki se pri p = 1/2 prevede na:

E:QP*(k_1>::1.
= m—1

To dejstvo ima zanimiv verjetnostni pomen, da za slu¢ajno spremenljivko
Y ~ NegBin(m, 1/2) velja P(Y < 2m) =1/2= P(Y > 2m).

x5
1

Ce umaknemo omejitev stevila metov, pa lahko X zavzame vrednosti 2,3,4,...
Porazdelitev lahko izracunamo na vsaj dva nacina.

V prvem primeru pride:

5 6 7)
3 5 21 -
64

32 64

ol O
0l W~

Prvi nacin. Za k = 2,3,4,5,6 so verjetnosti taksne kot v prejSnjem primeru. Sicer
pa se za k > 4 dogodek {X = k} zgodi, ¢e v zadnjih treh metih pade GCC, prej pa
ni dveh zaporednih cifer. Torej je:

Ng—3
P(X =k)= ok

kjer je n, Stevilo zaporedij cifer in grbov dolzine r, pri katerih ne padeta dve za-
poredni cifri. Velja ny = 2 in ny = 3, za n > 6 pa lahko pri ustreznih zaporedjih
lo¢imo naslednji dve moznosti:

e v zadnjem metu pade grb, prej pa ni dveh zaporednih cifer;

e v zadnjem metu pade cifra, v predzadnjem metu grb, prej pa ni dveh zapore-

dnih cifer.
Tako dobimo n, = n,_; + n,_s, kar pomeni, da gre za (zamaknjeno) Fibonaccijevo
zaporedje: ce je Fy, Fy, F5, Fy, F5, Fg... = 1,1,2,3,5,8, ... standardno Fibonacci-

jevo zaporedje, je n, = F, . Torej je P(X = k) = F_1/2¥ (zak =2in k = 3
preverimo posebej).

Drugi nacin. V 13. nalogi iz 3. razdelka smo izracunali:

Frio

P(X > k)= o

k=1,2,3,....

Za k=2,3,4,... sledi:

2Fu1 — F Fir — F
PX=k)=P(X>k—-1)—P(X>k—2)= hgkk“: “; b
Fi1

2k 7
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22.

23.

kar je isto kot prej.
Opomba. Iz dobljenih verjetnosti smo dobili e zvezo:

o0 [e.9]

Fi_ F,
Z 1 _ 1 oziroma =2
2k AL
k=2 n=1
Velja:
G2 (6
kE)\7T—k k)\4—k
PX =k) = 16 N 16
7 4
oziroma:

X(01234>.(01234>
~ 18 84 108 45 5 = . . . . . .
360 260 260 3260 260 0°0692 03231 04154 01731 00192
Prvi nacin. Za izide vzamemo vse mozne kombinacije Janezkovih in Maric¢kinih
izbir skatel: vsak izid torej sestavljata dve podmnozici mnozice skatel, ena moci 3
in ena moci 4. Vseh izidov je (142) (132).
Oznacimo z X stevilo praznih skatel. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame
vrednosti od 5 do 8. Za izracun porazdelitve predstavimo izide malo drugace — kot
razbitja mnozice skatel na stiri podmnozice — glede na to, ali je Janezek v posamezno
skatlo vrgel kroglico ali ne in glede na to, ali je to storila Maricka ali ne.

Oznacimo z J mnozico skatel, v katere vrze kroglico Janezek, z M pa mnozico
skatel, v katere vrze kroglico Maricka. Velja:

#(J)=3, t(M)=4, $(JUK))=X,
od koder izrac¢unamo Se:
fHJUM)=12—-X, #(JNM)=X-5, #(J\M)=8-X, {M\J)=9-X.

Izide, pri katerih je X = k, lahko dobimo tako, da najprej izberemo k praznih skatel,
nato med preostalimi 12 — k Skatlami izberemo 8 — k skatel iz J \ M, nato med
preostalimi 4 skatlami izberemo 9 — k iz M \ J, preostalih k — 5 skatel pa sestavlja
mnozico J N M: to so Skatle, v katerih sta dve kroglici. Velja torej:

(G0
()
Ce vse binomske simbole izrazimo s faktorielami, po ureditvi dobimo:

() () (L) 4181319!

(3 12K E- kIO k) (k-5

P(X =Fk) =

P(X =k) =



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 185

Drugi nacin. Fiksiramo skatle z Janezkovimi kroglicami. Za Marickine imamo (142)

moznih enako verjetnih izbir. Ce tako kot pri prejinjem nac¢inu definiramo slucajni
mnozici J in M, izbire ustrezajo vsem moznim mnozicam M. Glede na to, da je
fJNM)=X-5in§(M\ J) =9 — X, izbire, pri katerih je X = k, dobimo tako,
da izberemo k — 5 elementov iz J in 9 — k elementov iz J¢. Sledi:

(25) (%)
)

P(X =k)=

To pa lahko zapisemo tudi v obliki:

(s24) (2)
P(X =k)= #’
(s)
iz katere se vidi, da je X ~ H(8,9,12). Podobno bi, ¢e bi fiksirali skatle z Mari¢-

kinimi kroglicami, dobili, da je X ~ H(9,8,12). Ce bi dobljene binomske simbole
izrazili s faktorielami, bi po ureditvi dobili isto kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin. Slucajna spremenljivka X predstavlja stevilo skatel, v katere Maricka
ne wvrze kroglice, med skatlami, v katere Janezek ne wvrZe kroglice. Sledi, da je
X ~ H(8,9,12) = H(9, 8, 12).

Cetrti nacin. Oznacimo z Y Stevilo Skatel, v katerih sta dve kroglici. Velja Y ~
H(4,3,12) = H(3,4, 12) oziroma:

065 _ (OGL
PY =1) = : 134 =~ 134 :
(4) (5)
Ce spet prikli¢emo slu¢ajni mnozici J in M iz prvega nacina, velja Y = #(J N M).
Pri prvem nacinu pa smo izpeljali tudi, da je §(JNM) = X —5, torej je X =Y +5.

Sledi:
(25) 62 Gl (550

(%) (5)

P(X=k) =P(Y =k—5)=

kar je isto kot pri drugem nacinu.

Numeriéno ie X 5 6 7 8
Hmereno je 02545 05091 02182 00182 |

24. Oznacimo z N stevilo vprasanj, ki se jih uc¢enec ni ucil. Za j = 0,1, 2 velja:

P(sz)zm, PU=i|N=j)= (Z).O-Qi_o-gj—i

() |
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25.

oziroma
10
P(N =0)=—
( ) 457
P(U:O\N:()):, P(U:1|N:O):O, P(U:2]N:()):O,
25
PIN=1)=—
( ) 457
P(UzO\Nzl)zO'S, P(U:1|N:1):0'2, P(U:2]N:1):0,
10
P(N =2)=—
( ) 457
PU=0|N=2)=064, PU=1|N=2)=032, PU=2|N=2)=004.
Torej je
10 25 10 . o
P(U—O)—£-1+£-08+£-064—08089,
10 25 10
PU=1)= —. — 024+ —-032=01822
(U )450—1—450—1—4503 071822,
10 25 10
PU=2)= -0+—-04—-004=00089,

T 45 45 45
oziroma priblizno:
U 0 1 2
0°8089 071822 00089/ -

Opomba: seveda bi bilo dovolj izra¢unati P(U = 1) in P(U = 2) in nato upostevati,
da je vsota verjetnosti enaka 1.

Izvlecemo lahko od 0 do n belih kroglic. Najprej izracunajmo verjetnost dogodka,

da v prvih k vlecenjih izvlecemo belo, v vseh ostalih vle¢enjih pa rdeco kroglico:

bb+1)---(b+k—-1)-r(r+1)---(r+n—~k—1)
b+r)b+r+1)---(b+r+n—1) '

Pnk =
Ta verjetnost pa se ohrani, tudi ¢e zamenjamo predpisani vrstni red barv — da le

ostane k belih in n — k rdecih. Verjetnost lahko izrazimo s faktorielami:

b FE-Dr+n—k-1I(b+r—1)!
bk I = D) bt r+n—1)

To je torej verjetnost, da je pri prvih n vlecenjih poljubnih predpisanih k kroglic
belih. Ce z X,, ozna¢imo Stevilo belih kroglic pri prvih n vlecenjih, torej za k =
0,1,2,...,n velja:

. (n b+ k=D r+n—k—1!(b+r—1)
‘Hxﬁ_m“QJMk_kun—kﬂ@—1yv—1ﬁw+r+n—nr

Za b =r =1 dobimo enakomerno porazdelitev na mnozici {0, 1,2,...,n}.
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26.

27.

28.

Za izide lahko vzamemo razporeditve r rdec¢ih in n — r zelenih kroglic, pri ¢emer so
kroglice neoznacene. Vseh moznih razporeditev je (:f) Oznac¢imo z X zeleno stevilo
vlecenj. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame vrednosti s,s +1,....,.n —r +s.
Ce je k dopustna vrednost, so izidi, pri katerih je X = k, tiste razporeditve, pri
katerih je med prvimi k£ — 1 kroglicami natanko s — 1 rdecih, k-ta kroglica je rdeca,
med zadnjimi n — k kroglicami pa je natanko r — s rdecih. Sledi:

S ey [ (9]
(")

Opomba. Podobno kot pri opombi k hipergeometrijski porazdelitvi lahko tudi tu
opazujemo, kaj se dogaja, ko gre n proti neskoncno, r/n pa proti fiksnemu Stevilu
p. Ce je r1,re,... zaporedje z lim,_,o, 7,/n = p, velja:

(o) ()
-G

Cﬁ4>( (n—k)lrl (n—r)!

wn—s)(n—r,—k+s)nl

ro(rn—1) - (r,—s+1)-(n—r,)n—r,—1)---(n—r, —k+s+1)

% nn—1)--(n—k+1) -
k—1
— $(1 — k—s'
nggo(s_l)p( p)

Ustrezna negativna hipergeometrijska porazdelitev, ki izhaja iz izvirnega poskusa,
torej glede na tockaste verjetnosti konvergira proti negativni binomski porazdelitvi
NegBin(s, p), ki izhaja iz limitnega Bernoullijevega zaporedja poskusov.

Oznac¢imo stevilo vlecenj z X. Ta slucajna spremenljivka zavzame vrednosti na
naravnih stevilih in za vsako naravno stevilo n velja:

b b+k b+ 2k b+ (n—2)k a

X =) = e o hatbr 2 atbt (n-2katbt (n—1k

Najprej prestejemo, na koliko nacinov lahko 2n oseb razporedimo po parih. Pred-
stavljajmo si, da to storimo tako, da jih razporedimo v vrsto, nakar poberemo po
dva in dva. Ce vse lo¢imo, lahko to storimo na (2n)! na¢inov. A pri marsikaterih
nacinih dobimo isto razporeditev v pare: vseeno je, v katerem vrstnem redu so pari,
poleg tega pa je v posameznem paru vseeno, kdo pride prej. Tako dobimo, da je
razporeditev

(2n)!

n!.2n
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Ce $tevilo parov, v katerih sta osebi nasprotnega spola, ozna¢imo z X, so mozne
vrednosti te slucajne spremenljivke vsa stevila k € {0,1,...,n}, pri katerih je n — k
sodo stevilo. Dogodek {X = k} se zgodi, Ce je natanko k moskih in k Zensk v
parih, v ostalih parih pa sta osebi istega spola. Presteti moramo, koliko razmestitev
ustreza temu opisu. Izberemo k moskih in k zZensk, kar lahko naredimo na (2)2
nacinov. Izbrane osebe lahko razmestimo v mesane pare na k! nacinov. Ostale
osebe moramo razmestiti v pare tako, da med njimi ne bo mesanih parov, torej

razvrstimo posebej moske in posebej Zenske. To lahko naredimo na

nacinov. Sledi:

1 ((n—k)!)
N N o) 2" - (nl)?
PR = ( ) - (2n)! k(20! [(255)]°

29. Kumulativna porazdelitvena funkcija sluc¢ajne spremenljivke iz 1. naloge:

Fx(z)
I+ ¢
(—
B —
(—
| il il il il il
1 ) 3 4 5 6 z

Kumulativna porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke iz 2. naloge:

Fx(z)
1+ - —
3/4 + —
(—

1/2 - —

1/4 + -
= | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 *

30. Lahko privzamemo, da je prostor izidov kar kvadrat 2 = [—3, 3], verjetnost pa je

seveda dolzina, deljena z dolzino celotnega intervala, torej s 6. Lo¢imo ve¢ primerov:
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e Zat <0 jeocitno {D <t} =0, torej je Fp(t) = P(D <t)=0.
o Zat=0je {D <t} ={D =0} =]0,1], kar ima dolzino 1, torej je Fp(0) =

1/6.
e Za0 <t <2je{D <t} =[-t1+t], kar ima dolzino 1 + 2¢, torej je
Fp(t) = (14 2t)/6.
e Za 2 <t <3je{D <t} =[-t3], kar ima dolzino 3 + ¢, torej je Fp(t) =
(3+1)/6.
e Zat > 3 je dogodek {D <t} gotov, torej je Fip(t) = 1.
Graf:
Fp(t)
1 -+
5/6 A/
1/6 -
1 1 2 3 4t

31. Podobno kot pri prejsnji nalogi lahko privzamemo, da je prostor izidov kar €2 =
[—1, 1]?, verjetnost pa je seveda dolZina, deljena s plos¢ino tega kvadrata, torej s 4.

Oznacimo dano oddaljenost z D. Loc¢imo naslednje moznosti:
e Zat <0 jeocitno {D <t} =0, torej je Fp(t) = P(D <t)=0.

e Za0 <t <1lje{D <t} =][-1,1*\[-1+¢ 1—¢] kar ima ploscino 4—4(1—t)?
torej je Fp(t) =1— (1 —t)* =2t — %

e Zat > 1 je dogodek {D <t} gotov, torej je Fp(t) = 1.
Graf:
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32. Iz:

/(:fx(x)dx:/()g%dx:%ﬁ‘z:&

dobimo ¢ = 1/6. Nadalje je:

4 44 4
P(1<X<4):/1fx(x)dm:é/l\/—9;:g =é,
1
0 1 [d 2
P(X>1):/1 sy =g | \/—‘;:\/g -2
1

33. Naj bo D najprej slucajna spremenljivka iz 30. naloge. Ker je >, .p P(D =t) =
1/6 < 1, D ni porazdeljena diskretno. Ker je P(D = 0) = 1/6 > 0, D ni porazde-
ljena zvezno.

Naj bo zdaj D sluc¢ajna spremenljivka iz 31. naloge. Najprej za 0 < a < b <1
izpeljemo:

b
P(a < D <b) = Fp(b) — Fp(a) = 2b —b* — 2a + a* :2/ (1—t)dt.
Krajsi premislek pokaze, da za poljubna a < b velja:

P(a<D§b):/be(t)dt,

kjer je:
0 1t <0
fot)=12 21—-t) ;0<t<1
0 pt>1,

pri ¢emer lahko pri t = 0 ali £ = 1 vzamemo poljubno vrednost. Konéno, ker je
funkcija Fp zvezna, za vse t € R velja P(D =t) = 0. Potem pa je tudi:

b
P(a<D<b):P(a§D§b):/ Fo(t)dt.

Sledi, da je D porazdeljena zvezno z gostoto fp.

34. Kumulativna porazdelitvena funkcija:

0 ;2<0
Fyx(z) = f—o L0 <2 <10
1 ;2z>10

je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, torej gre res za zvezno porazdelitev. Njena
gostota pa je:

; 0<x <10

—_

1
fx(.’ll') = 0
0 ; sicer.



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 191

0 1t <0 "
12 — 0<t<10
35. Fy(t) =9 — ;0<t<10, fult)=14 50
100 0 ; sicer
1 ;> 10
Verjetnost, da je Maks ¢akal od 5 do 6 minut, lahko izracunamo bodisi kot:
6% — 52 11
Fy(6) — Fy(5) = = —
w(6) = Fu(5) = =555~ = 75
bodisi kot:
6t 11
—dt = —.
5 90 100
(0 :2<0
222 4—Z 0<z<1
% ;0<2<1 5
36. FZ(Z): 1+22 ) fZ(Z): Q_Z ,1<Z<2
1 1<2<2 5
5 0 ; sicer.
. 1 ;2> 2

37. Velja c= X in:

FX(x):{l_e)\x ,I‘EO )
Pl<X<2)=et—e 2,

38. Oznacimo iskano dolzino z X. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame vrednosti
1,2,...,m.
Opazimo, da je {X > k} dogodek, da prvih k Stevil tvori strogo narascajoce zapo-
redje. Bolj formalno, ¢e izbrana stevila oznacimo z Ny, Na,. .., je

{XZk}:{N1<N2<<Nk}

Strogo narascajocih zaporedij dolzine k iz mnozice naravnih stevil od 1 do m pa je
toliko kot njenih podmnozic mnozice moci k, torej (T]Z) Sledi:

P(sz):i(Z).

mk

Ob dogovoru, da je (TTL) = 0, brz ko je r > n, to velja za vse k = 1,2,3,... Med
drugim dobimo P(X > 1) = 1in P(X > k) = 0, brz ko je kK > m, saj nobeno

strogo narascajoce podzaporedje ni daljse od m. Odstejemo in dobimo, da za vse
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39.

40.

41.

k=1,2,3,... velja:
P(X=k)=PX>k)—PX>k+1)=

- (1) - L) -
—# :m(@_(krjl)] -
_ miﬂ :(m+1)<7Z) - @) - <k7j:1>} -
- _(k+1)(7,?:11) —’“CZ:D] )
ko (m+1
:W(kﬂ)

Iz zadnje oblike izraza pa se vidi tudi alternativna resitev naloge: ¢e izbrana stevila
tvorijo zaporedje Y1, Y5, ..., je:

{X=k}=M<Yo< - <Y, >Y1}.

Oznac¢imo z B mnozico zaporedij (y1, Y2, - - -, Yr+1) Stevil iz mnozice {1,2,...,m}, za
katera je y; < yo < --- < Y > Yr+1. Pokazimo, da ima B natanko k(’;;ill) elemen-
tov. Toliko elementov pa ima zagotovo mnozica A, ki jo sestavljajo vse celostevilske

(m + 2)-terice (x1,2a,...,Tpy1,1), za katere je 1 < 27 < g < -+ < T < m in
i=1,2,..., k. Konstruirajmo bijekcijo iz A v B: vzemimo (x1, Zs, ..., Tr41,1) € A.
e Ce je Tj41 = m, naj bo yi=xjzavse j =1,2,... kin ypy1 = ;.
e Ce je Tpe1 < m,najboy, =x;zaj =12...,i—1 9y, = x4 za j =
1,7+ 1,...,m in spet ypi1 := ;.

Ni tezko preveriti, da je ta predpis res bijekcija. Spet sledi P(X = k) = #(

0 1 4
Y”(o& 07 0'2)
~1 0 1
Y~ (1-p)? 1—p 1
2-p)2-2p+p*) 2-p (2-p)(2-2p+p°)

Iskana prva decimalka se izraza v obliki D = |10Y | in lahko s pozitivno verjetnostjo
zavzame vrednosti 1,2,...,9. Za d iz te mnozice velja:

P(D=d)=P(d<10Y <d+1) = P(log,gd < U < logo(d + 1)) =

1
= logo(d + 1) — log,y d = logy, <1 + 3) :

)

Numeri¢na porazdelitvena shema te porazdelitve:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
03010 0'1761 071249 00969 00792 00669 00580 0°0512 0°0458
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42.

Porazdelitev lahko posplosimo na poljubno osnovo stevilskega sistema in ji pravimo
Benfordova®® porazdelitev. Trditev, da ima D Benfordovo porazdelitev z osnovo b,
torej pomeni, da za d=1,2,...,b— 1 velja:

1
P(D = d) = log,(d+ 1) — log, d = log, (1 + Zi) .

Nalogo resimo prek kumulativne porazdelitvene funkcije. O¢itnojeY > 0. Zay > 0
velja:
Fy(y) =PY <y)=P(—vy-a< X< \y—a).

To moramo izracunati na podlagi dejstva, da je X porazdeljena eksponentno. Lo-
¢imo ve¢ primerov. Za a > 0 velja:

0 y<a’
FY(y):{ l_eA(af\/y) ;y2a2

Ker je ta funkcija zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, je Y porazdeljena zvezno
7 gostoto:
0 cy < a?
Fy) =1 A e
2\/y

Naj bo zdaj a < 0. V tem primeru pa dobimo:

cy > a®

0 ;<0
FY(Z/) prg 6)‘(“+\/§) i 6)\(617\/?) O S y 2 ,
1 — eMo=vo) py > a?

kar je spet zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva funkcija, ki nam da gostoto:

0 Yy <0

7 (eMatyy) Ma—vy)) . 2
e +e 0<y<a

L eMa=vy) sy > a?

-1 ;U<04

0 ;04<U<05
1 ;05<U<08 "’
2 ;U>08

, -1 0 1 2
JeX“(O'40‘10'30'2)‘

58Frank Albert Benford, Jr. (1883-1948), amerigki elektroinzenir in fizik



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 194

44.

45.

46.

Za generiranje eksponentne porazdelitve nastavimo Y = h(U), kjer je h: (0,1) —
(0,00) zvezna, strogo narasc¢ajoca in surjektivna (torej bijektivna). Pomagamo si
s kumulativno porazdelitveno funkcijo: ker mora biti Y porazdeljena eksponentno
Exp(\), mora za vsak y > 0 veljati:

PY<y)=1—e,

Velja {Y < y} = {h(U) <y} = {U < h'(y)}, torej je tudi P(Y <y) = h~'(y).
Ko primerjamo obe vrednosti in enacbo obrnemo, dobimo h(u) = —M. Ta
funkcija je res zvezna in strogo narasc¢ajoca, interval (0,1) pa preslika na (0, 00).
Sklep: ¢e postavimo: In(1 - )
L

bo Y ~ Exp(A).

Opomba. Konstrukciji slu¢ajnih spremenljivk X in Y nista edini izbiri: lahko bi
npr. definirali tudi Y = —(InU)/A.

Q@
Kvantil za verjetnost « je enak 1 . Torej je m =1, iz 2174 = 1/3 in 23,4 = 3 pa
-«

dobimo $e IQR = 8/3.

Tabelirajmo verjetnosti levih repov:

r<llz=1|l<z<2|z=2|2<z<3|z=3|3<zx<4d|z=4|4<z<b|lz=5|b<x<b6|z=6|z>6

P(X <ux) 0 0 005 0705 02 02 035 0°35 05 05 065 065 1
P(X <ux) 0 0°05 005 02 02 0°35 0°35 05 05 065 065 1 1
Torej je:
P(X<2)<03 < <3, P(X<2)<05 <= <5,
P(X<2)>03 < z >3, P(X<2)>05 < z>4.

Tretji decil je torej natancéno doloc¢en — x5 = 3, mediana pa je lahko koli iz intervala
4, 5].

a) Dovolj je obravnavati le implikaciji na levi, saj sta jima implikaciji na desni
ekvivalentni. Brz ko je x < ¢, je F(z) = P(X < z) < P(X < q) < p, tore]
implikacija velja. Toda okrepiti je ne moremo na nobeni strani: ée je P(X = 0) =
P(X =1)=1/2, je ¢ = 1 kvantil slucajne spremenljivke X za verjetnost p = 3/4
(tretji kvartil). Toda ¢e je x = ¢ = 1, je F(x) = 1 > p, zato implikaciji na levi
strani ne moremo dodati enacaja. Ce pa postavimo p = 1/2, je ¢ = 2/3 ena od
median, toda za x = 1/3 < ¢ velja F(xz) = 1/2 = p, zato implikaciji na desni strani
enacaja ne moremo odvzeti.

Oglejmo si e spodnjo implikacijo. Brz ko je z < g, je F(z) = P(X <z) > P(X <
q) > p, torej implikacija velja, in sicer tudi, Ce ji na levi strani dodamo enacaj. Spet
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47.

48.

49.
50.
51.

52.

pa ji enacaja na desni strani ne moremo odvzeti: P(X =0) = P(X =1)=1/2in
=1/2, je ¢ = 1/3 ena od median, a za © = 2/3 > q velja F(z) =1/2 =p.

b) Naj bo u < v ter x = Q(u) in y = Q(v). Tedaj je:
PX<z)<u<v< PX<y),

od koder sledi z < y.
¢) Naj bo x € R in ¢ > 0. Tedaj velja:

Ko posljemo ¢ proti ni¢, dobimo P(Q(U) < z) < F(x) < P(Q(U) < x). Zdaj pa
spet vzemimo € > (0 in piSimo:

F(z) < P(QU) < 2) < P(QU) <z +¢) < Pz +¢).

Ko posljemo ¢ proti ni¢ in upostevamo desno zveznost kumulativne porazdelitvene
funkcije F', dobimo, da mora biti P(Q(U) < x) = F(z), torej je Q(U) res porazde-
ljena enako kot X.

093319.

Ce je a # 0, funkcija h(z) = ax + b bijektivno preslika celotno realno os (ki je po
definiciji odprta) nase, njena inverzna funkcija h='(y) = £ pa ima zvezen odvod
(1) (y) = 1. Po krajsem ra¢unu dobimo:

1 —-b 1 _ (@—ap—b)?
= — 2a252
W) \ayfx< a ) alov/2m |

torej je Y ~ N(ap + b, |a|o). Jasno je, da to velja tudi za primer, ko je a = 0.

1/2 — ®(9/5) = 0°03593.
Iz fy(y) = 1 fx (%) dobimo Y ~ Gamal(a, A/k).

Funkcija h(z) = e* realno os bijektivno preslika na odprt poltrak (0,00), njena
inverzna funkcija h='(y) = Iny pa ima zvezen odvod (h™1)(y) = i Zay > 0 je
torej:
fx(Iny) 1 —(Iny)2/2
Frly) = = et
|yl yv2m

medtem ko za y < 0 velja fy(y) = 0.

a) Slucajna spremenljivka R je skoncentrirana na odprtem poltraku (0, 00) in pri-
vzamemo lahko, da zavzame vrednosti izkljuéno tam. Funkcija h(z) = 22 ta poltrak
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53.

54.

bijektivno preslika samlega nase, njena inverzna funkcija h=1(y) = /Y pa ima zvezen
odvod h™1(y) = f Ce torej ozna¢imo S := R?, za s > 0 velja:

fr(Vs) =22,

fs(s) = 5

1
2V/s
medtem ko lahko za s < 0 postavimo fs(s) = 0. Slu¢ajna spremenljivka S je tore;
porazdeljena eksponentno Exp(a/2).

b) Najprej pois¢imo 95. centil slucajne spremenljivke S, ki ga ozna¢imo z Sg.gs.
Velja:
P(S < s095) =1 — e~ 9095/2 — ()°95

od koder sledi:

599 99
S0.95 — ——IHO 05 =
95. centil slucajne spremenljivke R pa je enak:
. 245
r0.95 = \/S0.95 = ——= .
0.95 0.95 Ja

Slucajna spremenljivka X je skoncentrirana na odprtem poltraku (0,00) in smemo
privzeti, da zavzame vrednosti izkljucno tam. Naj bo h(x) := e*. Za a > 0
funkcija h poltrak (0,00) bijektivno preslika na odprt poltrak (1,00), za a < 0
pa ga bijektivno preslika na odprt interval (0,1). V obeh primerih ima inverzna
funkcija A (y) = L 1Iny zvezen odvod (h™')(y) = aiy Za vsak y v sliki poltraka
(0, 00) glede na funkcijo h torej velja:

Iny A\

fy()——fx( ) Syt
|ay| a

za ostale y pa lahko postavimo fy(y) = 0.

Za a > 0 je torej:

A, —Aa—1 .
2y sy >1
fY(y> = {

0 ; sicer,

medtem ko za a < 0 dobimo:

_ A=A a—-1 . 0 1
) U<y <
fr(y) = {

0 ; sicer.
Zaa=0jekarY = 1.
Opomba: za a = —\ je Y porazdeljena enakomerno na intervalu od 0 do 1.

Ne le, da smemo privzeti, da je vselej X # 1, privzeti smemo, da X zavzame
vrednosti izkljuéno v odprti mnozici A := (0,1) U (1,00). Funkcija h mnozico A
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bijektivno preslika na odprto mnozico B := (—oo0, —1) U (0,00), njena inverzna
funkcija:

h—l — y
(y) i1

pa je povsod na B zvezno odvedljiva in velja:

1
(y+1)2

Torej je Y porazdeljena zvezno z gostoto fy, ki je za y € B enaka:

fy(y)zfx(y)( S

y+1/) (y+1)2  (2y+1)2’

(A1) '(y) =

zay ¢ B paje fy(y) =0.

55. a) Privzeti smemo, da X zavzame vrednosti izkljuéno na odprtem poltraku (0, 00).
Funkcija h(z) = az — b/x ta poltrak bijektivno preslika na celo realno os, inverzna

funkcija:
hL(y) = Y+ /y? + 4ab
B 2a ’

pa ima zvezen odvod:

7Y () = LT
2a+/y? + 4ab

Opazimo Se, da za x > 0 velja:
fX(x) — Cef(h(t))272ab ]

Sledi, da je Y porazdeljena zvezno z gostoto:

f <y> _ C(y T v y2 + 46Lb) €7y272ab
v 2a+/y? + 4ab '

b) Velja:

€ _—w2-2a
fW(w):%e 2 Qb,

torej je W ~ N(0, 1/\/5)
c¢) Gostota normalne porazdelitve N(O, 1/ \/5) je:

Izenacimo z izrazom iz prejsnje tocke in dobimo

c _ 1
—e 2ab:

2a VL3
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56.

oziroma
2ab

Sledi

24

00 —2ab
2.2 12/.2 e
/ e~ g v
0

Funkcija h(z) = 22 je definirana na celotni mnozici A := R (ki je odprta po definiciji)
in velja B'(z) = 2z. O¢itno je P(I'(X) = 0) = P(X = 0) = 0. Sledi, da je ¥
porazdeljena zvezno, za izracun gostote fy pa opazimo naslednje:

e Za y < 0 enacba 2% = y nima resitve na x # 0, zato je fy(y) = 0.

e Za y > 0 ima enacba 22 = y dve resitvi na x # 0, in sicer z = +,/y. Torej je
v tem primeru:

A0 AW
2vil l2vel Ve

Podobno lahko tudi za z < 0 postavimo fz(z) =0, za z > 0 pa je:

. _fX(1+\/E) fx(1=+/2)
P& ="0 A/ T v
1 (efmﬁ)m n e*(lfﬁf/?) -

- 24/ 21z

L L mras,

2wz

fr(y)

Opomba: slucajna spremenljivka Y ima porazdelitev hi hvadrat z eno prostostno
stopnjo, ki jo oznacimo s x?(1) (glej 5. razdelek).
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5. Slucajni vektorji

1. Navzkrizno in robni porazdelitvi lahko predstavimo s tabelo:

M=0|M=1|M=2

_ 10 20 5 35
}% - 0 120 120 120 120
_ 30 30 3 63
}% - 1 120 120 120 120
_ 15 6 21
}% - 2 120 120 O 120
_ 1 1
R_3 120 O O 120
T T 1 1

15 15 15

Slucajni spremenljivki R in M sta odvisni. Velja:

0o 1 2 3
R+MN<10 5_0ﬂ£>‘

120 120 120 120

Navzkrizno porazdelitev lahko dobimo iz formule:

() )-r)
P(R=r M =m) = r)\m/)\3—r—m 7
10
3
vse ostale pa iz dejstva, da gre za hipergeometrijsko porazdelitev: R ~ H(3,3,10),
M ~H(3,2,10), R+ M ~ H(3,5,10).

Y o 1 2 3 4 5
2. R+ ~\ 245 686 623 217 28 1 |-
1800 1800 1800 1800 1800 1800

Nauk: za porazdelitev funkcije dveh sluc¢ajnih spremenljivk ni dovolj poznati le
porazdelitve posameznih slucajnih spremenljivk: v splosnem je potrebno poznati
navzkrizno porazdelitev.

3. a) Najprej preverimo, da je vsota deklariranih verjetnosti res ena. Ker je to res, je
dovolj preveriti, da so vse deklarirane verjetnosti nenegativne. Po ureditvi dobimo,
da to velja, ¢e je a > 01in 2a® +a — 5 < 0, torej e je 0 < a < #‘H = 1'351.

b) Velja:
1 2 1 2
XN(E) 1 1 1), Y’\’(s 1 1 1)
6 6% 16 ¢ —30° §+30°

Slucajni spremenljivki sta torej enako porazdeljeni, e je %a = 1a? torej cejea =0

. 3
ali a = 5
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c¢) Slucajni spremenljivki X in Y sta skoraj gotovo enaki, ¢e sta verjetnosti v poljih,
kjer nista enaki, enaki ni¢. To je res za a = 0.

d) Slucajni spremenljivki sta neodvisni, ¢e je izpolnjen naslednji sistem enacb:

5 1 1, 5 1 5 1 4
6 6 3° :<6_6a> (6_5 )
3 6 6 6 3
6 6 3 6 6
1 /1 1\ (1 1,

Po ureditvi dobimo, da je to natanko tedaj, ko je 2a® + 24> + a — 5 = 0, kar je
ekvivalentno (a — 1)(2a? 4+ 4a + 5) = 0, to pa je res natanko za a = 1.

4. Porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X,Y’) z robnima porazdelitvama:

| [Y=0]y=1[Y=2] |
X=-1] 005 ] 01 | 01 |02
X=0 01 | 02 | 02 |05
X=1] 005 | 01 | 01 |025
| [ o2 [ 04 [ 04 [ 1 |

VeljaéeY—XN(_1 0 ! 2.3 )

005 02 035 03 01

5. Najprej se splaca iti racunat robni porazdelitvi. Za k = 0,1, 2, ... izracunamo:

(1 —b)k+1”

sicer pa je seveda P(X = k) = 0. Sledi X + 1 ~ Geom (1_“_b) inc=1—a-—>. Iz

1—b
simetrije dobimo Se Y + 1 ~ Geom (%‘”;b)

Opomba. Mehanizem, ki pripelje do te porazdelitve, je naslednji: vrtimo kovanec,
pri katerem grb pade z verjetnostjo a, cifra z verjetnostjo b, mozno pa je tudi, da
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kovanec obstane na robu. Ce je X Stevilo grbov, Y pa §tevilo cifer, dokler kovanec
prvi¢ ne obstane na robu, imata ti dve sluc¢ajni spremenljivki natanc¢no isto skupno
porazdelitev kot v nalogi.

6. Velja:

S

i

0 2 3\
073 oﬁ 03 3-07-03> 03 )~

0 2 3
0343 0441 0’189 07027

b(3,

Ce so X1, ... X, neodvisne in imajo vse Bernoullijevo porazdelitev Ber(p), je njiho-
va vsota porazdeljena binomsko b(n,p). Vzemimo namre¢ zaporedje n neodvisnih
sluc¢ajnih poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetnostjo p. Naj bo:

{ 1 ; ¢e i-ti poskus uspe
X, = .
0 ; sicer.

Tedaj je S = Xy + Xy + - - - + X, ravno stevilo uspelih poskusov, za to pa vemo, da
je porazdeljeno binomsko b(n, p).

7. Prvi nacin. Za n € Ny velja:

k=0
A+ p)m e
n! ’
torej je U ~ P(\ + p).
Drugi nacin. Naj bosta Sy, 59,53, ... 1in 11,15, T, ... zaporedji slucajnih spremen-

ljivk, pri ¢emer naj bosta Sy in T neodvisni za vsak k ter Se Sy ~ b(myg,px) in
Ty ~ b(ng, pr). Tedaj je Sy + Ty, ~ b(my, + ng, pr).-

Ce gre my, in ny proti neskonéno ter mypr — A in ngpr — p (taka zaporedja my,
ng in py se dajo konstruirati za poljubna A in u), se po Poissonovem obrazcu poraz-
delitev slucajnih spremenljivk Sy bliza Poissonovi porazdelitvi P()\), porazdelitev
slucajnih spremenljivk T} pa Poissonovi porazdelitvi P(u). Se veé: ko gre k proti
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neskoncno, se porazdelitev slucajnega vektorja (S, Tx) bliza porazdelitvi slucajnega
vektorja (S,T). Zato se morajo tudi porazdelitve vsot Sy + T} blizati porazdelitvi
vsote S + T'. Ker pa se porazdelitve teh vsot, ki so binomske, spet po Poissonovem
obrazcu blizajo tudi Poissonovi porazdelitvi P(A + i), od tod zakljuc¢imo, da mora
biti S + T ~ P\ + ).

8. Oznacimo z X stevilo prosenj, ki jih je ministrstvo dobilo prvi dan, z X, pa stevilo
prosenj, ki jih je dobilo drugi dan. Iskano verjetnost lahko dobimo kot:

1— P(X1 € {0,1}, X5 € {0, 1,2}) — P(X1 =2,X5€ {0,1}) — P(X;=3,X,=0)
ali tudi kot:

1—P(X1+ X €{0,1,2,3}) + P(X; =0, X, = 3);
pri slednji moznosti upostevamo, da je X; + Xy ~ P(2X). Konéni rezultat je 1 —

3
e~ (1+2)\+2)\2 + %)

Simulacije nadaljnjega obnasanja Stevila prosenj, ki ostanejo na kupu, za razli¢ne
A

A=09

prosenj
15 +

10 +~

100 200 300 400 500 dni

A=1
prosenj |

40 —

30 -

T

T

20 -

10 -

T

200 400 600 800 1000 dni
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A=11
prosenj |

120 +
100 +

80 -

T

T

60 -

T

40

20 1

T

200 400 600 800 1000 dni

A=2
prosenj |

1000 —

T

800 -

600

T

400 -

T

T

200 -

200 400 600 800 1000 dni

9. (ﬁ)go.[1_1(1+1+1)]+
30 e 2
+<30)-i-(@>29-{1—1(1—%1—1—1—1—1)]—1—
1 30 30 e 2 6
(G B (i)
2 30 30 e 2 6 24

= 0'036831.
Tocen rezultat (brez zanemarjanja): 0°036867.
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10. a) Dani slucajni vektor lahko zavzame vrednosti na vseh (r+1)-tericah (jo, j1, .- ., jr)

11.

nenegativnih celih stevil z jo + j1 + - - - + J» = n —r; recimo jim dopustne. Dopustne
(r + 1)-terice pa so v bijektivni korespondenci z razporeditvami r rdec¢ih in n — r
¢rnih neoznacenih kart v kup. Te razporeditve so vse enako verjetne in jih je (’:)

Torej za vsako dopustno (r + 1)-terico (jo, j1, - - -, jr) velja
, , , 1 rl(n—r)!
P(& = jo,61 = Ji,- -, & = Jr) = T) = -
b) Posamezna slucajna spremenljivka & lahko zavzame vrednosti 0,1,...,n — 7.

Vse mozne razporeditve rdecih in ¢rnih kart, pri katerih je & = j, lahko dobimo
tako, da vzamemo razporeditve r — 1 rde¢ih in n — r — j ¢érnih kart, nakar pod k-to
rdec¢o karto vrinemo j ¢rnih in Se eno rdeco karto; pri £ = 0 te karte dodamo na
vrh, pri £ = r + 1 pa na dno dodamo najprej rdeco, nato pa se k ¢rnih kart. Vseh
razporeditev, pri katerih je { = j, je torej ("7]:1). Sledi

r—

(") _ =)t (n—j - 1)

™) nl (n—j—nr)

Opomba: slucajne spremenljivke & imajo negativno hipergeometrijsko porazdeli-
tev, pomaknjeno za ena v levo (glej 26. nalogo iz 4. razdelka).

P& =1j)=

¢) Slucajne spremenljivke so vselej odvisne, saj je npr. P(§g =n—r,& =n—r) =0,
medtem ko je P({g=n—r)P({& =n—1)= 1/(:)2 > 0.

Slucajni vektor (X7, X, ..., X,,) lahko zavzame vrednosti le na n-tericah

(k1, ko, ..., k,) nenegativnih celih stevil, za katere je ki + 2ko + 3ks + - - - +nk, = n.
Ker vemo, da je permutacij n!, moramo le Se presteti Stevilo permutacij z dano ci-
kli¢no strukturo. Ce oznadimo cikle in mesta v njih, imamo n! moznih razporeditev.
Toda nekatere izmed njih sovpadejo: vsak cikel dolzine k£ lahko predstavimo na k
nacinov, poleg tega pa lahko permutiramo cikle iste dolzine. Za nenegativne cele
ki,...,ky, s ki + 2ko + 3k3 + - - - + nk,, = n torej velja:

1
P(X1 =k, Xo=ky,..., X, = k) = 1ki2kz . oombn fylkol - Kl

sicer pa je iskana verjetnost enaka nic.

Porazdelitev slucajne spremenljivke X; se sicer izraza z vsoto —za k =0,1,2,...,n
velja:
1
P(Xi=k) = Z 12k ko ey lkol - k)
k2.ks,....kn€Z n
k2,k3,....kn>0

k1+2ko+-3k3+---+nkn=n

toda mozno jo je zapisati preprosteje. Slucajna spremenljivka X; namrec predstavlja
stevilo negibnih tock nase permutacije. Verjetnost dogodka, da ima permutacija
predpisanih k tock negibnih, je (n — k)!/n!. Nadalje iz 18. naloge iz 2. razdelka
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razberemo, da je pogojno na ta dogodek verjetnost, da preostalih n — k tock ne bo

fiksnih, enaka:
1 (n—k)!
(n—k)! e '
Koné¢no lahko na (Z) nacinov izberemo negibne tocke nase permutacije. Ko vse
skupaj sestavimo, dobimo:

P(X, = k) = <Z> (n ;!k)! (n—lk:)! <(n—ek‘)!> .. (n1_ - <(n—6k:)!> |

12. a) Za j =0,1,2,... izracunajmo:
, o 1 .
P(a; > j) = P(X je deljivs pl) = —— =p, 7.
mzzl ¢(s) (mp})
Sledi:
. —sj —s(j+1
Ploy =j) =p; ¥ —p;] G+

Torej je slucajna spremenljivka 1 4+ «; porazdeljena geometrijsko Geom(l —p; 5).

b) Izracunajmo najprej:

P(Oél 2]1,,Oén2]n)zp
P

m=1
p— 1 p—
(')
= H P(az > .71) )
=1
Sledi, da so slucajne spremenljivke aq, as, ... neodvisne. Torej je:

Pl == = [T =55

Opomba. Izrazava vecrazseznih tockastih verjetnosti z vecrazseznimi kumulativ-
nimi nasploh ni tako zelo preprosta — velja:

P(Xy =k, Xo=ky, ..., X, =ky)
= Z (1) tdttdn Xy >k +dy, Xo > ko + dyy ..o, Xy > Ky + dy)

dy,da,..., dne{o,l}
= Z (—1)d1+d2+m+d" P(X: <k —d,Xo<ky—do,.... X, <k, —d,).
dy,da,...,dn€{0,1}
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13.

14.

To lahko izpeljemo iz ustrezne identitete za indikatorje:

LX) =k, Xo=ky,o o, Xy = ko) = | [(1(Xi > k1) = 1(X; > by + 1)) =

11
ﬁ(l(Xi <k)—-1X; <k —1)),

a za to potrebujemo pricakovano vrednost: glej 29. nalogo iz 6. razdelka.

a) Podobno kot v 30. nalogi iz 4. razdelka najprej izracunamo verjetnost, da je prvih
s izvlecenih kroglic rdec¢ih, preostalih n — s pa je belih. Verjetnost tega dogodka je
enaka:

r(r+d)---(r+(s—1)d)bb+d)--- (b+ (n—s—1)d)
b+r)b+r+d)-- (b+r+(n—1)d)

Ps =

Nato pa opazimo, da je to tudi verjetnost, da je poljubnih predpisanih s izvlec¢enih
kroglic rdecih, preostale pa so bele. Sledi:

P(X1 = kl, XQ = k?g, e ,Xn = k?n) = pk1+k2+~~-+kn .

Iskana verjetnost je torej odvisna zgolj od vsote ki + ko + -+ - + kj,.

b) Iskana verjetnost je enaka P(X, = 1), kar se sicer lahko izrazi kot:

n—1
n—1 n—1
Z <k1 + k2 44 kn1>pk1+k2+--.+kn—1+l - Z ( s )p3+1,

kiyeeny $k_1€{071}”71 s=0

vendar pa se da izraziti dosti preprosteje. Ker se namrec¢ verjetnost dogodka

P(X, = k1, Xy = ky,..., X,, = k) ohrani, ¢e premeSsamo vrednosti ki, ko, ..., k,
(pravimo, da so sluéajne spremenljivke X7, Xs, ..., X,, izmenljive), so vse robne
porazdelitve enake. Torej je:

P(n-ta izvle¢ena kroglica je rdeca) = P(X,, =1) = P(X; =1) =

Dogodek {X; = a1, Xy = ag,..., X, = a,} se lahko zgodi le, ¢e sta izpolnjena
naslednja dva pogoja:

e aptag+---+a,=mn;

e obstaja tak m, da je ay,as,...,a, > 010 apmit, Gmaoy -, @y = 0.
Tako je tudi a3 + ag + - -+ + a,, = n. Naborom (ay,...,a,), ki izpolnjujejo ta dva
pogoja, bomo rekli dopustni.
Ce je (a1,...,a,) dopustna n-terica s pripadajoc¢im $tevilom m, na dogodku {X; =
ai,..., X, = a,} velja, da smo (a; — 1)-krat izvlekli kroglico z oznako 1, (as — 1)-
krat kroglico z oznako 2, ..., (a, — 1)-krat kroglico z oznako m, pri preostalih

m — 1 vlecenjih pa smo izvlekli ¢rno kroglico. Izracunajmo najprej verjetnost, da
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15.

(a; — 1)-krat izvle¢emo kroglico z oznako 1, nato ¢rno kroglico, potem (ay — 1)-krat
kroglico z oznako 2 in tako naprej. Verjetnost za to je:

I (a—1) 1 1 (ag — 1)
5..' al .CL1+].‘(CL1+2).“(G/1+(12)...
1 1 (a — 1)
”'al—}----—kam_l—kl.a1+---+am_1+2.” n N
~ (ar = Dlag = 1)+ (ap, — 1)!
n!
=:play,ag,...,a,).

Zdaj pa opazimo, da se produkt ne spremeni, ¢e zamenjamo vrstni red vlecenja.
Torej lahko zapisemo:

P(Xi=a,...,X,=a,) = N(ay,...,a,) pla,...,a,),

kjer je N(ay,...,a,) Stevilo dopustnih vrstnih redov vle¢enj n — 1 kroglic, ki so
dopustni za (dopustno) n-terico (ai,as, ..., a,). Dopustni pa so taksni, ki za k =
1,2,...,m zajemajo natanko (a, — 1) kroglic z oznako k, poleg tega pa Se m — 1
¢rnih kroglic. Nadalje pa mora biti pred vsako kroglico z oznako k vsaj k — 1 ¢rnih
kroglic.

Razmisljamo takole: najprej lahko poljubno razporedimo a; — 1 kroglic z oznako 1
med vseh n — 1 vlecenj. Pri prvem vlecenju, kjer nismo izvlekli kroglice z oznako 1,
smo morali izvleci ¢rno kroglico. Nato razporedimo as—1 kroglic z oznako 2 med n—
a1 — 1 preostalih vlecenj. Spet mora biti pri prvem vlecenju Se nerazporejene oznake
izvlecena ¢rna kroglica. Tako nadaljujemo in dobimo, da je moznih razporeditev:

n—1 n—a; —1 nN—ay— -+ — Qp-1 — 1
Mowan s = (2o (T (e )

 (n—=1)! 1
[[E(a;i—1)! (n—a)(n—ar—a) - (n—a — - —am_1)
Sledi, da za vsako dopustno n-terico (aq, ..., a,) velja:
1
P(Xy=ay,.... X, =a,) = =
Xr=a,., an) nn—a)n—a —ag) - (n—ay —- -+ —an_1)
1

(@ + A1) - (O + Qo1 + -+ a1)

a) Za ki, ko, ... ky € Nje{Y) = ki, Yy = ko, ..., Y,, = k,,} dogodek, da so ki-ti,
(k1 + ko)-ti, ..., (k1 + ko + -+ + ky,)-ti poskus uspeli, ostali poskusi med prvimi
ki + ko + -+ 4+ k,, poskusi pa niso uspeli. Sledi:

P(Yl = kl, }/2 = kg, ce 7Ym = km) = pm(l _ p)k1+k2+"-+kmfm.

b) O¢itno je Y} ~ Geom(p). Nadalje, ker je izraz, ki predstavlja tockaste verjetnosti
iz prejsnje tocke, simetricen v spremenljivkah ki, ko, ..., k,,, so slucajne spremen-
ljivke Y7, Y5, ...,Y,, izmenljive (glej 13. nalogo), torej so tudi enako porazdeljene.
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16.

Ne torej le Yi, vse slucajne spremenljivke Y7, Y5, ... so porazdeljene geometrijsko
Geom(p): za vsak i € N in vsak k € N velja P(Y; = k) = p(1 — p)k~L. Sledi:

torej so slucajne spremenljivke Y7, Y5, ..., Y,, res neodvisne.

¢) V nalogi so konstruirane neodvisne sluc¢ajne spremenljivke Y7, Y5, ... Y,,, poraz-
deljene geometrijsko Geom(p). Iz konstrukcije teh slucajnih spremenljivk dobimo,
dajeY1+Yy+---4Y,, ~ NegBin(m, p). Toda porazdelitev vsote Y1 +Yo+---+Y,,

je natan¢no dolocena s skupno porazdelitvijo sestevancev Y7, Ys, ..., Y,,, slednja pa
je ob predpostavki neodvisnosti natancno dolocena z robnimi porazdelitvami. To
pa pomeni, da mora za poljubne slucajne spremenljivke Y7, Y5, ..., Y,,, ki so neodvi-

sne in porazdeljene geometrijsko Geom(p), veljati, da je njihova vsota porazdeljena
negativno binomsko NegBin(m, p).

d) Naj bodo Y1,Y%, ..., Y,y neodvisne in porazdeljene geometrijsko Geom(p). Ce
definiramo S =Y+ Yo+ -+ Y, inT =Y, 1+ Y1+ -+ Yoin staSin T
neodvisni, iz prejsnje tocke pa dobimo, da je S ~ NegBin(m, p), T ~ NegBin(n, p)
in S+ 7T ~ NegBin(m + n, p).

Zdaj pa argumentirajmo enako kot v prejsnji tocki: tu smo konstruirali neodvisni
slucajni spremenljivki S ~ NegBin(m, p) in T' ~ NegBin(n, p), za kateri velja S +
T ~ NegBin(m + n,p). Toda porazdelitev vsote S + T' je natancno doloCena s
skupno porazdelitvijo sestevancev S in T', slednja pa je ob predpostavki neodvisnosti
natancno dolo¢ena z robnima porazdelitvama. To pa pomeni, da mora za poljubni
neodvisni slucajni spremenljivki S ~ NegBin(m,p) in T" ~ NegBin(n,p) veljati
S + T ~ NegBin(m + n, p).

a) in b) Za = > 0 velja:

CI

z/2
fx(x) = / ce fdy=—e"
0 2

in za y > 0 velja:

fy(y) = / ce dr=ce .
2

Y
Ko integriramo se ti dve funkciji, dobimo ¢ = 2, torej:

re ™ ;x>0 . 2 5 y>0
Fx(z) = { 0 : sicer, - fr(y) = { 0 : sicer.
Se drugace, velja X ~ Gama(2,1) in Y ~ Exp(2) = Gama(1,2).

c) Ce je x > 2y > 0, je tudi 3z > y, torej je P(3X >Y) = 1. Drugo verjetnost pa
lahko dobimo kot:

oo o0 oo 2
P(X>3Y):2// ce’”dxdyzZ/ / ezdxdy:2/ e Wdy = =
>3y 0 3y 0 3

z>2y>0
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oo  rx/3 2 (9] 2
P(X>3Y):2/ / e_zdydx:—/ re “dr=—-.
o Jo 3 Jo 3

To pa lahko razumemo tudi kot:

2 oo px/2 oo 9 /2
P(X > 3Y) :—/ / 26_Idydl’=/ —/ 2e dy | dz.
3Jo Jo o \3Jo

Se drugace, gostota fxy je konstantna na vsaki od daljic {(v,y) ; 0 < y < x/2},
x > 0, zunaj teh daljic pa je enaka ni¢. Iskani dogodek pa ustreza poddaljicam
{(z,y) ; 0 <y < x/3} in vsaka od teh daljic je dolga natanko dve tretjini celotne.
To lahko povemo tudi v jeziku nadaljevalne verjetnosti: za vsak x > 0 je slucajna
spremenljivka Y pogojno na X = x porazdeljena zvezno enakomerno na intervalu od
0 do /2 (presenetljivo se da to povsem korektno definirati, ¢eprav je P(X =z) =0
za vse x, le (funkcijsko) odvisnost od z je treba vzeti malo ohlapneje). Pisemo:

ali kot

X
Y|X:x~EZ<O, g) ali kar Y|X~EZ(O, 3) .
Iz pogojne porazdelitve pa sledi

X 2
P(X>3Y\X:a:):P(Y<§‘X:g:) :p(y<§‘xzx> -,
kar se lahko spet napise tudi kar kot P(X > 3Y | X) = 2/3. Ker je pogojna

verjetnost enaka za vsak x, je toliko enaka tudi brezpogojna verjetnost: slednja se
racuna podobno kot pri izreku o popolni verjetnosti.

d) Ce bi bili slu¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni, bi imel sluc¢ajni vektor (X,Y")
(tudi) gostoto:

2re*%  ;x,y>0

o) = (o) ) = { 7,

; sicer.

Ta funkcija pa ne more biti gostota porazdelitve slucajnega vektorja (X,Y), saj se
od dane gostote fyy razlikuje na mnozici {(z,y) ; 2y > = > 0}, katere mera je
vecja od ni¢. Lahko pa utemeljimo tudi tako, da je ta mnozica neprazna, na njej
pa sta obe funkciji zvezni in razliécni. Sledi, da sta slucajni spremenljivki X in YV
odvisni.

Da sta slucajni spremenljivki X in Y odvisni, pa lahko preverimo tudi neposredno,
saj je P(X <2,Y > 1) =0, medtem ko je P(X <2)=1-3e¢2>0in
PY >1)=e2>0.

e) Velja:

Fy(z)=P(Z<z)= //x+ygze_wdxdy:2// 120 e “drdy.

>2y>0 2y<r<z—y
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17.

Ce Zelimo, da je 2y < z —y, mora biti y < z/3. Poleg tega pa mora biti tudi y > 0,
kar pomeni, da mora biti tudi z > 0. Za z > 0 torej velja:

z/3  pz—y z/3
Fz(2) =P(Z<2z2) = 2/ / e “drdy = 2/ (e — e’(z’y)) dy =
0 2y 0
=1-3e 2349277,
medtem ko za z < 0 velja Fz(z) = 0. Za z = 0 velja tudi zgornja formula. Torej je:

0 ;1 2<0
FZ(Z):{ 1—3e2/3 4262 1 22>0

Od tod sledi, da je slucajna spremenljivka Z porazdeljena zvezno z gostoto:

0 ;1 2<0

fz(2) = { 2(6—22/3 — e_z) ;22>0

Iz formule za volumen krogle dobimo, da je slucajni vektor (X,Y, Z) porazdeljen
zvezno z gostoto:

3 2 2 2
= sty +z2<l1
fX,Y,Z('ray7z):{ o Y

0 ; sicer.

Najprej se lotimo dvorazseZnih robnih gostot. Za x? + y? < 1 dobimo:

Vit g 3
fx,y(x,y)z/ Zdr=—\/1-22—¢?.

Ker je skupna gostota fxy z simetricna v z, y in 2, so slucajne spremenljivke X, Y
in Z izmenljive. Sledi:

3 2 2
21 —u2—1v2 ;ur+ovi<l1
fX7y(’LL,U) = fX,Z(U,U) = fY,Z<u7U) = { o 0 ; sicer.

Enorazsezne robne gostote lahko zdaj dobimo bodisi neposredno iz trirazsezne go-
stote bodisi iz dvorazseznih gostot. Naj bo |z| < 1. Iz trirazsezne gostote dobimo:

3
fx(ﬁ):// 4—dydz.
y2422<l—g2 T

Ce konstanto nesemo iz integrala, dobimo natan¢no plos¢ino kroga s polmerom

V1 —y?— 22 Sledi, da za |z| < 1 velja:
3(1 — a2
Frla) = % .
Iz dvorazsezne gostote fxy pa dobimo:

2

1—y 3
fX(ZE):/ 2—\/1—m2—y2dy.
1o 27
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Ce spet konstanto nesemo iz integrala, dobimo natan¢no plos¢ino polkroga s pol-
merom /1 — 22 in pride isto kot prej. Spet upostevamo izmenljivost in dobimo:

3(1 _ 2 .
Fx() = fr(t) = f2(1) _{ 4<1O £2) ; “1<t<l

Opomba. Preizkusimo lahko, da se dobljene robne gostote res zintegrirajo v 1. Pri
enorazseznih dobimo:

3 [t 3 [t 3 1
= 1— 28 de == l—a2?)de==(1-=)=1
4/_1( x®) dz 2/0( %) dx 2( 3> ,

pri dvorazseznih pa z uvedbo polarnih koordinat dobimo:

3 3
// —\/1—x2—y2dxdy:—// V1—r2drdp =
24201 2T 27 0<r<1
o +y2<1 0<p<2m

3 1 2w
:_/ \/1—r27"dr/ de =
2m Jo 0
1
:3/ rv1—r2dr.
0
Nadalje s substitucijo s = v/1 — 2 dobimo:

1
// i\/1—362—3/2d:1:dy—§/ Vsds =1.
a2 yy2<1 2T 2 Jo

18. a) Standardni dvorazsezni normalni slucajni vektor ima gostoto:

1

fX,Y(way) = o e
T

in ¢e h(z,y) oznacuje polarne koordinate tocke (x,y), je na dlani Ze kar inverz
preslikave h — to mora namre¢ biti:

h=(r,0) = (rcosf, rsinf) .

(z2+y?)/2

Imamo pa tezavo na celotni ravnini definirati polarne koordinate, katerih zalo-
ga vrednosti bi bila odprta mnoZica. Toda iz ravnine R? lahko izlo¢imo poltrak
(—00,0] x {0}, saj ima le-ta mero ni¢: privzeti smemo, da (X,Y’) na tem poltraku
sploh ne zavzame vrednosti. Pridobimo pa, da ima vsaka tocka (x,y) iz mnozi-
ce A :=R?\ ((—00,0] x {0}) enolitno doloCene polarne koordinate h(z,y), ki
izpolnjujejo pogoje naloge. Le-te so namrec:

( (x/xQ—l—yQ, arctg%—w) cr<0,y<0

-3 ;e =0,y<0
hiz,y) = (N/m2+y2, arctg%) ;x>0
5 ;x=0,y<0

\ (\/x2+y2, arctg%—kw) ;r<0,y>0.
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19.

A eksplicitnega predpisa v resnici ne potrebujemo: vse, kar je treba vedeti, je, da
zgoraj navedeni predpis, ki doloc¢a h™!, bijektivno preslika mnoZico B := (0, 00) X
(—m, 7) na mnoZico A := R?\ (—o0, 0] x {0}: obstoj bijektivne preslikave h: A — B,
katere inverz je dolo¢en z omenjenim predpisom, sledi. Ta inverz pa je tudi parcialno
zvezno odvedljiv z Jacobijevo determinanto:

cosf —rsinf

_1 _ _
J(h=)(r,0) = sinf rcos@ |
Sledi: .
e r>0, —nT<f<T7
fR,@(Tv 0) = 2m

0 ; sicer.

b) in ¢) Sluc¢ajni spremenljivki R in © sta neodvisni, pri ¢emer je slu¢ajna spremen-
ljivka © porazdeljena enakomerno na intervalu (—m, ), slucajna spremenljivka R
pa je porazdeljena zvezno z gostoto:

re /2 sr >0
fr(r) =

0 ; sicer.

Opomba. Porazdelitvi slu¢ajne spremenljivke R pravimo Rayleighova® porazdeli-
tev (glej tudi 52. nalogo iz 4. razdelka).

Opomba. Tako je mozno generirati psevdonakljucna Stevila za normalno porazde-
litev. Ce sta namre¢ U in V neodvisni slucajni spremenljivki, porazdeljeni enako-
merno na intervalu (0, 1), izracunamo:

R=+v—-2lnU, =72V -1),
X =RcosO, Y = Rsin©.

Da se preveriti, da imata v tem primeru R in © ustrezni porazdelitvi. Tako sta
potem tudi X in Y neodvisni in porazdeljeni standardno normalno.

Opomba. Formula, ki doloc¢a preslikavo h, sicer res ni bila pomembna, saj je
vse, kar steje, formula za inverz. Vendar pa je v transformacijski formuli, ki jo
uporabljamo, bijektivnost klju¢na predpostavka: na mesto preslikave h~! ne smemo
postaviti preslikave, ki ni injektivna!

Velja (U, V) = h(X,Y), kjer je:
h(z,y) = (z+y, o’y — 7).

Ce je vsaj eden od parametrov o in 7 razli¢en od ni¢, je preslikava h: R? — R?
bijektivna z inverzom:

1

hHu,v) = PO

(02u — U, 2u + U) ,

9 John William Strutt, 3'¢ Baron Rayleigh (1842-1919), angleski fizik
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20.

21.

ki je seveda zvezno parcialno odvedljiv z J(h™1)(u,v) = Ce privzamemo, da

je p=v =0, torej velja:

1
o242

fU,V(Uv v) =

: jexp (— (c"u —v)° (T*u +v)? >

- 27r07(<72 4+ 72 202(02 + 72)2 o 272@2 + 72)2

1 u? v?
2ro7(0? + 72) 2(02+72)  2027%(0% + 712)

o () v ()
=————exp| — . exp [ — )
27(02 + 72) P 202+ 72) ) or\/2n(0? + 72) P 20%72(0? + 72)
Torej sta U in V neodvisni z U ~ N(O, m) in
Vo~ N(O, oTVo? + 72). To seveda velja tudi za primer, ko je 0 =7 = 0.
Za splosna p in v pa oznac¢imo:
X =X—p, YV=Y—-—v, U=X+Y", V=Y -7X.
Ocitno sta tudi X’ ~ N(0,0) in Y ~ N(0,7) neodvisni. Po prejsnjem sta U’ in V'
neodvisni z U’ ~ N(O, Vo2 + 7'2) in V' ~ N(O,O’T\/O’2 + 72). Sledi, da sta U in V
neodvisni z:
U=U+p+v~N(p+v, Vo2 +12),
V=V 4+ov—7u~ N(cr2y —7u, UT\/m) .

Ce z A oznadimo odhod avtobusa, z S pa prihod studenta, Dogodek, da $tudent
ujame avtobus, se ujema z dogodkom, da je S < A oziroma S — A < 0. Iz prejsnje
naloge sledi, da je S — A ~ N(l min, (5 min)z), torej je iskana verjetnost enaka
1/2 — ®(1/5) = 0°42074.

Slucajni vektor (X, Y') ima dvorazsezno gostoto:

1 i
fxy(z,y) = 7 € @ +-1%)/2
Tega preslikamo s preslikavo h(z,y) = (xy, %), ki je definirana na odprti mnozici

A:={(z,y); z # 0}. Velja:

in opazimo, da je P(Jh(X,Y) =0) = P(Y =0) = 0.

Pigsimo U = XY in V = Y/X. Cejeu > 0in v > 0, ima sistem enacb h(z,y) =
(u,v) dve resitvi v (z,y) € A" := {(z,y) ; * # 0,y # 0}:

a::\/g, Yy = \Vuv
v

in
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Cejeu < 0in v < 0, ima sistem prav tako dve resitvi v (z,y) € A”:

x—\/g, Y = —y/uv
v

in

Sicer pa sistem nima resitev v (z,y) € A’

Opazimo Se, da vselej velja Jh(z,y) = 2v. Ko vse skupaj sestavimo, dobimo:

! (em VN2 g Y > O aliu,w < 0
fU,V(uvv) = 47T‘U’
0 ; sicer
1
— e Wt D2 oy o w,v > 0aliu,v <0
—{ 4x|v]

0 ; sicer.

22. Tu lahko vzamemo kar A = R? (kar je po definiciji odprta mnozica) in h(z,y) =
x —y. Enacbo h(x,y) = 2z lahko resujemo na z ali na y. Ce jo reSujemo na y, je
edina resitev y = = — 2. Nadalje je J,h(z,y) = hy(z,y) = —1. Sledi:

/ fx(z) fy(z — 2)dx

_/ )\2 —Az—A(z— Z)dl’_
x>0

r—2z>0

oo
— )\2 e)\z/ 672)@ dr =
max{z,0}

_ 2 6)\(272max{z,0}) —

el

DN > DO >

Tej porazdelitvi pravimo Laplaceova™ porazdelitev.

23. Splaca se najprej izracunati porazdelitev slucajne spremenljivke Z. Definirajmo
torej h(z,y) = y/x. Ta funkcija je definirana na mnozici {(x,y) ; © # 0}, a splaca

se vzeti manjso mnozico A := {(x,y) ; x,y > 0}, ki je prav tako odprta in tudi
zanjo lahko privzamemo, da sluéajni vektor (X,Y’) zavzame vrednosti izkljuéno v
njej.

Enac¢bo h(z,y) = z bomo resevali na y. Velja Jyh(z,y) = hy(z,y) = 1/, torej je
Jyh(z,y) # 0 za vse (z,y) € A.

"Pjerre-Simon de Laplace (1749-1827), francoski matematik, astronom, fizik in politik
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Pri danih z in z torej iS¢emo resitve enacbe y/x = z, za katere velja (z,y) € A. Za
x,z > 0 ima ta enacba edino resitev y = xz, sicer pa enacba nima resitev zahtevane
oblike. Za z > 0 je torej:

fz(2) = /000 Fxy(xz,zz)|z|dx =

/°° cx d
= —dx =
o (I4+z+z2)3

B c /Oot—ldt
Trer), E T

c
2(1+2)2’

medtem ko lahko za z < 0 postavimo fz(z) = 0.

7 integracijo pravkar dobljene gostote dobimo, da je ¢ = 2. Torej je:

=

Kon¢no je se:

Wl N

1 oe 1
PIX<2Y)Y=P|Z>-) = ——dz =
( ) ( 2) /1/2(14'2)2 :

24. Prvi nacin: s pomocjo transformacije gostote. Funkcija h(z,y) = xy je definirana
na celotni ravnini, a splaca se omejiti na mnozico A := {(x,y) ; =,y > 0}, ki je
odprta in za katero lahko privzamemo, da slucajni vektor (X, Y') zavzame vrednosti
izkljuéno v njej.

Ce se odlo¢imo, da enacbo h(z,y) = z reSujemo y, velja J,h(z,y) = hy(z,y) = =,
torej je Jyh(x,y) # 0 za vse (z,y) € A.

Pri danih x in z torej iS¢emo resitve enacbe y/x = z, za katere velja 0 < x,y < 1.
Naj bo 0 < z,z/x < 1, kar je ekvivalentno 0 < z < 1, z < z < 1. Ce je to res, ima
ta enacba edino resitev y = z/x, sicer pa enacba nima resitev zahtevane oblike. Za
0 <z <1 je torej:

fZ(z):/llda::—lnz,

T
za ostale z pa lahko postavimo fz(z) = 0.

Drugi nacin: s pomocjo kumulativne porazdelitvene funkcije. Velja:

Fz(z) = /A@}yd dzdy.

ry<z

Za 0 < z <1 se to prevede na:

xZ

1
Fz(z):z—l—/ idx:z(l—lnz),
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za ostale z pa je rezultat o¢iten — povzamemo v:

0 ;1 2<0
Fz(z)=4¢ 2(1=Inz) ;0<z<1
1 2> 1.

Ta funkcija je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva z odvodom f, ki je enak kot
v prejsnji tocki.

25. Pruvi nacin: s pomocjo transformacije gostote. Definirajmo torej h(x,y) = x2 + y>.
Ta funkcija je definirana na celotni ravnini. Ce se odlo¢imo, da enacbo h(z,y) = 2
reSujemo na y, velja J,h(z,y) = hy(z,y) = 2y in opazimo, da je P(J,(X,Y) =0) =
P(Y =0)=0.

Pri danih z in 2z torej iS¢emo reSitve enacbe x? + y* = z, za katere velja y # 0. Za
2z — 22 > 0 ima ta enacba reSitvi y = vz — 22 in y = —vz — 22, sicer pa enacba
nima resitve. Za z > 0 je torej:

/\/g (fxvy(x,\/z—ﬁ) N fxvy(x,—\/z—x2)> g —
—Vz }2\/2—332’ |—2\/z—x2’

C Ve
= — r°Vz—x?de,
22(1+ z) /3

fz(z) =

medtem ko lahko za z < 0 postavimo fz(z) = 0. Za z > 0 z upoStevanjem sodosti
in substitucijo t = 2?/z dobimo:

Cy

fz(2) = RESNC

kjer je:
1
Cy = C/ Vi —t)dt.
0

S substitucijo t = 1/(1 + z) izra¢unamo:

o dz ! dt Ly
/0 (1+Z)\/5_/o \/t(l—t)_B(ﬁ’i)_ (1)

od koder sledi Cy = 1/, torej:

1
— ;2>0
fz(z) =< 7(1+2)/z
0 ; sicer.

Sedaj lahko izracunamo tudi konstanto C. Iz:

| VAT =BG.8) - S -



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 217

26.

sledi C' = 8Cy /7 = 8/7?.

Drugi nacin: z uporabo kumulativne porazdelitvene funkcije in polarnih koordinat.
Za z > 0 velja:

Cx2y2
F = dzdy.
2(2) //xuya@ I+ + )2+ g2 Y

7 uporabo polarnih koordinat dobimo:

vZ o dr
Fy(2) = Cl/ 5 = Cyarctg /7,

0 1+T

kjer je:
2
Cy = C’/ cos? psin @ dy.
0

Ker mora biti lim, ,o Fz(z) =1, velja Cy = 2/m. Za z > 0 torej velja:

i) = Fy(0) =~

kar je isto kot prej. Sedaj lahko ponovno izracunamo tudi konstanto C. Iz:

2 1 2 T
/ cos? psin® pdp = - / sin?(2¢) dp = —
0 4 Jo 4

sledi C' = 40,y /7 = 8/7?, spet isto kot prej.

Ne le, da je X # 0, privzamemo lahko, da sluc¢ajni vektor (XY, Z) zavzame vre-
dnosti izkljuéno v odprti mnozici A := {(:c,y, 2)ER? oy >0,0<2< /Ty }
Definirajmo:

xy — 22

h(z,y,z) =

in enacbo h(z,y, z) = s reSujmo na z. Natancneje, pri danih z,y > 0 poglejmo, pri
katerih s € R ima enacba resitev, za katero je 0 < z < /xy. Pri danih pogojih je
enacba ekvivalentna enacbi 22 = z(y — s), od koder sledi naslednje:

e Ceje s >y, enac¢ba nima resitve.
e Ce je s =y, ima enacba sicer dvojno resitev z = 0, a ta ne izpolnjuje pogoja.
e Ce je s <y, ima enacha refitvi z = :I:\/m, toda:

o Lepriz:mjez>0.

o Le pris >0 jez<,/1y.

Sklep: ¢e je 0 < s < y, ima obravnavana enacba v okviru danega pogoja natanko eno
resitev z = y/x(y — s), sicer pa enacba v okviru tega pogoja nima resitve. Nadalje
velja:
2z
hz xr,Y,z) = ——,
(z,y,2) .
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kar je za vse (x,y, z) € A razlicno od ni¢. Sledi, da je S porazdeljena zvezno in da
za s > 0 velja:
x

fs(s) :/A>2fX,Y,Z(x7yv x(y—8)> m

e~ @tV)/2 4y dy =

drdy =

1
B //iig Amt\/s(y — s)
1 o < 1
= —$/2d R _y/2d —
47r\/§/o ’ x/ Vis oY

1 o 1
= —Y/2 qy =
2my/s / Vi—s
L e~5/? h e 24t =

:W\/E 0

1
— 6_5/2,

27s

;

medtem ko lahko za s < 0 postavimo fs(s) = 0. Dobljeno gostoto prepoznamo kot
S ~ Gama (1,1) = x*(1).

272

27. Prvi nacin. Najprej bomo izracunali kumulativno porazdelitveno funkcijo slucajne
spremenljivke T},. Dogodek T;, < t se zgodi, ¢e se je do ¢asa T,, zgodilo Ze vsaj n
danih pojavov, torej za t > 0 velja:

A\ >\2t2 )\n—ltn—l
Fr,(t)=P(T,<t)=1-c¢ <1+)\t+7+"'+m>

Po odvajanju dobimo:
)\n
fr.(t) =4 (=1

0 ; sicer,

tnfl 67)\t 7 t Z 0

torej je T, ~ Gama(n, A). Za n = 1 velja Gama(1, \) = Exp(}).
Drugi nacin. Oznacimo z N; stevilo pojavov, ki se je zgodilo do vklju¢no casa t. Za
0 <t <t+ hvelja:

Situacija, ko je Ny ~ P(At) in Nyyp, ~ P(A(t+h)), nastopi tudi v primeru, ko je razli-
ka Ny p — N, neodvisna od Ny in porazdeljena po Poissonu P(Ah); to sicer velja tudi
pri Poissonovem procesu, a pri izracunu zgornje verjetnosti lahko to privzamemo
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28.

brez skode za splosnost. Tedaj velja:

FTn<t -+ h) — FTn<t) = P(Nt <n, Nt+h > TL) =
n—1 oo
=> > PNy =i, Ny = j) =
i=0 j=n
n—1 oo
:ZZP(Nt:i,Nt+h_Nt:j_i) =
=0 j=n

n—1 oo /\]tzhj z A(t+h)

:ZZ G —i)!

=0 j=n

Opazimo, da je potenca pri h vselej najmanj 1. Ce delimo s A in naredimo limito,
ko gre h proti ni¢, na levi strani dobimo natanko odvod, to je gostoto porazdelitve.
Na desni strani pa ostanejo le ¢leni s h' (utemeljitev konvergence bomo opustili),
to pajelec¢lenzi=n—11in n = k. Torej velja:

)\ntnfl 67)\1‘/

t)y=-- "
kar je isto kot prej.

Za a,b € N se da porazdelitev izpeljati z verjetnostnim premislekom. Vzemimo
Poissonov tok pojavov z intenziteto A ter naj bo S ¢as, ob katerem se zgodi a-ti, T’
pa cas, ki mine od a-tega do (a + b)-tega pojava. Tedaj iz prejsnje naloge dobimo,
da je S ~ Gama(a, ). Nadalje je S+ T' Cas, ob katerem se zgodi (a + b)-ti pojav,
zato je S+ T ~ Gama(a + b, \).

Tudi za Poissonov tok velja krepka casovno homogena lastnost Markova: pogojno na
zgodovino, tj. dogajanje do c¢asa S, se nadaljevanje Poissonovega toka obnasa enako
kot Poissonov tok od zacetka. Zato ima ob zgornji definiciji slu¢ajna spremenljivka
T porazdelitev Gama(b, \) in je neodvisna od S. S tem je navzkrizna porazdelitev
slucajnih spremenljivk S in T" natancno dolocena.

Ker je porazdelitev vsote natancéno dolo¢ena z navzkrizno porazdelitvijo, lahko skle-
pamo, da, brz ko sta slucajni spremenljivki S ~ Gama(a, A) in T' ~ Gama(b, \)
neodvisni in je a,b € N, velja U = S + T ~ Gama(a + b, \).

Za splosni primer pa bomo porazdelitev izpeljali racunsko. Za u > 0 velja:
)\a+b —Au U L b1
fs(s) fr(u—s)ds = ——~—-~ / s Hu—s)"tds.
/ ['(a) () Jo
S substitucijo ¢t = s/u dobimo:

fU(u) — Cuaerfl e*/\u,

kjer je:
)\a+b )\a+b

_ la—l AT R P a
C_—F(a)F(b)/Ot (1—¢)""dt F(a)F(b)B(’b)'
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29.

Od tod dobimo, da je res U ~ Gama(a + b,\). Ker od tod sledi, da mora biti
C =\ /T'(a + b), sledi $e znana zveza:

T(a)T(b)

B(a,b) = m,

Za 0 <t <1 oznac¢imo z N, stevilo gostov, ki so prisli na zabavo do casa t. Tedaj
je {T, <t} ={N; > k}.

Prvi nacin. Ker je Ny ~ b(n,t), ima T} kumulativno porazdelitveno funkcijo:

Fr (1) = i (7)1&1(1 —omls 0<t<1.

=k

Z odvajanjem dobimo Se porazdelitveno gostoto (pazimo na zadnji ¢len):

Jn.(t) = 2”3 G) 1=ty = (= D - =

I=k
_ — (1Y, i _ n—l_n_l O
-3 <l)lt (1—1) ; (l)( (1 —t)

Y n! -1 n— — n! nel-1
I VICET A l_gmtl(l—t) 1

n n' -1 . n n' . L
- =k (l_l)!(”_mt =9 _j:k;+1 (j—l)!(n—j)lt (1-1) =

n! 1 -

DI (L=

Dobili smo porazdelitev beta: Tj, ~ Beta(k,n — k + 1) (glej tudi 31. nalogo).

Drugi nacin. Gostoto zlahka dobimo z naslednjim fizikalnim, a matemati¢no ne
ravno korektnim premislekom: dogodek {7} € [t,¢ + dt]} pomeni, da je do Casa t
prislo k£ — 1 gostov, en gost je prisel v infinitezimalnem casovnem intervalu od t do
t + dt, preostalih n — k gostov pa je prislo od c¢asa t + dt naprej. Torej je:

P(Ty € [t,t+dt]) =

n! k—1 n—k
G =T

od koder sledi:
n!

i) = 5= orm—w

kar je isto kot prej. Korektna izpeljava pa je naslednja: za 0 <t <t + h <1 velja:

' tk_l(l _ t)'fl—k ,

Fr,(t+h) — Fr,(t) = P(Nyyn > k) — P(N, > k).
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30.

Ker je {N; > k} C{ Ny > k}, je tudi:
Fry(t 4 h) = Fry () = P(Neon 2 k) — P(N, > k) =

= P(Ny <k,Nipp 2 k) =
(Nt<k? Nl—Nthn—k‘):

k— n
=ZZ (Ny =6, Nypn — Ny = j — i, Ny = Nyn = — j) =
=0 j

k=1 n
n iBI=i(1 — ¢ — h)rd
= it —t— .
(i — i) —

Opazimo, da je eksponent pri h vselej najmanj 1. Ce delimo s A in naredimo limito,
ko gre h proti ni¢, na levi strani dobimo natanko desni odvod funkcije Frp, v tocki
t. Na desni strani pa ostanejo le ¢leni s h!, to pajeleclenzi =%k —1in j = k.
Torej je prej omenjeni desni odvod enak:

n!
(k=1 (n—k)!
kar je spet isto kot prej. Dokazati moramo le Se, da enako velja tudi za levi odvod.
Za 0 <t—h<t<1podobno kot prej izracunamo:

Frlt) = Frlt = 1) =23 :‘!(n =R g

in limita, ko gre h proti nic, je ista kot prej. To pomeni, da je Fr, na celotnem
intervalu (0, 1) odvedljiva, in ni se tezko prepricati, da je odvod zvezen. Poleg tega
je Fr, povsod zvezna. Sledi:

n!

t) = (1 — )
)= it Y
a) Ce z fx in fy ozna¢imo ustrezni gostoti:
1 2 2 )\(l
_ —z2/(20%) _ a—1 _—\y .
) = e 7 = — eV y>0,
fX( ) 0_\/% fY(y) F(a) Yy Y

velja:

fr(t) = /000 Fx (/) fr )y dy =

A / Z a2 (2/(20%)y
= - e g d =
ov2m T (a) Y Y

_ F(a + %) 1 B
T'(a) PENCE
V2m\o? (1—|— o) 2)
o
1

t2 a+1/2 °
B(a, %)\/2/\02 (1 + )

2\o?
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31.

b) Spomnimo se, da je:

X2 4.4 X2 1
DEER ) = Gama (5.3

torej je (glej 50. nalogo iz 4. razdelka):

el 2
ama 2,202

X244+ X2 (n n)
n

Tako lahko primer prevedemo na prejsnjo tocko in dobimo, da ima Studentova
porazdelitev z n prostostnimi stopnjami gostoto:

1

PNGREE
B3,y (1+4)

fr(t) =

kar je neodvisno od o. Ko gre n proti neskonc¢no, to konvergira proti gostoti stan-
dardne normalne porazdelitve.

Najprej opazimo, da Z skoraj gotovo zavzame vrednosti na intervalu (0,1). Za
0 < z < 1 ima enacba x/(z + y) = z enoli¢no resitev y = x(1 — 2)/z. Za ta y je:

0 =z T 22

8_ya:+y:_(:c+y)2 oz

Po krajsem rac¢unu dobimo, da za 0 < z < 1 velja:

)\a—i—b (1 _ z)b—l
[(a)T(b)  2bF1
I'(a+b)

= L0 — )t

[(a)T'(0)

fz(2) = / gt le /2 g =
0

Gostota je ravno integrand v integralski definiciji funkcije beta in tudi dobljeno

porazdelitev imenujemo porazdelitev beta in piSemo Z ~ Beta(a,b). Ker je

2 f72(2)dz = fol fz(2)dz = 1, se predfaktor izraza tudi s funkcijo beta, tako da
velja:

21— s 0<z<1

fz(z) =< Bla,b)
0 ; sicer
[(a) I'(b)

in spet sledi dobro znana zveza B(a, b) = T(ath)
a
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32. Prvi nacin. Ce ustrezni gostoti oznacimo z fx in fy, za g > 0 velja:

folg) = /Ooo fx(qy) fy(y)ydy =

/\a,ub [T +b—1_—(Aq+u)y
= —--—- a a d pr—
T(a)T(0) ! / voor Y
I'(a+b) Ayl
T(a)T(b) (Aq + )t 4
1

B(a, b) <1+Aﬁq>a (H%)b q

[B(a,b)(l +4)"(1+ %)”q]_l ;q>0

0 ; sicer.

a—1 —

Torej je:

falg) =
Drugi nacin: prevedemo na prejsnjo nalogo, najprej za poseben primer, ko je A = p.
Ce definiramo Z := X/(X +Y) ~ Beta(a, b), velja Q = h(Z), kjer je:

1
(q+1)%’

hz) = Be) = —=, () (g) = -

torej za ¢ > 0 velja:
a—1

_ q 1 _ q
fat =52 (5) G = s

ali tudi:
1

B(a,b) (1+1)"(1+q)q

folg) =

Za splosni primer definiramo:

XA
X' :=AX ~ Gama(a,1), Y':=uY ~ Gama(b,1) in Q := 7= m Q.
- A A . .
Tedaj velja fo(q) = — for | — ¢ ], ker je isto kot prej.
p \
33. Naj bosta U in V neodvisni ter U ~ x?(m) in V ~ x%(n). Tedaj je
n U U m n
FimZ o ~Fmn) in Bi= —— ~Beta(%, 7).
. (m,n) in T eta 5 5

Med tema sluc¢ajni spremenljivki velja funkcijska zveza:

F B
B:m?—kn oziroma F:%E
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34. Verjetnost bomo izrazili s standardnim dvorazseznim normalnim vektorjem: poiskali
2 X Z
bomo matriko A, za katero velja AAT = 8 =: X. Tedaj bo | dA2 ,
2 5 Xy Zs
kjer sta Z; in Z5 neodvisni standardni enorazsezni normalni spremenljivki. To gre
lahko na veé¢ nacinov.

Pruvi nacin: postavimo A = 32, kar izra¢unamo s pomodjo lastnih vrednosti.
1
V5 {—2

lastni vektor L {ﬂ za lastno vrednost 9. Sledi:

V5

w2 L[1 2]]2 0] L 2] _1[14 2
“h51-2 100 3|2 1] 5|2 11"

Matrika X ima normiran lastni vektor ] za lastno vrednost 4 in normiran

Torej je:
P(X1 > O,X2 > O) = P(14Z1 + 279 > 0, 277+ 1179 > 0)

Zdaj pa uporabimo, da je slu¢ajni kot © := arg(Z;, Z,) porazdeljen enakomerno na
intervalu od —7 do 7 (glej 18. nalogo). Sledi:

2
P(X1>O,X2>O):P(—arctgﬁ<®<7r—arctg7>:
_ ! tg 7 + arct 2 Z
=g (7 —arctg 7 +arctg = ) =

1 arctg7 — arctg % N

2 21
=0301.

Zadevo pa lahko pogledamo tudi se bolj geometrijsko. Pogoj 147, + 275 > 0
pomeni, da je 6) — 5 < © < 6 + 7, kjer je 6 = arctg% kot, ki pripada vektorju
vy = (14,2). Podobno pogoj 27, + 11Z, > 0 pomeni, da je ; — 5 < © < 0y + 7,
kjer je Oy = arctg % kot, ki pripada vektorju vy = (2,11). Presek obeh pogojev je
pogoj th — 5 < © < 01 + § in verjetnost tega dogodka je:

7T—(¢92—01)_1 92—01

27 2 21

Razlika 6, — 0, pa je kot med vektorjema vy in vs, ki je enak arccos V10 torej je

10
iskana verjetnost enaka % — % arccos —Vléo.

Iz identitete arccos x = arctg —”;zg, ki velja za vse z € (0, 1], dobimo, da je 6, —0; =
arctg 3. Iz ujemanja s prej izracunano verjetnostjo dobimo trigonometrijsko zvezo:

2
arctg 3 + arctg = arctg 7.
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35.

+y

x
Ta enakost pa sledi iz znane zveze arctg x + arctg y = arctg , ki velja, brz ko
Y

je ry < 1.

Drugi nacin: uporabimo razcep Choleskega™:

b oL Tl o] [0 ]

V nasem konkretnem primeru je:

8 2] _[2v2 0][1 0] [2v2 2] _ , .«
b3 =0 b [ 3] A
kjer je:
2v2 0] 1 0 22 0
A=l || 2| T |y |-
2 2 2 2
Dobimo:

P<X1>0,X2>0):P<Zl>0, Z1+3ZQ>O)

Kot med vektorjema (1,0) in (1, 3) se seveda ujema s kotom med vektorjema (14, 2)
in (2,11) iz prvega nadcina.

Tretji nacin: uporabimo razcep LDLT, kjer je korak:

a b _[1 0]« 0 1 1p"
b C| | I]jo C—1wb"||0 1

V nasem konkretnem primeru je:

R

- B 2)-BF )

1
11 0 32

kjer je:

kar je isto kot pri drugem nacinu.
Prvi nacin. Slucajni vektor:
[Xw] - [1 1 o} X

Y
X+Z 101Z

je porazdeljen dvorazsezno normalno s pricakovano vrednostjo ni¢ in kovariancéno

matriko:
11
110 2 1
2:[ ] 10 :[ }
1 01 01 1 2

" André-Louis Cholesky (1875-1918), francoski oficir in matematik
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36.

Pois¢imo matriko A, za katero velja AAT = ¥. Ena izmed moznosti je spet,

2
da matriko korenimo. Matrika ¥ ima normiran lastni vektor o { ] za lastno

—1

ﬂ za lastno vrednost 3. Sledi:

it U R e |

. ) . 2
vrednost 1 in normiran lastni vektor >

2

2

Ce je torej {‘Ii standardni dvorazsezni normalni vektor, je {Y i g] porazdeljen

enako kot:
1/2 ul_1 (V3+1)U+ (V3-1)V
VI 2 |(V3-1)U+ (V3+1)V| "~
Podobno kot pri prejsnji nalogi iz kota med vektorjema (\/3 +1,v3 — 1) in (\/5 —
1,V3+ 1), ki je enak 7/3, dobimo, da je iskana verjetnost enaka 1/3.

Drugi nacin™: uporabimo radialno simetrijo porazdelitve slu¢ajnega vektorja W :=
(X,Y, Z). Le-ta ima namre¢ radialno simetri¢no gostoto:

Ixyz(z,y,2) = (277)_3/26_(332+y2+z2)/2 ’

Dogodek A :={X +Y >0,X + Z > 0} je mozno zapisati tudi kot:
A={(W,a)>0, (W,b)>0},

kjerjea = (1,1,0) in b = (1,0, 1). Naj bo © orientiran kot, ki ga projekcija vektorja
W na ravnino, doloceno z vektorjema a in b, oklepa z vektorjem a, gledano proti
vektorju b. Kot naj se meri od —7 do . Ce je v kot med vektorjema a in b,
dogodek A ustreza dogodku {fy —-5<6< %}

Ker je porazdelitev slucajnega vektorja W invariantna za vse ortogonalne transfor-
macije, je invariantna tudi za rotacije vzdolz ravnine, ki jo dolocata vektorja a in
b. Od tod sledi, da je slucajna spremenljivka © porazdeljena enakomerno od —m
do . Torej podobno kot pri prejsnji nalogi velja:

=7
P(A) =~

Kot 7 se seveda ujema s kotom med vektorjema iz prvega nacina.

Velja:

X1+ Xy = [I, 1] [ﬁj ,

kar je porazdeljeno n-razsezno normalno s pricakovano vrednostjo [In In} {HJ 1} =

Mo
¥ O } [In

0 3, In]:21+22'

K, + py in kovarianéno matriko [In In} l

"Idejo dal Teo Kukuljan
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37.

V enorazseznem primeru torej velja: ¢e sta X; ~ N(ui,01) in Xo ~ N(pz,09)

neodvisni, je X; + X, ~ N(ul + po, /o3 + a%).

Slucajni vektor:
X, L, 0] [ X,
X2 + CX1 - C In X2

je porazdeljen (m + n)-razsezno normalno s pricakovano vrednostjo:

C L. |p My +Cpy
in kovarianéno matriko:

L, 0] [Z; 2] [L, CT B
C L] |¥n X»n||0 L |
— 211 2]12 + EHCT
31+ CEyy X+ CEp +35,CT+CE;CH

Torej sta slucajna vektorja X; in X9 + CX; neodvisna natanko tedaj, ko je C =
—3 35
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6.

Pricakovana vrednost in sorodne karakteristike

L E(X)=(=1)-01+0-034+2-01+3-01+4-01=2,

E(X?)=(-1)2-0140%2-03+22-01+32-01+42-01="78.

. Stevilo piskov X je porazdeljeno diskretno po shemi:

(

2 4 8 )
r1r 1 ]~
4 8 16

N—= =

Pricakovana vrednost:

ne obstaja. Pa¢ pa obstaja pricakovana vrednost:

1 1 1 1 1 V2
E(VX :—+— —+—+ =14+ —-—=1707.
( ) 22 4/2 2—\/5 2

Primerljivo z X pa bi bilo Stevilo:

(E(\/Y))2 - g +V2 = 2914,

. Lahko sicer izracunamo neposredno, a ¢e racunamo na roko, je lazje, ¢e za sluc¢ajno

spremenljivko:
S X=5000 (-10 0 20
~ 10 T \o1 03 06
izra¢unamo E(Y) = 11. Sledi:
E(X) =10 E(Y) + 5000 = 5110.

. 3°55.

. Oznacimo stevilo metov z X. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame vrednosti

m,m-+1,m+2,...2m — 1. Ce je k dopustna vrednost, se lahko dogodek {X = k}
zgodi na dva nezdruzljiva nacina: ali v k-tem metu prvi¢ dobimo natanko m grbov
ali pa dobimo prvi¢ natanko m cifer. Sledi:

rocen () G) 6 )

Po definiciji izracunamo:

2m—1 L 1 2m—1 ]
_ —(k—1) - _ —(k—1) _ (k—2)
BX)= Y n2 (m_l)_mzz () my 2 ( )
k=m k=m k=m+1
Zdaj pa v identiteti 2m ! . P(X = k) = 1 parameter m zamenjamo z m + 1.

Dobimo:
2m+1 1
y o 2t 1>( ) =1.

k=m-+1
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10.

11.

Sledi:
E(X) = 2m {1—227”(27")1 .
m
E(X)—l E(_tX)—L bstaj t>—A\
-\ € —)\+tosajaza .

Pricakovana vrednost bi bila enaka:

o0

& T b
_ Y _dz=1lim (In(14b)— ——
[ = (wa - )|

kar ne obstaja.

. D(X) =38, o(X)=1949.
. Spet definiramo Y = (X — 5000)/10 in izracunamo D(Y) = 129. Sledi D(X) =

12900 in o(X) = 113°6.
Naj bo S ~ P(\), tj.:

)\k
P(S:k:)zﬁe”, k=0,1,2,...
Velja:
N S | = N
E(S)—Zkﬁe —e Z(k—m:“ Zﬁ:x
k=0 k=1 j=0
Nadalje je:
E[S(S=1)] =) kk—1)TFer=e?) =Ny T =2
P k! £ (k —2)! — J!

Sledi E(S?) = X2+ Xin D(S) = A
Naj bo S ~ Gama(a, \). Velja:

A\ o0 2@ 00
E(Sp) = / P Lo qg = / g@TP=l o=Xs o
['(a) Jo ['(a) Jo
S substitucijo ¢ = As dobimo:
1 ® atp1 — 1 I'(a+p)
E P — ta+p 1 At dt E— .
(S?) Y T(a) /0 e ¥ T

Ce je p naravno stevilo, torej velja:

E<Sp):a(a+1)(a+2}?p'~(a—|—p—1).

Torej je E(S?) = (a + a?®)/A\?, od koder sledi D(S) = a/\2.
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12. Ceje n lih, je E(Z") = 0, saj ima slu¢ajna spremenljivka Z enako porazdelitev kot
—Z in posledi¢no Z™ enako porazdelitev kot —Z".

Ce pa je n sod, nastavimo:

1 o0
B(Z") = / eIy

7 integracijo per partes (u = z"!, du = (n — 1)z" 2dz, dv = ze */2dz, v =
—e~#/2) dobimo:

1 o0 1 >
E(Z") = o 2"t 6_22/2‘_00%—(71—1)\/?/ 22 Ay = (n—1) B(Z"7?).

Ker je E(Z°) =1, od tod sledi:

[e.e]

B(Z")=1-3---.. (n—1)=(n— 1.

13. B(1+4X?) =2, D(X)=1/4.

14. Velja:

oo [e.e] oo 1
E(eY’X) = // 2eY2" dx dy = 2/ ey/ e daxdy = / e Vdy = =.
z>2y>0 0 2y 0 3

15. Zaradi enakomerne porazdelitve smeri lahko vesoljsko smer, iz katere pade meteorit,
fiksiramo. Ravne trajektorije, ki sekajo planet, ustrezajo tockam na krogu. Za
enoto lahko brez skode za splo$nost vzamemo kar polmer planeta. Ce trajektorija
ustreza tocki (X,Y) iz enotskega kroga, meteorit pade pod kotom arccos R, kjer je

R =+vX?2+Y2 Slika:
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16.

17.

Tako je pricakovani kot enak:
a:=F [arccos VX2 4+ YQ} ,

kjer je tocka (X,Y) porazdeljena enakomerno po enotskem krogu. Sledi:

1
07——// arccos \/x? + y2dxdy.
x2+y2<1

™

Prevedba na polarne koordinate nam da:

1 2ol 1
a:—/ / rarccosrdrd@zZ/ rarccosrdrdy.
T™Jo Jo 0

S substitucijo r = cost dobimo:

w/2 w/2 /2 1 /2
a= 2/ tcostsintdt = / tsin(2t)dt = — ————=| + 5/ cos(2t)dt =
0 0 0

IS

Opomba. Porazdelitev smeri, iz katere pade meteorit, je enakomerna le za cel
planet, ni pa enakomerna za posamezno tocko, na katero pade meteorit. Ce si
namrec¢ zamislimo neko majhno povrsino okrog izbrane tocke, vsaki smeri ustreza
prizma zarkov, ki ponazarjajo trajektorije meteoritov, ki padejo iz izbrane smeri
na to povrsino. Toda smeri, ki je pravokotna na povrsino, ustreza prizma z vecjim
presekom kot pa smeri, ki je na povrsino posevna. Zato bi, ¢e bi gledali porazdelitev
smeri za posamezno tocko, bolj posevne smeri (tj. tiste, ki ustrezajo manjsim kotom)
imele manjso gostoto verjetnosti.

Opomba. Pricakovana vrednost, ki smo jo dobili, se ujema s pricakovano vrednostjo
kota, ki bi bil porazdeljen enakomerno na intervalu od 0 do 7/2. Vendar pa kot,
pod katerim pade meteorit, ni porazdeljen enakomerno, saj za 0 < t < /2 velja:

F,(t)=Pla<t)= P(aICCOS\/W <t) = P(\/W > cost) = 1—cos’t,
od koder sledi f,(t) = 2sint cost.

c=2 B(X)=E(Y)=0, E(X2)=E(Y?) = % E(X?4+Y?) = 1.

Zaradi simetrije so slucajne spremenljivke:

X2 Y? . zZ?

=52
X24+Y2+ 22 X2+Y2+22 0 X24Y2y 22

enako porazdeljene. Ker je njihova vsota enaka 1, mora biti £(S?) =1/3.
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18. Velja X =Y] + Y5 4+ Y3 4+ Y, 4+ Y5, kjer je:

19.

Ay = {prva ploscica z oznako | 1| je bila odkrita} , Yi:=1A;,
Ay = {druga ploscica z oznako |1 | je bila odkrita} , Yo :=1A,,
Az = {tretja ploscica z oznako | 1| je bila odkrita}, Y;:=1A;,
A, = {ploscica z oznako | 2| je bila odkrita} , Y, :=2-1A4,
As = {ploscica |3 | je bila odkrita} . Y5 :=3-1A;5,

Za i =1,2,3 je BE(Y;) = E[14] = P(A;) = 1/2; slednja verjetnost velja zaradi
simetrije. Nadalje je E(Yy) = 2P(Ay) = 1 in E(Y5) = 3P(A;) = 3/2. Sledi
E(X) =30, B(Y) =4,

Za izracun disperzije pisimo:

Najprej opazimo, da je 1?41- = 1A;, torej E[lij = 1/2. Nadalje je E[lAi 1Aj] =
P(A;NA;)).

Ce sta 7 in j razli¢na indeksa, si lahko predstavljamo, da permutacijo plos¢ic gene-
riramo tako, da najprej razporedimo i-to, j-to in tisto z oznako S, nakar med te tri
drugo za drugo vrinemo Se preostale ploscice. Ne glede na to, kako razporedimo prve
tri, imamo za preostale enako mnogo moznosti vrivanj, zato lahko vrinjene ploscice
odmislimo. Presek A; N A; je dogodek, da je ploscica z oznako S med aktualnimi
tremi na zadnjem mestu, torej je E[14, 14,] = P(A; N A;) =1/3.

Ko pomnozimo z vrednostmi oznak na plos¢icah, dobimo naslednjo tabelo pric¢ako-
vanih vrednosti produktov:

B0y [j=1]j=2]j=3[j=4[j=5]
i=1 | 1/2 | 1/3 | 1/3 ] 2/3 ] 1
i=2 | 1/3 | 1/2 | 1/3 | 2/3
i=3 | 1/3 [ 1/3 | 1/2 ] 2/3 | 1
i=4 [ 2/3 [ 2/3]2/3] 2
i=5 1 1 1 2 | 9/2

Sestejemo in dobimo E(X?) = 24. Sledi D(X) = 8.
Iskano stevilo negibnih tock lahko zapisemo kot vsoto:
S=Xi1+Xo+ -+ X,,

kjer je X; indikator dogodka, da se i-ti element preslika sam vase. Ker je verjetnost
tega dogodka enaka %, je:
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20.

Nadalje je:

E(S*) =YY E(XX;) =

i=1 j=1

n n
= Z Z P(i-ti in j-ti element se oba preslikata sama vase) .
i=1 j=1

Za razlicna indeksa ¢ in j je verjetnost dogodka, da se i-ti in j-ti element oba

preslikata sama vase, enaka m Sledi:

E(SQ):n-%an(n—l)-ﬁ:Z,

torej je D(S) = 1.
Pisimo:

i=1

kjer je A; = {med stevili X3,..., X, se pojavi i}. Velja:

Sledi:

[zracunajmo Se disperzijo. Za r = 1 je seveda D(Y) = 0. Naj bo zdaj r > 1. Za
1 # j izracunajmo:

E[14,14,] = P(A4,NA;) =
=1—P(A{UAS) =
=1— P(AS) — P(AS) + P(AS N AS) =

r—1\" r—2\"
:1_2( ) +( ) |
T T
Sledi:

w1 (5] o) (]
=2 —r(2r—1) (Tzl)n+r(r—1) <r;2>n,
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torej:

DY)=r’—r@2r-1) (T_l)n+r(r—1) <T_2>n_

r
n 2n
—r2+2r2(r_1) _r2<r—1) _
T T
_1n _271 1 2n
() e () ()
r T r

21. Prvi nacin. Naj bo N ~ H(s;r,n). Za s > 1 velja:

s s\ (n—s s s—1\ (n—s
WG s~ Go) (20)
E(N) =k =torche = = " S
k=1 (r) n k=1 (rfl)
Zdaj pa opazimo, da je vsota na desni ravno vsota verjetnosti za hipergeometrijsko
porazdelitev H(s — 1;7,n — 1), torej je enaka 1. Sledi:

Rezultat je pravilen tudi za s = 0, saj je v tem primeru slucajna spremenljivka N
identicno enaka 0. Nadalje za s > 2 velja:

G0 = Dsts— 1) & G
AT S

Spet opazimo, da je vsota na desni ravno vsota verjetnosti za hipergeometrijsko
porazdelitev H(s — 2;7,n — 2), torej je enaka 1. Sledi:

E[N(N -1)] = ik(k ~1)

r(r—1)s(s—1) |

E[N(N -1)] = 1)

Rezultat je pravilen tudi za s =0 in s = 1, saj je v tem primeru sluc¢ajna spremen-
ljivka N lahko enaka kvec¢jemu 0 ali 1, torej je N(IN — 1) = 0. Sledi:

rs(n—r)(n—s)
n?(n—1)

D(N) = E[N(N — )] + E(N) - (E(N))" =

Drugi nacin. Spomnimo se, da ima hipergeometrijsko porazdelitev H(s; r, n) slucaj-
na spremenljivka N, ki steje Stevilo rdecih kroglic med s kroglicami, ki jih na slepo
in brez vracanja izvlecemo iz posode, v kateri je n kroglic, od tega r rdecih. Pisemo
lahko N = X; + X5 + --- + X, kjer je X, indikator dogodka, da je i-ta izvlecena
kroglica rdeca. Torej je:

E(N) = Z E(X;) = Z P(i-ta izvleCena kroglica je rdeca) .
i=1

=1
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Verjetnost, da je posamezna izvlecena kroglica rdeca, je enaka r/n, zato je:
rs
E(N)=—.
(n="
Nadalje je:
E(N?) = Z Z E(X,X;) = Z Z P(i-ta in j-ta kroglica sta obe rdeci) .

i=1 j=1 i=1 j=1
r(r—1)

n(n—1)’

Za i # j je verjetnost dogodka, da sta i-ta in j-ta kroglica obe rdeci, enaka
zato je:
B(N?) :s~£—|—5(s—1)~ r(r—1) _ rs(rs —r —s+n)
n n(n—1) n(n—1)

in konc¢no:
rs(n —r)(n —s)

n?(n —1)

Opomba. V 4. razdelku smo videli, da, ¢e posljemo n proti neskon¢no in r/n proti
nekemu fiksnemu stevilu p, tockaste verjetnosti pri hipergeometrijski porazdelitvi
H(s, r,n) konvergirajo proti tockastim verjetnostim pri binomski porazdelitvi b(s, p).
To velja tudi za pricakovano vrednost in disperzijo: brz ko je namrec¢ ry,7s,...
zaporedje z lim,,_,, r,/n = p, velja:

D(N) = E(N?) — (E(N))” =

R _ . Tas(n—r,)(n—s)
nh_)nolo =8P in nh_)nolo 20— 1) =sp(l —p).
22. Za i = 1,...,8 definirajmo slucajne spremenljivke X;, kjer naj bo X; enaka 1, Ce
1-ti igralec stavi zlatnik, sicer pa 0. Tedaj je ocitno:
4 48 47
E(X;) = po := P(i-ti igralec stavi zlatnik) = — - — - — = 0°06805 .
(Xi) =po (i-ti igralec stavi zlatnik) 25 E1 E0
Ker je S = X; + -+ + Xg, je tudi E(S) = 8py = 0'5444.
I[zracunajmo Se disperzijo: D(S) = E(S?) — (E(S))2 Velja:
8 8
E(S*) =Y Y E(XX;) =
i=1 j=1
8 8
= Z Z P(i—ti in j-ti igralec oba stavita Zlatnik) =
i=1 j=1

= 8(po + 2p1 + 2pa2 + 2ps + p4)

kjer je pi verjetnost, da stavita zlatnik posamezna igralca, ki sta oddaljena za k (tj.
med njima je k — 1 sedezev). Verjetnost py smo ze izracunali, velja pa Se:
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23.

Torej je:
D(S) = 8(po + 2p2 + 3p3) — (8po)? = 0°4037 .

Problem lahko ekvivalentno zastavimo tako, da v vrsto razporedimo r rdecih in n—r
zelenih kroglic; vse mozne razporeditve so enako verjetne. Zelena koli¢ina, ki nas
zanima, je Stevilo zelenih kroglic pred prvo rdeco, povecano za 1. To oznac¢imo z X.

Za kroglice lahko privzamemo, da so oznacene. Za i = 1,2,...,n —r naj bo X,
indikator dogodka, da je i-ta zelena kroglica pred vsemi rde¢imi. Tedaj je X =
L+ X,

Permutacije kroglic lahko generiramo tako, da najprej razporedimo vse rdece krogli-
ce, nato pa mednje drugo za drugo vrivamo zelene kroglice. Ce izberemo eno izmed
zelenih kroglic, lahko privzamemo, da njo vrinemo prvo. Za to imamo 7 + 1 mozno-
sti. Ne glede na to, kako jo vrinemo, imamo nato za preostale Se enako mnogo, t;j.
(r+2)(r+3)---n moznosti. Ce so torej vse permutacije enako verjetne, je izbrana
zelena kroglica na posameznem polozaju med rdec¢imi z verjetnostjo 1/(r + 1). Z
drugimi besedami, za vse i velja E(X;) = 1/(r + 1). Sledi:

n—r n+1

E(X):1+ZE(XZ-):1+T+1 -

Prvi korak k izracunu disperzije je izracun E£(X;Xj;), kjer je ¢ # j. Produkt X;X;
je indikator dogodka, da sta i-ta in j-ta zelena kroglica obe pred vsemi rdecimi.
Spet si lahko predstavljamo, da permutacijo kroglic genetriramo tako, da najprej
razporedimo vse rdece kroglice, nato pa mednje drugo za drugo vrivamo zelene
kroglice, pri ¢emer najprej vrinemo ¢-to, nato j-to in Sele nato ostale zelene kroglice.
Spet imamo ne glede na to, kako vrinemo izbrani zeleni kroglici, za preostale Se
enako mnogo, tj. (r 4+ 3)(r +4)---n moznosti. Ce so torej vse permutacije enako
verjetne, sta izbrani zeleni kroglici pred vsemi rdec¢imi z verjetnostjo (; To

T1)(r12)
je torej E(X;Xj;). Sledi:

E[(X -1)?] = i E(X)+ Y EXX))=

1§z‘%ﬁ§jn—r
_n-r 2n—r)n—r—1)
r+1 (r+1)(r+2)
(n—r)(2n —r)

(r+1)(r+2)

in koncno:
D(X)=D(X—-1) =
—B[(X -1)?] - [E(X - 1)]* =
(m—r)2n—7r) (n—r)?

(r+1)(r+2) (r+1)2
_ r(n+1)(n—r)
(r+1)2(r+2)
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24. Oznacimo cene v posameznih trgovinah z Xy, X, in X3, poleg tega pa naj bo Se Z;
indikator dogodka, da iskani ¢evlji v i-ti trgovini stanejo najvec¢ 50 evrov. Tedaj je:
C=C1(X; <50)+C 1(X; > 50, X, < 50)+ C 1(X; > 50, X5 > 50) =
= X7 1(X; <50) + X5 1(X; > 50) 1(Xe < 50) + X31(X; > 50) 1(Xs > 50).

Sledi:
E(C) = E[X;1(X; <50)] + E[1(X; > 50)] E[X>1(X, < 50)] +
+ E[1(X; > 50)] E[1(X, > 50)] E(X;3) =

= E[X;1(X; <50)] + P(X; > 50) E[X>1(X, < 50)] +
+ P(X, > 50) P(X, > 50) B(X3) =

4 1 50 o 1 60
:36—|— 5+_/ :E6O :de_'__/ 60 — xdx-54:
3 3/, " 200 3/, 200

11 - .
= 4211 = 4261,

25. Velja 14c = 1 — 14 in 1403 = 14 15. Nacelo vkljucitev in izkljucitev predstavlja
formulo za verjetnost unije dogodkov, toda glede na pravkar izpeljani zvezi nam pri
uniji bolj prav pride zapis:

AfUAU---UA, =(ATNASN---NA)S.
Sledi:

1auauua, =1—(1—=14)1—=14,) - (1—-14,)=
=1—-1+14+1a,+-+14s, —
—1ayna, —1aynay — - — 14, ipa, +
+ 14045045 + Lanana, + -+ 1a, 504, 104, —

+ (=1 1aynasnena,

Nacelo vkljucitev in izkljucitev od tod takoj dobimo z uporabo pricakovane vrednosti
in upostevanjem njene linearnosti.

26. Fiksirajmo N in opazimo, da je:

1 ;n=12,...,N
1(N2n):{ 0 ; sicer
1 ;n=0,1,...,N—1
1N >n) :{ 0 ; sicer
Torej je:
N=> 1N=n)=> 1(N>n),
n=1 n=0

kar vstavimo v pricakovano vrednost, upostevamo aditivnost in dobimo.
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27.

28.

Oznacimo stevilo vle¢enj z N. Dogodek { N > n} pomeni, da smo v prvih n vle¢enjih
izvlekli same bele kroglice. Verjetnost tega dogodka je enaka:

b b+l bin-—1 b(b + 1)
P(N — ) —
N ) = S 03 b n 1l b rntd)

(glej tudi 30. nalogo iz 3. razdelka). V skladu s prejsnjo nalogo je torej:

E(N) = ip(zv >n) =

- 1 1
=bb+1 — =
(b+ )Z(b+n b+n+1)

n=0

=b+1.

Opomba. Iskano pri¢akovano vrednost bi lahko izracunali tudi neposredno: {X =
n} je namre¢ dogodek, da smo v prvih n — 1 vlecenjih izvlekli same bele kroglice, v
n-tem pa rdeco. Sledi:

o 2b(b+ 1)
P(X =n)= 0+n—1)0+n)(b+n+1)
B =20+0) ) e e et D)

Tudi slednja vsota se da izracunati z razbitjem na parcialne ulomke, le da je le-to
nekoliko zapletenejse.

Prvi nacin. Naj bo X ~ Geom(p), tj.:
P(X=k)=pl—p)*1; k=1,23,...
Torej je:

E(X)=p) k¢,
k=1

kjer je ¢ = 1—p. Zdaj pa to zvezo odmislimo in si predstavljajmo, da je p konstanta,
g pa spremenljivka. Opazimo, da so ¢leni v dobljeni vrsti odvodi preprostejsih
izrazov — velja:

= = d d & d ¢ 1
T T

To velja za vse ¢ € (—1,1). Zdaj pa spet vstavimo ¢ = 1 — p in dobimo:
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Podobno nastavimo:

Mg

BX(

¢ =pg )Y k(k—1)¢""
k=1

in vsoto spet gledamo kot funkcijo spremenljivke ¢, ki je drugi odvod neke funkcije.

k=1

Dobimo:

Skt = 3 ) = g > = = s

k=1 k=1 dg? dQQ (1 —q)’
Torej je: 5 2(1 )

_ 2p¢  2(1-p
E[X(X_l)}_(l_q)g_ p2
in konc¢no:
D(X) = BIX(X — 1)] + B(X) - (B())’ =

Drugi nacin. Uporabimo rezultat iz prejSnje naloge, pri ¢emer se Se spomnimo, da
lahko geometrijsko porazdelitev Geom(p) dobimo kot porazdelitev Stevila poskusov
do vklju¢éno prvega uspelega v Bernoullijevem zaporedju poskusov, kjer vsak poskus
uspe z verjetnostjo p. Ce je torej X ~ Geom(p), za k = 0,1,2,... velja P(X >
k) = (1 —p)*. Sledi:

I
1M
-

Nadalje z uporabo formule X = Y7 {X > k} dobimo:

E(X*)=> Y P(X>i,X>j)=

i=0 j=0

_ Z Z(l _p)max{i,j} _
i=0 j=0

=2 (=p)f #2303 (1-p) =
k=0 i=0 j=i+1
1 2 .

= -4 = 1 —p)it!l =
St ;( p)
2-p

==

Sledi: )
D(X) = B(X?) — (E(X))" = pr'

Opomba. Pri obeh nacinih smo v vmesnem koraku izracunali:

d2 [e.9] (e 9] o0
E[X(X —1)] :pqd—qQqu:2Z Y PX>iX>j).
k=1

i=0 j=i+1
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Tej koli¢ini pravimo drugi faktorski moment. Faktorski momenti
E [X(X 1) (X—r+ 1)] igrajo marsikje v verjetnosti pomembno vlogo. Z njimi
se bomo Se srecali pri rodovnih funkcijah v 8. razdelku.

Opomba. Kot je dobro znano, geometrijsko porazdelitev Geom(p) dobimo kot
porazdelitev stevila metov, kjer kovanec mecemo, dokler ne pade grb, meti pa so
neodvisni. Ta poskus lahko dobimo kot limito poskusov iz 23. naloge, kjer iz posode,
v kateri je n kroglic in od tega r rdecih, vlecemo kroglice, dokler ne dobimo rdece,
pri emer gre n proti neskonéno in r/n proti p (glej tudi opombo pri 26. nalogi iz
4. razdelka). V kaksnem smislu dobimo limito, bi sicer morali Se precizirati, a tu
tega ne bomo storili. Opazimo pa, da pricakovano vrednost in disperzija ustrezne
negativne hipergeometrijske porazdelitve, ki izhaja iz vlecenja kroglic, konvergirata
proti pri¢akovani vrednosti in disperziji geometrijske porazdelitve Geom(p), ki iz-
haja iz limitnega Bernoullijevega zaporedja poskusov: brz je ri,rs, ... zaporedje z
lim,, 00 7/ = p, velja tudi:

n+1 1 _ . rpn+)(n—1r,) 1—p
lim = - in lim =
n—o0 1, + 1 p n—o0 (’[“n + 1)2(7’n —+ 2) p2

29. Skladno z namigom izrazimo:
Laspg = Li—oobi) = L(=c0ai] -
Sledi:

1(a; < X7 <by, a0 < Xo <y, ..., a0, <X, <by) =

n

@
I
—

I

s
Il
—_

(1(X; <b) —1(X; <)) .

Cezai=1,2,...,nind € {0,1} definiramo ge:

mi(d):_{ a; ;d=1

pa lahko zapisemo tudi:

1(@1 <X1 Sbl, CL2<X2Sb2, R anan<bn):
=1 D (D% 1(X; < my(dy))
i=1 d;e{0,1}
= Z H 4 1(X; < my(dy))
dl,dz, , E{Ol =1

= Z (—1)d1+d2+m+d" 1(X1 S ml(d1>, X2 S mg(dg), ceey Xn S mn(dn)) .
dy,d2,..., 6{0,1}
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30.

31.

32.

33.

Ce vzamemo pricakovano vrednost leve in desne strani, dobimo:

P(CL1<X1§b1, G,2<X2§bg, R anan<bn):
= (—1>d1+d2+m+d" Z Fj)(l,X2 77777 Xn (m1 (dl), mg(dg), ce ,mn(dn)) .

d1,ds;...,dn€{0,1}

Velja E(X) =04, E(Y) =2in E(XY) = 08, torej sta X in Y res nekorelirani.
Sta pa odvisni, kar lahko razberemo iz poljubne navzkrizne verjetnosti. To sledi
tudi iz dejstva, da je pri X = 1 skoraj gotovo Y = 2, medtem ko pri X = 0 skoraj
gotovo velja Y # 2.

D(BX -Y) =64, E((X—2Y)?) =95.
Naj bo S ~ b(n,p).

Prvi nacin. Za n > 1 racunamo:

Opazimo, da je vsota na desni natanko vsota verjetnosti za binomsko porazdelitev
b(n — 1,p), torej je enaka 1. Sledi:

E(S)=mnp.

Rezultat je pravilen tudi za n = 0, saj je v tem primeru slucajna spremenljivka S
identi¢no enaka 0. Nadalje za n > 2 velja:
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34.

Opazimo, da je vsota na desni natanko vsota verjetnosti za binomsko porazdelitev
b(n — 2,p), torej je enaka 1. Sledi:

E[S(S—=1)] =n(n—1)p*.

Rezultat je pravilen tudi za n = 0 in n = 1, saj je v tem primeru sluc¢ajna spremen-
ljivka S lahko enaka kvecjemu 0 ali 1, torej je S(S — 1) = 0. Sledi:

D(S) = E[S(S —1)] + E(S) — (E(S))* = np(1 — p).

Drugi nacin. Spomnimo se, da je S porazdelitev stevila uspelih poskusov v Ber-
noullijevem zaporedju n poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetnostjo p. Pisemo
lahko S = X; + Xy + -+ + X, kjer je X; indikator dogodka, da i-ti poskus uspe.
Velja E(X;) =p in D(X;) = p(1 — p), torej je:

ES)=E(X)+E(Xy)+ -+ E(X,) =np
in zaradi neodvisnosti tudi:

D(S)=D(Xy) + D(X3)+ -+ D(X,) =np(l —p).

Naj bo S ~ NegBin(n, p).

Prvi nacin. Racunamo:

- k T —n
SO WIENEE
k=n
n o= (j—-1\ , e
p . n
j=n+1

Opazimo, da je vsota na desni natanko vsota verjetnosti za negativno binomsko
NegBin(n + 1, p), torej je enaka 1. Sledi:

Nadalje velja:

Bls(s + 1] = Lk + () -p -
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35.

Opazimo, da je vsota na desni natanko vsota verjetnosti za binomsko porazdelitev
b(n + 2, p), torej je enaka 1. Sledi:

1
E[S(s +1)] = "L
P

Sledi: 1-yp)

2 nil—p

D(S) = E[S(S+1)] - E(S) - (E(5))" = -

Drugi nacin. Spomnimo se, da je S porazdelitev vsote X; + Xy + - - - + X,,, kjer so
X1, X, ..., X, neodvisne in porazdeljene geometrijsko Geom(p) (glej 15. nalogo iz

5. razdelka). V 28. nalogi smo izracunali, da je:

Iz aditivnosti pricakovane vrednosti in aditivnosti disperzije za neodvisne slucajne
spremenljivke dobimo Zelena rezultata:

n n(l—p)
E(S)=— in D(S)=—7—.
(5) p (5) e
a) Vsota X + Y prav tako lahko zavzame vrednosti 0,1,2,... in za vsak n iz te
mnozice je:
P(X+Y =n)= P(X=kY=n—k)=
k=0
“~ 2K\ (2n — 2k
ra-awy (P ()
k=0
=4"¢"(1 — 4q) .
Dobili smo, da je X +Y + 1 ~ Geom(1 — 4q).
b) Iz prejsnje tocke sledi, da je:
DIX+Y)=D(X+Y +1)= i
N (=g

Toda ker sta X in Y neodvisni in enako porazdeljeni, je D(X +Y) =2 D(X). Sledi:

DX +Y) 2q
P == =i

36. Ker je E(X +Y) =0 ter sta X in Y neodvisni, velja:

E[(X+Y)’] =D(X+Y)=D(X)+ D) =20
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in:
E[(X+Y)!] =

=EXYHYH4E(X)E(X)+6EX)EY?) +4EX)EY)) + E(Y?) =

= 2k* + 60
Sledi:

D[(X +Y)?] =2(x* + o).
Splosneje, ¢e so X1, X, ..., X, neodvisne slucajne spremenljivke z E(X;) = 0,
E(X?) = 0% in E(X}) = k' ter S = X1+ X5+ -+ X, velja F(S) = 0 in
zato: .
E(S?) = D(S) =Y D(X;) =no’.
i=1

Nadalje je:

n n n n

E(SY) =) > ") > E(X:X;X:X)).

i=1 j=1 k=1 I=1
Med n* etvericami (i, 7, k, 1) je:
e n takih, kjer so vsi indeksi enaki; v tem primeru je E(X;X;X; X)) = r*;
e 4n(n—1) takih, kjer so trije indeksi enaki, eden pa razlicen od prej omenjenih;
v tem primeru je E(X;X; X, X)) = 0;
e 3n(n — 1) takih, kjer sta po dva in dva indeksa enaka; v tem primeru je
E(XZX]Xle) = 0'4;
e 6n(n—1)(n—2) takih, kjer dva indeksa enaka, preostala dva pa sta razlicna tako
med seboj kot tudi od prej omenjenih dveh; v tem primeru je E(X;X; X, X;) =
0;
e n(n — 1)(n — 2)(n — 3) takih, kjer so vsi indeksi razlicni; v tem primeru je
Sledi F(S*) = nk* + 3n(n — 1)o? in konéno:

D(S*) = nk* + (2n* — 3n)o*.
37. K(X,Y)=-93, r(X,Y)=-03952.
38. Za poljubna a,b > —2 lahko izracunamo:

. - 1,1 . ) ) _ 1 1
E[X Yb]_/o /O 3z y”(fvy+xy)dwdy—3((a+3)(b+g)+(a+2)(b+3))'

Od tod dobimo:

B(X) = B(Y) = . BX?) = B(Y?) = o7
D(X) = D(Y) = %, E(XY) = %

in konc¢no:

K(X,Y)=-1/576 = —0001736, r(X,Y) = —5/139 = —0°03597 .
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39.

40.

Prvi nacin. Pisimo:
n n
R = E ARk in Z= E Zh
k=1 =1

kjer je Ry indikator dogodka, da je k-ta izvlecena kroglica rdeca, Z; pa je indikator
dogodka, da je I-ta izvlecena kroglica zelena. Iz E(Ry) = + in E(Z;) = % dobimo,
da je E(R) = % in E(Z) = %; slednje sicer sledi tudi iz dejstva, da je R ~
H(r,n,N) in Z ~ H(z,n, N). Nadalje je:

=> Y E(RiZ).

k=1 =1

Cejek=1,je BE(RyZ) =0,2ak #1paje BE(RZ) = . Sledi:
E(RZ) = % in K(R,Z)=E(RZ)— E(R)E(Z) = —%.

Drugi nacin. PiSimo:
T z
R = E R, in Z= g Z,
k=1 =1

kjer je R). indikator dogodka, da je k-ta rdeca kroglica izvlecena, Z pa je indikator
dogodka, da je [-ta zelena kroglica izvlecena. Iz E(R;) = E(Z]) = + dobimo, da je
E(R) =% in E(Z) = %, kar je isto kot pri prvem nacinu. Nadalje je:

N
=2 > B(RZ)
k=1 I=1

in za poljubna k,l je E(R.Z]) = N"EnN 11) Sledi:

n(n—1)rz
E(RZ) = ———
kar je seveda prav tako isto kot prej.

Zai=1,2,...,nnaj bo X; indikator dogodka, da i-ta zZenska stavi biser, Y; pa naj
bo indikator dogodka, da i-ti moski stavi cekin. Oc¢itno je:

B(X;) = B(Y) = % <g>2 B

25 25 \? 4775
D(Xi):D<Yi):__(2_16> = 16656

Ce je med i-to in j-to zensko natanko en moski, je X; X ; indikator dogodka, da obe
vrzeta Sestico in je hkrati ne vrze nobeden od dolocenih treh moskih. Torej je:

1\N?/5\% 125
E(X;X)= (= ) = ==
(X:X;) (6) (6) 7776

K(x.x)— 1% (25 > 125
N ¢4 (7] 216 ) 46656
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41.

Ce pa je med Zenskama ve¢ kot en moski, sta X; in X, neodvisni, saj je slucaj-
na spremenljivka X; natanc¢no dolocena zgolj z izidi kock pri i-ti Zenski in njenih
sosedih. Zato je K(X;, X;) = 0. Sledi:

D(X) ZZK X, X,) 4775 L om 125 5025n
== 46656 46656 46656

Nadalje, ce i-ta Zenska in j-ti moski sedita skupaj, je X;Y; indikator dogodka, da
dana zenska vrze Sestico, dani moski enojko, drugi moski, ki sedi poleg dane Zenske,
ne vrze Sestice, druga zenska, ki sedi poleg danega moskega, pa ne vrze enojke.

Sledi:
2 2
B = (2) (2) = o
6 6 1296

25 25\% 275
KX, V)= — —(Z2) = 22
(X, ;) 1296 <216) 46656

Ce pa i-ta zenska in j-ti moski ne sedita skupaj, sta slu¢ajni spremenljivki X; in Y;
neodvisni, zato je K(X;,Y;) = 0. Sledi:

1y 4
X, Y3) " 16656 23328
i=1 j=1
275n
292
r(X,Y)= 2828 — = 0°109.
o6t 201

Opomba. Izra¢un verjetnosti P(X = r), P(Y = s) in P(X = r)Y = s), s
pomocjo katerih bi lahko bolj neposredno izracunali korelacijski koeficient, Se malo
ni preprost. Dogodek {X = 1} se npr. lahko zgodi, ¢e je prva zenska vrgla Sestico,
te pa ni vrgel nih¢e drug (ne zenska ne moski), lahko pa se zgodi tudi, ¢e vse zenske
vrzejo Sestico in jo vrzeta tudi dva moska, med katerima je ena zenska, preostala
dva moska pa je ne vrzeta. Vmes je Se veliko drugih moznosti.

Preslikava iz mnozice {0,1,2,...,2" — 1} v {0,1}", ki stevilo preslika v binarni
zapis ali Grayevo kodo (z ustreznimi vodilnimi nic¢lami), je injektivna. Ker slika
med mnozicama iste konéne moci, je tudi bijektivna. Torej so vse mozne n-terice
nicel in enic enako verjetne. To pa se zgodi tudi, ¢e vzamemo nabor n neodvisnih
stevil, porazdeljenih enakomerno na {0, 1}. Ker so robne porazdelitve in neodvisnost
doloc¢ene s skupno porazdelitvijo, sledi, da so tudi Stevke iz binarnega zapisa ali
Grayeve kode neodvisne in porazdeljene enakomerno na {0, 1}.

b) Zai=0,1,...,n— 1 naj bo X; Stevka na i-tem mestu v binarnem zapisu, Y; pa
naj bo stevka v Grayevi kodi stevila N; pri tem mesta gledamo z desne proti levi,
tako da je N = 3" ' 27X,. Velja X = "' X; in Y = 37 Vi. Iz prejinje tocke
sledi, da sta slucajni spremenljivki X in Y porazdeljeni binomsko b(n, 1/2), torej je
D(X) =D(Y)=n/4

Velja K(X,Y) =", Z" ' K(X;,Y;). Za kovariance lo¢imo naslednje moznosti:
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42.

43.

44.

e Cejei =3 <n—1,je X;Y; = 1 natanko tedaj, ko je Stevka na i-tem
mestu v binarnem zapisu enaka 1, Stevka na (i + 1)-tem mestu pa 0. Torej je
E(X;Y;) =1/4. Ker je E(X;) = E(Y;) =1/2, je K(X;,X;) =0.

e Cejei=j=n—1,je X,;Y; = 1 natanko tedaj, ko je Stevka na i-tem mestu v
binarnem zapisu enaka 1. Torej je F(X;Y;) = 1/2 in zato K(X;, X;) = 1/4.

e Cejei=j+1,je X;Y; = 1 natanko tedaj, ko je Stevka na i-tem mestu v
binarnem zapisu enaka 1, Stevka na (7 + 1)-tem mestu pa 0. Torej je spet

e V vseh ostalih primerih sta X; in Y; neodvisni, ker je X; natancno dolocena
s Stevko na i-tem mestu, Y; pa s Stevkama na j-tem in (j + 1)-tem mestu,
mnozici {i} in {j, 7 + 1} pa sta disjunktni. Spet sledi K(X;, X;) = 0.

Lezai=j =mn—1je torej K(X;,X;) = 1/4, sicer pa je K(X;, X;) = 0. Sledi
K(X,Y)=1/41in kon¢no r(X,Y) =1/n.

K(U,V)=a—a? U in V sta nekorelirani pri a = 0 in a = 1.

) K(AX)=AK(X)AT.

b) K(AX,BY)=AK(X,Y)B™.

¢) K((X,u),(Y,v)) = (K(X,Y)v,u).

d) Iz definicije sledi, da je vsaka kovarianéna matrika, ki se nanasa na en slucajni
vektor, simetri¢na. Iz prejsnje tocke pa dobimo, da za vsak sluc¢ajni vektor X s kova-
riancno matriko X in vsak deterministicen vektor u velja (Xu, u) = D((X,u) > 0.

Torej mora biti vsaka kovarian¢na matrika, ki se nanasa na en slucajni vektor, po-
zitivno definitna.

a

Velja pa tudi obratno: za vsako simetri¢no pozitivno definitno matriko 3 obstaja

slucajni vektor X, za katerega je K(X) = 3. Najprej to opazimo za primer,

ko je ¥ = I,,: za ta primer lahko vzamemo kar neodvisne slucajne spremenljivke
Zy

21, ..., Zy zdisperzijo 1 in jih zlozimo v sluc¢ajni vektor Z = | @ |; veljaK(Z) =1,.
Zn

Za splosno simetri¢no pozitivno definitno matriko ¥ pa uporabimo razcep Chole-
skega™: obstaja taka matrika A, da je ¥ = AAT. Po prejsnjem obstaja slucajni
vektor Z z K(Z) = 1,,, kjer je n stevilo stolpcev matrike A. Po tocki a) je teda]
K(AZ)= AI,AT = X, kot zahtevano.

V prej$nji nalogi smo izpeljali, da velja D ((X,u)) = (Su, u). Taizraz je minimalen
oz. maksimalen, e je u lastni vektor matrike ¥ za minimalno oz. maksimalno lastno
vrednost. Iz karakteristicnega polinoma:

det(X — M) = =A% + 1202 — 212 4+ 10 = — (A — 1)}(\ — 10)

3 André-Louis Cholesky (1875-1918), francoski oficir in matematik
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45.

dobimo dvakratno lastno vrednost A; o = 1 in Se lastno vrednost A3 = 10. Najmanjsa
mozna disperzija je 1, dosezena pa je, Ce je u lastni vektor matrike 3 za to lastno
vrednost. To pa so vsi (enotski) vektorji, pravokotni na vektor (2,1,2). Najvecja
mozna disperzija pa je 10 in doseZena je za u = (%,1,2) inzau = (-2, -1, —2).
Naj bo slucajni vektor X porazdeljen vecrazsezno normalno s pricakovano vredno-
stjo p in kovariancno matriko ¥ (obojim iz definicije vecrazsezne normalne poraz-
delitve). Dokazati moramo, da je E(X) = p in K(X) = X. Najprej to dokazimo
za primer, ko je X porazdeljen standardno normalno. Ce je torej X = (X1,..., X,,)
porazdeljen standardno n-razsezno normalno, so njegove komponente neodvisne in
porazdeljene standardno enorazsezno normalno, torej je F(X;) =0, D(X;) =1 in
K(X;, X;) =0 za poljubna i # j. To pomeni, da je E(X) =0 in K(X) =1, tako
kot mora biti.

V splosnem pa je X enako porazdeljen kot AZ, + u, kjer je AAT = ¥ (npr.
A = X1/2), Sledi:

E(X)=AE(Z)+p=p, KX) =AKX)AT=AAT=3,

kot mora biti.
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7. Pogojne porazdelitve in pogojevanje na slucajne
spremenljivke

1. Naj bo B dogodek, da je po Pepékovi zamenjavi na obeh prvih kovancih grb. Ce se
zgodi B, je ocitno X > 0. Iz:

rr-ninn -3 dd- ko rrenan -3 (342 0) -

najprej dobimo P(B) = 1/4, nato pa se pogojno porazdelitev, ki je dolo¢ena s shemo

(1}3 233 '

1 2 3 4
2. 2r 18 12 8 |
65 65 65 65

3. Pogojnona Y =2 je X ~ < }
Pogoj X=0jY y L
ogojno na X =0 je 1/3 2/3)°

0 1 2
: S Y N
Pogojnona ¥ > X je Y (1/7 2/7 4/7).

4. To je zvezna porazdelitev z gostoto:

Ne Mz=a) s g

rpesale) ={ )

; sicer.

To pomeni, da je slucajna spremenljivka X — a pogojno glede na dogodek {X > a}
spet porazdeljena eksponentno Exp(\). Pravimo, da je eksponentna porazdelitev
pozabljiva (beseda dobi smisel, Ce si zalogo vrednosti slucajne spremenljivke pred-
stavljamo kot cas).

5. Najprej izracunamo pogojno kumulativno porazdelitveno funkcijo. Za 0 < z <1
velja:

2
P(X <z, X< r—Z
Fraxar(s) = PO < 2| X <) = POEE S 008 e e

N |

medtem ko za & < 0 velja Fx|x<y(z) =0, za > 1 pa Fx|x<y(z) = 1. Sledi, da je
X pogojno na X <Y porazdeljena zvezno z gostoto:

2l—z) ;0<zx<1
fX|X<Y(:L') = { ( 0 ) - sicer.

6. Najprej bomo izracunali pogojno kumulativno porazdelitveno funkcijo. Oznacimo s
Ty dogodek, da je Tone vprasal, ali je X < 2/3, s Ty, dogodek, da je Tone vprasal,
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ali je X > 1/3, z D pa dogodek, da je bil odgovor na vprasanje pritrdilen. Pisimo:

Fxp(x) = P({ng(gi Do) ;
PU{X <az}nD)=PM)P{X <z}nD|T)+

+P(L)P{X <2}ND|T).

Sedaj lo¢imo tri primere. Za 0 < z < 1/3 velja:

P{X<z}nD|T) =P(X <z)=uz,
P{X <z}nD|Tp) =0,

za 1/3 < x < 2/3 velja:

PU{X<a}nD|Ty)=P(X <2)=uz,
PU{X <az}nD|Ty) =P(

za 2/3 <z <1 pa velja:
P{X<z}nD|T)

P{X<z}nD|T)=PE<X<z)=z—1.

I
Wi

Ce v vse skupaj vstavimo = 1 in sestejemo, najprej dobimo P(D) = 2/3. Od tod
dobimo pogojno kumulativno porazdelitveno funkcijo:

(

0 <0
3x 0<z<li
4 V= >3
Paple)={ 3o+ i1sest
3 1.2
vt s3swsl
L 1 s> 1
in nazadnje Se pogojno gostoto:
(0 ;2<0
3 . 1
CVTI
fx‘D(l’): 5 ;§<.I'<§
3 .2
1 ,§<ZE<1
L0 s 2>1

7. Za X in B iz 1. naloge velja E(X | D) =5/3in D(X | D) =2/9. Za X in D iz 6.
naloge pa velja E(X | D) =1/21in D(X | D) = 7/108.

8. Ce je Z indikator dogodka, da je 2X > Y, velja:

E(XYZ)
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Po izreku o polni verjetnosti je:

P(2X >Y)=P(Y

OPRX>Y |Y=0+P(Y=1)P2X>Y|Y=1)+
+PY=2)PR2X>Y|Y =2)=

P(Y =0) P(2X >0)+PY =1)P2X >1)+

+P(Y =2)P(2X >2) =

1
=3
Nadalje je XY Z = f(X) g(Y), kjer je:

ro={5 Lt aw={g

; sicer, ; sicer.

Sledi:

E(XY |2X > V) = 2E[f(X)] E[g(Y)] = ;/lmxdx -3

9. Naj bo B dogodek, da je bila premescena kroglica bela, R pa dogodek, da je bila
rdeca. Nadalje naj bo X stevilo belih izvlec¢enih kroglic. Tedaj velja:

E(X|B):1—(2)7 E(X|R):E.
Sledi:
E(X) = P(B)E(X | B)+ P(R)E(X | R) = > .2 2.9 _ g

10 10 ' 10 10
10. Oznac¢imo z N stevilo vseh metov in definirajmo naslednje tri domneve:

H; = {v prvem metu pade grb} .
Hy = {v prvem metu pade cifra, v drugem pa grb}.

H; = {v prvih dveh metih pade cifra} .
Ce se zgodi Hs, je ocitno N = 2 in torej tudi E(N | Hs) = 2. Ce pa se zgodita
H, ali H,, je nadaljnje dogajanje spet zaporedje neodvisnih metov kovanca, zato je
E(N|Hy) =1+ E(N)in E(N | Hy)) =2+ E(N). Sledi:
E(N)=3(1+EN))+32+EN))+3;-2,
od koder sledi £(N) = 6.

11. Ce z Y oznadimo stevilo vseh metov, z A pa dogodek, da ne pade nobena enojka,
Y—1
je PAY)=(3) .
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12.

13.

14.

1O 1 (D6
4 Y 4 15 A-Y
Y PEA = <¢><§123> - <><(13> T
® RON

b) Ker je Y ~ H(4,4,16), je E(P(A|Y)) = (4— E(Y))/12 = 1/4. Opazimo, da je
to enako ravno P(A).

c¢) Ce Y zavzame vrednosti by, by, bs, . . ., iz formule za pri¢akovano vrednost funkcije
sluc¢ajne spremenljivke in izreka o polni verjetnosti dobimo:

E(P(A|Y))=P(Y =b) P(A|Y = b))+ P(Y =by) P(A|Y =by) +--- =
= P(A).

Tako kot v 11. nalogi oznacimo z Y stevilo vseh metov, z A pa dogodek, da ne pade

nobena enojka. Izrac¢unali smo ze, da je P(A |Y) = (%)Y_l. Torej je:

O S0 0 -

a) Porazdelitev je hipergeometrijska H(2,Y — 1,9) oziroma:

P(A)=E

0 1 2
(7—12(10 -Y)9-Y) £(Y-1)(10-Y) S -1)(Y - 2)) '
b) E(X|Y)=2(Y—-1), E(E(X|Y))=2(E(Y)—1)=1. Iz simetrije lahko
sklepamo, da je tudi E(X) = 1: ¢e z Z oznacimo stevilo zelenih kroglic za rdeco, je
zaradi simetrije £(Z) = E(X), velja pa tudi X + Z = 2.

c) Pisimo E(X | Y) = g(Y), kjer je g regresijska funkcija, tj. g(y) = E(X | Y =y)
za P(Y =y) > 0, za ostale y pa lahko g(y) poljubno izberemo. Ker je Y diskretna,
vsi mozni dogodki {Y = y} z nenicelnimi verjetnostmi tvorijo skoraj popoln sistem
dogodkov in iz izreka o polni pricakovani vrednosti dobimo:

E[EX|Y)]=E[g(Y)] =

= 9y P(Y =

= ). 9P =y) =
ki P(Y =y)>0

= Y P =y9EX|Y=y)=
k: P(Y =y) >0

— B(X).
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15. V 7. nalogi iz 5. razdelka smo ze izracunali, da je S ~ P(A+pu). Zdaj pa izracunajmo:

P(X=k|S=n)= P();(Skfn) n) _
CP(X=kY=n—k)
P(S=n)
 P(X=k)PY =n—k
B P(S=n) B
n! N yn—Fk

:k!(n—k)!(AJ]:u)”_ -
:(Z)<Aiu) (Aj—u> '

A
Sledi, da je iskana pogojna porazdelitev binomska b <S , ﬁ)
1

16. Za izracun pogojne porazdelitve slucajnega vektorja (X, Xo,...,X,) je treba za
vse ki, ko, ..., kn, k € Ny dolociti pogojne verjetnosti:

P(Xi=k,Xo=ko.... Xpn=k, | S=k)=

P(X: =k, Xo =koy..., Xp = kn, S = k)
P(S = k) ‘

Najprej se spomnimo, da je S ~ P(\), kjer je A = Ay + Ay + - -+ + \,,. Nadalje, ker
je S =X+ Xo+ -+ X, bo zgornja pogojna verjetnost razlicna od ni¢ samo, ¢e
bo k =k +ky+---+ k,. Za ta primer pa bo:

P(Xlzkl,XQZkg,...,Xn:kn‘S:k)
P(Xlzkl,XQZkQ,...,Xn:kn)

P(S =k)
A e M AFe  Ame R
k! k! k! Me

k! A\ A\ A0\ e
—kl!/@!..-kn!(T) <T) (7) '

Dobili smo multinomsko porazdelitev.

Opomba. Prejsnjo nalogo lahko Stejemo kot poseben primer te naloge, saj pri
n=2in 75 =20,1,2,..., k dobimo:

PXy=j|S=k=PXi=4j,Xo=k—j|S=k)=
X M j o k—j_
Gk — ) LA A N

D
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17. Velja:
E(X):E[E(X\Y)}:E(Y):zé:L
E(X?|Y)=D(X |Y)+ (BE(X|Y)) =Y?+Y +1,
E(X?)=E[E(X*|Y)]=EY*)+EY)+1=
— DY)+ (EW)’+E(Y)+1=
PR R B

18. Najprej iz formul za pogojni verjetnosti dobimo formulo za pogojno pricakovano
vrednost:

n+1-—X

+ (X, + 1) (n ).
n+1

E(X, X,) =X, —
( H’ ) n+1 n+1

Po razlicici izreka o polni pri¢akovani vrednosti iz tocke c) 14. naloge je:

n+ 2
E(X,1) = E(X,).
(Xer) = 22 (x,)
Ker je X; = 1 in zato tudi E(X;) = 1, od tod induktivno sledi F(X,) = 2.
Podobno je:
n+1—-X, Xn
E(Y, X)) =X, (X +1) ———+ (X, + 1) (X, + 2 =
Vi | Xa) = XX+ 1) 22204 (0, 1) (X, 4 2)
(X2 X,)(n+3)
= — =
03y
n—+1

in spet po ustrezni razlicici izreka o polni pricakovani vrednosti je:

n -+ 3
n—+1

E(Y,11) = E(Yy).

Ker je Y; = 2 in zato tudi E(Y;) = 2, od tod induktivno sledi E(Y,) = &t
Sledi:

19. Velja:
P(X =k)=a(l —a) ck=1,2,3,...

I—1
PY=I1|X= ):( )bku—b)“ =k k+1,k+2,...
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Zal=1,2,3,...sledi:

k=1
!
-1
_ k-l k(1 _ pyk—l _
a(l —a) (k— 1)() (1-10)
k=1
Sl
=aby ( _ )(1 —a)t(1—b)~1 =
Jj=0 J
= ab(1 —ab)'™".

Torej je Y ~ Geom(ab).

Ta rezultat lahko lepo pojasnimo z naslednjo situacijo, ki lahko sluzi tudi kot izpe-
ljava resitve: oglejmo si dve neodvisni zaporedji neodvisnih poskusov, recimo jima
serija A in serija B. Vsak poskus iz serije A uspe z verjetnostjo a, vsak poskus iz
serije B pa z verjetnostjo b. Seriji naj se izvajata vzporedno, torej se hkrati izvedeta
n-ti poskus iz serije A in n-ti poskus iz serije B. Temu recimo zdruzeni poskus.

Naj bo Y stevilo zdruzenih poskusov, potrebnih, da hkrati uspeta poskusa iz obeh
serij. Ocitno je Y ~ Geom(ab).

Zdruzene poskuse razdelimo na skupine glede na uspele poskuse iz serije B: prvo
skupino naj sestavljajo zdruzeni poskusi do vkljuéno prvega uspelega poskusa v
seriji B, drugo skupino tisti od nevkljuc¢no prvega do vkljuéno drugega uspelega in
tako naprej: i-to skupino naj sestavljajo zdruzeni poskusi od nevkljuéno (i — 1)-tega
do vklju¢no i-tega uspelega poskusa iz serije B.

V vsaki skupini bomo gledali stevilo zdruzenih poskusov, gledali pa bomo tudi, ali je
v zadnjem zdruzenem poskusu v posamezni skupini, ko je po definiciji uspel poskus
iz serije B, uspel tudi poskus iz serije A. Taki skupini bomo rekli kar uspela. Tedaj
so stevila zdruzenih poskusov po skupinah in tudi uspelost posameznih skupin med
seboj neodvisni: to se da izpeljati iz krepke lastnosti Markova.

Oznacimo z X stevilo skupin do vkljuéno prve uspele. Iz zgoraj povedanega sledi,
da je X ~ Geom(a). Nadalje z Y; oznac¢imo stevilo zdruzenih poskusov v i-ti
skupini. Iz zgoraj povedanega sledi, da so slucajne spremenljivke Y7, Y5, ... med
seboj neodvisne in imajo geometrijsko porazdelitev Geom(b).

Velja pa tudi ¥ = Y] + Y, + --- + Yyx. To pomeni, da se pogojna porazdelitev
slucajne spremenljivke Y glede na X = £ ujema s pogojno porazdelitvijo vsote
Y1+Ys+---+Y} glede na ta dogodek. A ker je zaporedje Y7, Ys, ... neodvisno od X,
se slednja pogojna porazdelitev ujema z brezpogojno porazdelitvijo prej omenjene
vsote, iz prej povedanega pa sledi, da je le-ta negativna binomska NegBin(k,b).

Dobili smo torej isto situacijo kot v besedilu naloge. Ker je (brezpogojna) poraz-
delitev sluc¢ajne spremenljivke Y natancno doloc¢ena s porazdelitvijo slucajne spre-
menljivke X in pogojne porazdelitve slucajne spremenljivke Y glede na X, rezultat
naloge sledi.
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20. Tako kot v 11. nalogi oznac¢imo z Y stevilo vseh metov, z X pa oznacimo stevilo
vseh enojk. Pogojno na Y je X ~ b(Y —1,1/5). Ob dogovoru, da je () = 0, brz
ko je m ¢ {0,1,...,m}, torej velja:

e () ()

Zan=20,1,2, ... torej velja:

RSO
DEEE"

Zdaj pa se spomnimo na negativno binomsko porazdelitev: ce je
Z ~ NegBin(n + 1, p), velja:

Sledi:
= (k-1 o, (1=p)r
1 —p k-1 _
DI O
Torej je:
(k=1 2\
> ()G e
k=n+1 n
in koné¢no: 1
P(X =n)= TSR

Dobili smo geometrijsko porazdelitev Geom(1/2), pomaknjeno za ena v levo.

21. Pogojno na N je S ~ b(N,p), tj.:

P(S=k|N) = (]]f)pku _ Nk,
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22.

23.

Sledi:

Torej je S ~ P(pA). Podobno je tudi T~ P((1 — p)A). Nadalje velja Se:

PS=kT=10)=PS=kN=k+))=P(N=k+)P(S=k|N=k+1)=
k+l _—\ K+l k(1 o\ o—A
_ATe /{:—i—lpk(l_p)l:)\ p"(1—p)e _
(k+D!'\ k& k!
=P(S=k)P(T=1),

torej sta S in T' res neodvisni.

Neodvisnost slucajnih spremenljivk S in T" pa lahko izpeljemo tudi s sklicevanjem
na 15. nalogo: iz le-te namre¢ sledi, da obstajajo slucajne spremenljivke S, T in
N, za katere velja, da je S ~ P(p\) in N ~ P()), da sta S in T neodvisni, da je
N = S+ T in da pogojno na N velja S ~ b(V,p). Ker je porazdelitev slucajnega
vektorja (5,7, N) natanéno doloc¢ena s porazdelitvijo slucajne spremenljivke N,
pogojno porazdelitvijo slucajne spremenljivke S glede na N in zvezo N = S+ T,
od tod sledi, da S in T" morata biti neodvisni, brz ko izpolnjujeta pogoje naloge.

Ce je N = n kar konstanta, sta S in T odvisni, brz kojen > 1in 0 <p < 1: v
tem primeru namre¢ S in T zavezameta vsaj dve vrednosti, a ¢e S = k, je nujno

T=n-—k.

Pogojno glede na N ima sluc¢ajna spremenljivka S porazdelitev Gama(N, \), torej
za s > 0 velja:

)\NSNfl Y
f5|N(8) = m e .
Sledi:
)\NSN—l & )\nsn—l(l o p)n—l
= | — —As| —As _ —pAs )

Torej je S ~ Exp(pA).

E(X|Y =2)=7/4, E(X?|Y =2)=13/4,
E(X?Y?|Y =2)=E(X2-22|Y =2)=4E(X?|Y =2) = 13.
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24.

25.

26.

Tako kot v 20. nalogi oznac¢imo z Y stevilo vseh metov, z X pa oznac¢imo stevilo
vseh enojk. Pogojno na Y je X ~ b(Y — 1,1/5), torej je tudi E(X | Y) = %
Pricakovani delez enojk med vsemi meti je:

X Y -1 1 1 1 1 1/5\"' 1 1né
ElZ)=E(—=)=Z|1—-E(=)]|=2-=N"2(Z =-—— =
(Y) (5Y) 5[ (Y)] 5 30“1{:(6) 5 25

~ (128,

PisSimo Z = Z — aY + aY in uporabimo, da je sluc¢ajna spremenljivka Z — aY
neodvisna od para (X,Y — aX). Ker se par (X,Y) deterministi¢no izraza z
(X,Y —aX), je Z— aY neodvisna tudi od para (X,Y). Zato je:

E(Z—-aY | X,)Y)=FE(Z—-aY)=0.
Slu¢ajna spremenljivka Y pa je funkcija para (X,Y), zato je:
EY | X,)Y)=Y.

Sledi:
E(Z|X,Y)=E(Z—aY | X,Y)+aBE(Y | X,Y)=aY.

Drugo pogojno pricakovano vrednost izracunamo s pomocjo:
EYZ|X,)Y)=YEZ|X,Y)=aY?.
[z neodvisnosti sledi:

EYZ|X)=aEY?|X)=
=aE[(Y —aX)?+2aX(Y —aX) +a*X* | X]| =
=aE[(Y —aX)’] +2°X E(Y — aX) + a’X*.

Ocitno je E(Y —aX) = 0. Nadalje je:
(Y —aX)?=Y?-2aXY +a’X?> =Y? - 2aX(Y — aX) — a*X?.

Z uporabo neodvisnosti ter prvih in drugih momentov dobimo E[(Y — aX)?] =
1 — a?, torej je konéno:

EYZ|X)=a—ad+d*X*.

Ker sluc¢ajna spremenljivka N zavzame le vrednosti v naravnih stevilih, je dovolj za
vsako naravno stevilo n poiskati pogojno verjetnost h,(S) = P(N =n | S). To bo
natanko tedaj, ko bo za vsako primerno merljivo funkcijo g veljala zveza:

E[hn(S) 9(9)] = E[Z 9(9)],
kjer je Z, indikator dogodka, da je N = n. Z drugimi besedami, veljati mora:

B[h(5) 9(5)] = P(N = n) E[g(S) | N =n]
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Ko vstavimo brezpogojno in pogojno gostoto, dobimo:
)\n
(n—1)!

pA/ ha(s) g(s) e P2 ds = p(1 — p)" ! / gls) 8"t e N ds.
0 0

Ta pogoj bo izpolnjen za regresijsko funkcijo:

)\n—l(l_p>n—18n—1 VY
hn(S) _ (n_ 1)' e M1-p)s

7 drugimi besedami, velja:

)\nfl(l _ p)nflsnfl

—X(1-p)S
(n—1)! ‘ ‘

P(N=n|S)=

Pogojno na S ima torej slucajna spremenljivka N — 1 Poissonovo porazdelitev

P(\(1-p)9).

27. Dejstvo, da je X pogojno na U porazdeljena binomsko b(n,U), lahko zapiSemo
takole:

EM(X =k) |U=P(X =k|U) = <Z)U’“(1—U)”’“; k=0,1,2,...,n

E[MU)1(X = k)] = (Z) /0 1 h(u) u (1 — u)"* du.

P(X =k) = (k)B(k+1,n—k+1):n+1.

Slucajna spremenljivka X je torej porazdeljena diskretno enakomerno na
{0,1,...,n}. Nadalje velja:

E[h(U)1(X =
P(X =k)

1 1
= h(u) u®(1 — )" du.
B(k+1,n—k+1)/0 () (1 — )" du

Sledi, da ima slucajna spremenljivka U pogojno na X porazdelitev Beta(X +1,n —
X +1).

k)]

E[hU) | X =k =

28. Brezpogojna porazdelitev slucajne spremenljivke X ima gostoto:

fx(x) = E|[fxn(z ZP =n)fxn(z[n).
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Za x > 1 torej velja:

1 q
fx() = 1_q§ifwlz n(l—q) 2(e —q)°

medtem ko za x < 1 lahko postavimo fx(x) = 0.

Ker sluc¢ajna spremenljivka N zavzame le vrednosti v naravnih stevilih, je dovolj za
vsako naravno Stevilo n poiskati pogojno verjetnost h,(X) = P(N =n | X). To bo
natanko tedaj, ko bo za vsako primerno merljivo funkcijo g veljala zveza:

Ehn(X) g(X)] = E[Zng(X)],
kjer je Z, indikator dogodka, da je N = n. Z drugimi besedami, veljati mora:
E[h(X) 9(X)] = P(N = n) E[g(X) | N =n].
Ko vstavimo brezpogojno in pogojno gostoto, dobimo:
o q o dx
ho, ———dx =¢" .
| @) e = [t 55

Ta pogoj bo izpolnjen za regresijsko funkcijo:

h(z) = w

xn
7 drugimi besedami, za n = 1,2, 3, ... velja:
n—1 _
" (X —q) ( q)(q>”1

Pogojno na X ima torej slucajna spremenljivka N geometrijsko porazdelitev
Geom(1 — ¢/ X).

3/4 1 7/4
29&E@Hﬂ~@m1m1m
D(E(X | y)) = 13/72.

Nadalje iz D(X | Y) ~ (

) dobimo E(E(X |Y)) =7/6 in

3/16 1
2/3 1/3
Iz X ~ (1(/)4 1}3 5/212> pa dobimo E(X) =7/6 in D(X) = 23/36.

Seveda je E(E(X | Y)) = E(X), opazimo pa Se, da je D(X) = D(E(X | Y)) +
E(D(X |Y)).

30. Velja:

) dobimo E(D(X |Y)) =11/24

D(E(X |Y)) = E[(E(X | Y))*] - (B(X))’
(

DX |Y)=EX?|Y) - Exuw,
E(D(X |Y)) = E(X?) — E[(E(X | Y))].
Ko sestejemo, dobimo:

D(E(X | V) + BE(D(X | V) = B(X*) - (E(X))* = D(X).
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31. Iz Poissonove porazdelitve (glej 10. nalogo iz 6. razdelka) dobimo, da je E(X?|Y) =
Y? 4+ Y. Iz eksponentne porazdelitve (glej 6. nalogo iz 6. razdelka) zdaj dobimo:

2 1
EX*)=E[E(X*| V)| =EY?’+Y)= =+ —.
(XH) =B[EX*|Y)] =B +Y) = 5+
32. Najprej izracunamo:
- Yhe Y
X k a—1)Y
Ela |Y}:Za X = eleD)
k=0
To obstaja za vse a € R. Formalno gledano je potem:
E(a™) = E[e(“_l)y} = )\/oo L T A
0 A—a+1’

in sicer za a < A+ 1. Toda v resnici F(a®) za a < —\—1 ne obstaja, ker ne obstaja
E(]a™]). Iskana pri¢akovana vrednost torej obstaja za |a] < A + 1.

33. Za t > 0 ima sluc¢ajna spremenljivka 7" pogojno gostoto:

)\ntn—l e—At
(n—1)!

fT\Nzn(t) =

Brezpogojno gostoto dobimo s sestetjem:

> o /\n n—1
fr(t) = Z P(N =n) frin=n(t) = Zp(l —p)" ! n t_ i e M =ple PN,

n=1

Torej je T' ~ Exp(pA).

—(z—2y) .
] e ;X > 2
34. Zay>OJefXY(13|y):{ 0 !

; sicer.
. 2/ 0<y<x/2
Za x> 0je fyix(y|z) = { é : sicerg.J /

Pogojno glede na X ima torej Y enakomerno porazdelitev EZ(0, X/2). Torej ima
Y/X pogojno na X enakomerno porazdelitev EZ(0,1/2), ne glede na X. To pa
pomeni, da sta Y/X in X neodvisni.

Pogojno glede na Y pa ima X eksponentno porazdelitev Exp(1), pomaknjeno za 2Y
v desno. Torej ima X — 2Y pogojno glede na Y eksponentno porazdelitev Exp(1),
ne glede na Y. To pa pomeni, da sta X — Y in Y neodvisni.

35. Prvi nacin. Iz pogojne gostote:

2] 2y

Frix(y | z) = el
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36.

izracunamo dvorazsezno gostoto:

Frr(@.9) = Fx(@) frixly | 2) = 0 e 072,

z integriranjem katere dolo¢imo porazdelitev gostoto spremenljivke Y:

|
/ fxy(@y)d m(1+y2)

Slucajna spremenljivka Y ima torej standardno Cauchyjevo porazdelitev.

Drugi nacin (v resnici le drugace pisan prvi nacin). Uporabimo formulo:

’X‘ 6—)(23/2 _ i *
V2 2m

fy(y) =E|fyix(y)] = F 2| e~ (/2 gy
ki nam seveda da isto kot prej.

Tretji nacin. Ce postavimo U := XY, iz formule za transformacijo enorazsezne nor-
malne porazdelitve, uporabljene pogojno na X, dobimo, da je pogojna porazdelitev
slucajne spremenljivke U glede na X = x standardna normalna, ne glede na x. To
pa pomeni, da je U neodvisna od X. Po formuli za gostoto funkcije dveh slucajnih
spremenljivk dobimo:

o 1 o , .
- / fX(I) fU(fL’y) |J]| dr = 2—/ |q;| e~ (+y9)/2 4,
- T J 0o

kar je spet isto kot prej.

Kon¢no je Se:
‘l”(l + yQ) e—x2(1+y2)/2

fxy(zly) = 5

in po transformacijski formuli za = > 0:

fX\Y<\/¥ | ?J) + JCXIY(_\/E | y) _ 1+y° o—t(1+y%)/2
2/t 2 ’

medtem ko lahko za « < 0 postavimo fxzjy(t | y) = 0. Pogojno na Y ima torej X?

fX?\Y(t | y) =

eksponentno porazdelitev Exp ( 1+y2 ) :

Ker so U, X in Y neodvisne, je tudi slucajni vektor (X,Y’) neodvisen od U, torej
se njegova pogojna porazdelitev glede na U ujema z brezpogojno. Pogojno na U
sta torej slucajni spremenljivki X in Y prav tako standardni normalni in neodvisni.
Potem pa je slucajna spremenljivka Z pogojno na U porazdeljena normalno s pri-
¢akovano vrednostjo 0 in disperzijo U + (1 — U) = 1, torej standardno normalno —
(funkcijsko) neodvisno od U. Od tod pa sledi, da je slu¢ajna spremenljivka Z (ver-
jetnostno) neodvisna od U in tudi brezpogojno porazdeljena standardno normalno.
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37. Iz gostote normalne porazdelitve dobimo, da je X porazdeljena eksponentno Exp(1),
poleg tega pa Se, da je slucajna spremenljivka Y pogojno na X porazdeljena nor-
malno N(X VX ) Povedano v formulah je to:

fx(z) =

e x>0 1 (y—a)?
= T 2z > 0 .
{ 0 ; sicer, fY‘X@ @) V2mx ‘ (@ )

Podobno je tudi Z porazdeljena eksponentno Exp(1), W pa je pogojno na Z poraz-
deljena normalno N(Z NZ ) Povedano v formulah je to:

fz(2) =

e ;2>0 1 (w—2)2
= BEE >0).
{ 0 ; sicer, leZ(w 12) V2mz ‘ (= )

Ker sta X in Y neodvisni, ima slucajna spremenljivka U := X + Y porazdelitev
Gama(2, 1). Povedano s formulo je to:

ue ™ ;u>0

folu) = { 0 ; sicer.

[z neodvisnosti pa dobimo tudi pogojno porazdelitev slucajnega vektorja (Y, W)
glede na (X, Z):

fxyzw(T,y,2,w) _
Ix.z(x,2)
_ fX,Y($ay) fZ,W(Zaw) _
fx(@) fz(2)
= frix(y | z) W [ Z)(w | 2).

Fywixz(y,w |z, 2) =

Poleg tega pa je Se:

o fX,Y,Z(ﬂf,y,Z) . fX,Y(iE,y) fz(2) N fX,Y(iE,y) o -
Frialy|2,2) = TTR@ ARG w el

fx.z(x,2)

in podobno:

fwixz(w |z, 2) = fwz(w | 2).
Pogojno na (X, Z) sta torej sluc¢ajni spremenljivki Y in W neodvisni in porazdeljeni
normalno N(X, \/Y) oziroma N(Z, \/?) To pa pomeni, da je vsota V =Y + W
pogojno na (X, Z) porazdeljena normalno N(X +Z VX +7Z ) Povedano s formulo

je to:
foixa(v | 7, 2) L (1,2 0)
vixz(V] 2, 2) = ———=e 2T T,z )
| 21(z + 2)

Opazimo, da je pogojna porazdelitev vsote V' glede na (X, Z) odvisna zgolj od vsote

X 4+ Z. Po pameti bi potem rekli, da je tudi pogojno na U vsota V porazdeljena
normalno N(U, VU ) Tudi v resnici je tako, saj iz skupne gostote:

]. (wfazfz)2
f Z VT, 2, V) = f z\x,2)  —F//— e 2@+2)
xzv( ) = fxz(x,2) O
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z dvakratno uporabo transformacijske formule dobimo:

fX,U,V(LU,U) = fX,Z,V(fEa u—x, U) =
1 _(wv—w)?

= Jxz\&,u—x)- e 2u =
fx.z( ) e
1 _w—w)?
= [xv(®,u) ——e 2,
2Tu
z integracijo po = pa nadalje:
1 _(Ufu)2

[ 2u

fU,V(UaU) = fU(U) : \/ﬁ

264

Sledi, da je V pogojno na U res porazdeljena normalno N(U, VU ), iskana skupna

porazdelitev pa je na dlani:

U, w=w?
—e 2u cu >0
fov(u,v) = \V 27 ’

0 ; sicer.
6 2
38. Za 0 < z,y < 1velja fxy(z|y) = M, od koder dobimo:
24+ 3y
4V +3 Y2 + 3Y

E(X|Y)

in  EXY|Y)=YEY|X)=

 6Y +4 6Y +4

39. a) Dana pogojna porazdelitev ima pogojno gostoto (za x > 0):
1
fY|X(y | ) = (b—a)z

0 ; sicer.

s ar <y < bx

Iz tega najprej izracunamo dvorazsezno gostoto:

—x

e
x>0, ar <y <bx
fxy(z,y)=4{ b—a =
0 ; sicer
e’ Y Y
x>0, - <<=
= b—a b a
0 ; sicer,

nakar integriramo in dobimo brezpogojno gostoto: za y > 0 velja:

1 y/a e /b _ g—y/a
= 7$d =
O R e
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torej je:
e_y/b — e_y/a

fr(y) = b—a

0 ; sicer.

sy >0

b) Zahtevano matemati¢no upanje lahko izra¢unamo na vsaj dva nacina.

Prvi nac¢in: uporabimo namig in iz pogojne gostote najprej izracunamo pogojno
matematicno upanje:

1 1 b 1 b
E —‘X: S S PP S,
(Y > <b—a>x/azy YT ae

oziroma:

1 1 b
E —‘X -~ w2
<Y ) (b—a)Xna

Xt L1 X1

zahtevano matemati¢no upanje pa je enako:

Xt X! 1 b i1 1 b [, .
E(7>_E[E(? X)]—b ln—E(X )— ln—/0 r'e "dx,

—a a b—a a
kar obstaja za t > —1 in je enako:

X\ T(+1 !
E<7): (t+ )mg: t b

Sledi:

b—a a b—a a
(slednje za t = 0,1,2,...).

Drugi nacin: neposredno iz dvorazsezne gostote, tako da najprej integriramo po y:

E(l) /] = e (a,y) dody
] = — JX, Y&, =
Y ar<y<bz Yy
1 [e'9) bx 1
= / zle™ / —dydx =
b—a 0 ar Y
1 b [

= ln—/ e ®dx =
b—a a ),

:F(t—i_l)lné.
b—a a

Opomba. Oba nacina sta v resnici ekvivalentna: kar prvi nac¢in naredi z orodji iz
pogojne verjetnosti, drugi naredi z orodji iz analize.

Opomba. Za t = 0 lahko zahtevano matemati¢no upanje dobimo tudi kot
| > L f(y)dy. Ce ta integral primerjamo z izra¢unano vrednostjo, dobimo znani

ooy
rezultat: p ;
o0 L,—y/b _ ,—y/a b
/ L T
0 Yy a
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Ce a zamenjamo z 1/b, b pa z 1/a, dobimo to v $e bolj znani obliki:

© —ay __ ,—by b
/ e gy —ml
0 Yy a

40. Prvi nacin: neposredno z deljenjem gostot. Vemo, da je X porazdeljen m-razsezno
normalno s pri¢akovano vrednostjo p; in kovariancéno matriko ¥;;. Ce oznac¢imo:

p.— |Bu B X X o
"~ [Ba B o1 g

ter uvedemo y, = 1 — py in Y, = T3 — WU, sledi:

fxax, (T2 | @) =
= sz\Xl(yz + o ‘ Yy + Nl) =

— \/det E det (27T211) e—(le(Bu—El’ll)yl+y1TB12y2+y%"B21y1+y;fB22y2)/2 —
2T

— \/det E det (271-211) e*y?(Bu*B12B2*21B21*21*11)y"1f/2 %
2

« o~ (W21Ba; Ba1yy) Baa(y,+B5y B21y1)/2

Pogojno na X je torej X, porazdeljen n-razsezno normalno s pricakovano vredno-
stjo pto —Boy B (X1 — ) in kovarian¢no matriko Bs,'. Iz formule za inverz blo¢ne

matrike:
S Tw| o _
31 X
_ (211 - 212227212211)_1 —(211 — 2122521221)_121122521
—(222 — 22121_112312) ¥ 27 (222 — 22121_11212) ’

dobimo B22 = (222 — 22121_11212)_1 in B2_21B21 = —22121_11. POngIlO na X1 je to-
rej X, porazdeljen n-razsezno normalno s pri¢akovano vrednostjo pr,+ 39 37 (X 1 —
p) in kovariancéno matriko ¥op — ¥o; 21_11212.
Drugi nacin. Tako kot pri prvem nacinu z deljenjem gostot dobimo pogojno gostoto,
izrazeno z matriko B. Matrike B pa ne izracunamo, temvec le razberemo naslednje:
e Pogojna porazdelitev je vecrazsezna normalna.
e Pogojna pricakovana vrednost je afina funkcija slucajnega vektorja X, tj.
E(XQ | Xl) = a,+LX1
e Pogojna kovariancéna matrika je deterministi¢na, torej recimo

K<X2 | Xl) - 22|1.

Za izracun deterministicnega vektorja a in deterministicne matrike L nastavimo:

p, = E(X,)=E[E(X,| X,)] =FE(a+LX,)=a+Lpy,
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Y =K(X,, X,) =
= E[(Xl _.u‘l)E(X;F | Xl)] =
=E[(X1— py)(a+LX,)"] =
= E[<X1 - M1)X1TLT] =
= K(X;)L"]

Od tod dobimo L = X9, 37! in @ = p, — Ly, torej je:
E(X, | X1) = py + L(X1 — py) = pp + B B (X0 — py) -

Za izracun pogojne kovariancne matrike pa se spomnimo na razcep disperzije, ki
velja tudi v vecrazseznem primeru, torej:

K(E(X:| X)) + E(K(X: | X»)) =
= K(IJ’Q + 22121_11()(1 - Nl)) + 3o =
=3 XTI S+ B

Torej je Xg;1 = Yoo — 3oy 2;11212. Ko povzamemo vse skupaj, vidimo, da smo dobili
isto pogojno porazdelitev kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin: sklicemo se na resitev 37. naloge v 5. razdelku, kjer je dokazano, da je
slucajni vektor Xy — 39 37! X1 neodvisen od X ;. Njegova pogojna porazdelitev
glede na X se torej ujema z brezpogojno porazdelitvijo. V resitvi prej omenjene
naloge je dokazano Se, da je slucajni vektor:

_ _ X
X2 - 2212111)(1 == [_2212111 In} |:Xj

porazdeljen n-razsezno normalno s pricakovano vrednostjo:

[_22121_11 In} {Zl] =y — S I,

2

in kovarianéno matriko:

-1
[—22121_11 In] {EH 212}{ Xy B

_ . -1
221 222 In :| - 222 221211 212 .

Kot Ze receno, to velja tudi pogojno na X;. To pa pomeni, da je pogojno na
X slucajni vektor Xy porazdeljen n-razsezno normalno s pricakovano vrednostjo
o + X1 XX — py) in kovarianéno matriko gy — Xp1 X1 310, kar je isto kot
prej.

b 1_(1)(75—580—0291~253-(25—592)/201) o1l
2 253 v/1— 02912
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V resnici je 7 kandidatov na prvem kolokviju zbralo 25 tock in nih¢e izmed njih ni
naredil. Prav tako ni naredil nihce, ki je zbral 26 ali 27 tock, pa¢ pa je naredil en
kandidat od 6, ki so zbrali 22 tock, in 3 kandidati od 5, ki so zbrali 28 tock.

Diagram pogojnih delezev:

delez tistih,
ki so naredili

1 -
0.8 -
0.6 -
0.4 -

0.2 -

10 20 30 40 50 60 70 &80 90 100

tock na
1. kolokviju

Zaradi velike zaloge vrednosti rezultatov dobimo veliko boljsi pregled, ¢e gledamo
pogojne verjetnosti glede na 5 tock siroke razpone. Krivulja ponazarja ocene za de-
leze (verjetnosti) na podlagi Gaussovega modela, tj. modela z dvorazsezno normalno

porazdelitvijo:

delez tistih,
ki so naredili

1 -
0.8 -
0.6 -
0.4 -

0.2 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

tock na
1. kolokviju
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Histogram se kar dobro prilega krivulji glede na to, da se histogram frekvenc¢nih
porazdelitev vsaj za drugi kolokvij ne prilega tako dobro normalni porazdelitvi.
Prikazane so relativne gostote frekvenc, tj. delezi ustrezajo plos¢inam pravokotnikov
v histogramu; visine pravokotnikov so tako primerljive z gostoto zvezne porazdelitve,
s katero aproksimiramo.

Histogram za prvi kolokvij:

rel. gostota
frekvence

0.02 -

0.01 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tocke

Histogram za drugi kolokvij:

rel. gostota
frekvence

0.02 +

0.01 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tocke
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8.

Rodovne, momentno-rodovne in karakteristicne
funkcije

L Gx(s) =070 GP(s) =N, B(X)=D(X) =\, f, =\

ps P 1
- Gl = 1-(1-p)s 1—1)(1—(1—1?)8_1)’

1 1—p)t 1—

TS PN ) Uit 155 g e 0}
p " p

. 'V formulo iz namiga vstavimo z = —g¢s in dobimo:

CZT = —cIn(1 — gs).
k=1

Zdaj pa upostevamo, da je Gx(1) =1, in dobimo ¢ = —1/In(1 — ¢). Tako je:

In(1 — gs)

Gxls) = In(1 - q)

= 10g17q<1 - QS) :

Po odvajanju dobimo:

T

gy (=D g
) = T Ty

in konc¢no:
(r—1)!" ¢

In(1—-q) 1-q)"

fr:_

. Iz Gx(s) = 1 dobimo a = e~2. Iz razvoja:

2 32
GX(S)ZG—Q 1—}-(3—}—82)%—@'{'"'] {1+3+%+
: 3e? .
dobimo P(X =2) = 5 = 0"203.
a) Iz modela dobimo, da za vse n =0,1,2,... in vse k =0,1,...,m velja:
—k k
PXpr =k +1|Xp=k) =" in PXpp=k—1|X,=k)=—
m
Sledi: L "
m m
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Obe strani enac¢be pomnozimo s P(X, = k) in sestejemo po k = 0,1,...,m. Po
formuli za popolno pricakovano vrednost je:

Grii(s) = E(s*) =

k=0
=) P(X.=k) 3k+1‘m—_k+sk’1-£ =
— m m
=5 P =k F > ks P(X, = k).
k=0 m k=0
Prvi ¢len je enak s G,(s). Za drugi ¢len pa se spomnimo, da je ks*! = gk,

Po Abelovem izreku smemo potencéno vrsto znotraj konvergenénega polmera vselej
¢lenoma odvajati. Sledi:

1—s2

m

Gl (s).

Grri1(s) = s Gu(s) +
b) Ce skupno rodovno funkcijo slu¢ajnih spremenljivk X, X1,... ozna¢imo z G,
mora le-ta zadoscati diferencialni enacbi prvega reda:

1—s2

m

G'(s).

Pri tej enacbi lahko lo¢imo spremenljivki. Vsaj za 0 < s < 1 je G(s) > 0 in lahko
preuredimo v:

Po integraciji dobimo:
InG(s) =mn(l+s)+C.

Iz dejstva, da je limgy G(s) = 1, dobimo C' = —mIn2. Razresimo in dobimo:
1+s\"
O(s) =
0-(5)
1

kar je rodovna funkcija binomske porazdelitve b(m, 5): slucajne spremenljivke
Xo, X1, X5, ... imajo enako porazdelitev natanko tedaj, ko je Xy ~ b(m, %)

6. a) Verjetnost, da ima permutacija n elementov natanko j negibnih tock, dobimo
tako, da izberemo j negibnih tock, ostalih n—j elementov pa mora biti permutiranih
tako, da ni nobene negibne tocke. Sledi:

P(X, =) = ~ P(X ;= 0), (+)

SPX =0, PXa=j+1) =

(7+ 1)
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torej:
P(X,t1=j+1)

b) Prejsnjo enakost prepisimo v obliki:

= j+1.

P(Xn:j):(j+1)P(Xn+1:j+1)-

Pomnozimo z s/ in seStejemo po j = 0,1,...,n. Dobimo:

Gn(s) =)  P(X,=j)s
j=0
=Y G+ PXpr=j+1)¢
7=0
n+1
= kP(X, =k)s"!
k=1

n+1
= kP(X, =k)s"!
k=0

= Grp(s).
Glede na to, da je treba rodovne funkcije izraziti s spremenljivko s — 1, je ugodno
oznaciti G, (s) = H,(s —1). Velja H,, = H} ;.
Permutacija enega elementa ima vedno natanko eno negibno tocko, torej je G1(s) =
s, se pravi Hy(t) = 1+ t. Nadaljnje funkcije dobimo z integracijo. Ob upostevanju
dejstva, da je H,(0) = G, (1) = 1, izratunamo:

2 3

M) =1+t+5, Ht)=1+t+5+—,

2 2 6

nakar z indukcijo dokazemo, da je:

n

t’r
H,(t) = Z ] oziroma  Gp(s) =
r=0 r=0

(s—1)
rl

c¢) V polinomu iz prejsnje tocke moramo najti koeficiente pri potenci s*. Za izraz

(s=1)" (D)"F ey _ (=D
7! 7! (k) Tkl (r=k)D

je le-ta enak ¢e je r > k, sicer pa je enak ni¢. Sledi:

n -1 r—k
P(X,=k) = Z;/«;(r—)—k)l

Opomba. To tocko bi lahko resili tudi neposredno, tako da bi podobno kot v
18. nalogi iz 2. razdelka s pomocjo nacela vkljucitev in izkljuc¢itev izracunali
P(X,, =0), nato pa uporabili prvo zvezo v formuli (x).
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7. Ce z Z oznac¢imo vsoto, je rodovna funkcija te slu¢ajne spremenljivke enaka:

torej je:

N\l

Nalogo bi seveda lahko resili tudi neposredno, brez uporabe rodovnih funkcij.

8. Rodovna funkcija slucajne spremenljivke X je:

9 9 5
Gyls) = — + — ko
x(5) =16+ 33 +§2k+48

B 1 5s? B
178 ma ey

99—

S 8(2—19)’

rodovna funkcija slucajne spremenljivke Y pa je:

8 e sF 8s 8s 8s
GY(S):§ZW 9 4 9] T9(1—2) 9-s’

Rodovna funkcija sluc¢ajne spremenljivke 2Y pa je enaka:

85>
Gav(s) = B[s*] = B| ()] = Gv(29) = ;=
Rodovna funkcija vsote Z = X + 2Y je torej:
2 2 o
Gz(s) = Gx(s) Gzy(S)ZQ_SZQ( = Z ]H_Z e
k=2

Sledi:
P(Z=k)y=2""D, =234, ...

torej je Z — 1 ~ Geom(1/2).

273
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9.

10.

a) Rodovni funkciji slu¢ajnih spremenljivk X in Z sta:

4s 2s
Gx(s) = T in GZ(s):S_S.

Slucajna spremenljivka ¥ mora torej imeti rodovno funkcijo:

Gz(s) 5-s 1 1 5 = "
G = = = — = — _
r(s) Ge(s) 6—2s 2 3—s 6+Z;WH“
njena porazdelitev pa je podana s predpisom:
5 1

b) Iskane slu¢ajne spremenljivke obstajajo natanko tedaj, ko obstaja porazdelitev z
rodovno funkcijo:

1-(1—a)s
bl—(1—a)s
al—(1-0b)s
_bl—al%a—s_
al—b5—s

1
1—a+a—b 1 B
1-b 1-b1—(1-b)s)
a—b " on
[ -I—l_bnz::l(l—b) s]

Porazdelitev s tako rodovno funkcijo pa obstaja natanko tedaj, ko je a > b.

Ce ozna¢imo S = X + Y, je:

l—gq
G = 1—q)q"s" = .
() = - = e
Torej je:
—-1/2 __ 1/2 n n
Gx(s)=Gy(s)=1—q(1— =1 Z s",
kar pomeni, da zan =20,1,2,... velja:
—1/2 2n — 1
P(X:”):P(Y:”):vl—C]( s/ )(—Q)nzvl—Q%q )
pri ¢emer se dogovorimo, da je (—1)!! = 0! = 1, saj v tem primeru za vse m =

0,1,2,... velja zveza (m + 2)!l = m!!- (m + 2).
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11.

12.

13.

14.

Neposredno ali z uporabo dejstva, da se binomska porazdelitev ujema s poraz-
delitvijo vsote neodvisnih Bernoullijevih slu¢ajnih spremenljivk, dobimo Gx(s) =
(1 —p+ ps)". Nadalje iz zveze:

1 1
X
- d
1+ X /Os °

1+X (n+1)p

dobimo:

Rodovna funkcija:
2 L1 I !
G(s)=(z+-5+-s =—4+ -5+ =5+ =5+ —s
porazdelitev:
0 1 2 3 4
1/4 1/4 5/16 1/8 1/16 ) °

Rodovno funkcijo stevila Nikinih otrok oznacimo z:

1 1 1 1
G1<S) = Z+4_18+4_152+153’

rodovno funkcijo Stevila otrok posameznega Nikinega otroka pa z:

1 1 1
GQ(S) = 5—{—18—’_1—182’

Tedaj je rodovna funkcija stevila Nikinih vnukov enaka:
G(S> = Gl (GQ(S)) )

verjetnost, da Nika ostane brez vnukov, je G1(G2(0)) = 15/32, pricakovana vrednost

pa je:
9
G'(1) = Gy (Ga(1)) Gy(1) = <.
Oznacimo Stevilo zasedenih miz z Z. Pisemo lahko Z = I} 4+ Ir + ... + In, kjer je
I,, indikator dogodka, da se stevilo n usede za novo mizo, N pa je stevilo sprejetih

gostov. Ce je N =0, je seveda X = 0.

Zamislimo si lahko, da stevila ignorirajo vratarjeve zavrnitve in da se pod istimi
pogoji posedajo v nedogled, pri ¢emer se tudi vsako Stevilo posede neodvisno od
dosedanjih vratarjevih odloc¢itev. Gledamo pac stevilo miz, ki so bile zasedene,
ko se je vratar odlocil, da ne sprejema ve¢ novih gostov. Tako so vse slucajne
spremenljivke [y, Iy, ... definirane. Nadalje naj bo J,, dogodek, da je vratar spustil
noter Stevilo n. Tako je J; = Jo = -+ =Jy =11in Jyy1 = Iy =+ =0, za
n=20,1,2,... pa velja:
P(N =n)=(1-qq"
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(ob dogovoru 0° := 1, ¢e je ¢ = n = 0).

Dokazimo, da so za vsak n slu¢ajne spremenljivke Iy, I5, ..., I, in sluc¢ajni vektor
(J1,J2, ..., Jy) neodvisni ter da je:

0 1

Za n =1 je to oCitno, saj je vedno Iy = 1. Naredimo indukcijski korak z n na n+1.
Ker je vratarjeva odlocitev, ali bo sprejel stevilo na vhodu, neodvisna od posedanja
njegovih predhodnikov, je pogojna porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke J, 1 glede na
dogodek {Iy = i1,...,I, =iy, J1 = j1, ..., Jn = jn} z nenicelno verjetnostjo odvisna
le od ji1, 2, ., Jn. 24 drugimi besedami, slucajna spremenljivka .J,, 11 je pogojno na
Ji, ..., J, neodvisna od Iy, I, ..., I,. To pa pomeni, da je pogojna porazdelitev slu-
¢ajnega vektorja (Ji, Ja, ..., J,,) glede na dogodek {I; = iy, ..., I, = i,} z nenicelno
verjetnostjo neodvisna od 1, 1s,...,7,. Z drugimi besedami, slu¢ajne spremenljiv-
ke I, 1Is,...,I, in slu¢ajni vektor (Ji, Jo, ..., Jpn, Jui1) so neodvisni. Nadalje, ker
se vsako stevilo posede neodvisno od dosedanjih vratarjevih odlocitev in odlocitev
predhodnih stevil, je pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke 7,1 glede na vsak
dogodek {I} = i1,..., 1, = in,J1 = J1,- -y Jn = Jn,Jns1 = Jni1} 2 nenicelno ver-
1 E 11
da je taka tudi njenanbrgzpogojna porazdelitev in da je ta slucajna spremenljiv-
ka neodvisna od slucajnega vektorja (Iy,..., I, J1,...,Jy11). Torej so neodvisni
tudi slucajne spremenljivke Iy, I, ..., I,,41 in slucajni vektor (Ji, Jo,. .., Jn, Jni1}-

Indukcijski korak je zakljucen.

jetnostjo enaka ) — ne glede na iy,...,%, in ji,..., Jjpe1. 10 pa pomeni,

Iz zgoraj dokazane neodvisnosti seveda sledi tudi neodvisnost slucajnih spremenljivk
LI, I, ..., I, in slucajnega vektorja (J,,, J,+1). To pa pomeni, da je slu¢ajni vektor

(I1, 15, ..., 1I,) neodvisen od dogodka {N =n} = {J, =1, J,41 = 0}. Sledi:

E(SZ ‘ N=n) = E(s[1+[2+"'+1" } N=n)=
— B[shtltth] =

= Gp(s) Gr(s) - Gr,(s).

Velja:

Torej je:

E(s” | N =n) = s(s+1)(s+27)l!...(s+n_1>
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15.

16.

in konc¢no:

n=0
= ZS(s+1)(s+2)---(s+n—1) "
=> (1—q)q , ()" =
—~ n!
o0 —s .
= (1—Q)Z(n)(—Q) =
n=0
=(1-¢q) =
—(s=1)In(1-q)
Sledi Z ~ P(— In(1 — q))
Pruvi nacin. Ce vsoto ozna¢imo z Z, velja;
b abs
G _ 1—(1—a)s _
2(5) -0y, - (L—ab)s’

torej je Z ~ Geom(ab).

Drugi nacin. Gre za isto situacijo kot v 19. nalogi iz 7. razdelka: pogojna porazde-
litev vsote X7 + Xo 4+ ...+ X glede na N = n se ujema s pogojno porazdelitvijo
vsote X1 + Xo + ... + X,, glede na ta dogodek, ta pa se zaradi neodvisnosti uje-
ma z brezpogojno porazdelitvijo te vsote, ki je negativna binomska NegBin(n,b).
Rezultat sledi.

Naj bo G rodovna funkcija slué¢ajnih spremenljivk X;. Ker so slucajne spremenljivke
X, porazdeljene geometrijsko, je:

2
G(s) 55 2s

= 1 = .
1-1s 73—

Rodovna funkcija slucajne spremenljivke N je funkcija:

3
1S 3s

Ce s H ozna¢imo rodovno funkcijo slucajne spremenljivke 2N, je torej H(s) =
352

Rodovna funkcija sluc¢ajne vsote S je tako funkcija:

4 — 52’
3(&)° s 35
HOWD = s T g

torej ima Z geometrijsko porazdelitev Geom(1/3), pomaknjeno za 1 v desno. Z
drugimi besedami, Z — 1 ~ Geom(1/3).
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17.

18.

Rodovna funkcija sluc¢ajnih spremenljivk X, je enaka:

_ ln(l -(1 —p)s)
In(p)

(glej 3. nalogo). Rodovna funkcija dane Poissonove porazdelitve pa je enaka H(s) =
e?1=9)np (glej 1. nalogo). Rodovna funkcija dane vsote je torej enaka:

G(s)

Gals) = H(G(s)) = ealinp=In(1-(1-p)s) _ (ﬁ) :

Razvijemo v vrsto po Newtonovi formuli in dobimo:

Slucajna spremenljivka Z torej zavzame vrednosti 0,1,2,... in za k iz te mnozice
velja:

a(a+1)~~~(a+k—1)p“(1—p)k'

P(Z=k) = (_ka> (—=1)fp*(1 —p)* = il

Dobimo torej PSlyevo™ porazdelitev.

a) Oznac¢imo z G rodovno funkcijo slucajnih spremenljivk X, X5, ..., s H rodovno
funkcijo sluc¢ajne spremenljivke N, z Gz pa rodovno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke
S. Vemo, da je Gz(s) = H(G(s)). S sestetjem ustreznih vrst dobimo

H(s)=e"1 in Gy(s) = 2is'

Torej mora veljati

1
G(s)—-1 _
‘ 2—s’
od koder dobimo
G(s)=1—-In(2—s)=1—1In2 1(1 S) 1 12+i i
s)=1-In2—s)=1-In2—In(l—=-)=1-—1In )
2 kzlk-2’f
Torej za v =1,2,3,... velja
1
b) Zdaj mora veljati
ANG(s)-1) 1 7
2—5

T Gyorgy Pélya (1887-1985), madzarski matematik judovskega rodu
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od koder dobimo

Ocitno je G(1) = 1, vsi koeficienti pa bodo nenegativni natanko tedaj, ko bo A >
In2: to je potreben in zadosten pogoj za obstoj zahtevanih sluc¢ajnih spremenljivk.

19. Oznacimo z G(s) = ¢ + s + 3s* rodovno funkcijo Stevila otrok. Verjetnost, da

Maks v n-ti generaciji ne bo imel potomcev, je enaka G, (0), kjer je:
Gn(s) = G(G(G(...G(s)...))) (n znakov G).

Verjetnost, da bo Maksovo potomstvo izumrlo, pa je enaka p = lim,_ ., G,(0).
Velja G(p) = p, kar ima resitvi p = 1/3 in p = 1. Z indukcijo po n dokazemo, da je
G.(0) < 1/3 za vse n, torej je p = 1/3.

20. a) Najbose Z := Z—1 Stevilo vseh potomcev (neposrednih ali posrednih) zacetnega
predstavnika tega procesa, G pa rodovna funkcija te slucajne spremenljivke. Ocitno
je:

G(s) = E[s7] = E[SZIH} =5G(s).

Slucajna spremenljivka Z pa je porazdeljena enako kot vsota slucajnega stevila ne-
odvisnih kopij slucajnih spremenljivk Z, pri ¢emer je stevilo sestevancev neodvisno
od sestevancev samih in porazdeljeno enako kot Z;. Torej je:

G(s) = G1(G(s)).

Zdruzimo in dobimo:

G(s) =sG1(G(9)).
b) Velja Gi(s) = 3(1 + s?) in enacba Gi(s) = s ima edino (dvojno) resitev s = 1.
To je torej tudi verjetnost, da proces izumre. Vstavimo v zvezo iz prejsnje tocke in

dobimo: .
Gs) =3 (1+(6()").

Po ureditvi pride:
s(G(s)) —2G(s)+s=0,

kar ima resitvi:

IRE

S

_ %(1 4 {1 + (1{2>(—32) + (1é2)<—32)2 4. D .

Pravilen bo tisti predznak, pri katerem se bosta ¢lena z 1/s odstela, to pa je minus.

Torej bo: N
G(s)=-)_ (122) (—1)Fs?t

k=1

G(s)
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Dobljena rodovna funkcija je skladna z dejstvom, da ima proces vselej liho Stevilo

predstavnikov. Za k =1,2,3,... izracunamo:
1/2\ _ ()i L-1:3-- (2k=3)
k 2k [
(-1 (2k — 3)!! _
(2k)!!
(=R 2k 2
k2% \k—1)"
pri ¢emer se dogovorimo, da je (—1)!! = 1: glej 10. nalogo. Zadnja oblika pa velja
ob dogovoru, da je (8) = 1. Poberemo skupaj in dobimo, da za k = 1,2,3, ... velja:
—\N
P(Z=2k—1)= <2k—3)

(2k)!

21. a) Odigrane igre tvorijo proces razvejanja, v katerem ima lahko vsaka igra 0 potom-
cev z verjetnostjo 1 — p in m potomcev z verjetnostjo p. Ker je pricakovano stevilo
potomcev enako mp < 1, ta proces izumre z verjetnostjo 1, tako da bo igralec skoraj
gotovo odigral samo kon¢no mnogo iger.

b) Oznac¢imo z G rodovno funkcijo stevila odigranih iger. Na enak nacin kot v
prejsnji nalogi dobimo, da ta funkcija zadosca zvezi:

G(s) = (1—p)s +ps(G(s)"
Zvezo odvajamo in dobimo:
G'(s) = 1=p+p(G(s)" +mps(G(s)" G'(s). (*)
To velja vsaj za |s| < 1. Ker je mp < 1, smemo za vse te s enacbo obrniti in dobimo:

1—p+p(G(s)"

Glo) = 1—mps(G(s))"

Posljemo s 1 1, upostevamo, da je limgy G(s) = 1, in dobimo, da pri¢akovana
vrednost obstaja in je enaka:

_ 1
C1l-mp’

E(Z)

Po odvajanju Se zveze (x) dobimo, da za |s| < 1 velja:
G"(s5) = 2mp(G(5))™ " G'(s) +m(m — Vps(G()) " *(G(5))* +
+mps(G(s))" T G"(s).
Spet, ker je mp < 1, smemo enacbo za vse |s| < 1 obrniti in dobimo:

_ 2mp(G(5))™ " G'(s) +m(m — ps(G(s))"*(G'(s))” |
1- 777,p$(G($))m71

G//(S)
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Spet posljemo s 1 1, upostevamo, da je limyy G(s) = 1, in dobimo, da drugi
faktorski moment obstaja in je enak:
B2z 1] = 2mp E(Z) +fz(m —1)p(E(2))? _
—mp
~ 2mp(1 —mp) +m(m —1)p
N (1 —mp)?
mp — 2m2p? +m?p
(1 —mp)?

Sledi, da obstaja tudi disperzija in je enaka:

D(Z)=E[2(Z - 1]+ E(Z) - (BE(2))" =

_ mp — 2m2p? + m?p mp B
- (L—mp)p (1 —mp)?
_ m?p(1—p)

(1 —mp)?

22. a) Iz lastnosti Markova sledi, da so sluc¢ajne spremenljivke Ty, Ty — 11,73 — Ty, . ..
neodvisne in porazdeljene tako kot T3. Sledi F,.(s) = (Fi(s))".

b) Velja P(Ty =0 |p) =0, P(Ty =1|p) =p, zan=2,3,4,... pa velja:
P(ly=n|p)=(1—-p)P(lh=n—1]p).

Sledi:

Fi(s|p)=P(Ti=1|p)s+» P(Ti=n|p)s" =
n=2

:ps—l-(l—p)ZP(Tz:n—Hp)s":
n=2

=ps+(l—p ZP y =k | p)stT =

=ps+(1 —p)sF2< |p) =
=ps+(1—p)s(Fi(s|p)”.

Resimo kvadratno enacbo, izberemo ustrezni predznak in dobimo:

1— 1—4p1— - (3N o
Fl(s |p) \/ Z k; 14k k p)k 1<z)82k 17

2(1 — —

torejzan=2k—1,k=1,2,3,... velja:

P =) = (-0 - () < TP (),
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medtem ko za vsa ostala stevila n velja P(T; = n | p) = 0. Nadalje je:
1—1—2p . p
P(T = Fi(1 = = 1 :
(11 < o0 p) = Rl | p) = 5 = min {1, 2
Za cas Tp pa je po definiciji P(To = 0| p) = 0, medtem ko za n = 1,2,3, ... velja:
Ply=n|p)=1-p)P(li=n—1[p)+pP(TLi=n—1]|p)=
=(1=-p)P(Mi=n—-1|p)+pP(Ti=n—-1]1-p).
Sledi:

F(s|p)=QQ—p)sFi(s|p)+pski(s|1—p)=
—=1—/1—4p(1 —p)s® =

o0

=) ()41 - p) <i) s,

k=1

torej za n =2k, k=1,2,3,..., velja:

Py =5 = (-1 e (1) = TR (),

medtem ko za vsa ostala stevila n velja P(To = n | p) = 0. Nadalje je:
P(Ty <oo|p)=F(|p)=1—|1-2p[=2min{p,1-p}.

¢) Odvajamo:

4p(1 —p)s 1—/1—4p(1 —p)s?

F'(s = , Fi(s =
w1v) V1 —4p(1—p)s? el 2(1 —p)?s?y/1 — 4p(1 — p)s?
in vstavimo s = 1. Dobimo:
dp(1 —p 1—11-2p
Py =200 gy = T2
11— 2p| 2(1 —p)?1 — 2p|

iskani pogojni pricakovani vrednosti pa sta enaki:

Flp) _ 4p(1 —p)
1p)  1=2p[(1—1[1—-2p|)"
Flp) _ 1
(1[p) (A-p)l-2p"

Iz1—|1—-2p| =2min{p,1 —p} in p(1 —p) = min{p, 1 —p}(l —min{p, 1 —p}) sledi
Se druga oblika za Ty:

1
1 —2min{p,1 —p}

E(Ty | Ty <oo,p) =1+

Za p= % pogojni pricakovani vrednosti ne obstajata.
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23. Mx(t)={ t(b—a) 170

Definirana je za vse t.
24. Momentno-rodovna funkcija je:
Mx(t) = XY

in je definirana je za vse t. Momente lahko dobimo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: iz razvoja momentno-rodovne funcije:

t2 t3 4
M = —_— =

2 B3 ¢ 22 2 3 2
— 14 M|t+ = - Zolte g
+ (+2+6+24+ )+2(+2+6+ )+
23 12 B\ 4
AN PR A ) L
+6(+2+ )+24 + +
2 A2 7
+ (+2+6+24+ ) 2( St +

+%( );_ : )=
—1+)\t+( > +<E+ E)tg-i-

+ A+7A2+A3+X1 th+
24 24 " 4 24

(¢
+
2\

24

2
2

Drugi nacin: iz faktorskih momentov, izracunanih v 1. nalogi. Le-te izrazimo z
obic¢ajnimi:

=A,

N ~—

X
X

(
( ) me — My = /\2 )

(X3 — 3X2 +2X) = m3 — 3my + 2m; = A%,

(X* —6X%+11X% — 6X) = my — 6mg + 11my — 6my = X*.

E
E
E
E

Iz enega ali drugega nacina dobimo, da so prvi stirje momenti enaki:

mp = )\,
=N+,
=N 43N+,
my = A+ 603+ TAZ .
Opomba. V splosnem je m, = >, _, S(r, k)A¥, kjer je S(r, k) Stevilo vseh moznih

razbitij r-elementne mnozice z oznacenimi elementi na k neoznacenih nepraznih
podmnozic. Stevila S(r, k) se imenujejo Stirlingova Stevila druge vrste.
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25.

26.

27.

28.

29.

31.

32.

33.

rl

Fa

m, =

A
Mx(t) = P definirana je za t < A

N\ —
(ustrezna vrsta pa konvergira le za —\A <t < \).
2
C3 = E
Za Z ~ N(0,1) velja:
1 > 2
M, (t) = — et 2 ¢
Z< ) \ 27T /—oo

S substitucijo u = t — x dobimo:

o €u2/2 00 29 q 22 t2 t4 t6
t - —u = == 1 — e
2(t) \/271'/006 “=e Tyttt

Vsi momenti lihih redov so torej enaki 0. Ce je n sod, pa je:

n!

:mzl-?) ----- (n—1)=(mn-1N".

My

Za X ~ N(p, o) lahko zapisemo X = 0Z + pu, kjer je Z ~ N(0,1). Sledi:
Mx(t) = E’[et(aXﬂt)} = e My(ot) = oo /24t

Od tod in iz izreka o enoli¢nosti sledi, da, ¢e sta X; ~ N(u1,01) in Xo ~ N(pg, 02)
neodvisni sluc¢ajni spremenljivki, velja X; + X5 ~ N(ul + 2, v/ 0% + Jg).

- A @
Ce je X ~ Gamal(a, ), velja M x(t) = (ﬁ) : momentno-rodovna funkcija je

definirana za t < A (v kompleksnem pa za Ret < \).

Od tod in iz izreka o enoli¢nosti sledi, da, ¢e sta X; ~ Gama(ay,\) in Xy ~
Gama(az, A) neodvisni slucajni spremenljivki, velja X7 + Xo ~ Gama(a; + as, A).

Ky =W, Ke=0° K,=0zavser>3.
_ _ _ _ _32 A= 3 K = 4_3
Ko = Co = 0°, K3 =C3, Kq=C4— 3C5, =c3/0°, =)o .

2 4
_a;b, Iigz(b 12(1) y li3:0, :‘14:—(b12§) s A:O, K:—g
co=c3=M\ c1=A+3\, A=1/y/n, K =1/n. Opomba. Asimetrija in
splosc¢enost gresta proti ni¢, ko gre A proti neskon¢éno. To bi lahko nakazovalo, da je
Poissonova porazdelitev cedalje blizje normalni, ko gre A proti neskon¢no. Dejansko
je to tudi res, ¢e smiselno definiramo, kdaj se ena porazdelitev bliza drugi, kar preci-
ziramo kot konvergenco porazdelitev; ustrezna konvergenca Poissonove porazdelitve
proti normalni sledi iz centralnega limitnega izreka.
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34.

35.

Spomnimo se, da je E(S) = 1600 -0’1 = 160. Neposredno po neenacbi Markova

160
lahko ocenimo P(S > 250) = P(S > 251) < 31 = 0'638 (zaokrozeno navzgor).

Za oceno po neenachi Cebiseva potrebujemo D(S) = 1600-0'1-0°9 = 144. Ocenimo:
144 .
P(S > 250) = P(S ~ 160 > 91) < P(S — 160] > 91) < o = 0'0174

(spet zaokrozeno navzgor).

Kon¢no ocenimo $e z uporabo momentno-rodovne funkcije. Za S ~ b(n, p) iz pravila
za vsote neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk dobimo
Ms(t)=(1-p +pet)n. Ce je x < n, je izraz e ™ M(t) najmanjsi pri:

(1-p

t=1In .
p(n — )

Za n = 1600 in p = 01 dobimo ¢ = 05156 in P(S > 250) = P(S > 251) <
145 - 107,

Ce bi 8li po Laplaceovi integralski formuli in upostevali 1 — ®(z) ~ #ﬂe”ﬁ/ 2 bi
dobili naslednjo aproksimacijo, ki ni ocena navzgor:

1 905 12

P(S>250)~ -~ —® ( ) R e~/ = 93610714
2 12 90527

Tocen rezultat: 97705 - 10713,

Najprej izpeljimo oceni za splosni primer. Naj bo x > 0. Iz simetrije in neenacbe
Cebiseva dobimo:

1 D(S,) n
Momentno-rodovna funkcija pa je enaka:
1
Mg (t) =

in je definirana za —1 < t < 1, izraz e”** Mg, (t) pa je minimalen pri

vn2+ 22 —n

X

t =

Za P(Ss > b) iz neenacbe Cebiseva dobimo zgornjo mejo 0°2, iz momentno-rodovne
funkcije pa (za t = v/2 — 1) 0°323. Ocena iz neenacbe CebiSeva je torej tu ostrejsa
od ocene iz momentno-rodovnih funkcij. Tocen rezultat pa je 0°0555.

Za P(Ss > 20) iz neenacbe Cebiseva dobimo zgornjo mejo 0°05, iz momentno-
rodovne funkcije pa (prav tako za t = /2 — 1) 0°0109. Zdaj je torej ocena iz
momentno-rodovnih funkcij ostrejsa od ocene iz neenac¢be Cebiseva. Tocen rezultat
pa je 0°00114.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

it
pe
t) = ———.
A
t) = .
1
=1

Ce je X ~b(n,p), je px(t) = (L—p+pet)".

it n
= . . . pe
Ce je X ~ NegB1n(n,p)7 e @X(t) = (W) .

Ce je X ~ Gama(n, )), je px(t) = ( A ) :

A — it
-1 0 1 2
XN<1/6 1/3 1/6 1/3)'

1 ——cosz
T2 sz #0
fX(x): 1
il r=0
21 ) &

Slucajna spremenljivka X ima Cauchyjevo porazdelitev, tj.:

1
fX(x) = 7_[_(1 +£L'2)

Slucajna spremenljivka X ima prav tako Cauchyjevo porazdelitev.

286
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9.

Limitni izreki

1. Oznacimo z ¢,, Stevilo vseh zaporednih cifer od n-tega meta nazaj (Ce torej v n-tem

metu pade grb, je £, = 0). Tedaj za vsak € > 0 velja:
P(l, > (14 ¢)logyn) < n~ 0+

Ker vrsta iz izrazov na desni konvergira, se po prvi Borel-Cantellijevi lemi skoraj
gotovo zgodi kvecjemu koncno mnogo dogodkov ¢, > (1 + ¢)logyn. A Ce je to res
velja tudi lim sup,, . L,/logyn < 1+e¢. Ker to za vsak € skoraj gotovo velja, skoraj
gotovo velja tudi:

lim sup <1.
n—oo 108y T
Za oceno limite v nasprotno smer razdelimo mete na bloke dolzine | (1—¢) log, n|+1.
Na vsakem od teh blokov je verjetnost, da bodo padle same cifre, enaka
2~ (LA=e)logzn]+1) > y=(1=9) /9 Ce je L, < (1 — ¢)logy n, na vseh blokih velja, da ne
padejo same cifre, torej je:

<
5 =

< exp{—n_;l_a) ([(1 —¢) IZanJ +1 1)} '

Za dovolj velike n velja tudi:

n—(1-¢) [n/(L(1—¢) logy n]+1)]
P(L, <(1—¢)logyn) < (1 — )

nE
P(L, <(1—¢)logyn) <exp|— .
(L= (1= &) logym) < exp (-7
Ker vrsta iz izrazov na desni spet konvergira, se skoraj gotovo zgodi kvec¢jemu koncéno
mnogo dogodkov {L,, < (1—¢)log,n}, a e je to res, je tudi liminf, ., L,/logyn >
1 —¢. Ker to za vsak € > 0 skoraj gotovo velja, skoraj gotovo velja tudi:

Ly,
lim inf > 1.
n—oo Og2 n

Iz obeh ocen pa ze sledi Zeleni rezultat.

. Zaporedje konvergira skoraj gotovo in posledi¢no tudi v verjetnosti in sSibko.

Konvergenca v verjetnosti sledi iz neenacbe Cebiseva: iz E(S,) = 0 in D(S,/n) =
1/n sledi:

p(S

n

1
ze)g——m.

7152 n—o00

Za dokaz skoraj gotove konvergence pa se moramo malo bolj potruditi. Spomnimo
se na momentno-rodovne funkcije in uporabo neenacbo Markova za eksponentno

funkcijo. Iz:
t e t\"
E tSh — €
] = (“5)
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izpeljemo:

S et + eft n et + eft n
> = > < pnie _ | e _
P(n_es) P(S,>mne)<e ( 5 ) (e 5 )

Za vsak € > 0 obstaja tak t, da je e™% # < 1. V tem primeru vrsta iz izrazov
na desni konvergira, torej se po prvi Borel-Cantellijevi lemi skoraj gotovo zgodi
kvec¢jemu koncno mnogo dogodkov {S,/n > e}. Zaradi simetrije to velja tudi za
dogodke {S,,/n < —e}, torej velja tudi za dogodke {|S,,/n| > €}. Torej skoraj gotovo
velja, da se za vsak m € N zgodi kve¢jemu kon¢éno mnogo dogodkov {|S,,/n| > 1/m}.
A ce je to res, zaporedje S, /n konvergira proti ni¢. Sklep: zaporedje slucajnih
spremenljivk S, /n skoraj gotovo konvergira proti nic.

3. Velja E(X,,) =01in D(X,) = n/Inn, od koder sledi:
"k n?
E(S, = D) =S+ <
(5.=0),  D(S) =) 1 <i—
k=2
(slednja ocena velja za n > 3). Po neenac¢bi Cebiseva dobimo:

(=
n

kar gre proti ni¢, ko gre n proti neskonc¢no, zato zaporedje sibko konvergira proti
nic.

> 5) = P(|S,| > ne) <

)

e2lnn

V nadaljevanju bomo pokazali, da zaporedje S, /n skoraj gotovo ni Cauchyjevo, ker

skoraj gotovo za neskonéno mnogo indeksov n velja ’i"—jf — %‘ > % Iz zapisa:
Sn—f—l Sn o Xn+1 Sn
n+l n| n+l nm+1)
namre¢ vidimo, da se to zagotovo zgodi, Ce je |X,1] = n+ 1 in |S,| < n(n +
1)/2. Po neenacbi CebiSeva ocenimo P(\Sn] < "("; 1)) < o +1‘)12 — in iz prve Borel-

Cantellijeve leme sledi, da se skoraj gotovo zgodi kvec¢jemu konc¢no mnogo dogodkov
{ISn| < n(n+1)/2}. Nadalje je P(|X41| =n+1) =1/((n+1)In(n+1)) in ker vrsta
iz desnih strani divergira, se po drugi Borel-Cantellijevi lemi skoraj gotovo zgodi
neskonéno mnogo dogodkov {| X, 41| = n + 1}. Ce oboje zdruzimo, dobimo, da se
skoraj gotovo zgodi neskonéno mnogo dogodkov ‘i"—ﬁ — S—n"’ > %, torej je zaporedje
Sy /n skoraj gotovo divergentno.

4. Za k € Z oznac¢imo s 7 verjetnost, da slucajni sprehod pride v tocko k; s mg
oznac¢imo verjetnost, da se sprehod se kdaj vrne v izhodisce, in ta verjetnost nas
zanima. Iz simetrije in dinamike slucajnega sprehoda (dogajanje razdelimo glede na
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prvi korak) razberemo:

T = T—k, (1)

wk:%; k=234,... 2)
1+

™ = 2 27 (3)

Wozﬂle:m' (4)

Enacba (2) je diferen¢na enacba, katere resitve so linearne kombinacije ¢lenov k" \F,
kjer je A reSitev karakteristi¢ne enacbe A2 — 2\ + 1 = 0, ki ima dvojno resitev
A2 = 1, torej so za k € N resitve oblike 7, = Cy + Cak. A le za Cy = 0 je mozno,
da so vse verjetnosti 7 v intervalu [0, 1], torej so te verjetnosti vse enake. Iz zveze
(3) dobimo, da je mx = 1 za vse k € N, iz zvez (1) in (4) pa potem Se, da je tudi
mo = 1. Sklep: standardni slucajni sprehod se skoraj gotovo vrne v izhodisce (in
tudi obisce vsa stanja).

5. Oznacimo iskano verjetnost s 1 (za m pa se dogovorimo, da je to verjetnost, da se
slucajni sprehod se kdaj vrne v izhodisce). 1z neodvisnosti in enake porazdeljenosti
sledijo naslednje rekurzivne zveze:

T =pig—1+ (1 —p)mryr; |kl >1
m =p+ (1 —p)m

T =pr_o+ (1—p)
o =pr_1+ (1 —p)m .

A~~~ —~
[\

=~
S— N N N

Enacba (1) je diferencna enacba, katere resitve so linearne kombinacije ¢lenov k" A\,
kjer je A resitev karakteristi¢ne enacbe:

(1-=p)X*=X+p=0, (5)

ki ima resitvi Ay =1 in Ay = p/(1 — p).

Oglejmo si najprej primer, ko je p < 1/2. V tem primeru sta resitvi razlicni. Ker
se zveza (1) pri izhodis¢u prekine, resitev nastavimo v obliki:

k
p

k
7Tk201+02(%) 3 kS—l

Najprej za negativne k opazimo, da mora biti C; = 0, sicer verjetnosti uidejo izven
intervala [0, 1]. Torej je m; = C] za vse negativne k. Ko to vstavimo v enacbo (3),
dobimo, da je C] = 1.

Za pozitivne k pa si pomagamo z dejstvom, da je limy_ ., mx = 0, kar je intuitivno
jasno in bomo tudi eksaktno dokazali malo kasneje. Iz tega dejstva dobimo, da
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mora biti Cf" = 0. Ko vse skupaj vstavimo v enac¢bo (2) in pora¢unamo, dobimo,
da mora veljati C;" = 1. Iz enacbe (4) zdaj dobimo e 7y = 2p. Sledi:

(l%p)k ck>1
T = 2p k=0 - (%)
1 k<0

Preostane nam le Se dokazati, da je m := limy_,o m = 0. Za ta namen definirajmo
dogodke:
Ay, = {slucajni sprehod obisce stanje k} .

Najprej opazimo, da je A} D Ay O Az O .... Torej je m verjetnost njihovega preseka,
to pa je dogodek, da slucajni sprehod obis¢e vsa pozitivna stanja. Pokazati je torej
treba, da ima ta dogodek verjetnost nic.

Po krepkem zakonu velikih stevil Kolmogorova z verjetnostjo ena velja:

lim &:2p—1<0.

n—oo N,
Torej so z verjetnostjo ena vse vrednosti Si, 59,93, ... od nekod naprej negativ-
ne ali ni¢, se pravi, da z verjetnostjo nic¢ velja, da je neskonéno mnogo vrednosti
S1,9,,93, ... strogo pozitivnih. Dogodek, da slucajni sprehod obisce vsa pozitivna
stanja, je nac¢in tega dogodka, torej ima tudi sam verjetnost ni¢. Zveza (x) je tako
dokazana.

Za p > 1/2 je obnasanje zrcalno simetricno okrog 1/2 — velja torej:

1 pk>1
m=14 2(1-p) ; k=0
(1%3)’“ k<0

6. Slucajna spremenljivka 7,, se razlikuje od S, le v primeru, ko je S,, = 0. Toda po
Laplaceovi lokalni formuli je P(S, = 0) ~ y/2/nm, ¢e je n sod, in P(S, =0) =0,
¢e je n lih. Torej je lim,, o P(S, = 0) = 0. To pa pomeni, da se mora zaporedje
T, glede konvergence v verjetnosti obnasati enako kot S, /n. Natancneje, za vsak
e > 0 velja:

n

<5,Sn7é()>2P<
n

Sn
P(IT, =P (=
(<o) = (|%

<e|—-P(5,=0
) - Ps.=0)

od koder sledi lim,, o P(|T,,] <€) = 1.

Po drugi strani pa smo v 4. nalogi videli, da se standardni sluc¢ajni sprehod skoraj
gotovo vrne v izhodisc¢e. To pomeni, da se skoraj gotovo tudi neskoncéno mnogokrat
vrne v izhodisce, torej je skoraj gotovo neskonéno mnogo slucajnih spremenljivk 7T;,
enakih 2. Toda ¢e je T,, = 2, je S,, = 0 torej |S,41| = 1 in zato [T, 41| = 1/(n+ 1).
Zaporedje, v katerem se neskon¢no mnogokrat ponovi ta vzorec, pa ne more nikamor
konvergirati.
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7. Vzemimo slucajne spremenljivke:

-1 1
X1:X2:"'N<l l)
2 2

in postavimo Se X := —X;. Tedaj so vse slucajne spremenljivke enako porazdeljene,
torej zaporedje X, zagotovo konvergira proti X v porazdelitvi. Po drugi strani pa
je:

P(X,—X|<2)=P(X,=X)=0
za vse n, zato zaporedje ne more konvergirati v verjetnosti.

Ce pa privzamemo, da je X = ¢ konstanta, konvergenca v porazdelitvi pomeni, da

je:
lim P(X, <z)=0 zazxz<c
n—oo
lim P(X, <z)=1 zax>c,
n—oo

kar je ekvivalentno trditvi, da za vsak € > 0 velja:

lim P(X,, <c—¢)=lim P(X,, >c+¢)=0,
n—oo

n—o0

kar je ekvivalentno tudi trditvi, da za vsak £ > 0 velja:

lim P(X,, <c—¢)=lim P(X, >c+¢)=0,
n—oo

n—o0

to pa je ekvivalentno trditvi, da za vsak € > 0 velja:
lim P(|X, —c|>¢) =0,
n—oo

le-ta pa pomeni ravno konvergenco v verjetnosti.

8. Porazdelitve opisimo s kumulativnimi porazdelitvenimi funkcijami F},, limitna po-
razdelitev pa naj ima kumulativno porazdelitveno funkcijo F'. Sluc¢ajne spremenljiv-
ke konstruiramo tako kot v 46. nalogi iz 4. razdelka: naj bodo @,, 0z. () merljive izbi-
re kvantilnih funkcij, ki pripadajo danim kumulativnim porazdelitvenim funkcijam
(ena od takih izbir je, ¢e vzamemo spodnje kvantile, tj. Q(w) = inf{x ; F(z) > w}
in analogno tudi @,(w)). Nadalje naj bo U porazdeljena enakomerno na intervalu
(0,1). Tedaj imajo sluc¢ajne spremenljivke @, (U) in Q(U) kumulativne porazdeli-
tvene funkcije F;, in F.

Funkcija @) je narasc¢ajoca, zato ima kvecjemu stevno mnogo tock nezveznosti. Do-
volj bo torej pokazati, da je lim,, o Qn(u) = Q(u), brz ko je Q) zvezna v u.

Naj bo u taka tocka in x = Q(u). Nadalje naj bo € > 0. Torej obstajata tak
ut > u, da je Qut) < x4 e, in tak um < u, da je Q(u”) > x —e. Tudi
funkcija F' ima kvec¢jemu Stevno mmnogo tock nezveznosti, zato nadalje obstajata
taka x < 2T < x+einx—¢e¢ < ax” <z daje F zvezna v 27 in 2~ ter da je
Q(ut) < ot in Q(u~) > x~. Iz implikacij iz tocke a) 46. naloge iz 4. razdelka
dobimo, da potem velja F(z%) > ut > win F(z7) < u~ < u. Zaradi zveznosti in
sibke konvergence za dovolj velike n velja tudi F,,(z%) > v in F,(z7) < u. Spet iz
implikacij dobimo Q,(u) <zt < z+e¢in Q,(u) > 2~ >z —e. Ker to velja za vsak
e > 0, zaporedje @, (u) konvergira proti .
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9. Za skoraj gotovo konvergenco je trditev pravilna, saj je:

{lim X, =X} n{lim ¥, =V} C {lim (X, +V,) =X +Y}.

n—oo

Prav tako je trditev pravilna za konvergenco v verjetnosti, saj je:

{hm X, — X| < f}m{hm Y, Y| < f} - { lim | (X, + Y,) — (X +Y)| < 5}.
n—o00 2 n—o0 2 n—00
Pac¢ pa trditev ni pravilna za konvergenco v porazdelitvi: vzemimo slucajne spre-
menljivke:

—1
X1:X2:...:}/1:}/2:...N( 1 )

2
ter Se slucajni spremenljivki:

XN(_; ) Y =-X
2

Ker so vse omenjene slucajne spremenljivke enako porazdeljene, zaporedje X,, v
porazdelitvi zagotovo konvergira proti X, Y, pa proti Y. Pac pa je:

o= =

N =

Xn+Yn~(_11 1), medtem ko je X +Y =0,
2 2

zato zaporedje X,, 4+ Y, zagotovo ne konvergira v porazdelitvi proti X + Y.

10. Dokazati moramo, da za vsak z, kjer je F'x. zvezna, velja:

lim P(X,,+Y,<z2)=PX+z<2),

n—oo

kar je ekvivalentno trditvi, da za vsak z, kjer je F'x zvezna, velja:

lim P(X,,+Y,—c<zx)=PX <ux). (%)

n—oo
Naj bo € > 0 in naj bo Fx zvezna v x + ¢ in x — . 1z zveze:
PX,+Y,—c<z)=PX,+Y,—c<uzl|Y,—¢cl<e)+
+P(X,+Y,—c<a|Y,—c>¢e) <
<P(X,<z+4e)+P(|Y,—c|>¢)

in konvergence zaporedij sledi:

limsup P(X, + Y, —c<z) < P(X <z+¢).

n—oo

V limiti, ko gre € proti ni¢, ob upostevanju dejstva, da je F'x nezvezna v kvec¢jemu
stevno mnogo tockah, dobimo:

limsup P(X, +Y,—c<z) < P(X <z). (%)

n—o0
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11.

12.

Naj bo zdaj spet € > 0 in Fx zvezna v x — . Podobno kot prej iz zveze:

PX,<z—-¢e)=P(X,<z—¢]|Y,—c<e)+
+P(X, <z—¢|Y,—c>¢) <
<PX,+Y,—c<z)+P(|Y,—c|>¢)

in konvergence zaporedij sledi:

liminf P(X,, +Y, —c<z)>P(X <z—¢).

n—oo

V limiti, ko gre ¢ proti ni¢, ob upostevanju zveznosti funkcije F'x v x in spet dejstva,
da je F'x nezvezna v kve¢jemu stevno mnogo tockah, dobimo:

liminf P(X,, +Y, —c<z)>P(X <ux). (%)

n—oo
[z (x%) in (k%) pa Ze sledi (k).

Pisemo lahko S = X; + X5 + - + Xyo5, kjer je X; stevilo pik pri i-tem metu.
Slucajne spremenljivke X; so porazdeljene enakomerno na mnozici {1,2,3,4,5,6},
od koder sledi E(X;) = 7/2 in D(X;) = 35/12. Torej je E(S) = 735/2 = 3675 in
D(S) = 1225/4, torej o(S) = 17'5. Na prvi pogled se zdi smiselna aproksimacija:

350 — 3675

P ~ o
(S < 350) ( e

) + % = 015866,

vendar je prav tako smiselno aproksimirati tudi:

349 — 3675

P = P(S <349~ ®
(S < 350) (S < 349) ( 75

1
) + B = 0714522

Kadar slucajna spremenljivka zavzame vrednosti na mrezi oblike aZ + b, se v pov-
precju najbolj splaca aproksimirati na sredini, torej:

1
+ - =015184.

495 — 3675
P(S < 350) = P(S < 349°5) ~ ® (&) ;

17°5
Tocen rezultat: 0°1520449.

Opomba. Pri 100 metih bi bila iskana verjetnost enaka priblizno 1/2. Pet dodatnih
metov se torej zelo pozna.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.
Rezultat, dobljen s pomocjo centralnega limitnega izreka:

95 295
O — | +D(—==) =080355.
(\/120> (\/120)

Tocen rezultat: 0°80439.
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13.

14.

15.

16.

Nasa bilanca se izraza kot vsota 50 neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk s porazdeli-

tvijo:
-1 0 9
05 045 005/ °

Posamezen sumand ima pri¢akovano vrednost —0°05, disperzijo 4'5475 in standardni
odklon 2°132; cela bilanca pa ima pricakovano vrednost —2°5, disperzijo 227375 in
standardni odklon 15°08. Verjetnost dobicka aproksimiramo kot:

1 05425
o (M1

2 15708

= 0'4211.
: )

Tocen rezultat pa je 0'3957429. Napaka je tokrat vecja, kot bi pricakovali iz prejsnjih
primerov, to pa zato, ker ima porazdelitev vrednost, ki zelo odstopa.

Ker ima X enako porazdelitev kot vsota 100 neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk, po-
razdeljenih po hi kvadrat z eno prostostno stopnjo, so izpolnjeni pogoji centralnega
limitnega izreka in lahko porazdelitev aproksimiramo z normalno N(lOO7 \/%)
P(X > 110): CLI: 023975, tocen rezultat: 0'23220.

P(90 < X < 110): CLI: 0°52050, tocen rezultat: 0°52099.

Opomba. Porazdelitev hi kvadrat je poseben primer porazdelitve gama, ta pa je
neskoncno deljiva, kar pomeni, da se da zapisati kot porazdelitev vsote poljubne-
ga Stevila neodvisnih in enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk. Natancneje,
¢e so X1, Xo, ..., X, neodvisne s porazdelitvijo Gama(50/n,1/2), ima njihova vso-
ta porazdelitev hi kvadrat s 100 prostostnimi stopnjami. A to ne pomeni, da je
porazdelitev hi kvadrat poljubno blizu normalni (oziroma kar normalna), ker se z
rasto¢im n veca tudi razmerje 7y, /oy.

Iz centralnega limitnega izreka dobimo:

1 x
PS,>x)~-—0 —] .
(S0~ 5 -0 ()
P(S5 > 5): CLI: 0°0569, tocen rezultat: 0°0555.
P(Sy >20): CLI: 0000078, tocen rezultat: 0°00114.

Priblizek za P(Ss > 20) ima veliko relativno napako, ker se ze nahajamo v obmocju
velikih odklonowv.

Iz E(U;) = 1/2, E(U?) = 1/3, E(V;) = 4/3, E(V?) = 2 in neodvisnosti dobimo
E(X;) = E(U:) E(V;) = 2/3, E(X}) = BE(U) E(V??) = 2/3 in D(X;) = 2/3 —
(2/3)? = 2/9. Sledi E(S) = 200/3 in zaradi neodvisnosti Se D(S) = 200/9. Ker je S
vsota velikega Stevila neodvisnih slucajnih spremenljivk, je po centralnem limitnem
izreku:

60 — 200 11 o
P(S<60)~® | ——> +§=§—<b(\/§):00787.
200

9
Tocen rezultat: 0°07642.
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17. Iz:

18.

19.

E(X:)=1, D(X,)=2p, E(S)=100, D(S)=200p

in centralnega limitnega izreka dobimo:

89'5 — 100 1
PS<90) = —— )+ =
( ) ( v/200p ) 2
105 105
Torej bo ® (——200p> ~ (045 oziroma 2005 ~ 1'645 oziroma p ~ 0°204.

Tocen rezultat: 0°20414.
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Iz E(X;) =0in D(X;) = 1/2 dobimo:

P(|S,] > 100) = P(S, < —100'5) + P(S, > 100'5) ~ 1 — 2@( 100/2) ,
n

Neenacba:

1-2¢ 1005 > 005 oziroma CID(&> < 0475
V/n/2 V2n

ima priblizno resitev:

201 1 /2012
L <196 oziroma n> - L = 5258356,
J2n 2\ 196

kar nam da izbiro n > 5259.

To je tudi tocna meja, saj je verjetnost danega dogodka za n = 5258 enaka priblizno
0°04998288, za n = 5259 pa je enaka priblizno 0°05000466.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.
a) 400

b) Prvi nacin. Dogodek, da se bo moral potopiti ve¢ kot 450-krat, lahko zapisemo
kot dogodek, da bo imel po 450 potopih manj kot 80 biserov. Tako, ¢e binomsko
porazdelitev b(450,0°2) aproksimiramo z normalno N(90, \/ﬁ), dobimo priblizen
rezultat 0°10796.

Drugi nacin. Stevilo potopov je porazdeljeno po negativni binomski porazdelitvi
NegBin(80,0°2), ki jo, ker jo dobimo iz vsote 80 neodvisnih slué¢ajnih spremen-
ljivk, lahko aproksimiramo z normalno N(400,40). Tako dobimo priblizen rezultat
0°10338.

Tocen rezultat: 0°10669.


../_Gradiva/SimPor_p.py
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20. a) Velja E(X}) =k, D(Xy) = k?* in E(| Xy, — E(Xy)[*) = k343, Kjer je:

o 12
v = E(|X; — E(X1)]?) :/ lz— 1P e dor = — —2=2415.
0 €
Torej je:
1 1)(2n +1
B(s) =" s, = Mt DEnE L)
2 6
u n%(n +1)?
> B(Xe - E(X)P) = %wi”-
k=1
27Tn(n + 1)

Ker razmerje Ljapunova ~? konvergira proti ni¢, ko gre n proti ne-

2(2n +1)3
skon¢no, intervalske verjetnosti enakomerno konvergirajo proti ustreznim verjetno-
stim za normalno porazdelitev, od tod pa sledi, da standardizirane vsote Sibko
konvergirajo proti standardni normalni porazdelitvi.

b) Priblizno velja:
1 6000 — 5050
P(S100 < 6000) ~ = + & (—
338350

Iz ocene Sevcove po krajsem racunu dobimo, da je napaka, ki smo jo naredili,
navzgor omejena z 0°175. Dejanska napaka, ki smo jo naredili, pa je dosti manjsa:
tocen rezultat pride 0°942167.

) = (0948787 .

(]

21. Ker sumand X izstopa (prispeva celo ve¢ kot polovico disperzije), ga moramo
obravnavati posebej. Ce z S’ ozna¢imo vsoto preostalih, tj. S = Xo+ X34+ - -+ X100,
velja:

P(S <41) =
—P(X,=—-1)P(S<41|X,=-1)+
+P(X;=1)P(S<4l|X,=1)=
=P(X,=-1)P(S—10<41| X; = —1)+
FPX,=1)P(S+10<41| X, =1) =
1

2
= gP(S’ < 51) + gP(S’ < 31).

Ker slucajna spremenljivka S” zavzame vrednosti na lihih Stevilih, je meji za S’ v
zgornji formuli smiselno znizati za 1. Iz:

g
s
!
|
S
|
=
“«
!

33, D(S') =88
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22,

Tocen rezultat: 0°5695804.

Opomba. Ce bi centralni limitni izrek uporabili neposredno na S, bi dobili priblizek
0609, ki znatno bolj odstopa od prave vrednosti.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.
a) Oznac¢imo z Xy, stevilo kilometrov, ki jih Bernard prevozi I-ti dan k-tega tedna.

Skupno stevilo kilometrov,
12 7
Si= ) Xu

k=1 I=1
je vsota neodvisnih slucajnih spremenljivk, ki sicer niso vse enako porazdeljene, a

recimo najprej, da to zanemarimo. Za [ =1,2,...,6 velja:
20+ 25 52
E(Xu) = =122 _ 095, D(Xp) = = =623,

za | = 7 pa velja:

100 3- 1002
E(Xy7) = — =25, D(Xy) = 16

= 1875.
4

Sestejemo in dobimo:

E(Si2) =12-6-22'5+ 1225 = 1620 + 300 = 1920,
D(S13) = 12-6- 625 + 12 - 1875 = 450 + 22500 = 22950,

kar nam da priblizek:

20025 — 1920

P(S15 > 2000) = P(Sys > 2002°5) ~ 1 —
(Siz ) = P(5ie ) ( 922950

) =1 — ®(0°5446) =
= (°2930.

Vidimo pa, da nedeljski kilometri prispevajo glavnino variance, zato se morda splaca
pogojevati na Stevilo nedelj v prvih 12 tednih, ko Bernard naredl izlet, kar ozna-
¢imo z Nip. Velja Sip := Tio + 100 Npg, Kkjer je Tip := Ek 1D 1Xkl Slucajna
spremenljivka Nis je porazdeljena binomsko b(12,1/4), torej velja:

P(Sy5 > 2000) Z P(N P(Sy5 > 2000 | N =n) =

- ; (f) G) (Z)u_n P(Ti > 2000 — 100n) .

slucajna spremenljivka T} pa je vsota velikega stevila neodvisnih in enako poraz-
deljenih sluc¢ajnih spremenljivk, torej centralni limitni izrek zanjo da natanénejso
aproksimacijo. Ker je:

E(T) =12-6-225=1620,  D(T1s) =12-6-625 = 450,


../_Gradiva/CLI_z_10.py
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23.

je priblizno:

() () ) e ()]

Tabeliramo ustrezne normalne verjetnosti, zaokrozene na 4 decimalke natanc¢no:

n 0 1 2 3 4 >5
1 — @(F252002) 1 0°0000 | 0°0000 | 0°0000 | 0°0001 | 077953 | 1°0000

in vidimo, da je edina netrivialna normalna verjetnost pri n = 4, poleg tega pa Se,
da se bolj splaca racunati nasprotno verjetnost:

P(S1, < 2000) ~ i (1”2) Gl) G)m_n 4 (142) (2)4 G)S 02047

n=0

= 076886 .

Verjetnost, da Bernard v prvih 12 tednih prevozi ve¢ kot 2000 km, je torej priblizno
0°3114.

Tocen rezultat: 0°3115884.

b) Tu uporabimo manj natanc¢ni priblizek iz prve tocke. Ce oznacimo
7 .
Yk = Zl:l Xkl7 Veljai

E(Yy) =6-225+ 25 =160, D(Yy) =6-625+ 1875 = 1912'5,

torej nastavimo:

20002°5 — 160n
1-9 =095
( V19125 n )

oziroma

1601 — 200025 = ®1(0°95)v/19125n. .

Ce uvedemo u = /n, dobimo resitvi u; = —10°959 in uy = 11°408. Prava je resitev
s pozitivnim korenom, ker je v/n po dogovoru nenegativno Stevilo. Iz u2 = 130'15
dobimo, da postane verjetnost vecja od 95% po priblizno 131 tednih.

V resnici je 131 tednov potrebnih in zadostnih: po 130 tednih verjetnost pride
0°9480694, po 131 tednih pa 0°9750782.

Najprej izracunamo, da je E(X,) = 0in D(X,) = 1 za vse n. Da njihove delne vso-
te, ki imajo pricakovane vrednosti 0 in disperzije n, izpolnjujejo pogoje centralnega
limitnega izreka, pomeni, da slucéajne spremenljivke W,, := S, /+/n Sibko konvergi-
rajo proti standardni normalni porazdelitvi, kar pomeni tudi, da za poljubna a < b
velja P(a < W, <b) = ®(b) — ®(a). Torej bi moralo veljati tudi:

lim P(—3 < W, <3)=20(3) =03829 < 04. (%)

n—oo
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24.

25.

Toda ze za n > 4 velja:

P(-4<Was}) =

E i
L

MI»—A

torej (*) ne more veljati.

a) Lahko si predstavljamo, da iz posode, v kateri je n kroglic, od tega r rdecih, na
slepo in brez vracanja izvlecemo s kroglic, ter da je N stevilo rdec¢ih med izvle¢enimi.
Torej je N = X1 + Xo + --- + X, kjer je X, indikator dogodka, da je bila i-ta
izvlecena kroglica rdeca. Iz E(X;) = = sledi E(N) = **. Nadalje za razlicna 7 in j
velja E(X;) = 222:11))

rs r(r=1s(s—=1) 1r*s* rs(n—r)(n—s)

DNy = n n(n—1) n2  n2(n-—1)

b) Slu¢ajno spremenljivko N lahko zapisemo kot vsoto indikatorjev na vsaj dva
nacina: kot vsoto indikatorjev 100 dogodkov, da je posamezna izvlecena kroglica
rdeca, ali kot vsoto indikatorjev 200 dogodkov, da je posamezna rdeca kroglica
izvle¢ena. Ceprav ti indikatorji niso neodvisni, normalna aproksimacija vseeno daje
dobre rezultate.

Iz E(N) =40 in o(N) = 4'386169 sklepamo:

1 455 — 40

—~ = 0°10493.
2 )

Tocen rezultat: 0°1050956.

Centralnega limitnega izreka ne moremo uporabiti neposredno na .S, ker produkt
slucajne spremenljivke X in normalno porazdeljene slucajne spremenljivke, ¢etudi
neodvisne od X, ni nujno normalno porazdeljen. Prav tako centralni limitni izrek
ne velja za vsoto XY; + XY + -+ + XYg, saj so seStevanci odvisni (¢eprav se
da centralni limitni izrek posplositi tudi na vsote sluc¢ajnih spremenljivk z doloceno
vrsto odvisnosti, je odvisnost prej omenjenih sestevancev premocna). Pravilno pa
bo iskano verjetnost ra¢unati s pomo¢jo pogojnih verjetnosti glede na X. Ce pisemo
T:=Y,+ Y4+ Yy, po izreku o polni verjetnosti velja:

P(400 < S < 500) = P(X = 1) P(400 < S < 500 | X = 1) +
+ P(X =2)P(400 < § < 500 | X =2) =

2 1
= gP(ZlOO < T < 500) —|—§P(200 < T < 250).
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Za slucajno spremenljivko T pa centralni limitni izrek velja: iz E(T) = 300 in

D(T) = 10000 dobimo:

b— 300 a — 300
Pla<T <b)~d By
(a<T<b) (100) (100)’

torej je:

[@(2) — ®(1)] + 1[<I>(1) — ®(0'5)] =0°141.

P(400 < S < 500) ~ 3

[GVRIN

Oglejmo si Se, koliko bi znasala iskana verjetnost za normalno sluc¢ajno spremenljivko
z enako pri¢akovano vrednostjo in disperzijo kot S. Za ta namen izra¢unamo:

E(S) = E(X) E(T) = 400.
Nadalje je E(T?) = D(T) + (E(T))2 = 100000 in zato:

E(S?) = E(X?) E(T?) = 200000,
D(S) = E(S?) — (E(S))® = 40000.

Za normalno sluc¢ajno spremenljivko bi bila torej iskana verjetnost enaka:
®(0'5) =0191,

kar se obcutno razlikuje od prej dobljenega rezultata, ki je tipi¢no blizu pravemu.



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 301

10.

1.

Zadostne in postranske statistike

Pogledati moramo pogojno porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X,Y) glede na X + Y.
A ker je Y natancno dolocena z X in X + Y, je dovolj gledati porazdelitev slucajne
spremenljivke X glede na X + Y. Za le-to pa smo v 15. nalogi iz 7. razdelka
izracunali, da je binomska b(X + Y, p). V primeru a) torej X ni zadostna statistika,
v primeru b) pa je zadostna.

. Ce zelimo ugotoviti, ali je X zadostna statistika, moramo gledati pogojno porazde-

litev slucajnega vektorja (X,Y) glede na X, za slednjo pa je dovolj gledati pogojno
porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X. Podobno kot v 34. nalogi iz
7. razdelka izracunamo, da za z > 0 velja:

l/z ;0<y<zx
fYX(y‘x;)\):{ é : sicer.

Pogojno na X je torej Y porazdeljena zvezno enakomerno na intervalu od 0 do X
in to velja ne glede na A. Sledi, da je X zadostna statistika.

Ce pa Zelimo ugotoviti, ali je Y zadostna statistika, moramo gledati pogojno poraz-
delitev sluc¢ajne spremenljivke X glede na Y. Podobno kot zgoraj izracunamo, da
za y > 0 velja:

Ae ME=w) g sy
fX\Y(‘T | Yy, /\) - { 0 : sicer.

Ta pogojna gostota pa je odvisna od A, zato Y ni zadostna statistika.

. Gostoto porazdelitve opazanja X zapiSemo v obliki:

2
"

e 202 _|o? e

fx(z) =

oV 2

Iz Fisher-Neymanovega faktorizacijskega izreka zdaj sledi, da | X| v primerih a) in
c¢) ni zadostna statistika, v primerih b) in d) pa je (primer b) je poseben primer
primera d)).

Uspesnost poskusov ponazorimo s slu¢ajnim vektorjem (X1, ..., X,), kjer je X; = 1,
Ce i-ti poskus uspe, in 0, Ce ne uspe. Tedaj za 1, x9,...,x, € {0,1} velja:

Po(Xy =21, Xo =29, ..., Xpy = ) = f(21;0) f(22;0) - fn;0),
kjer je f(0;0) =1—0 in f(1;0) = 0. Zdaj pa opazimo, da velja tudi:
Pg(Xl = T, X2 = X2,... 7Xn = xn) = f(O, e)nixlixgi...ixnf(l; 6)x1+12+---+xn .

Torej je X1 + Xo + - -+ + X, zadostna statistika, slednji izraz pa predstavlja ravno
stevilo uspelih poskusov.
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5. Iz
21T+t Ty o —nA

P)\(Xl :.ThXQ:I'Q,...,Xn:In) =

il ay,!

razberemo, da je statistika X; + X5 + - - - + X,, zadostna.

6. Tocko a) dokazemo s popolno indukcijo. Dokazati moramo, da za vsak k velja
Po(X = 1) = 0, in to smo Ze privzeli za k = 1. Indukcijski korak s k£ na k + 1
izpeljemo tako, da najprej zapiSemo:

Pg(Xk_H =1 | Xl,Xg, . ,Xk) = pXkJ?

nakar izracunamo:

Py(Xps1=1) = E[Po(Xpp1 = 1| X1, Xo, ..., Xp)] =
:E[pxkl}:
= P(Xy =0)pn + P(Xp =1)p1 =
0 1+46
=1-60)-+0 — =
=40.

b) Oznac¢imo z S Stevilo uspelih poskusov in pri n = 3 izracunajmo pogojno poraz-
delitev nasega opazanja (X1, X, X3) glede na S = 1. Velja:

Po(Xy = 0, X, = 0, X, = 1) = 21 —ei(2 —0)
1—6)2

Po(X1=0,X,=1,X3=0) = u
1—0)(2—

Py(X1=1,X,=0,X3=0) = 4 ei( 9)‘

Ko sestejemo, dobimo Py(S = 1) = 0(1—0)(5—36)/4, torej je pogojna porazdelitev

enaka:
( (0,0,1) (0,1,0) (1,0,0) >
29 1-6 29 )
530 530 530

kar je odvisno od #, zato S ni zadostna.
c¢) Podobno kot v 4. nalogi opazimo, da je:

Po( Xy =21, X0 =29,..., X, = 1,)

= Pz1Pz1z2Pxozs " Prr_12n —
_ 700(Z15--,Tn), T01(T1,0-,Tn), T10(T1,sTn)  T11(T1,00,%0)
= Pz1Poo 01 P1o P )

kjer je 7;;(z1, . . ., x,) Stevilo pojavitev sosledja 4, j v zaporedju xy, x9, . . ., z,. Ustre-
zna zadostna statistika je torej (X1, Noo, No1, N1o, N11), Kjer je N;; = 73;( X7, ..., Xp)
stevilo pojavitev sosledja i, j v zaporedju X, Xo, ..., X,.
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7.a)b=1-5a—6a* = (1+a)(l—6a).
b) 0 <a<1/6.

c¢) Po Fisher-Neymanovem faktorizacijskem izreku je statistika 7" = 7(X) zadostna
natanko tedaj, ko sta za poljubna z; in z,, za katera je 7(z1) = 7(x2), verjetnosti
P(X = x1) in P(X = x9) sorazmerni, kar pomeni, da obstaja tak k # 0, da za
vse a in b velja P(X = z3) = k P(X = x;) (nobena od verjetnosti ni vselej enaka
ni¢). Tako definirana sorazmernost je ekvivalencna relacija in minimalna zadostna
statistika bo tista, pri kateri bo 7(z1) = 7(z2) natanko tedaj, ko sta verjetnosti
P(X =) in P(X = z5) sorazmerni.

Opazimo, da sta P(X = 1) in P(X = 4) sorazmerni, nadalje so sorazmerne verje-
tnosti P(X = 2), P(X = 3) in P(X = 5), drugje pa ni sorazmernosti. Minimalna
zadostna statistika bo torej oblike:

kjer so ty, t5 in t3 same razlicne vrednosti.

d) Zdaj pa so sorazmerne vse verjetnosti P(X = i), kjer je i = 1,2,3,4,5, drugih
sorazmernosti pa ni. Minimalna zadostna statistika bo torej oblike:

T()=72)=73)=7(4) =705) =t1, 7(6)=ts,
kjer sta t; in ¢y razlicni vrednosti.

0 1

8. Najprej za X ~ (1 _0 0

) in z € {0,1} piSimo:
P(X =) = (1 — )77 = (1-0)n(1=0)+ono
kar nam da dvoparametricno eksponentno druzino:
N=m1-0), =m0, h@)=1-, @)=z, p)=1, g(n, ) =1

7z naravnim parametri¢nim prostorom {(y1,72) € R*; " +¢e72 = 1}:

2
-3 -2 -1
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10.

Druzino pa lahko zapisemo tudi enoparametri¢no. Velja namre¢ tudi:

P(X =)= (1—0)exp (xmlfe) ,

kar nam da:

in naravni parametri¢ni prostor je kar cela realna os.

Podobno, ¢e je X ~ b(n,p), lahko za = € {0,1,...,n} piSemo:

P(X =z) = (Z)(l—@)”exp (;clnlfe) ,

kar je spet zapis enoparametri¢ne eksponentne druzine z:

e OIS s

z 1 +67)n

in naravni parametri¢ni prostor je spet cela realna os.

. Gre za eksponentno druzino, saj lahko verjetnostno funkcijo zapisemo v obliki:

e—n)\

— — — — +z2+-tan)In A
PA(Xi =21, Xo = 29,0, Xpy = ) = —— elntaatetin) oA,
T11Tg " Ty

Ker je naravni parametri¢ni prostor cela realna os, je vsota res minimalna zadostna
statistika.

Najprej verjetnostno gostoto za eno samo realizacijo pri splosni normalni porazde-
litvi N(u, o) zapisemo v obliki:

—pu?/(202
e /) o—/(20%) (/o)

f(JJ;MaU):W )

iz katere razberemo, da gre za eksponentno druzino z naravnima parametroma
—1/(20?) in p/o? ter pripadajoco naravno zadostno statistiko (X?, X).

a) Vzorcna vsota X; + X5 + -+ - + X, je minimalna zadostna statistika.

b) Minimalna zadostna statistika je Y0 | X2 —2p > " | X; ali pa tudi > (X;—p)?.
¢) Minimalna zadostna statistika je par (31, X;, Y1 | X7).

d) Minimalna zadostna statistika je > "' | X2

e)Kersoa +— 1,a+ 1/ain a — —1/(2a?) linearno neodvisne funkcije, je minimalna

zadostna statistika spet par (37, X;, Y1, X?), tako kot ¢e bi bila oba parametra
neznana.
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11.

12.

13.

305

Pri porazdelitvi Gama(\, a) je porazdelitvena gostota za eno samo realizacijo enaka:

a a’ (A—1)1
TN a) = —=a e W= _——<e /NI,
AR YV oy
torej gre za eksponentno druzino z naravnima parametroma A — 1 in a ter pripada-
jo€o naravno zadostno statistiko (In X, X'). Zaradi linearne neodvisnosti je potem

minimalna zadostna statistika za vzorec lahko:

(X, +InXo+ - +InX,, Xi4+Xo 4+ X,),

lahko pa recimo tudi:
( X Xo---

Xn7 X1+X2++Xn)

To je recimo |X; + Xo + -+ + X,

Pisemo lahko X; = pu+o07;, kjerso 2y, ...,
normalno (torej poznamo porazdelitev slucajnega vektorja (71, Za, . . .

Z, neodvisne in porazdeljene standardno
s Zn))-

a) Vzemimo:

(Xl—X,XQ—X,...,Xn—X) :O'(Zl—Z,ZQ—Z,...,Zn—Z),
kjer je X = (X1 +Xo+---+X,)/n vzoréno povpredje, na enak nacin pa je definiran
tudi Z. Iz zapisa z Z-ji se vidi, da je to res postranska statistika, saj (kot funkcija)

ni odvisna od pu.

Dimenzijo zaloge vrednosti preslikave, ki vektor (z1,xs,...,z,) preslika v (x; —
T,x9 —T,...,x, — ), kjer je T definiran na enak nacin kot X lahko izracunamo
tako, da izracunamo rang njene matrike:

n=1 _ 1 _ 1
n n n
_1 n=l _1
n n n
. . )
-1 _1 n=1
n n

ki je enak n — 1, ali pa dokazemo, da je ta preslikava projektor na prostor vseh
vektorjev (x1, s, ..., z,), za katere je T = 0.
b) Vzemimo:

< X1 —p Xn — 1
Vi (Xi -

V(X - M)2> N
B ( 7 Z Z, )
C\VELZVELZVELZ)
Spet vidimo, da je porazdelitev tega slucajnega vektorja neodvisna od ¢ in je zato

statistika postranska. Njena zaloga vrednosti je enotska sfera v R", torej (n — 1)-
dimenzionalen prostor. Se vec: iz radialne simetrije gostote slucajnega vektorja

X2 —
P Vo (X -
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(Z1,...,Zy,) se vidi, da je nasa statistika porazdeljena enakomerno na enotski sferi.
¢) Vzemimo:

( X, - X Xy— X X, - X >:
\/Zz 1 X X \/Zz 1 X X) ”7\/2?:1()(@'_)2)2

( 7 -7 Zy— 7 Z,— 2 )
\/Zz 1 Z Z \/Zz 1 Z Z) 7 \/Z?:l(ZZ - 2)2
Zaloga vrednosti tega slucajnega vektorja je presek enotske sfere in mnozice vseh

vektorjev z z ¥ = 0, kar je (n — 2)-dimenzionalen prostor. Da se dokazati, da je
porazdelitev tudi tega slucajnega vektorja enakomerna na tej mnozici.

14. Ce so X1,..., X, neodvisne in porazdeljene normalno N(u, o),
a) sta X in (X; — X,..., X, — X) neodvisna;
X — X, —
b) sta — 1 = — ) in Z )? neodvisna;
\/Zi:1<Xi — 1) \/Zz 1(X
X, —X X, — X _
c) S0 ( o ! —,..., = — 2>7Z(Xi—X) in X neodvisni.
\/Zz’:1(Xi - X) \/Zi:1(Xi - X) i=1
15. Velja:
D (XK=’ =) (X=X +n(X —p).
i=1 i=1

Iz 14. naloge vemo, da sta statistiki Y, (X; — X)? in n(X — u)? neodvisni. Poleg
tega iz 56. naloge iz 4. razdelka in 28. naloge iz 5. razdelka sledi, da je:

3 no 1\ 11
Z(Xi_“) NGama(2 57 ) in n(X —p)? NGama(2 57 >

i=1
ali, ekvivalentno,

1< (X —p)?

LYty i MDA
i=1

Vemo, da, ¢e sta U ~ x*(n—1) in V' ~ x?(1) neodvisni, mora veljati U+V ~ x?(n).

Iz teorije momentno-rodovnih ali karakteristi¢nih funkcij pa sledi, da velja tudi

obratno: ¢e sta U in V neodvisni ter je V ~ x*(1) in U + V ~ x?%(n), mora biti

U~ x*(n—1). Sledi:

n 3 n—1 1 ) 1 n _
Z(XZ. — X)2 ~ Gama ( 5 ’ﬁ) oziroma F Z(Xz - X)2 ~ XQ(n - 1) :
i=1

=1

16. Racunajmo:
X —pu X 1 T

U - )
\/Z?:l(Xi — p1)? \/ZZ (X — )2+ n(X — p)? \/n(n —1)+nT?
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kar nam da zahtevano bijektivno korespondenco na dogodku, da niso vse slucajne
spremenljivke X; enake, le-ta pa ima verjetnost ena. Za izracun porazdelitve upo-
rabimo neodvisnost slu¢ajnih spremenljivk X — pin >0 (X; — X)? ter rezultat iz
15. naloge, ki pravi, da je Y7 (X; — X)? ~ Gama((n — 1)/2,1/(20%)), nakar se
sklicemo na 30. nalogo iz 5. razdelka, ki pravi, da mora imeti zato T° Studentovo
porazdelitev z n — 1 prostostnimi stopnjami.
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11. Tockasto ocenjevanje in vzorcenje

1. V obeh primerih so slucajne spremenljivke X; porazdeljene enako kot X, zato je:

\ _ n E(X)

E(X) — B(X) = 4.

n

torej gre res za nepristransko cenilko. Srednja kvadrati¢na napaka je torej enaka kar
disperziji. Ce gre za vzorec s ponavljanjem, so slucajne spremenljivke X;,..., X,
neodvisne, zato je:

. DX+ -+ DX, o

D(X) = = —
( ) ng na
kjer je:
O'2ID(X)— (l‘l—ﬂ)2+($2—,u)2+ +(‘Z‘N_/~L)2 _
N
R i
:E(XQ)—ILLQI 1 2 N—,LL2

N
populacijska disperzija.
Ce gre za vzorec brez ponavljanja, pa nastavimo:

D(X) = % D (ix) = %ii}((}(@-,xj) =

i=1 j=1

iD(Xi)—ir > K(XZ»,X]-)] .

i,551#7

1
T2

Velja D(X;) = D(X) =02, za i # j pa je:

E(X;X;) = m Z Tpxp =

kLAl
1 N N N
_ 21 _
-~ N(N—1) [ZZWPZ%} =
k=1 I=1 k=1
1
— N2 2 N 2 2 _
2
_.2__C
_:u N_17
torej je K(X;, X;) = —o?/(N — 1) in kon¢no:
_ N —n o2
D(X) = —_
(X) N—-1n

Tako pri vzorcu s ponavljanjem kot brez ponavljanja je cenilka dosledna, ker gre
srednja kvadraticna napaka proti ni¢. Pri vzorcu brez ponavljanja gre za konc¢no
zaporedje cenilk, pri ¢emer pri zadnji zajamemo vso populacijo, zato je kar X =

in seveda D(X) = 0.
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2. a) Iz 29. naloge v 5. razdelku sledi, da je X ~ Beta(k,n —k + 1). Torej je:

E[Xg] = ! ‘/zﬁl—ﬂwhﬂ— i
W= =D =k J, T+l

b) Ce je X ~ EZ(a,b), iz tocke a) sledi:

n+1-—k k

EXw) == ot i

Za cenilko ¢, iskanega kvantila ¢, = (1 — p)a + pb nastavimo linearno kombinacijo
AX(iy + pX(j). Iz nepristranskosti sledi, da mora za poljubna a in b veljati:

Mn+1—@+um+1—ﬁa+Aerb_
n+1 n+1

(1-p)a+pb,

od koder dobimo sistem:

n—l—l—i_'un—i—l -
ki ima resitev: _ .
)\:]—(.nfl)p’ Mzz—gn—i—.l)p‘
j—i i—j

c¢) Ceje p =i/(n+1), je ¢ = X(); podobno, & je p = j/(n+ 1), je ¢ = X
Opazimo, da sta X(;) in X(;y tudi Vzorcna kvantila za verjetnostii/(n+1) in j/(n+1).
Cenilko za kvantil za dano verjetnost p lahko torej opisemo takole: ¢e je p =i/(n+1)

ali p = j/(n+ 1), je ocena enaka kar vzorénemu kvantilu za verjetnost p. Sicer pa
med tema dvema tockama linearno interpoliramo oz. ekstrapoliramo.

d) Ce le gre, je smiselno izbrati tista 4 in j, pri katerih interpoliramo. BrZ ko je
1/(n+1) < p < n/(n+1), lahko 7 izberemo tako, dajei/(n+1) < p < (i+1)/(n+1),
in postavimo j =7+ 1. Med tema dvema tockama linearno interpoliramo.

e) Velja 2/9 < 1/4 < 3/9, torej bo ocena enaka:

9 9
= (3->)- Z_2)-14=238.
q1/4 (3 4) 6—|— <4 > 8

3. a) Naj bo N mo¢ celotne statisticne mnozice, Ny = Npy,..., N, = Np, pa moci
posameznih stratumov (torej je N = ., N;). Nadalje naj bo x;;, i = 1,...,7r,
J=1,..., N;, vrednost nase statisticne spremenljivke na j-ti enoti i-tega stratuma.

Tedaj velja:
Ny

1
E i = F Z ng sz Zf ','C’Lj
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Sledi:
ZPiE[f(Xz‘)] = Z%Ef(%) = E[f(X)].

b) Po prejsnjem je:
M= P1jy + paply + o A Prfle
Nadalje je:

o = B[O ) = Y m B[ =) = Y m(o? + ()
Pisemo lahko:

kjer je:
of = pi(p — p)* + palpe — p)* + -+ (e — p)*.

disperzija med stratumi ali pojasnjena disperzija (pojasnjena z razli¢nostjo stratu-
mov),

oYy 1= P10} + a0y + - + P07
pa je disperzija znotraj stratumov ali nepojasnjena disperzija.

c) Iskana nepristranska cenilka vzorénega povprecja je:
X =pi X+ pXo+ -+ p X,

njena disperzija pa je enaka:

- 2,52 2 52 2,52
D(X(S)):p;ll+p;2+--~+p;T.
1 2 T

2 2
_ o o _ _
d) Ko vstavimo n; = np;, dobimo D(X(S)) = W< = D(X(e)), kjer je X(©
n n

vzorcno povprecje na nestratificiranem enostavnem sluc¢ajnem vzorcu.

e) Poiskati moramo ekstrem disperzije D(X (S)), ki smo jo izracunali v tocki a), kot
funkcije spremenljivk ny,ng, ..., n,, pri pogoju ny + ng + - - - +n, = n. Nastavimo
Lagrangeovo funkcijo:

2 2 2 2 2 2
o o o
L=t % PO N by,
nq N9 s
Njeni parcialni odvodi so enaki:
OL 252
S UIEY
on; n;

Ko jih postavimo na ni¢, Se iz pogoja po nekaj racunanja dobimo:

Dbio;
n; = n
P101 +p202 + - +p7‘0-7“




M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 311

Pri tej izbiri dobimo:

(P1U1 + P20 + - +pr0r)2
n

D(X®)) =

in iz Jensenove neenakosti sledi, da je to res manjse ali enako 0% /n.

4. a) Ce enote populacije oznacimo kar z 1,2, ..., N, lahko cenilko zapi$emo v obliki
Ef\il a;x;1(i € S). Njena pricakovana vrednost je enaka Efil a;x;m; in mora biti
enaka populacijskemu povprecju % Zf\il x; ne glede na vrednosti z1,...,xy spre-
menljivke X. To pa je mozno le pri a; = 1/(Nm;). Horvitz—Thompsonova cenilka
obstaja natanko tedaj, ko je m; > 0 za vse i.

b) Pri enostavnem slucéajnem vzorcu velikosti n brez ponavljanja je m; = n/N,
torej je Horvitz—Thompsonova cenilka enaka %Zies x;, torej gre kar za vzorcno
povprecje.

c¢) Pri vzorcu velikosti n s ponavljanjem, zajetem iz populacije velikosti N, je m; =
1— (1 — %)n Horvitz-Thompsonova cenilka je torej enaka:

Ni-(1-4)"] S

oziroma za N = 10 in n = 3:
100~
271 €S

Vrednosti na nasih vzorcih: 2°21,1°85,221,24°35.

Opazimo, da ocena povprecja pri vzorcu (21,22,23) presega maksimum, kar ni
smiselno! To je zato, ker Horvitz—Thompsonova cenilka ne da nujno konveksne
kombinacije vrednosti spremenljivke in zato ne komutira s translacijami.

d) Horvitz—Thompsonova cenilka komutira s translacijami natanko tedaj, ko je
Y ics(1/m) = N za vse vzorce S. Primer taksnega vzorcnega nacrta za populacijo
iz treh enot, kjer verjetnosti, da je posamezna enota v vzorcu, niso vse enake:

<{1} {2, 3})
1 2 :
3 3
Lahko pa Horvitz—Thompsonovo cenilko tudi normaliziramo — vzamemo:
2ics =
-1
ZiGS e
Ta cenilka je robustnejsa, ni pa ve¢ linearna.

e) Enote populacije indeksirajmo z dvojnimi indeksi (¢, j), kar pomeni j-ta enota v
i-tem stratumu. Tedaj velja:
k n;
T(ij) = 7o 7~ o
)T KN,



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 312

Ce z I; oznac¢imo indikator dogodka, da je i-ti stratum izbran, velja:

1 K

(i,j)eS 7-[.(7‘7])

To je za vse vzorce enako N natanko tedaj, ko so stratumi bodisi vsi izbrani bodisi
vsi enako veliki, tj. N; = N/K.

f) Ce s T' ozna¢imo Horvitz-Thompsonovo cenilko, velja:

2_L ]_(LCZ'GS,JZ'jGS) L
17 = N2 ;; T Tt
E(T?) —Lii "
N2 pr e M 1]
N N
1
(B(T)" = 55 2> w.
i=1 j=1

D)= 3 23 (2 1)
NQ, 7Ti7Tj e

Opomba. Disperzija je zagotovo enaka ni¢, ¢e je m;; = m;m; za vse ¢ in j. To pa
pomeni, da sta poljubna dogodka {i € S} in {j € S} neodvisna. Za razli¢ne i in j
to lahko dosezemo: za vsako enoto se neodvisno odlo¢imo, ali jo vzamemo v vzorec
ali ne. Za ¢ = j pa je to res le, ¢e je m; = 0 (kar za Horvitz—Thompsonovo cenilko
ni smiselno) ali m; = 1, kar pomeni, da v vzorec zajamemo vso populacijo.

g) Ker Horvitz—Thompsonova cenilka komutira s translacijami, velja:

= ]\172 ;; (:;J - 1) (@i = p) (2 — p) =
D WIEERICETE (% ;(%—u)> _

5. Ne, ker se porazdelitev vzorénega povprecja ujema s porazdelitvijo populacije (glej
45. nalogo iz 8. razdelka) in je zato verjetnost v limiti pri pogoju za doslednost
konstantna.

6. a) Iz m; = E(X) = a/2 dobimo a = 2X.
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10.

b) @ = 6°8, kar je nesmiselno glede na to, da je v vzorcu tudi vrednost 10.

¢) Ce vzamemo 7-ti moment, iz m, = a”/(r + 1) dobimo a = {/(r + 1)rh,. Tabela

prvih nekaj ocen:

el dw | a |
1| 34] 63
2| 23 | sal
3] 2074 940
1] 2019'8 [ 10°02

Pri ¢etrtem momentu torej dobimo smiselno oceno. V limiti, ko gre r proti neskonc-
no, pa dobimo 10.

Opomba. Spreminjanje metode ocenjevanja, potem ko ze imamo podatke, sicer
ni dobra praksa, ker dopusca veliko prostora za manipulacije. Pri samo petih po-
datkih ne moremo pricakovati prav natancne ocene, tako da ni presenetljivo, ¢e je
ocena o¢itno napacna. Slednje se je zgodilo zaradi vrednosti, ki izstopa. Ce pa bi
imeli veliko podatkov, med katerimi bi jih bila vec¢ina zmerne velikosti, nekaj pa
bi jih izstopalo, bi lahko upraviceno posumili, da statisti¢ni model z enakomerno
porazdelitvijo ni ustrezen.

=X = (X1 + Xo+ -+ X,)/n. Cenilka je nepristranska. Je tudi dosledna, ker
je dobljena po metodi momentov.

ca= (g —1)/2, b= (3411 — 2hy)/2.

Na nasem konkretnem vzorcu iz 7y, = 1/2 in my = 13/10 dobimo a = 3/20 in
b = 9/20.

. Velja E(X) = 0 (neodvisno od «), zato iz prvega momenta ne dobimo nicesar. Iz

drugega momenta dobimo & = /My /2.
Po metodi momentov dobimo X kot cenilko za u := E(X) in:

X+ Xi 4+ X
n

mo

kot cenilko za E(Y?) = p? + 0. Cenilka za 02 bo torej S* = my — X2 Z nekaj
racunanja dobimo, da lahko to zapisemo tudi v obliki:

(X1 =X+ 4+ (X, — X)?

%=
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Oznac¢imo Y := X — u. Tedaj velja:

1 .
ZE;W‘W:

1 n 1 n n
B P D) ML

i=1 j=1
_n—1”Y2 1 vy
= LYW gm0 N
i=1 1<i,j<n
i#]
Ker je E(Y') = 0, je ocitno:
n—1
E(S?) = 2
() =""=0,

314

torej je S? pristranska cenilka za 2 (je pa asimptoticno nepristranska). Ce posta-

vimo k' :=n/(n — 1), dobimo, da je:

nepristranska cenilka za o?.

Za izracun srednje kvadratne napake pisimo:

TR DR D DRI

i=1 j=1 i=1 1<jk<n
ik

OB ID I NCARE

1<j,k<n 1Lk, l<n
1#£] k#l

. 2 N _ 2 — n
L DAL=l 3 SR Lt 3 S e A
i=1

1<i,j<n i=1 1<jk<n
i#j i#k

393 IDWWoarE

1<i,j<n  1<k,l<n
i#£] k#l

Pricakovana vrednost prvih dveh c¢lenov v zadnjem izrazu je ocitna. Pri tretjem
¢lenu opazimo, da je, ¢e je j # k, E(Y;?Y;Y}) enako bodisi E(Y?) E(Y) bodisi
E(Y2)(E(Y))2, kar je v vsakem primeru enako ni¢. Za cetrti ¢len, ko je ¢ # j in
k # 1, pa dobimo, da je E(Y;Y;Y,Y]) razlicno od ni¢, kveCjemu ¢e je i = kin j =1
ali pa i = in j = k. Takih ¢lenov je 2n(n — 1) in njihove pricakovane vrednosti so
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enake (E(Yz))2 = o', Sledi:
n-1?2, (-1 , 2(n-1) ,

4y _ _
E(S%) = e e Bt sk
_ (n —31)2 Wy (n— 1)(n23— 2n + 3) ot
n n

kjer je k* ¢etrti centralni moment. Od tod dobimo:

(n—1)2k* N (n—1)(n* —2n+ 3)04) 12 2(n —1)o!

3 3 k+ ot
n n

MSE(kS2) = (

Za k = 1 dobimo:
(n —1)?k* + (—n® + 5n — 3)o*
n3

MSE(S?) =

(to je vedno nenegativno, ker po Jensenovi neenakosti velja k > 0). Zak =n/(n—1)
pa dobimo:
1 (3—n)
MSE(S?) = — x* + — 0.
(5p) n" +n(n—l)a
Ce je X porazdeljena normalno, je k* = 30* in velja:
21 2(n—1
MSE(kS?) = (" o 2= 1) o
n

n2

kar je minimalno pri & = n/(n + 1). Najucinkovitejsa izmed cenilk oblike kS? je

torej:
1 _
*\2 o 2
(5 = — DX = X).

i=1

Srednje kvadraticne napake cenilk pa so:

MSE(s?) = 2~ Lot MSE(S?) =

n2

2 4 2 2 4
MSE = )
n—17" SE((57)) nt1’

Ni tezko preveriti, da je S* vselej uéinkovitejsa od S? in da je (S*)* vselej ucinko-
vitejSa od S2.
11. Ker vemo, da je E(X) = A in da je X nepristranska cenilka za E(X), je X res

nepristranska cenilka za . Poleg tega je tudi D(X) = X (glej npr. 33. nalogo iz 8.
razdelka) in iz prejsnje naloge vemo, da je S2 nepristranska cenilka za D(X) = \.

[zracun disperzije prve cenilke je preprost:

D(X) _ D(X,) + n2 + D(X,,) _ %

Pri izracunu disperzije druge cenilke pa se lahko spet opremo na prejsnjo nalogo:
ker je cenilka nepristranska, velja:

1 3—
_,{4_|_( n) o

D(S2) = MSE(S}) = - e
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12.

13.

14.

kjer je o drugi centralni moment (tj. disperzija), x* pa je Cetrti centralni moment.
Spet iz 33. naloge iz 8. razdelka poberemo x* = 3\? + \. Sledi:

A 2)2
D(S2) ==+

n n—1

Torej ima Sg v vsakem primeru vecjo disperzijo kot X.

Naj bo A dogodek, da prvi poskus uspe, drugi ne uspe, tretji pa spet uspe. Tedaj
jer
1+6\0 6*(1-0)
Py(A)=01—-— ) == ——.
=0 (1-137) 5 =25

Is¢emo maksimum tega izraza za 6 € [0,1]. Iz Po(A) = P1(A) = 0 in & Py(A) =
%(29 — 360?), kar je enako ni¢ pri § = 2/3, dobimo, da je lahko maksimum doseZen
kvecjemu v prej omenjenih tockah. Ker je edino Py/3(A) > 0, se to zgodi pri

0=0:= 2/3, kar je tudi ocena po metodi najvecjega verjetja.
Iz porazdelitvene gostote:

Le—z/a 250

flwa) = { " 0 ; sicer

dobimo logaritem verjetja:

In L(a) = E In (—e_Xi/"‘) =-nlha—— g X;.
a a
i=1 i=1

Ta slucajna funkcija je odvedljiva in gre ne glede na opazanje proti minus neskoncno,
brz ko gre a bodisi proti ni¢ bodisi proti neskon¢no. Zato vedno doseze maksimum
v stacionarni tocki. Odvajamo:

da T a

dIn L n 1 —
=1

in iz prej povedanega sledi, da iskana cenilka & zadoSca enacbi %(a} = 0. Po
krajSem rac¢unu dobimo:
n
L1 >
o = — E Xz = X,
n <
=1

kar je ista cenilka kot pri metodi momentov.

a) Formula lahko definira gostoto pri a > 1, to pa se zgodi, ¢e je c = a — 1.

b) Logaritem verjetja pride:

InL(a) =nln(a — 1) —aZlnXi.

i=1
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15.

16.

Ta slucajna funkcija je odvedljiva in gre ne glede na opazanje proti minus neskonc¢no,
brz ko gre a bodisi proti ni¢ bodisi proti neskon¢no. Zato vedno doseze maksimum
v stacionarni tocki. Iz odvoda:

InL g
Aol " Spx,
=1

a a—l_

dobimo iskano cenilko:

n
InX;+InXs+---+1InX, +

a= 1.
Verjetje je enako:
L= (1-2a—0b)%*"b.
Je diferenciabilno, na robu parametri¢nega prostora {(a,b) ; a > 0,0 > 0,2a +b <
1} enako ni¢ in v notranjosti parametricnega prostora strogo veéje od ni¢. Zato

je maksimum dosezen v stacionarni tocki v notranjosti, poleg tega pa lahko tudi
logaritmiramo:

InL=2In(l—-2a—>b)+5na+3Inb,

8111L__ 4 +§ 8111L__ 2
da  1—2a—b a’ ob  1—2a—10

L3
3

Ko odvoda izena¢imo z ni¢, po krajSem ra¢unu dobimo oceni @ = 1/4 in b = 3/10,
kar se ne ujema z ocenama po metodi momentov.

Postavimo se v polozaj, preden smo dolocili genotipe. V vzorcu je n osebkov. Za
opazanje lahko vzamemo podatek, da jih ima N; genotip RR, Ny genotip Rr in N3
genotip rr (N1 + No+ N3 = n): opazanje torej sestoji iz vektorja (N, Na, N3). Zda]
pa vzemimo SirSe opazanje, kjer osebke v vzorcu ostevil¢imo in zabelezimo, da ima
i-ti osebek genotip X;: to opazanje sestoji iz vektorja (X7, Xs,..., X,,) in verjetje
je enako:

L= ((1 — Q)Q)Nl (29(1 — 0))N2(92)N3 _ (1 . 9)2N1+N20N2+2N3 ’

kar je funkcija vektorja (N7, No, N3), zato je le-ta zadostna statistika. To pomeni, da
lahko, ¢e nam ustreza, raje gledamo verjetje, ki pripada vektorju (Xy, Xo, ..., X,),
torej tisto, zapisano zgoraj.

Verjetje je odvedljiva funkcija parametra 6 in brz ko je bodisi 2N; + Ny > 0 bodisi
Ny 4+ 2N3 > 0, je na robu parametri¢nega prostora [0, 1] enako ni¢, zunaj njega pa
strogo vecje od ni¢, torej je maksimum dosezen v stacionarni tocki v notranjosti.
Lahko tudi logaritmiramo. Dobimo:

hlL = <2N1 —|—N2) 111(1 — 6) + (N2 + 2N3) 11]9,
leL__2N1+N2 N2+2N3
do 1—4 0 '
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17.

18.

Odvod izenac¢imo z ni¢ in po krajsem racunu dobimo cenilko:

Ny + 2Nj3

0 =
2n
V nasem konkretnem primeru pride 6 = 0°65.

Opazimo, da je verjetje kot funkcija parametra A pri X > 0 strogo padajoce, pri
X > 0 strogo narascajoce, pri X = 0 pa konstantno. To seveda velja v okviru
predpisane zaloge vrednosti statisticne spremenljivke X, zato se splaca narisati sliko:

X 4

Funkcija A — —% je na intervalu (0, e| padajoca, pri A = e doseze minimum, na
intervalu [e, 00) pa je naras¢ajoca. Velja Se lim,\w(—¥) = 00 in limy_,o (—%) = 0.
Sledi:

e Pri X > 0 je cenilka edina resitev enacbe _md _ x

X
e Pri X =0 cenilka ni natanéno dolocena (funkcija verjetja je enaka za vse A).

e Pri —¢7! < X < 0 je cenilka vecja resitev enacbe —% = X.

e Opazanje X < —e~! je v nasprotju z nasim statistiénim modelom.
Po metodi momentov dobimo X kot nepristransko cenilko za E(X) = a/2, torej je
tudi M = 2X nepristranska cenilka za a.

Pois¢imo Se cenilko po metodi najveéjega verjetja. Verjetje je enako:

1/a™ ;a> X1, Xs,..., X

L(a):{ /Cl 7a‘_ 1, A2, y “An
0 ; sicer

in je maksimalno pri @ = V := max{Xj,..., X,,}; to je iskana cenilka. Za izracun

njenega matematicnega upanja izhajamo iz kumulativne porazdelitvene funkcije, ki

je za x € [0, a] enaka:

Fy(z) =PV <z)=PX1<z,Xo<uz,...,. X, <z)= (§>n
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19.

Od tod dobimo verjetnostno gostoto:

nz"t/a" ;0<z<a

Jrlz) = { 0 ; sicer,

iz nje pa izra¢unamo FE (V) = Z = torej je cenilka V' pristranska (je pa asimp-
n

toticno nepristranska). Nadalje iz E(V?) = 5 a® izra¢unamo:

n -+

2a?

q(V)=E[(V—-a)?] =EV?) —2aE(V)+d" = (EDCETE

Prin =1inn =2 sta M in V enako ucinkoviti, pri n > 3 pa je V ucinkovitejsa.

1
b) Cenilka V; := L 7 je nepristranska in velja:
n

g(V1) = D(\1) = (n;:l) D(V) = (n;l) (HZ_Q B (nil)Z) o = n(na+ 2)

Prin =1 sta V in V] obe enako ucinkoviti, pri n > 2 pa je V; ucinkovitejsa.
c¢) Oglejmo si vse cenilke oblike £V, kjer je k konstanta. Velja:

noo., 2n
n+2 n+1

q(kV) = { k+1] a’,

kar je minimalno pri k = k* := (n + 2)/(n + 1), neodvisno od a. Velja:

Cl2

q(k*V) = CFEk

kar pomeni, da je ta cenilka vselej u¢inkovitejsa od vseh ostalih.

Pripadajoca zadostna statistika je Stevilo uspelih poskusov, ki ga oznac¢imo z S. Za
iskano cenilko h(S) bo torej moralo veljati:

E[nS)] =p*.
Ker je S porazdeljena binomsko b(3,p), to pomeni:
h(0) (1 —=p)* +30(1) p(1 —p)* +3h(2) p*(1 — p) + h(3) p° = p*
za vse p € (0,1). S primerjavo koeficientov dobimo, da bo to natanko tedaj, ko bo:

h(0)=0, h(1)=0, h(2)=3, h(3)=1.

Za posplositev cenilke na n poskusov le-to iS¢emo kot polinom pripadajoce zadostne
statistike S. Iz E(S) = npin E(S?) = np+(n*—n)p* dobimo E(S?*—S) = (n?*—n)p?,
torej bo iskana cenilka enaka:

S?— S

n2—n
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20.

21.

in zlahka se lahko prepri¢amo, da se za n = 3 ujema s prej dobljeno cenilko.

Opomba. Ker je E(S*) polinom stopnje k v 6 in ker je vsako funkcijo na mnozici
{0,1,...,n} mozno zapisati kot polinom stopnje najve¢ n, nepristranske cenilke
obstajajo le za karakteristike, ki so polinomi parametra 6 stopnje najvec n.

a) Iz generi¢nega eksponentnega zapisa verjetnostne funkcije:
px(x) =

e (x)In ! + p1(z) In b + pa(z) In s
= ex e — I [
P po 1+30+22 M 1+30+202 1+ 30+ 20°

dobimo triparametri¢ni zapis s pripadajoco zadostno statistiko
(po(X), p1(X), p2(X)). Iz zapisa:

po(x) + 3 p1(z) + 2 pa(w) orInd
14 30 + 202

px(x) =

pa dobimo enoparametri¢en zapis s pripadajoco zadostno statistiko X.
b) Cenilka ¢(X) bo nepristranska natanko tedaj, ko bo za vsak 6 veljalo:

0(0)+3¢p(1)0+2¢(2)6* 1
1+ 360 + 262 C1+6°

Elp(X)] =
kar je ekvivalentno:
0(0) +3p(1)0+2p(2)0* =1+26.

Cenilka bo torej nepristranska natanko tedaj, ko bo ¢(0) = 1, ¢(1) = 2/3 in
©(2) = 0. Ker je ena sama, ima seveda tudi najmanjso mozno disperzijo.

a) Seveda gre za eksponentno druzino z naravnim parametrom A in pripadajoco
zadostno statististiko S = X7+ -+ X,,. Is¢emo funkcijo ¢, za katero je E [p(S)] =
A za vse A > 0. Statistika S ima porazdelitev Gama(n, \), torej je:

E[e(S)] = % /000 o(r)x" e M dr.

n

Veljali mora lorej:
1 | (’I’L)
n—1 Az
(& dr = .

Opazimo, da je izraz pod integralom Laplaceova transformiranka funkcije x +—
2" 1p(z). Iz tabele Laplaceovih transformirank po nekaj racunanja razberemo, da

danemu pogoju ustreza funkcija p(z) = (n—1)/x, torej bo iskana cenilka (n—1)/S.

b) Krajsi racun pokaze:

MSE <%) =N (<n_1§§n_2> - n2—a1 H) '

od koder dobimo, da je srednja kvadraticna napaka minimalna pri a =n — 2.
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22,

23.

Seveda gre za eksponentno druzino s pripadajoco zadostno statistiko S = Xy +4-- -+
X,. Razmeroma lahko je opaziti, da je statistika 1(X; = 1) nepristranska cenilka
za p. Za n =1 je to tudi iskana statistika. Pri n > 1 pa iz:

n—1
PXi=1|5=k)=
(X =1]S=k) =1
. . n—1
razberemo iskano cenilko )
S—1
a) Verjetnostna funkcija:
)\k 6—/\
px(k;A) =

k!

nam da: Mo AL (X - AAE e
e - e
L) =——, —=
) X7 dAa X! ’

od koder dobimo cenilko A = X, cenilka za A2 pa je X2. Le-ta je pristranska, saj je
E(X?) =M+

b) Ker gre za eksponentno druzino, katere naravni parametriéni prostor ima ne-
prazno notranjost, bo nepristranska cenilka imela enakomerno najmanjSo mozno
disperzijo, brz ko bo funkcija minimalne zadostne statistike X. Is¢emo torej tako
funkcijo ¢, da bo E) ((p(X)) = \? za vse \. To lahko naredimo z nastavkom:

Z p(k) \Fe™? \2

TR

o0

k

o

oziroma:

nakar z razvojem:

A2 Ak k(k — 1)/\"C k(k —1)\F
2 A _
ANet = _ | = E E

n! (k—2) k!
n=0 k=2 k=2 k=0

in primerjavo koeficientov dobimo, da mora biti ¢(k) = k(k — 1), torej je iskana
statistika X (X — 1). Le-to lahko tudi kar uganemo iz prvih dveh momentov Pois-
sonove porazdelitve.

c) Velja:

MSE(X? — aX) = E[(X? —aX — N?)*] =
= E(XY4+ad®*B(X?) + M -2 E(X?) -2\ B(X?) +2a\? E(X) =
=4X3 + (7 —6a + a*)N* + (1 — 2a + a®)\.

Najnatancnejsa cenilka bi bila tista, ki bi imela pri vseh A najmanjso srednjo kva-
draticno napako; smiselna pa je tista, za katero ne obstaja nobena druga vrednost
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24.

a, pri kateri bi bila srednja kvadraticna napaka strogo manjsa za vse A. Z drugimi
besedami, cenilke delno uredimo, in sicer naj bo A\ < )\2, Ce je MSE()\l) < MSE()\Q)
za vse A. Najboljsa cenilka je tista, ki je glede na to ureditev najmanjsi element,
smiselna pa je taka, ki je minimalni element.

Delno urejenost cenilk v izbrani obliki lahko izrazimo s koeficientoma ¢;(a) := 1 —
2a + a® in co(a) = 7 — 6a + a*: za M=X2 g, X in )y = X2 — apX je namrec
A1 =< \y natanko tedaj, ko je ¢1(a1) < ¢1(ag) in ca(ay) < ca(az). Za a < 1 sta oba
koeficienta strogo padajoca, za a > 3 sta oba strogo narascajoca, za 1 < a < 3 pa je
¢y narascajoc, co pa padajo¢. Od tod sledi, da najmanjsega elementa iz te druzine
ni, minimalne pa dobimo za 1 < a < 3. To so torej smiselne cenilke, najboljse pa
ni.

a) Ce pisemo a = e in a = h(X), mora za vsak A veljati:

Zf /\k 7/\_ _3)\’

torej:
o M o (2R
k=0 k=0

Iz enoli¢nosti potencnih vrst sledi f(k) = (—2)*, torej je edina mozna nepristranska
cenilka a = (—2)%*. Toda ta cenilka lahko zavzame zelo velike vrednosti, eprav je
karakteristika, ki jo ocenjuje, strogo pozitivna.

b) Cenilka po metodi najvecjega verjetja je e 3X. Iz:

MSE [aX] _ e(“2_1)’\ . 2€(a—4)/\ + 6—6)\
dobimo:
MSE[(—2)*] — MSE[e™] = 3 — (e *7DA 4 27" 70A 9702 5 ¢
za vse A > 0.

¢) Cenilko is¢emo kot funkcijo minimalne zadostne statistike, ki je v nasem primeru
recimo 5, = X1+ X+ - -+X,,. Ker gre za eksponentno druzino, katere parametri¢ni
prostor vsebuje odprto mnozico, bo imela taka cenilka tudi enakomerno najmanjso
mozno disperzijo med vsemi nepristranskimi.

Nastavimo torej a = h,(S,). Ker je S,, ~ P(n)), bo moralo veljati:

o0 nk)\k e—n)\ B
E[hn(Sn)] = ha(k) = 2y
k=0
torej:
> k)\k e (TZ . 3)k)\k
Z f e(n—?)))\ _ Z A
k=0 k=0 K
n—

Dobimo cenilko a = —3S/n

) kar se za velike n bliza e , to pa je ravno cenilka

po metodi najvecjega verJetJa
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12.

1.

Intervali zaupanja

Obravnavajmo najprej primer, ko je n = 1. Najprej opazimo, da mora interval
za S = 0 vsebovati doloCen interval oblike [0,¢), & > 0, sicer je lahko verjetnost
pokritosti poljubno majhna. Torej mora biti [0, by) ali [0, bo], kjer je by > 0. Zaradi
simetrije mora biti potem interval za opazanje S = 1 enak (1 — by, 1] oz. [1 — by, 1].
Brz ko je by < 1/2 ali pa je by = 1/2 in je interval za S = 0 odprt pri by, interval pri
6 = 1/2 ni pokrit in je torej verjetnost pokritosti enaka ni¢. Pri by = 1/2 in zaprti
razlicici je verjetnost pokritosti enaka:

1—-60 ;0<4
0 ;1/2 <

torej je minimalna verjetnost pokritosti enaka 1/2. Pri by > 1/2 in odprti razli¢ici
pa je verjetnost pokritja enaka:

1/2
<1

SEPAN

1—6 :0<6<1—b
1 i l—bo< O <by |

torej je minimalna verjetnost pokritosti enaka by. Pri f > 1/2 bo torej iskani

interval oblike:
1-B1 ;S=1"

pri 5 < 1/2 pa bo oblike:

0,1/2] ;S=0
{ /2,1 ;S=1

Da se dokazati, da je to edina reSitev, ki izpolnjuje pogoje naloge.

Oglejmo si zdaj se primer, ko je n = 2. Podobno kot prej ugotovimo, da mora biti
interval pri opazanju S = 0 oblike [0, by) ali [0, by] (b > 0), kar za S = 2 da (1 — by, 1]
oziroma [1 — by, 1]. Pri S =1 pa je interval lahko oblike (1 —bq,by) ali [1 — by, b;] (za
by > 1/2) ali pa tudi kar {1/2}. Zaradi monotonosti mora biti by > by, poleg tega
pa mora biti tudi by + by > 1 (0z. by > 1/2, ¢e je interval za S = 1 kar {1/2}), sicer
za by < 0 <1—1b; (0z. za by < 0 < 1/2) interval ni pokrit. Naj bo najprej by > 1/2
in naj bo za S = 0 interval oblike [0,by), za S = 1 pa oblike (1 — by, b;). Tedaj je
verjetnost pokritosti enaka:

(1-0)? ;0<0<1—b
1 — 62 ,1—b1<0§1—b0

1 ;1—b0<9<b0
20 — 6? ;b0§9<bl
92 ,9261

in minimalna verjetnost pokritosti bo min{2by — b2,b%}. Za S > 3/4 je mozno

nastaviti 2by — b = b3 = [3: postavimo namre¢ by := 1 — /1 — (3 in b := /p.
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Minimalni interval zaupanja je torej:

[071_\/1_5) ;S

0
1
2

in da se dokazati, da je edini minimalni interval zaupanja te oblike.

Pri 1/2 < 8 < 3/4 bo 8e vedno b,

=+/B > 1/2, medtem ko bo by = 1 —

1-p<

1/2. Toda za by < 1/2 bo verjetnost pokritosti pri prejSnjem intervalu zaupanja

enaka:
(1-0)* ;0<60<1-1b
1 — 62 1 —b <0 <b
20 — 92 ,b0§0<b1
0* ; 02> 0y

in minimalna verjetnost pokritosti bo min{2by — 2b2,b%} < 1/2, kar ne bo v redu.
Od tod dobimo, da je minimalni interval zaupanja pri 1/2 < 5 < 3/4 oblike:

[0,1/2] LS =
(1-vB,vB) ;S
[1/2,1] S

0
1
2

Sistem enacb 2by — b3 = b} = 8 ima v okviru nasih pogojev resitev by = 3 (1 —
VI =2B), by = /B. Toda zdaj moramo paziti na pogoj by + by > 1. Krajsi racun
pokaze, da gre to le pri B > 4/9; pri § = 4/9 dobimo by + b; = 1, kjer moramo
bolj paziti, zato bomo ta primer obravnavali kasneje. Torej bo minimalni interval
zaupanja pri 4/9 < § < 1/2 enak:

0,5(1 v )>;
(1-

(30 +vT=28
Za < 4/9 pa gremo lahko v dve smeri: lahko dolo¢imo by =
b1 = 1—b0 alipab1 :\/Binb(): ]_—bl

intervalov zaupanja:

{0 - VT 29) in

To nas pripelje do naslednjih druzin

[0,1—b1) ;8=0 0,1-b1] ;5=0 [0,3) ;8=0
1—0b;,00] ;5=1, (1—="0y,01) ;S=1 in {%} S5 =1

Vsak interval zaupanja iz te druzine je minimalen, pogoje pa izpolnjuje, brz ko
je njegova verjetnost pokritja vsaj 3: za prvi dve druZini to pomeni b? < 3 in
2b1(1 — by) > B (resitev tega sistema neenacb na by je prepuscena bralcu), tretji
interval zaupanja pa izpolnjuje pogoje, brz ko je f < 1/4. Pri 5 < 4/9 torej dobimo
bistveno razlicne minimalne intervale zaupanja.
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2. Oznac¢imo dano statisti¢no spremenljivko z X. Najprej opazimo, da je X pri 6§ =1
z verjetnostjo 1 enak 0, kar pomeni, da mora interval zaupanja pri opazanju X = 0
obvezno vsebovati tudi 1. Zaradi predpisane oblike mora biti torej to kar interval
[0, 1]. Preostala dva parametra, by in by, lahko nastavimo strogo manjsa od 1.

Ce nastavimo by > bo, velja:

Po0el)=q Po(X=0)+Po(X=1) ;b,<0<b
Po(X =0) b <0<1
oziroma: )
1 0 < b2
. by <0 <b
Po0el)= 2_gy1 250"
92
—_— by <0< 1
[ 2—0+1 =77
Ni se tezko prepricati, da sta funkciji § — 55— T in0— ay £ — na intervalu [0, 1]
obe narascajoci, torej je:
. . bo b }
f Py(0el)= , )
uf Pol6el) mm{b%—ngrl [ —

Interval bo minimalen, ¢e bo kar:

by B
B—b,t1 b +1

= 3.

Ker sta funkciji 6 —
za 0 € (0,1) velja

92 Y = na intervalu [0, 1] obe narasc¢ajoci in ker

>

02—6+1 9+1

in 0 —
0 je pri zgornji izbiri tudi by > by. Velja:

92— 9+1
b= TPEVBGBB-4) 14— V(1 +35)(1-5)
2(1 - B) 20
Pri =095 dobimo b; = 09523 in by = 07954 (obakrat smo zaokrozili navzgor).

Ni pa to edina moznost. Ce postavimo b, < by, dobimo:

02—0+1"

P@(@EI): P9<X20)+P9(X:2) ;b1S9<b2
Po(X =0) by <0 <1
oziroma: )
1 ;0 < by
202 — 20 + 1
Pooen={ p_gri ‘n=f<bh
92
_ by <0< 1
\ 92_9+1 s U2 > >~
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Kot smo ze omenili, je funkcija 0 — 75— 9 — ha intervalu [0, 1] narascajoca. Funkcija
1

0 — 92 giﬁl pa je na intervalu [0, 2} padajoca na intervalu [5,

v % ima minimum % Zato mora biti by > 5, brz ko je 3 > 1 3. V tem primeru velja:

1} pa narascajoca;

) . by b?
f Po(0el)= , .
0spet a ) mln{b%—bg—l-l b3—62+1}

Interval bo minimalen, ¢e bo kar:

203 —2b1+1 b3
b—b+1 b —by+1

= 3.

Spet ker sta funkciji 6 — 92 31’;1 inbw— gz 0+1 na intervalu [2, } obe narascajoci
in ker za 6 € ( ) velja = 20° 31’;1 >3 0+1, je pri zgornji izbiri tudi b; < by. Velja:
bl:?—ﬁ+¢(3@—2><2—5> p, _ —B+V/BBE—1)

2(2 - B) ’ 2(1-0)

Pri f = 095 dobimo b; = 09499 in by = 0°9523 (obakrat smo zaokrozili navzgor).
Ta izbira je torej slabsa glede na sestevek dolzin pri vseh opazovanjih. Spet je
podobno kot prej dovolj, da je velja le ena enakost, drugi parameter pa se lahko
poveca (a potem dobimo Se daljsi interval zaupanja za enako stopnjo zaupanja).

Za by = by pa bi moralo veljati:
. =B B(BE—4)
by = by =
2(1-7)

(torej 09523 pri § = 0°95), kar ni minimalno, saj ta interval strogo vsebuje katero
koli izmed prejsnjih dveh moznosti.

3. Po definiciji intervala zaupanja mora biti verjetnost, da je prava vrednost parametra
0 res v intervalu zaupanja, pri vseh 6 enaka najmanj 8. Vrednost 0 < 6* se vedno
znajde v intervalu zaupanja, vrednost 6 > 6* pa le, ¢e se vsaj eden od poskusov
ponesreci. Verjetnost za to je 1 — (1 — 0)". Le-ta bo za vse § > 0* enaka vsaj [
natanko tedaj, ko bo 1 — (1 — 6*)" > 4. Najmanjsa vrednost 6*, ki temu Se ustreza,
je:

0 =1—(1-p)Y",
Ko gre n proti neskon¢no, je to asimptoti¢no enako:
gt — 1 _ -y — 0= 5)
n
Pri 8 = 95% je to priblizno enako 3/n.
Iz ocene e* > 1 + z, ki velja za vsa realna $tevila, pa sledi, da je 1 — (1 — g)/" <
—(In(1 — B))/n. Nadalje za a = 005 velja —In0'05 = In20 < 3. Torej * =

1 — (1 — B)™ v resnici izpolnjuje zahtevani pogoj, pri a = 0°05 pa ga izpolnjuje
tudi 0* = 3/n.
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4. Pri N = 0 moramo za interval vzeti kar [0, 1], sicer za § = 1 dobimo ni¢elno
verjetnost pokritosti. Pri N =n > 0 pa zados¢a vzeti [0, b,), saj za zaprto razlicico
dobimo enako minimalno verjetnost pokritosti.

Ce fiksiramo b, < 6 < b,1, je dejanska vrednost 6 v intervalu zaupanja natanko
tedaj, ko je N < n, torej natanko tedaj, ko se v prvih n + 1 poskusih vsaj eden
ponesreci; verjetnost tega dogodka je 1 — (1 — 0)"™!. Pri vseh 6 € [b,,b,1) mora
biti torej 1 — (1 —60)""! > . To drZi natanko tedaj, ko je 1 — (1 —b,)" > /3 oziroma
b, > 1— (1 — )™ Minimalnost dobimo pri b, = 1 — (1 — 3)"/".

Ce primerjamo s prejsnjo nalogo, dobimo isti rezultat za primer iz prejsnje naloge,
ko vemo, da se je prvih n poskusov posrecilo, in primer iz te naloge, ko vemo, da se
je prvih n poskusov posrecilo, naslednji pa se je ponesrecil.

5. Ocitno mora biti by > 0, sicer dobimo poljubno majhno ali celo ni¢elno verjetnost
pokritosti. Poleg tega mora biti interval zaupanja pri opazanju S = n kar [0, 1],
sicer pri 8 = 1 nimamo pokritosti. Za k = 1,2,... pa lahko pri S = k nastavimo
kar [0, by), saj za zaprto razlicico dobimo enako minimalno verjetnost pokritosti.

Ce fiksiramo b, < 6 < by, je torej dejanska vrednost § v intervalu zaupanja
natanko tedaj, ko je S > k. Pri vseh 0 € (by, bxt1) mora biti torej P(S > k) > f,
kar drzi natanko tedaj, ko je to res pri = by. Minimalnost dobimo natanko tedaj,
ko za by, postavimo tisti 6, pri katerem je P(S > k) = f3.

Zadevo pa si lahko predstavljamo tudi v duhu 29. naloge iz 5. razdelka (glej tudi
2. nalogo iz 11. razdelka): naj torej n gostov pride na zabavo, vsak z zamudo,
porazdeljeno enakomerno na [0, 1], neodvisno od drugih gostov. Ce z Sy oznacimo
stevilo gostov, ki pridejo na zabavo do casa 6, je Sy ~ b(n,0). V tem duhu mora
torej veljati P(S,, > k) = . Toda ¢e s T}, oznac¢imo prihod gosta, ki pride k-ti po
vrsti, je {Sy > k} = {T)4+1 < 0}, torej mora veljati P(Ty.; < by) = [. Zgornja meja
br mora biti torej natanko kvantil porazdelitve Beta(k + 1,n — k) za verjetnost 3.

Podobno dobimo tudi nasprotni enostranski interval zaupanja, tj. (ax, 1] pri S =
k, k = 1,2,... ,n. Lahko postavimo a;, = 1 — b,_;, kar je kvantil porazdelitve
Beta(k,n — k + 1) za verjetnost 1 — .

Vzemimo sedaj Bernoullijevo zaporedje poskusov, pri katerem se posamezen poskus
ponesreci z verjetnostjo 6, in si oglejmo dogodek, da se prvih n—1 poskusov posreci,
n-ti pa ponesreci. V skladu s konstrukcijo iz te naloge dobimo interval [0, ), kjer je
b = by dolocen s pogojem (1—b)"+nb(1—b)"~* = 1—f, torej (14+(n—1)b)(1—b)" ' =
1 — 5. V skladu s konstrukcijo iz prej$nje naloge pa dobimo interval [0,0), kjer je
V' dolocen s pogojem (1 — )1 =1— 8.

Za isto opazanje torej dobimo razli¢na intervala zaupanja. To se lahko zgodi zato,
ker moramo opazanje vedno gledati v kontekstu drugih opazanj. Pri obeh konstruk-
cijah (in tipi¢no je tako) se izkaze, da se lahko glede tega, ali dolo¢ena vrednost
parametra pade v interval zaupanja ali ne, odlo¢imo na naslednji nacin: opazanju
priredimo dolo¢en dogodek, ki ga zajema. Ce je verjetnost tega dogodka pri dani
vrednosti parametra strogo vecja od 1— /3, smo v intervalu zaupanja, sicer pa nismo.



M. RAIC: NALOGE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 328

Toda dogodek, ki ga priredimo opazanju, je lahko od konstrukcije do konstrukcije
razlicen. Pri konstrukciji iz te naloge gre za dogodek, da se v prvih n poskusih
ponesreci najvec¢ en poskus, medtem ko gre pri konstrukciji iz prejSnje naloge za
dogodek, da se prvih n — 1 poskusov posreci. To sta razlicna dogodka in od tod
razlicna intervala zaupanja za isto opazanje.

6. Dovolj je izracunati zgornje krajisce, in sicer le za primer, ko ne uspe noben poskus
ali pa uspe en poskus. Ce ne uspe noben poskus, je zgornje krajis¢e pri Clopper—
Pearsonovem intervalu kvantil porazdelitve Beta(2,1) za verjetnost (1 + 5)/2. Ta
porazdelitev ima gostoto f(¢) = 2(1 — t) in kumulativno porazdelitveno funkcijo

F(t) = 1 — (1 — )%, kar nam da krajis¢e 1 — /(1 — 3)/2. Ce pa uspe natanko
en poskus, dobimo kvantil porazdelitve Beta(2,1); le-ta ima gostoto f(¢) = 2t in
kumulativno porazdelitveno funkcijo F(t) = ¢, kar nam da krajisée /(1 + 3)/2.

Popoln zapis je torej:
(
{0, 1— %) ;S =0

X (1—,/#,,/#) ;S=1,

kar je pri vseh izidih strogo vec¢ kot pri intervalu zaupanja iz 1. naloge.

7. Za mejo anax lahko brez skode za splosnost postavimo funkcijo minimalne zadostne
statistike. Iz gostote porazdelitve je razvidno, da gre za eksponentno druzino z
minimalno zadostno statistiko S, := X; +---+ X,,. Iz centralnega limitnega izreka
pa sledi, da je le-ta porazdeljena priblizno normalno N(nu, \/ﬁa), kjer je:

p=FE(X;)=a, c=+/D(X;)=aV3/2.

Postavimo torej amax = h(S,) in poskusimo, ali konstrukcija intervala zaupanja
deluje, ¢e je h strogo narascajoca funkcija. Tedaj je namrec:

P(a S [O,Gmax]) = P(CL < h(Sn)) = P(Sn > h*l(a)) ~ % _ & (%ﬂ—/;a) .

Desna stran bo enaka [ = 0795, ¢e bo:

h™'(a) —na

av/3n/2 =

kijer je z := &1 (5/2) = 1°645. Sledi:
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10.

11.

oziroma:

s
h(s) = s eItk
Za velike n je to dobro definirana strogo narascajoca funkcija, torej lahko postavimo:
_ Sn
e = 2/3n/2

Za funkcijo h pa ne bi mogli vzeti strogo padajoce funkcije. V tem primeru bi
namrec veljalo:

1 h=t(a) — na
Haem%mnzpmgh@mzﬁw&gh1m»z§+¢(7§%ﬁf>
in desna stran bi bila enaka [ za
h='(a) — na
CavEe
od koder bi sledilo h7'(a) = (n + 2v/3n/2)a oziroma h(s) = s/(n + 2v/3n/2). Ta

funkcija pa je spet strogo narascajoca, kar je v protislovju s prvotno zahtevo.

. X =97, A =327 (zaokrozeno navzgor),

9373 < p < 100°27.
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

. Sp =05, toors(8) =2306, A =385 (zaokrozeno navzgor),

93715 < p < 100°85.
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

X =15477, S =1303, S, =1304. Interval zaupanja za p: 1'460 < p < 1'635.
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Definirajmo slucajne spremenljivke X7,..., X, in sicer naj bo X; = 1, Ce je i-ti
poskus uspel, sicer pa 0. Tedaj je X = S/n =: 6. Nadalje velja:
S(1—6)>? —- 992
n

Dobimo Waldov™ interval zaupanja:

. 0(1—0)

- (1 — 6)

<<f+c\| —,
n n

kjer je ¢ = 21152 = P71(3/2).
Je lahko izrac¢unljiv, a ne dosega nominalne verjetnosti pokritosti niti v povprecju.
Dejanska verjetnost pokritosti je cesto dale¢ pod nominalno. Res pa je, da se

dejanska minimalna verjetnost pokritosti, ko 6 pretece interval [a,b] (0 < a < b < 1),
bliza nominalni 3, ko gre n proti neskonc¢no.

75> Abraham Wald (1902-1950), transilvanski matematik judovskega rodu
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Clopper—Pearsonov interval:

Waldov interval:

Wilsonov interval:

Agresti—Coullov interval:

Wilsonov interval s popravkom za zveznost:

Agresti—Coullov interval s popravkom za zveznost:

Spodnja krajis¢a so zaokrozena navzdol, zgornja pa navzgor.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Clopper—Pearsonov interval:

Waldov interval:

Wilsonov interval:

Agresti-Coullov interval:

Wilsonov interval s popravkom za zveznost:

Agresti—Coullov interval s popravkom za zveznost:

Spodnja krajis¢a so zaokrozena navzdol, zgornja pa navzgor.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Clopper—Pearsonov interval:
Waldov interval:

Agresti-Coullov interval:

330

00713,0°4011).
0°0528,0°3472).
0°0931,0°3784).
00892, 0°3823).
00769, 0°4056).
00642, 0°4073).

AN AN AN AN N N
S N N N N

(01266, 0°2919).
(0°1216,0°2784).
(0°1333, 0°2889).
(0°1326, 0°2896).
(01292, 02944).
(0°1276, 0°2946).

(0°496525849771, 0°'5130720831477).
0496576110848, 0'513023889152).

(

Wilsonov interval: (0°496575924714, 0°513021478666).
(
(

Wilsonov interval s popravkom za zveznost:
Agresti—Coullov interval s pop. za zveznost:
Spodnja krajis¢a so zaokrozena navzdol, zgornja pa navzgor.

0°496525930387, 0°513071457209).

)
)
)
0'496575924612, 0°513021478769).
)
(0°496525924612, 0°513071478769).

Agresti—Coullov interval je sicer nasploh odli¢en priblizek Wilsonovega, a tu je raz-
lika Se posebej majhna, ker je opazeni delez grbov blizu 1/2. Clopper—Pearsonov

interval je potrebno dolociti z ra¢unalnikom.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

X2 025(8) = 27180,  x2475(8) = 17°53,

337 < 0 < 958 (spodnja meja zaokrozena navzdol, zgornja pa navzgor).

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

X =125,
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

X =4551, S, =371,
to.005(74) = 2644, A =114 (zaokroZeno navzgor),
Xeo0s(74) = 4641,  x2095(74) = 1091, 305 < 0 < 4'69.

Sp = 2646, X55(4) = 07107, X3 95(4) = 97488,

171 <0 < 6'28.

A4'37 < 11 < 46765,

Pri obeh intervalih zaupanja je spodnja meja zaokrozena navzdol, zgornja pa nav-

Zgor.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.
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18. Ce s k* (k > 0) oznacimo Cetrti centralni moment spremenljivke X, po centralnem
limitnem izreku priblizno velja:

n

Z(Xi — p)? ~N(no?, /n(k* — %))

i=1

Iz Jensenove neenakosti sledi k > o, pri ¢emer enakost velja natanko tedaj, ko
je spremenljivka X bodisi skoncentrirana v eni tocki bodisi skoncentrirana v dveh
tockah, pri ¢emer ima v vsaki verjetnost 1/2. Privzemimo najprej, da to ni res,
torej da je kK > 0. V tem primeru lahko zapisemo:

v = [Z(Xi )P — na2] L N(0,1).

V nadaljevanju moramo iz spremenljivke na levi odstraniti vse neopazljive parametre
razen o, pri tem pa moramo paziti, da se ohrani asimptotiéna normalnost. Najprej
velja:

RN 1 ¢ .
=) (Xi—p)’=—72) (Xi=X)" = V(X —p)*.
Ker gre D[y/n(X — p)] = 02//n — 0, gre po neenacbi CebiSeva tudi /n(X —
n—oo

1) % 5 0 in zato tudi V(X — p)? —2 5 0. Po izreku Sluckega potem velja tudi:
n—oo n—oo

;&) [i(xi —X)?2— na2] —4 4 N(0,1).

Naj bosta ¢ in & cenilki za x in ¢ po metodi momentov, tj.:

. . . P .. P .
Ker so cenilke po metodi momentov dosledne, gre 6 —— o in k —— k. 1z izreka
n—oo n—oo

Sluckega za deljenje sedaj sledi:

;&4) [Zn:(xi — X2 - n02] —4 5 N(0,1)

TL(/%4 _ — n—00

oziroma:

\/ﬁ ~2 2 d
—— (0" — N :
Ja—r? ~9) SN0
Seveda se lahko zgodi, da pride do deljenja z ni¢, a asimptoti¢no prihaja do tega
vse redkeje. V primeru deljenja z ni¢ lahko rezultat poljubno nastavimo (lahko tudi
na vrednost “nedefinirano”) in bo konvergenca v porazdelitvi se vedno veljala.
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19.

Sedaj si oglejmo Se primer, ko je kK = o, torej ko je X bodisi skoncentrirana v eni
tocki bodisi v dveh to¢kah z enakima verjetnostma. Ce je X skoncentrirana v eni
tocki, vemo, da je o = 0, velja pa tudi 6 = k& = 0. Torej zgornja konstrukcija Se
vedno velja, ¢e pri neenacajih vklju¢imo Se enakost. Preostane Se primer, ko je X
skoncentrirana v dveh enako verjetnih tockah. Zaradi invariantnosti leve strani za
translacije in raztege lahko brez skode za splosnost privzamemo, da je X ~ Ber(1/2).
Ce spet s 6 oznacimo dele enic, velja:

62 =0(1-19),
it =0(1-0)(1—30+36%,
it — 6t = 0(1—0)(1 — 20%),
)(1 — 6) — 1 ) —
BVAIPE R S Gk S
-0 VoL —0)(1 - 26)2 1 /6(1 — 6)

Po Laplaceovi integralski formuli gre /7 (20 — 1) L, N(0,1). Ker gre 0 L, 3,

n—oo n—oo
spet iz izreka Sluckega za deljenje dobimo:

i((# — o) —25N(0, 1),

k4 54 n—00

od koder dobimo naslednjo konstrukcijo intervala zaupanja:

1%4—(5'4 A4_5.4

o —CW < o? <&2+Cﬁ,
kar pomeni, da prvotna konstrukcija za predpisano stopnjo zaupanja Se vedno velja,
pravkar napisana pa tudi, a je natancnejSsa. Toda to pomeni le, da nam pri kon-
strukciji intervalov zaupanja za standardni odklon ni treba skrbeti za primer, ko je
Kk = o: Ce to vemo, lahko preprosto zatrdimo, da je kar o = (max; X; — min; X;)/2.
Ce bo dobljena vrednost vedja od ni¢, bo ta izjava z verjetnostjo ena pravilna, sicer
pa bo pravilna z verjetnostjo 3, brz ko bo vzorec dovolj velik.

X =155, 6=130, &=209.

Interval zaupanja za o: 119 < o < 141 (spodnja meja je zaokrozena navzdol,
Zgornja pa navzgor).

Opomba. Eksaktni interval zaupanja ob predpostavki Gaussove porazdelitve pride
1245 < 0 < 1'369, kar je ozje od prej dobljenega intervala. To kaze, da je poraz-
delitev, ki je generirala podatke, opazno stran od Gaussove. Ocenjena splosc¢enost
(kurtozis) pride:

Vendar pa najveéji relativni delez v x* prispeva edina Zenska z desetimi otroki.
Le-ta nam torej znatno poveca Sirino intervala zaupanja.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.


../_Gradiva/Sigma_IZ_otroci.py
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13. Preizkusi znacilnosti

1. Ce z D oznac¢imo $tevilo dobitnih sreck med kupljenimi, je D ~ b(n,), kjer je
n = 8, 6 pa delez dobitnih med vsemi sreckami v seriji. Verjetnostna funkcija je
torej enaka:

P(D =k)= (Z) 05 (1 — 0)"*

kar nam da verjetje L(0) = (g) 6 (1—6)"P. Nicelna domneva trdi, da je 6 > 1/2,
alternativna pa, da je § < 1/2. Torej je © = [0,1] in O, = [0,1/2]. Po krajSem

rac¢unu dobimo: 5 5
n D D\"™
sup L(0) = — 1——
Geg (6) (D) (n) ( n)

Za D > n/2 velja tudi:

() (2) (-2)"

medtem ko za D < n/2 velja:
n\ [1\"
sup L(0) = - .
2,20 (5) (3)

—n (DD D\—(n=D)
Aod2m(R) T a-2) ; D <n/2
1 : D>n/2
Za D <n/2veljaIn A = g(D/n), kjer je g(z) = —n(ln2+znz+ (1 —z)In(1 —z)).
Z odvajanjem dobimo, da je funkcija g strogo narascajoca na (0,1/2]. Torej je
vzorec toliko ustreznejsi, kolikor vecji je D. Naj bo D’ kopija statistike D. Ker je:

Torej velja:

sup P(D'<2)=0145, sup P(D'<2)=0035,

96@1-10 0€®H0

brez randomizacije domneve ne moremo zavrniti. Sicer pa jo zavrnemo z verjetnostjo
0'135 (zaokrozili smo jo navzdol).

2. Oznacimo s 6 verjetnost po modelu, da pade grb, z S pa stevilo opazenih grbov
(za nas konkretni primer bo torej S = 5, a za konstrukcijo preizkusa potrebujemo
sluéajno spremenljivko). Oznacimo se n = 20. Iz:
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dobimo razmerje verjetij:

nn

~ ongs (n— Syn=="

Velja In A = ¢(S5), kjer je g(s) =nln§ —slns — (n — s)In(n — s). Z odvajanjem
dobimo, da je g strogo narascajoca na (0,n/2]. Brz ko je torej S < n/2, je opazanje
toliko ustreznejse za nicelno domnevo, kolikor vecji je S. Toda ker se razmerje
verjetij ohrani, ¢e S zamenjamo z n — S, velja, da je opazanje toliko ustreznejse,
kolikor blizje je S stevilu n/2. Ni¢elno domnevo bomo torej zavrnili, ¢e bo vrednost
‘S — %‘ prevelika.

A

Naj bo S’ kopija statistike S. Za nase opazanje dobimo:

Pra(S' < 5ali 8 > 15) = 0°041,
P1/2<S/ <b5ali S > 15) =0012.

Pri a = 0°05 bomo torej naso domnevo zavrnili, pri « = 0°01 pa ne. Do randomiza-
cije tukaj ne pride.

3. Nicelno domnevo lahko interpretiramo kot to, da je verjetnost, da je posameznik,
ki dobi nagrado, zenska z verjetnostjo 6y, = 0°7. Pri alternativni domnevi pa je
posameznik, ki dobi nagrado, zenska z verjetnostjo 6 # 07 oziroma 6 < 0°7.

Tabelirajmo porazdelitev slu¢ajne spremenljivke S” ~ b(12,0°7):

LJ [P =) ]
531-1077
149-107°
191-107*
0°001485
0°007798
0029111
0°079248
0'158496
0231140
0239700
0'167790
11| 0071184
12| 0013841

O 00| | | U x| W N | O

—
e}

Za preizkus proti domnevi, da je komisija pristranska v korist moskih (kar pomeni,
da izkljuc¢imo, da je lahko pristranska v korist zensk), izra¢unajmo:

p(5) = P(S' < 5) = 00386,

kar pomeni, da v tem primeru ni¢elno domnevo zavrnemo, torej sprejmemo, da je
komisija pristranska v korist moskih. Ce pa nimamo ideje, v ¢igavo korist bi bila
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lahko komisija pristranska, izra¢unamo:
p(5) = > P(S =) =00524
7€{0,1,2,3,4,5,12}
in nicelne domneve ne zavrnemo.
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.
4. Oznacimo s 6 verjetnost po modelu, da bo dobitek izzreban. Oznacimo 6, = 1/50
in naj bo N stevilo iger, po katerih je dobitek prvic¢ izzreban. Tedaj velja
Po(N = k) =0(1 — 0)k1, torej je L(0) = 0(1 — )N~ in:
{ 00(1 — 90)N71 N < 1/90

L = _
sup L(0) %(1_%>N1 LN > 1/6,

6<6g

Razmerje verjetij je zato enako:

B B N-1
A= 90N<1 910) ; N >1/6,
1 L
N
Za N > 1/0y veljaIn A = g(N), kjer je g(z) =Inby+Inz+ (r —1)In(1 —6y) — (v —
1)In (1 —2). Z odvajanjem dobimo, da je g na intervalu [1/6y, co) strogo padajoca

funkcija. Preizkus bo torej potekal tako, da bomo nic¢elno domnevo zavrnili, ¢e bo
preizkusna statistika max{%, N} prevelika.

Poiskati moramo torej najmanjsi tak k, za katerega bo Pjy, (max{%, N} > k:) < a.
Velja Pg,(N > k) = (1 — 6y)*. Ker je Py50(max{50, N} > 50) = Py 50(N > 50) =
0'364, bo to najmanjsi k, za katerega bo (49/50)" < 0'1. Iz logygs,0'1 = 11397
dobimo, da je ta k enak 114 — velja:

P1ys0(max{50, N} > 114) = Py/50(N > 114) = 0°09994766 ,
P1/s0(max{50, N} > 114) = Py 50(N > 114) = 01019874 .
Preizkus bo torej potekal tako, da bomo igro igrali, dokler ne bo izzreban dobitek,
vendar pa bomo odigrali najve¢ 114 iger. Ce bo dobitek izzreban pred zadnjo, 114.
igro, domneve ne bomo zavrnili. Ce dobitek tudi po 114 igrah e ne bo izzreban,

bomo domnevo zavrnili. Ce pa bo dobitek (prvi¢) izzreban v zadnji, 114. igri, bomo
domnevo zavrnili z verjetnostjo:

0’1 — 009994766
01019874 — 0709994766

(zaokrozili smo navzdol).

= 0025

5. Glede na to, da sta nicelna in alternativna domneva obe enostavni, je preizkus, ki
temelji na razmerju verjetij, najmocnejsi. Ce z Ly oznac¢imo verjetje pri nicelni, z
Ly pa pri alternativni domnevi, velja:

1, —X/500
Lo _ swe€ _ L ax/s00
L, -LeX/100 5 ’

100


../_Gradiva/Spol_preizkus.py
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kjer je X opazena zivljenjska doba zarnice. Nicelno domnevo bomo torej zavrnili,

¢e bo preizkusna statistika 1 e**/*% premajhna, to pa bo tedaj, ko bo Zivljenjska

doba X premajhna. Ker je X pri ni¢elni domnevi porazdeljena zvezno, lahko H
zavrnemo, brz ko je X < ¢, kjer je Py (X <c¢) = . Iz

“1
PH()(X < C) = / - 6_$/500 der=1-— 6—0/500
o 500
dobimo ¢ = —5001n(0'95) = 25'64 (zaokrozeno navzdol). Mo¢ tega preizkusa je:

c 1
Py (X <c)= / 00 e W0y =1 — ¢7¢/100 = 0°226 .
0

6. a) Tinetovo povprecje je porazdeljeno normalno N(0, 1/10), torej ima gostoto:

10 o—50a2
V2T

Tonetovo povprecje pa je porazdeljeno normalno N(0,1/100), torej ima gostoto:

fri(x) =

100 675000332
V2T .

Ker sta nicelna in alternativna domneva obe enostavni, je preizkus, ki temelji na
razmerju verjetij, najmocnejsi. Ce torej z X oznacimo opazeno povprecje, nicelno
domnevo torej zavrnemo, ¢e je razmerje:

Jfro(@) =

fTo(X) _ —4950X?
Fu(X) =10e

premajhno, to pa je takrat, ko je vrednost |X| prevelika. Ce je Pr, verjetnost pri
Tonetovem povprecju, za ¢ > 0 velja:

Pro(|X| > ¢) =1 —29(100c)
Vrednost ¢ moramo nastaviti tako, da bo to enako «, torej:

() L

Mo¢ preizkusa pa je:

Pri(|X| > ¢) =1 —20(10¢) = 0845 .

7. Iz zapisa gostote:
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10.

je oéitno, da gre za eksponentno druzino. Sir$i model ima dimenzijo 2, 0Zji model
pa dimenzijo 1 (in je podmnogoterost, ker ga lahko celo globalno karakteriziramo z
zvezo p — o? = 0 ali u/o? = 1). Maksimum verjetja je pri SirSem modelu doseZen

pri
n n 2

V ozjem modelu pa je:

n n 2
L=fa.x.(X1,..., Xy 0%0) = (0v/271) "exp [_%ZXZ%LZX@- - %]
=1 =1

Ce z A oznacimo razmerje verjetij:

SUPey, L _ Ixioxn (Xa, oo, X s fl2, 02)
sup@L le ..... Xn(Xla-'an;/lla&l)’

ima —2In A priblizno porazdelitev hi kvadrat z eno prostostno stopnjo. Za naSe
opazanje dobimo —21In A = 5'61, kriti¢na vrednost pa je x2g9(1) = 6°635. Domneve
torej ne moremo zavrniti.

. a) Z =1 <1645, domneve ne moremo zavrniti.

b) Z = 1732 > 1645, domnevo zavrnemo.

c) Z = 1732 < 2326, domneve ne moremo zavrniti.

. n=10000, S =25090, Hy: §=05:Hi: 6+#05: 179 < 1960,

domneve ne moremo zavrniti.
n = 10000, S =5090, Hy: 6 =05: Hf“: 0> 05: 179 > 1645,
domnevo zavrnemo.

X=97, Z=-18.

Pri alternativni domnevi p # 100 upostevamo zgg975 = 1°960 in domneve ne moremo
zavrniti.

Pri alternativni domnevi p < 100 upostevamo zg95 = 1°645 in domnevo zavrnemo.
Pri alternativni domnevi g > 100 tudi upostevamo zpg¢; = 17645, a domneve ne
Zavrnemo.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.


../_Gradiva/Sredina_znani_sigma_preizkus.py
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Ker je preizkusna statistika %()_( —100) porazdeljena normalno N(g(u —100), 1), je
moc¢ preizkusa enaka:

1-— @(20.975 — g(u — 100)) + cI)(—Z().g75 - %(,u - 100)) .
Pri p = 999 je to enako priblizno 0°0504, pri u = 97 priblizno 0°4356, pri u = 90
pa priblizno 0°99997.

X =107, S, =10, T =21, tp975(8) = 2°306.
Domneve ne moremo zavrniti.
Ce bi vedeli, da je ¢ = 10, pa bi upostevali zg.g75 = 1'960 in domnevo bi zavrnili.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

X =48, S,=258, T=-245 df=0.

Ce za Hy vzamemo, da je p # 50, upostevamo tg.975(9) = 2'262 in domnevo zavrne-
mo.

Ce za H, vzamemo, da je u < 50, pa upostevamo t0.05(9) = 1'833 in domnevo prav
tako zavrnemo.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Oznacimo z A razliko v tezi posamezne osebe (teza po dieti minus teza pred dieto).
Tedaj je A ~ N(u, o) in preizkusamo nic¢elno domnevo, da je p = 0, proti alterna-
tivni domnevi, da je p < 0.

Velja A = —5'6, S, =6433, T =-275 tn05(9)=1833.

Nicelno domnevo zavrnemo, torej sprejmemo domnevo, da dieta deluje.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

Uporabimo Welchev preizkus. Ce z X ozna¢imo teze deklic, z Y pa teze deckov,
dobimo X = 3022, Y = 3364, S,x = 762, S,y = 317, SE = 287, df =
8939, T = 1192, Fgions)(0975) = 2306,  Fgion0)(0°975) = 2°262.
Nicelne domneve torej ne moremo zavrniti.

X =100, Y =96, SE=1057, T=23783, df =1522,

t0.09(15) = 2°602, t99(16) = 2583, tggo(df) = 2°598.

Domnevo zavrnemo.

X, =4, X,=3, X35=1667,

S3 =9333, S% =8667, F =431, Fyes(2,8) =4'459.

Domneve ne moremo zavrniti.

Sy = T'45.

a) X2 =20, x295(9) =2700, x2475(9) =1902, domnevo zavrnemo.
b) x* =5, Xx205(9) =3325, domneve ne moremo zavrniti.
Pri frekvencah 21, 42, 77 in 116 je: x* =813 xZ49(3) = 11'34.
Domnevo zavrnemo.
Ce so frekvence 21, 37, 53 in 25, pa je x> = 182 in domnevo $e vedno zavrnemo.


../_Gradiva/Sredina_neznani_sigma_preizkus1.py
../_Gradiva/Sredina_neznani_sigma_preizkus2.py
../_Gradiva/Dieta_preizkus.py
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20. Ce so frekvence 2, 51in 4, je: x2 =1, x205(2) =5991.

21.

Domneve ne moremo zavrniti.

Pri frekvencah 20, 50 in 40 pa je x* = 10. Ker je kriticno obmodje isto, domnevo
zdaj zavrnemo.

Najprej moramo delezem dodati Se delez preostalih, torej tistih, ki se niso opredelili
za nobeno od strank, ki so prisle v Drzavni zbor. Tabelo torej dopolnimo:

’ H GS \ SDS \ NSi \ SD \ Levica \ Ostali ‘
Anketa 28°0% 26'5% 73% 81% 62% 23'9%
Vzporedne volitve 358% | 225% 6'8% 6'6% 44% | 239%
Dokon¢ni rezultati | 34'45% | 23'48% 6°86% 6°69% 4'46% | 24°06%

Pricakovane frekvence so dokoné¢ni delezi, pomnozeni z n. Opazene frekvence pa zal
niso znane v celoti, jih pa rekonstruiramo tako, da objavljene deleze pomnozimo z n
in zaokrozimo: tiste z manjsimi ulomljenimi deli navzdol, tiste z ve¢jimi ulomljenimi
deli navzgor. Ce deleZe, pomnozene z n, imenujemo preliminarne frekvence, le-te za
anketo agencije Parsifal pridejo:

202720, 191860, 52'852, 58644, 44888, 173036 .

Vsota navzdol zaokrozenih preliminarnih frekvenc pride 720, torej bo treba stiri zao-
kroziti navzgor, dve pa navzdol. Glede na ulomljene dele ¢etrto in Sesto preliminarno
frekvenco zaokrozimo navzdol, preostale stiri pa navzgor. Skupaj s pricakovanimi
frekvencami (ki jih ne zaokrozimo) torej dobimo:

| | GS | SDS | NSi | SD [ Levica | Ostali |

Opazene 203 192 53 o8 45 173
Pricakovane || 249'418 | 169995 | 49°666 | 48436 | 32290 | 174’194

Pricakovane frekvence so vse vecje od 5, zato ni treba zdruzevati. Vrednost preiz-
kusne statistike pride x? = 1861, ¢e vzamemo preliminarne opazene frekvence brez
zaokroZanja, pa pride 18'83. Ker je oboje vedje od X2 49(5) = 1509, nicelno do-
mnevo tudi pri stopnji znacilnosti 0°01 zavrnemo. Ce torej sprejmemo 1% tveganje,
lahko rec¢emo, da so se doloc¢eni volivei premislili.

Za vzporedne volitve pa dobimo:

’ H GS \ SDS \ NSi \ SD \Levica\ Ostali‘

Opazene 5447 3424 1035 1004 669 3637
Pricakovane | 5241°91 | 357272 | 1043'82 | 101795 | 67863 | 3660°97

in vrednost preizkusne statistike pride y? = 14'77, ¢e vzamemo preliminarne opa-
zene frekvence brez zaokrozanja, pa pride 14'82 . Ker je oboje vecje od x2 ¢5(5) =
11°07, a manjSe od x244(5) = 15°09, ni¢elno domnevo pri stopnji znacilnosti 0°05
zavrnemo, medtem ko je pri stopnji znacilnosti 0°01 ne zavrnemo.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.


../_Gradiva/Volitve_DZ_2022.py
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22,

23.

24.

Diskretizirana porazdelitev iz nicelne domneve:

pod =1 |od —1do 0O |od0Odol| nad 1
01839 03161 03161 | 01839

x? =219, X%_%(B) = 7'815.
Domnevo zavrnemo.

Diskretizirana porazdelitev iz ni¢elne domneve:

pod 10 | 10-20 | 20-30 | 30-40 | nad 40
00668 | 02417 | 0°'3829 | 02417 | 0°0668

Y2 =118, df =4, X(Q)_95(4) = 9°48R.
Domnevo zavrnemo.

a) Ze v 16. nalogi iz 11. razdelka smo izracunali oceno po metodi najvecjega verjetja
6 = 0°65. To nam da oceno celotne porazdelitve:

RR Rr T
01225 0455 04225/ °
Od tod dobimo:

, (20-1225)% (30 —455)2 (50 — 42'25)2 |
_ - 11
X 1225 455 1235 60,

kar primerjamo s xa ¢5(1) = 3'841. Domnevo torej zavrnemo.

b) Naj bodo p, ¢ in r populacijski delezi genotipov RR, Rr in rr v SirSem statisticnem
modelu. V ozjem modelu pa je p = (1—6)2, ¢ = 20(1—0) inr = 6% zaneki 0 € (0, 1).
To lahko spravimo v okvir Wilksovega izreka tako, da upostevamo ¢ =1 —p—r in
postavimo:

0:={(pr);p>0,r>0,p+r<1},  Op :={((1-6076);0<0<1}.

Ni tezko preveriti, da je preslikava 6 — ((1 — 0)2,02) neskoncénokrat zvezno od-
vedljiva topoloska vlozitev intervala (0,1) v mnozico ©. Tako je ozji model O,
podmnogoterost razreda C(>) dimenzije 1 v prostoru © dimenzije 2.

Tako kot v 16. nalogi iz 11. razdelka tudi tu priredimo opazanje. Postavimo se v
polozaj, preden smo dolocili genotipe. V vzorcu je n osebkov. Glede na besedi-
lo naloge je opazanje vektor (Ni, No, N3), kjer je Ny Stevilo osebkov z genotipom
RR, N, stevilo osebkov z genotipom Rr in Nj3 stevilo osebkov z genotipom rr
(N7 + Ny + N3 = n). Zdaj pa vzemimo Sirse opazanje, kjer osebke v vzorcu ostevil-
¢imo in zabelezimo, da ima i-ti osebek genotip X;: to opazanje sestoji iz vektorja
(X1, X, ..., X,) in verjetje je enako:

L =pMgtert,
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25.

26.

kar je funkcija vektorja (Ni, Na, N3), zato je le-ta zadostna statistika. Zato lah-
ko opazanje (N7, N3, N3) nadomestimo z opazanjem (X7, Xo,...,X,) in delamo z
verjetjem glede nanj.

Za oceno parametrov v SirSem modelu © najprej opazimo, da je verjetje na pa-
rametri¢nem prostoru © strogo pozitivno. Se veé, brz ko je Ny, Ny, N3 > 0, gre
verjetje proti ni¢, ¢e se blizamo njegovemu robu. Zato je maksimum dosezen v sta-
cionarni tocki v notranjosti, kjer lahko logaritmiramo. Glede na to, da imamo vez
p+ g+ r = 1, nastavimo Lagrangeovo funkcijo za logaritem verjetja:

F=NInp+ Nylng+ Nylnr — Ap+q+7).

Iz nje dobimo, da cenilke v SirSem modelu zadoscajo sistemu:

N Ny Nj

L2 S8 =1,
p q r
ki ima resitev:
. N1 ~ N2 ~ N3
b=—, q=— r=-—
n n n
V nasem primeru pride p =02, ¢ =03 in 7 = 0'5, torej je:

supL = 022003305,
o

Za ozji model pa smo ze prej dobili oceno 6 = 0°65, torej je:

sup L = 042252 0°455%0 0°1225% .

O,

Razmerje verjetij je torej enako:

A Sy, L (004225\% (0455 % (011225
 supg L\ 02 03 02 ’
od koder dobimo numericno —2In A = 1145, kar se ne razlikuje prav dosti od

Pearsonove statistike. To primerjamo z isto kriticno vrednostjo kot prej, namrec
X2os5(1) = 3'841, in domnevo spet zavrnemo.

Gre za isti statisticni model kot v 15. nalogi iz 11. razdelka, torej dobimo oceni
a=1/4inb = 3/10, od koder dobimo x? = 2. To spet primerjamo s x3 45(1) = 3'841
in dobimo, da domneve ne moremo zavrniti.

Porazdelitev najprej diskretiziramo:

pod —1|od —1do0O|od0Odo1l|nad1
0/2 (1—-0)/2 |(1—-6)/2| 0/2 |

kjer je § = e=*. Iz vzorca dobimo 0 = 059 in pripadajoco ocenjeno diskretizirano
porazdelitev:
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27.

28.

29.

30.

pod =1 |od —1do0 |od0Odo1l |nad1
0295 0205 0205 0295

kar nam da x? = 0'448. Ker je x3¢5(2) = 5991, domneve ne zavrnemo.

Velja Sx = 2 in Sy = 8. Ker za slucajno spremenljivko S’ ~ b(10,1/2) velja
P(S" <2) =00547, nicelne domneve o enakosti ustreznih verjetnosti s preizkusom
z znaki pri tej stopnji znacilnosti ne moremo zavrniti.

Pa¢ pa lahko zavrnemo domnevo, da imata enaki povprecji:
X =174, Y =271, S,=1127, T =-272, tp95(9) = 1'833.

Velja Sx = 10 in Sy = 2. Ker za slufajno spremenljivko S’ ~ b(12,1/2) velja
P(S’ <2) = 00193, ni¢elno domnevo o enakosti porazdelitev zavrnemo: sprejmemo
domnevo, da je dogodek {X > Y} verjetnejsi od dogodka {Y > X}.

Pac¢ pa ne moremo zavrniti domneve, da imata X in Y enaki povpredji:

X =2725 YV =265 S,=4575, T =057, toes(11)=1796.

Velja Sy = 12 in Sy = 4; ¢e je §' ~ b(16,1/2), velja P(S" < 4) = 00384 in
P(S' > 4) = 0°9894.

a) Domneve ne moremo zavrniti.

b) Ni¢elno domnevo zavrnemo proti domnevi, da je dogodek {X > Y} verjetnejsi
od dogodka {Y > X}. Ne zavrnemo pa je proti domnevi, da sta verjetnosti teh
dveh dogodkov razli¢ni.

c) lz:

X =255, Y =48375, S,=4436, T =206, tyes5(15)=1753

dobimo, da lahko nicelno domnevo zavrnemo proti domnevi, da ima Y ves ¢as vecje
povprecje od X. Tako smo pri preizkusu povprecij zavrnili nicelno domnevo ravno
v nasprotno smer kot pri preizkusu z znaki.

Opomba. Kontradiktorna rezultata smo dobili, ker preizkus z znaki gleda le, ali vplivi
vecajo doloceno spremenljivko na racun druge, preizkus povprecij pa tudi, koliko jo
vecajo. Tako lahko vpliv, ki dolo¢eno spremenljivko mocéno poveca, prevlada nad
ve¢ vplivi, ki delujejo v nasprotno smer, a le malo.

Ko prestejemo, dobimo, da se je 12 ljudi pred ogledom pocutilo boljse kot po ogledu,
25 ljudi pa po ogledu boljse kot pred ogledom; 13 ljudi se je pred in po ogledu
pocutilo enako. Ker je:

C12-250-1

=197 > 1'960
V37

domnevo zavrnemo.

Opomba. p-vrednost razli¢ice preizkusa, ki smo jo naredili, pride 0°0485, p-vred-
nost konservativne razlicice preizkusa (tj. z binomsko porazdelitvijo) pa pride
00470, kar je precej blizu.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

Sprej = 4, Spotem = 30, Z =429 > 2°576.
Domnevo zavrnemo — sprejmemo domnevo, da se je kakovost hrane spremenila.

Grafa:

Fx(ﬂf),

1 —_—

Porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke je stohasti¢no strogo vecja od porazdelitve slu-
¢ajne spremenljivke Y.

m=9,n=11, S0 RM =70, Zy=-182, 2= 1960

Domneve ne moremo zavrniti.

Pri preizkusu z znaki bo na eni tretjini enot veljalo X > Y| na dveh tretjinah pa
X <Y. Za dovolj velik vzorec bo torej preizkus z znaki zavrnil nicelno domnevo
o uravnovesenosti vplivov, in sprejel domnevo, da vplivi niso uravnoveseni oz. da
vplivi, ki vecajo Y na racun X, prevladujejo nad vplivi, ki vecajo X na racun Y.

Pri inverzijskem preizkusu pa bodo vse vrednosti enako zastopane, zato bo vrednost
preizkusne statistike enaka ni¢. Ta preizkus torej nikoli ne bo sprejel domneve, da
je ena od spremenljivk stohasti¢no strogo vecja od druge.

Pripravljalo se jih je 12, 8 pa se jih ni pripravljalo. Vsota rangov tistih, ki se niso
pripravljali, je 110. Preizkusna statistika v korist teh rangov pride Z = 1'97, kar
je ve¢ od kritiéne vrednosti 1'645. Nicelno domnevo tako zavrnemo in sprejmemo
domnevo, da so tisti, ki so se pripravljali, tekli bolje od tistih, ki se niso.

Pri Welchevem T-preizkusu pa povprecje tistih, ki so se pripravljali, pride 8083,
povprecje tistih, ki se niso pripravljali, pa 8362; pripadajoca ocenjena standardna
odklona sta 0'4687 in 0'2825. Nadalje je:

SE=01682, v =1790, T = —-166,

t0.05(18) = 177341 < tgo5(v) = 1°7346 < t9.95(17) = 177396,

p = 0°057. Nicelne domneve tokrat ne moremo zavrniti.

Ce mnenja uredimo navzdol, od ‘odlicna’ proti ‘grozna’; so vezani rangi razvidni iz
naslednje tabele:
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’ mnenje H zenske ‘ moski ‘ skupaj ‘ kum. ‘ vez. rang
odli¢na 3 0 3 3 2
dobra 21 13 34 37 20°5
povprecna 28 20 48 85 61°5
slaba 18 20 38 123 104°5
grozna 22 41 63 186 155

| Skupaj || 92 | 94 | \ \

Vsota vezanih rangov za zenske je:
3:-2421-205+28-61'5418-104'5+ 22155 = 74495,
preizkusna statistika pa pride:

3

m(z - 7449°5 — 92 - 187) = —3'14.

Ker je preizkusna statistika negativna, so bili rangi pri Zenskah v povprec¢ju nizji,
kar pri urejenosti, za katero smo se dogovorili, pomeni, da so imele na nasem vzorcu
zenske o premierki boljse mnenje. Kriti¢na vrednost je zpg975 = 2°326, torej nicelno
domnevo zavrnemo: sprejmemo, da imajo Zenske in moski razlicno dobro mnenje o
premierki.

Opomba. Ce ignoriramo urejenost odgovorov, se da izvesti tudi kontingenéni pre-
izkus hi kvadrat. Pricakovane frekvence pridejo:

’ mnenje H zenske \ moski ‘
odli¢na 1°48 1'52
dobra 16°82 1718
povprecna 2374 24726
slaba 1880 19720
grozna 31'16 31'84

Vrednost preizkusne statistike pa pride x? = 1203, kar ne presega kriti¢ne vredno-
sti X249(4) = 1328, zato nicelne domneve ne moremo zavrniti. Je pa res, da so
pricakovane frekvence tistih, ki imajo odli¢no mnenje, tako pri moskih kot tudi pri
zenskah pod 5. Zato odli¢na in dobra mnenja zdruzimo in dobimo:

Opazene frekvence: Pricakovane frekvence:

’ mnenje H zenske \ moski ‘ ’ mnenje H zenske \ moski ‘
odli¢na, dobra 24 13 odli¢na, dobra || 1830 1870
povprecna 28 20 povprecna 2374 24°26
slaba 18 20 slaba 1880 1920
grozna 22 41 grozna 31'16 31°84
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Vrednost preizkusne statistike zdaj pride x? = 10'42, kar spet ne presega kriti¢ne
vrednosti x2 g9(3) = 11°34, zato nicelne domneve ne moremo zavrniti.

Kakor koli, brez urejenosti odgovorov torej razlicnost empiri¢ne porazdelitve med
zenskami in moskimi ni tako prepricljiva.
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14.

1.

Povezanost dveh stevilskih spremenljivk

Oznacimo z X sistolicni, z Y pa diastoliéni pritisk. Izracunajmo:
X =126, Y = 7967, C, = 3017, C, = 1932, (., = 130, R = 0223,
Z =0227, c¢=1960.

Interval zaupanja: —0.327 < p < 0.656.

. T =0825, df =13, toes(13) =1771.

Domneve ne moremo zavrniti.

. Teoreticne frekence:

’ oci\lasje H rdeci, blond \ rjavi, ¢érni H Skupaj ‘
modre 629 671 13
zelene 11712 11°87 23
rjave 12°58 13°42 26

[Skupaj | 30 | 32 [ 62 |

so vse vigje od 5. Velja x? = 22’8, kar primerjamo z x2 44(2) = 9210.
Domnevo o neodvisnosti zavrnemo: barva las in barva o¢i sta bili statisticno zelo
znacilno povezani.

Najprej opazimo, da so glede na to, da so vse opazene frekvence vsaj 5, tudi
vse pricakovane frekvence vsaj 5. Nadalje pride x* = 070089, kar primerjemo s
X3 95(1) = 3'841. Domneve o neodvisnosti ne moremo zavrniti.

. Vse opazene in zato tudi vse pricakovane frekvence so enake vsaj 5.

X2 =169, x§45(8) =1551. Domnevo zavrnemo.
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15.

1.

Linearna regresija

X=3 Y=26 Cp=14, C,=7 C,=>52.
Regresijski premici: y =11+ 05z inz = -1 + 32y = —-05+1346y.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

. toors(3) = 37182, S =0753,

A, =219, —-110<a< 330,
A,=064, 0l4<b< 114

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

. T =547, toges(3) = 584,

Nicelne domneve ne moremo zavrniti.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

~

Y*=61. togr5(3) =3182, S=0753, A=52.
Napovedni interval: 09 < Y* < 11°3.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

. a) Vmodelu ® = a + bP + ¢ pride & = —525'76 in b = 18'98. Ocena svetilnosti 75-

wattne zarnice pride 898 Im, ocena svetilnosti 15-wattne zarnice pa pride —241 Im,
kar je zgreseno.

b) Na enostavno linearno regresijo prevedemo tako, da zvezo logaritmiramo:
In®=Ink+alnP.
7 napako vred se regresijski model zdaj glasi:
In®=Ink+alnP+¢e oziroma &=FkP%".

Za oceni koeficientov dobimo & = 171876, Ink = 17048 in k& = 55000, Ocenjena
svetilnost 75-wattne Zarnice pride 9271m, kar je blizu ocene iz direktnega linearnega
modela, ocenjena svetilnost 15-wattne zarnice pa pride 137 Im, kar je vsekakor bolj
realisticno kot prej.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.
a) Ocena stopnje segrevanja je 00539 stopinje na leto, torej priblizno vsakih 18 let
za eno stopinjo.

b) Ocenjena standardna napaka strmine znasa 0°00879, vrednost preizkusne stati-
stike pa 6°140. Glede na to, da je tgg95(34) = 2728, ni dvoma, da se podnebje
segreva.

c) Tockasta napoved: 14'20°C.
to.o75(34) = 2°032, napovedni interval: (12'79°C, 1562°C).

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.


../_Gradiva/Regresija_solski.py
../_Gradiva/Regresija_solski.py
../_Gradiva/Regresija_solski.py
../_Gradiva/Regresija_solski.py
../_Gradiva/Zarnice.py
../_Gradiva/Temp_LJ_letne_1985-2020.py
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7. a) Oznacimo tezo z m, prostornino pa z V. Ce modeliramo po predlogi
V =a+bm+e, pride m = 11380, V = 11558,
S (my —m)? = 15977, S0 (mi —m)(V; — V) = 15484,
oceni koeficientov pa prideta a = 0'529 in b = 0°969.
b) Velja RSS = 014405, S = 010956, SE, = 0'1029.
Preizkusna statistika pride T, = 5142, kriticna vrednost pa je

Fs_tllldent(IQ)(O‘995> = 3'055. Domnevo zavrnemo (p-vrednost pride 2'4 - 1074).

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

~

1 1 1
3 1 2
8. V=2, X=|1 3], ﬁ:m.
3 1 3
4 16
1 1
3 2
9. Se vedno je Y = |2|, a zdaj je X = [3|, X"™X =59, XTY = 46, torej
3 3
4 6
b=46/59 = 0780 in Y* = 7°80.
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.
10. a) Meritve tvorijo vektor:
3
3
Y=|1| =XB+¢,
0
7
kjer je:
1 0
0 1
X=1|1 -1, pB= {wll
~1 1 2
1 1
Velja:
~  [4 -1 S N
XX_{—l o) XX =g
torej je:


../_Gradiva/Ostrige.py
../_Gradiva/Regresija_solski_brez_svobodnega.py
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oziroma w; = 53/15 = 3'52 in wy = 47/15 = 3°13.
Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.

. 1
11. a) Domnevo w; = w, lahko zapiSemo tudi kot w; —ws = 0. Ce definiramo ¢ := [_1} ,

je w; — wy = y* 1= c'B. Izrac¢unajmo:

53 3'53 -8
K 313 |2
XB=r |6 |=|04], e=Y-XB=x |9,
6| |04 6
100] 667 5

—

14 [14 . TioTwr-1 2
= — = —_— = = — = 4
RSS=1z, S 50558, e (X'X) e £ =04,

SE,- :1—?ﬁ0'353, c'B=-=04, T= \/;ﬁ 1'13.

Ko to primerjamo s tg975(3) = 3°182, dobimo, da domneve, da imata objekta enako
tezo, ne moremo zavrniti.

b) Naslednji rezultat tehtnice lahko izrazimo kot Y* = y* + &*, kjer je za Sum &*
smiselno privzeti, da veljajo ustrezne predpostavke pri k = 1. 1z SEy+ = %5 = 0660
in £9.975(3) = 3182 dobimo napovedni interval:

170 <Y* < 250.

Koda v pythonu 3.10 je na voljo tukaj.


../_Gradiva/Tehtnica.py
../_Gradiva/Tehtnica.py
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