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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 20. 11. 2020

1. Oznacimo s K dogodek, da je Zdravko okuzen, s T, dogodek, da je Zdravkov test

pozitiven, T} pa dogodek, da je natanko en test pozitiven. Smiselno je privzeti, da
so delavci glede okuzenosti in delovanja testov med seboj neodvisni.
a) Iz besedila razberemo P(K) = 003, P(Tz | K) = 0925 in P(Ty | K¢) = 0°021.
Sledi:

P(Ty;)=P(K)P(Tz | K)+ P(K°) P(T; | K°) = 004812.

b) Prvi nacin. Pri vsakem delavcu je izvid pozitiven z verjetnostjo 0°04812 in
negativen z verjetnostjo 0'95188. Torej je P(Ty) = 10-0°04812-0'95188% = 0°30872.
Za iskano pogojno verjetnost P(K | T}) je treba izracunati Se:

P(KNT\)=P(KNT;NT\)+P(KNT;NTy) =
=P(K)P(Ty | K)P(Ty | KNTy) + P(K)P(TS | K)P(Ty | KNTg).

Ce je Zdravkov izvid pozitiven, se dogodek T} ujema z dogodkom T}, da so vsi ostali
izvidi negativni. Iz neodvisnosti dobimo P (7} | KNTy) = P(T} | KNTy) = P(1}) =
0°95188°. Ce pa je Zdravkov izvid negativen, se dogodek T} ujema z dogodkom 77,
da je izmed ostalih izvidov natanko eden pozitiven, zato je P(1Ty | KNTg) = P(17 |
KNTg) = P(T)) =9-004812 - 0°95188%. Sledi:

P(KNTy)=003-0925-095188" + 003 -0075-9- 004812 - 0°95188% = 0°01846 ,

iskana verjetnost pa je enaka:

P(KNTY)

= 0°05980 .

Drugi nacin. Uporabimo naslednjo pogojno razli¢ico izreka o polni verjetnosti:
P(K |Th) = P(Tz | Th) P(K | Tz) + P(Tg | Th) P(K | Tg) . (%)

Ta enakost sicer v splosnem ne velja, zato jo je treba za dani primer posebej ute-
meljiti. Se prej pa poracunajmo do konca. Najprej iz simetrije dobimo, da je
P(Ty | Ty) = 1/10, torej P(T% | T1) = 9/10. Nato pa po Bayesovi formuli izrac¢u-
namo:

P(K)P(Ty | K) 0030925

P(K | Ty) = = = 057668
(K] T2) P(Ty) 0'04812 ’
P(K)P(Tg | K) 003-0075
P(K | Tg) = = = 0°0023637 .

(K1 Tz) P(T%) 095188

Sledi: ] 9
P(K|T)) = o 0°57668 + 0 00023637 = 05980,

kar je isto kot pre;j.



A utemeljiti moramo Se enakost (x). Izrek o polni verjetnosti nam da:
P(KNT)=P(I;NT)P(K |T;NT\)+P(T;NT) P(K | T;NTY).
Delimo s P(7}) in dobimo:
P(K|T\)=P(Tz | T\) P(K |T,NTy)+ P(T5 | T\) P(K | T;N1TY),

kar Se ni (): utemeljiti je treba Se, da je P(K | Ty, NTy) = P(K | Tz) in P(K |
T, NTy) = P(K | Tz). Za to pa podobno kot pri prvem nacinu opazimo, da je
T, NTy =T, NT,in TgNTy =T5NT]. A dogodka T, in T] sta neodvisna, prav
tako tudi 75 in 77. Prav tako sta neodvisna dogodka K N 7Ty in T} ter dogodka
KNTg in T7]. Sledi:

P(KNT;NT;) P(KNTy) P(T})

PO T, 0) = PUCITZ0T0) = =5 mam™ =~ by, P

= P(K | Ty)
in podobno:

P(KNTLNT)) P(KNTE) P(T))
PIK|TSNT) =P(K|TsNT!) = z___1 _ Z v o_
NI = PRI = Zpayan) ~ Py P

= P(K[T7).
Enakost (*) je s tem utemeljena, s tem pa tudi legitimnost celotnega izracuna.

. Oznacimo z X stevilo okuzenih. Po Laplaceovi integralski formuli je priblizno:

1 40'5 — 1316
P(X <4l) = P(X < 405) ~ = + ® P .
1316p(1 — p)

\)

Ce oznac¢imo n := 1316 in y := 405, dobimo neenacbo:
o _y-np > 0475
np(1 —p)

o TP—Y < 0°475
np(1 —p)

Ce oznacimo ¢ := ®~1(0°475) = 1959964, od tod dobimo:

oziroma:

np—y

— <q,
np(1 —p)

kar je ekvivalentno:
(np—y)* <np(1 —p)g* ali p<—.
n
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Prvo neenacbo uredimo in dobimo kvadratno neenacbo:
(n* 4+ ng®)p® — (2ny +ng’)p+y*> <0,

ki ima resitev p; < p < po, kjer je:

_ 2npy 4+ ng® — /(2ny +ng?)? — 4(n? + ng?)y?

= 00227
P1 2(n? + ng?) ’
2 2 2 2)2 _ 4(n2 2\,,2
by — 200y +ng” /2y + ng)? — A2 4 ng)y? L 0o
2(n* + ng?)

Ker je y/n = 0°0308, je torej maksimalna verjetnost p priblizno 0°0416.
Tocen rezultat: 0°04116.

. a) Oznadimo Stevilo odigranih partij z X. Ta slu¢ajna spremenljivka je diskretna
in lahko zavzame vrednosti 2, 3,4, ... Dogodek {X = k} je unija naslednjih dveh
nezdruzljivih dogodkov:

e V k-ti partiji zmaga Pepe, prej pa Pepe nikoli ne zmaga in nista vsakic¢ remi-
zirala;

e V k-ti partiji zmaga Rudi, prej pa Rudi nikoli ne zmaga in nista vsaki¢ remi-
zirala.

Za k =2,3,4,... torej velja:
PIX =) = p((1 =2 = (L= p= 1)) (1= ) = (1= p =)

b) Iskana verjetnost je enaka:

gp((l_p>k1_<1—p—r)k1):p<1_p_1—p—r> -

P D+ Cop+r



Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 4. 3. 2021

1. Definirajmo vektorsko funkcijo h: (0,00) x R — (0,00) x R po predpisu:

(= yvr
hz,y) = <1+y2’ \/TyQ) :

Ta funkcija je bijektivna z inverzom:

h=l(tu) = (t—l—u2, %) :

ki ima Jacobijevo determinanto:

1 2 24t
—wE U t\Vt

torej ima slucajni vektor (7', U) gostoto:

u2—|—t 2

U u? 4+t U
tou) = 2+t —)_ t+ (—): be !
pru(tu) t/t Pxy (u Vit t/t px(t4u )py Vit e

za t > 0, sicer pa lahko gostoto postavimo na nic¢. Sledi, da sta T"in U neodvisni pri
Cemer je T'~ Exp(1l) in U ~ N(O, \/_) Od tod sledi tudi, da je ab = Nadalje

17:

| vEerar—r@) - ir() - Y

sledi ¢ = \/%7, torej je b = %

Opomba. Zgornja resitev ni edini nacin, po katerem pridemo do iskanih konstant
in gostot. Tudi konstanta b se da izracunati neposredno, iskani gostoti pa lahko
dobimo tudi prek dveh izmed naslednjih Stirih skupnih gostot:

,x\/—
pxr(z,t) = \/x —

;x>t>0

; sicer,

_x\/_ x> u?

; sicer,

{1t >0
pry(t,y) = .

PXUHTU

; sicer,

2“2\/_ 2(1+y

|y3

suy >0
pxr(x,t) = Y

; sicer.



2. Pruvi nacin. Ostevil¢imo zakonske pare z 1,2, ..., n ter definirajmo:

Y 1 ; prii-tem paru sedi Zena desno ob mozu

! 0 ; sicer,

Vo 1 ; pri i-tem paru sedi moz desno ob Zeni
v 0 ; sicer,

tako da je X = Y " X, inY = 37" Y. Velja E(X;) = E(Y;) = E(X}?) =
E(Y?) = L. Nadalje je E(X;Y;) =0, za i # j pa velja E(X;X;) = E(Y}Y;) = —%

EX)=E(Y)=1, EX))=EY%)»=2, DX)=DY)=1,
n—2 1 1

E(XY) K(X,Y)=— r(X,Y) = —

n—1’ n—1’ n—1"

Drugi nacin. Predstavljamo si lahko, da se stoli najprej razdelijo na Zenske in
moske. Naj bo D mnozica parov sosednjih stolov, pri katerih je Zenski stol desno
od moskega, L pa naj bo mnozica parov stolov, pri katerih je Zenski stol levo od

moskega. Obe mnozici imata po n elementov. Za ¢ € D definirajmo:
X, 1 ; na i-tem paru stolov sedi zakonski par
‘ 0 ; sicer,

in podobno tudi za j € L definirajmo:

;=

1 ; na j-tem paru stolov sedi zakonski par
0 ; sicer.

Podobno kot pri prvem nacinu je X = > /., X;inY =3 7 V;. Prav tako podobno
kot prej za i € D velja E(X;) = E(X?) = £, za j € L pa velja E(Y;) = E(Y}?) = L.

Nadalje za i,j € D, i # j, velja E(X,;X,) = m, za i,7 € D, i # j, pa velja
EYY;) = ﬁ Vzemimo zdaj para i € D in j € L. Ce se para i in j prekrivata

(tj. imata kaksSen skupen stol, ki je lahko mogki ali Zenski), je E(X;Y;) = 0. Ce pa
se para ne prekrivata, je F(X;Y;) = m Parov, ki se ne prekrivajo, je n(n — 2).
Nadaljujemo podobno kot pri prvem nacinu.

3. a) Slu¢ajna spremenljivka X lahko zavzame vrednosti 2, 3,4, ... in za x iz te mnoZice
velja:

z—1
PX=x)=) PY=yPX=x|Y=y)=

y=1
z—1

=) (z—y27" =
y=1
z—1

=) (e-y2 =
y=1

=ax(r—1)27°72,



myzmxzmzpa:%yzw:

P(X =x)
_ P =y PX=z]|Y =y)
P(X =x)
_ 2z —y)
x(r —1)
dobimo: X
2 — x+1
EY |X=ux)= —y) =
(Y| z) ﬂx—Uyly@ v)=—3
X+1
ahh@%EOﬂXﬂz—éin




Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 29. 4. 2021

1. a) Iz
a 2
/ (a—x)dx:a—
O 2

b) Ce dano statisti¢no spremenljivko ozna¢imo z X, njene neodvisne manifestacije
paz X1, Xo,..., X,, iz:

dobimo ¢ = —.
a2

2

E(X)ZE/Oax(a—x)dng

dobimo cenilko po metodi momentov & = 3X.

c) Iz E(a) = 3E(X) = 3E(X) = a dobimo, da je cenilka a nepristranska. Njena
srednja kvadrati¢na napaka je tako kar njena disperzija. Iz:

2 a 2
E(X?) = 5/0 v*(a — r)dr = %

2

2 i posledi¢no:
18

dobimo D(X) = E(X?) — (E(X))2

d) Velja:

Iz oblike izraza je jasno, da le-ta kot funkcija spremenljivke k doseze maksimum v
stacionarni tocki. Z odvajanjem po k dobimo:

2

a
—((14+2n)k —2n) =0
—((1+2n)k —2n) =0,
torej:
2n
k=
2n+1



2. X =2343, s=02635 F,. . (0025) =1605 F, . . (0975) = 4572,

x*(29) x*(29)

021 <o <035.

. Gre za vzorec po parih, zato preizkusimo razlike. Ce z A ozna¢imo razliko med
daljavo v prvem in daljavo v tretjem poskusu, dobimo:

A =-000429, s=0141, SE=00532, T =-0081,
Fiinaont(s) (0°975) = 2°447.

Domneve ne moremo zavrniti: dopusc¢amo moznost, da sta pricakovani daljavi enaki.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 14. 6. 2021
ISRM

. Oznac¢imo z A, B in C dogodke, da imajo Anabela, Bozidar oziroma Celestin vse
svoje karte iste barve. Velja:

= 0'00198.

4- (153)
P(A) =
T
Nadalje je:
P(BUC|A)=PB|A)+PC|A)—-PBNC|A).

Pri dogodku B, ce se zgodi A, lo¢imo dva primera: ko Bozidar dobi karte iste barve
kot Anabela in ko dobi karte druge barve. Enako ra¢unamo za dogodek C. Dobimo:

8 13
+3-

P(B|A)=P(C|A) = <5)4—7(5) = 0'002553 .

(5)

Pri dogodku B N C ¢e se zgodi A, pa lo¢imo primer, ko Bozidar ali Anabela dobi

karte iste barve kot Anabela (za oba se to ne zgodi), primer, ko oba dobita karte iste

barve, ki pa je razlicna od Anabeline, in primer, ko vsi trije dobijo razli¢ne barve.

Dobimo: in
P(BNC|A) = Sk (?) (153) * ?47)(152)@) oz <153) =811-107°.

Poberemo skupaj in dobimo P(BUC' | A) = 0°005099.

. Dana pogojna porazdelitev ima pogojno gostoto (za x > 0):
1

pyix(y |z) =1 (b—a)x
0 ; sicer.

car <y < bx

Iz tega najprej izracunamo dvorazsezno gostoto:

e
x>0, ar <y <bx
pxy(z,y) = b—a Y =
0 ; sicer
e’ Y Y
x>0, - <<=
= b—a b a
0 ; sicer,

nakar integriramo in dobimo brezpogojno gostoto: za y > 0 velja:

1 y/a N e~ Y/b _ gy/a
= - d = -
rr(y) b—a/y/b o b—a

11



torej je:
e_y/b — e_y/a
i ={  B-a
0 ; sicer.

;y >0

Zdaj pa uporabimo namig in iz pogojne gostote izracunamo pogojno pri¢akovano

upanje:
1 1 1 1 b
E —‘X: =— | -dy=+———In-.
(Y x) (b—a)w/a Yy Y (b—a)x Y

Brezpogojno matemati¢no upanje je enako:

1 1 1 b [ 1 b
E—:EE—‘X: _ me | Zazerde = In 2 |
(Y) [ (Y xﬂ b—ana/o P do b—a ' a

Ce to primerjamo z ffooo ipy(y) dy, dobimo znani rezultat:

o o=y/b _ o=y/a b
/ SR T
0 ) a

Ce a zamenjamo z 1/b, b pa z 1/a, dobimo to v $e bolj znani obliki:

© ,—ay __ ,—by b
/ Cr e gy —m
0 Y a

. Uporabimo Welchev preizkus. Ce z X ozna¢imo teze deklic, z Y pa teze deckov,
dobimo X = 3022, Y = 3364, sx = 762, sy = 317, SE = 287, df = 8939,
T=-1192, Fsmllde (8) (0975) = 2306, FS_tudent 9)(O 975) = 2°262.

Nicelne domneve torej ne moremo zavrniti.

. Izvedemo Pearsonov preizkus hi hvadrat, pri ¢emer preizkusamo proti porazdelitvi
po mesecih, pri kateri so verjetnosti sorazmerne stevilu dni v mesecu. Pricakovane
frekvence so torej:

JAN | FEB | MAR | APR | MAJ | JUN
22524 | 20344 | 22524 | 217°97 | 225°24 | 21797

JUL | AVG SEP | OKT | NOV | DEC
225°24 | 225°24 | 21797 | 22524 | 217°97 | 225°24

Vrednost preizkusne statistike pride 10°263, kriticna vrednost pa je F_, (11)(0'95) =
19°68. Domneve torej ne moremo zavrniti.

a) Z logaritmiranjem dobimo lnx = Ink + alny. Ocenjena koeficienta v linearni
regresiji prideta In k=3751ina=0 5152, nakar dobimo Se k = 42'58. Ocenjeno
vrednost za « si razlozimo tako, da krogla pada priblizno po kvadratni paraboli.

b) Toc¢kovna napoved: In& = 7404, & = 1643.
Za napovedni interval najprej izracunamo RSS = 5868 - 1074, S = 001399,
SEP = 001777, F} (3(0°975) = 3'182, nakar za napovedm interval dobimo

Student

7348 < Inx < 7461 oziroma 1551 < x < 1739.

12
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 6. 12. 2018

1. Glede na to, katere ¢rke so izbrali, imamo (235) (245) (255) enako verjetnih moznosti.
Ugodne lahko dobimo tako, da najprej izberemo ¢rko, ki jo izbereta dva, nakar
izberemo, katera dva, nakar izberemo preostale ¢rke. Tako dobimo, da je iskana

verjetnost enaka

25-[G)E)VE) + GIE) D)+ CIE) )] - gy

()

2. Iz slike:

drugo
letalo

13:20 -
13:10 -

13:00 -

12:50 -

12:00 12:10 12:20 12:30 12:40 12:50 13:00 prVO
letalo

razberemo, da je verjetnost, da bo Bernard ujel letalo, enaka:

12+5)-3 7
2 T ()
6-3 12 0583,
pogojna verjetnost, da je letalo, ki ga je lovil, vzletelo pred 13. uro, ¢e ga je ujel, pa
je enaka:
2+3)-1

3(2+3)-1 _5_ 0238 .

(2+5)-3 21

D= D=
~—~

14



3. Ce dodamo n kroglic, med katerimi je R rdecih, je pribliZzno:

1 100) — 06 —
P(R2n+100)%l_®<2(n+ ) n):1+@(n 500)'
2 2 Vn-06-04 2 V24n

Ce Zelimo zagotoviti, da je ta verjetnost vsaj 95%, mora biti priblizno:

n — 500
> d1(0°45) .
V24n ( )

Ce uvedemo x = y/n in odpravimo ulomek, dobimo:

2% — ®71(045)V24 . — 500 > 0,

kar ima reSitev:

< ® (045\/6—\/6 1(0'45))” + 500

ali

x> d7H0'45 f+\/6 1(0'45))” + 500.

Ce upostevamo, da je ®1(0'45) = 1'645, dobimo priblizno z < —18692 ali x >
26'750. Ker je x = /n > 0, prva moznost odpade. Ko kvadriramo drugo, dobimo
n > 715°55, torej n > 716.

V resnici je prvo stevilo, ki zadosca, 712, 713 ne zadosca, 714 zadosca, 715 spet ne
zadosca, vsa Stevila od 716 naprej pa zadoscajo. Tabela verjetnosti za ta in okoliska
stevila:

EEED
711 0'9464653
712 09511331
713 0'9478587
714 09524215
715 0'9492197
716 09536793
717 079505488

4. Za vse v € R razis¢imo dogodek {X < x}. Ce je v < 0, je ta dogodek nemogo¢.
Ceje 0 < z < 1, je to dogodek, da je vprasan Adrijan. Ceje 1 < z < 2, je to
dogodek, da je vprasan Adrijan ali pa je vprasana Cirila in le-ta pove Stevilo, manjse
ali enako z. Ce je 2 < o < 4, je to dogodek, da je vprasan Adrijan ali Branko ali

15



pa je vprasana Cirila, ki pove $tevilo, manj$e ali enako z. Ce je pa z > 4, je ta
dogodek gotov. Sledi:

(0 x <0
L 0<z<l1
— T
G <
T
2
x_g 2<x<4
L 1 x>4.
Graf:
Fx(x)
14.
5/6 — /—
2/3 +
1/2
1/3 +
1/6 oo —
' 1 2 3 4 x
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 27. 3. 2019

1. Pruvi nacin. Definirajmo vektorsko funkcijo:

h(z,y) = (m, Q) :

T

Ta funkcija bijektivno preslika mnozico {(z,y) ; * # 0} samo nase. Njena inverzna
funkcija:
h™(u,v) = (u,uv)

ima Jacobijevo determinanto:

1 0

Jh(u,v) = v u

:u7

torej ima slucajni vektor (U, V) := (X,Y/X) gostoto:

1 2,2 2 1 2 2

— (14+uv?)/(2u®) 1/(2u®) ,—v=/2
vvu,v) = |u yu,uw)= ————"7—¢ = —— —¢€ € .
P ( ) | |pXY( ) 2|U|3\/ 2m 2|U/|3\/271

Ker je to produkt funkcije samo spremenljivke u in funkcije samo spremenljivke v,
sta U in V res neodvisni. Z izbiro primernega konstantnega faktorja lahko dosezemo,
da je funkcija spremenljivke V' = Y /X gostota standardne normalne porazdelitve:

]_ 71)2/2

py(v) = Nors e

Slucajna spremenljivka U = X pa ima gostoto:

1
_ e~ 1/(22%)
2|z’

px ()

Drugi nacin. Najprej izracunamo gostoto slucajne spremenljivke X:

1 2 2
— —(14y%)/(22%) 1y =
T e
rx(@) /oo 204/ 27 Y

1 _1 2 / 1 2 2
— /(2z%) y*/(22%)
— ¢ — ¢ d

2|z|3v 21 —oo |Z|V 27 Y

Pod zadnjim integralom je gostota normalne porazdelitve N(0, |z|), torej je integral
enak 1. Sledi:

_ L e
px(x) = 2’ e :
Nadalje iz pogojne gostote:
pxy(,y) 1 —y2/(222)
pyix(y | z) == = e’
| px () |z|v/2m

razberemo, da je Y | X ~ N(0,|X]), torej je % | X ~ N(0,1), kar je neodvisno od
X. Sledi, da sta X in ¥ neodvisni in % ~ N(0, 1).
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2. Prvi nacin. Oznacimo z [, indikator dogodka, da ima k-ti kvartopirec visjo karto
od svojega levega soseda, z J; pa indikator dogodka, da ima [-ti kvartopirec od
soigralca, ki sedi nasproti. Tedaj je X = 22:1 I, inY = Z?:1 Jy.

Ce izberemo dva razli¢na kvartopirca, je verjetnost, da ima prvi visjo karto od
drugega, enaka 1/2, torej je E(I) = E(J;) = 1/2 in posledi¢no E(X) = E(Y) =
6-1=3.

Ce izberemo tri razli¢ne kvartopirce, je vseh 6 moznih vrstnih redov kart, ki jih
dobijo, enako verjetnih. Ce torej I-ti kvartopirec sedi levo od k-tega, je E(I}J;) =
1/6, saj je IJ; = 1 natanko tedaj, ko ima k-ti kvartopirec vigjo karto od [-tega,
spet ta pa ima visjo karto od soigralca, ki mu sedi nasproti. Takih parov (k,1) je 6.

Podobno, ¢e k-ti in [-ti kvartopirec sedita nasproti, je I;J; = 1 natanko tedaj, ko
ima [-ti kvartopirec visjo karto od k-tega, ta pa ima visjo karto od svojega levega
soseda. Torej je spet E([.J;) = 1/6 in takih parov (k,[) je spet 6.

Ce I-ti kvartopirec sedi nasproti levega soseda k-tega kvartopirca (t. j. dva sedeza
desno od k-tega kvartopirca), je IJ; = 1 natanko tedaj, ko imata tako k-ti kot tudi
[-ti kvartopirec visjo karto od levega soseda k-tega kvartopirca, ki je tudi tisti, ki
sedi nasproti [-temu. Torej je E(I.J;) = 1/3 in takih parov (k,[) je spet 6.

Ce sta k-ti in [-ti kvartopirec razli¢na in nista v nobenem od prej omenjenih odnosov
(kar pomeni, da je [-ti bodisi en sedez desno bodisi dva sedeza levo od k-tega), sta
para, ki ju tvorita k-ti kvartopirec skupaj s svojim levim sosedom in [-ti kvartopirec
skupaj z igralcem, ki mu sedi nasproti, disjunktna. Tedaj sta dogodka I; in J,
neodvisna, saj so vse $tiri kombinacije velikostnih odnosov med vrednostma karte k-
tega kvartopirca in njegovega levega soseda ter vrednostma karte [-tega kvartopirca
in tistega, ki mu sedi nasproti, enako verjetne. Torej je F(I;J;) = 1/4. Takih parov
je 12.

Konc¢no, ce je k = [, je IxJ; = 1 natanko tedaj, ko ima k-ti kvartopirec visjo karto
tako od svojega levega soseda kot tudi od tistega, ki mu sedi nasproti. Torej je
E(IJ;) = 1/3. Takih parov je 6.

Sestejemo in dobimo:

6

6
1 1 1
E(XY)=)_ E(Ile):6-6+6-6+6-§+12-Z+6-§:9,
k=1 =1

K(X,Y)=E(XY)—E(X)EY)=0.

Drugi nacin. Opazimo, da kvartopirci skupaj s svojimi nasprotniki nastopajo v
disjunktnih parih. Izmed kvartopircev v posameznem paru ima eden visjo, eden pa
nizjo karto. Ker so taki pari trije, je Y = 3: slucajna spremenljivka Y je konstantna.
Potem pa je K(X,Y) =0.

3. Naj bo N stevilo metov kocke. Ta slucajna spremenljivka je porazdeljena geome-
trijsko Geom(1/6). Pogojno na N = n je X porazdeljena enakomerno na mnozici
{1,2,...,n}, torej je E(X | N) = &+ in konéno:

E(X)=E[E(X |N)] :%:%.
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4. a) Rodovna funkcija Stevila potomcev posameznika je:

>, ok 1S /25\" 1 1
G(s) = sl (_) _ 1
Z;yﬂl 32% 3 3(1—2s) 3-2s

To je tudi rodovna funkcija stevila predstavnikov prve generacije. Rodovna funkcija
stevila predstavnikov druge generacije je:

1 3—-2s 1 2 1 1 2 a6
G(G(s)) = — = :—<1+— 6):——1—— — s =
3—35;, T7—06s 3 7T1—=%s 3 21k:07’“
3 2. 6
7 T 3 Z Zhtl S
k=1
Torej je druga generacija z verjetnostjo % brez predstavnikov, za k = 1,2,3,... pa
26"
ima natanko k predstavnikov z verjetnostjo 3 TR
b) Enacbo:
1 JR—
325

preoblikujemo v 2s% — 3s + 1 = 0, ki ima resitvi s; = % in s5 = 1. Torej proces
izumre z verjetnostjo %
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 7. 6. 2019
ISRM

1. a) Ce z X; oznac¢imo Lipetov dobitek v i-ti igri, velja:
= E(X;) = —-002, of:=D(X;)=T76196, o =2760362.
Lipetov skupni dobitek je S = X7 + X5 + - - - + Xog9. Velja:
po=E(S) =200 = -4, o:=0(S)=01v200 = 3903742,
iskana verjetnost pa je:

05 —p
o

P(S>O):P(O'5<S<oo)%%—@( )i0‘454.

b) Ce oznac¢imo S' = Xy + X3 - - - + X0, je:

P(X,=19)P(S>0| X, =19) 002P(S > —19)
P(S >0)  P(S>0)

P(X;=19]8 >0) =

Velja:
)= E(S) =199 4y = 398, o i=o(S) = 01/199 = 389397 ,
1 —18°5 — 4
P(S' > —19) = P(-185 < §' < o0) ~ 5 — @ (—/“) = 0645,
g

iskana pogojna verjetnost pa je priblizno enaka 0°0284.

Toé¢na rezultata: P(S > 0) = 04195678, P(X; =20 | S > 0) = 0°0292.
Se zlasti pri prvi verjetnosti je razlika precejsnja. To se zgodi, ker je porazdelitev
sestevancev zelo neugodna.

2. Iz porazdelitvene gostote:

1 1
ef(xfa)Q/(QaQ) _ 6712/(2a2)+x/a71/2

p(w\a)Za\/% o

dobimo logaritem verjetja:

n 1 < 1 — n
InL=-nlna— —In(2 ——E X} —E Xp — —.
n nlna — 3 n(2m) 20 2 k+ak:1 ET g

Ko gre a proti neskonc¢no, gre ta izraz proti minus neskonc¢no. To pa velja tudi,
ko gre a proti ni¢, ¢e le niso vse opaZene vrednosti enake ni¢ (kar se vedno zgodi z
verjetnostjo ni¢). Torej je maksimum dosezen v stacionarni tocki. Po odvajanju:

dln L n 1 — 1 —
_ L N2 N x
da a+a3; k aQ; R
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enadenju z ni¢ in mnoZenje z —a® dobimo za cenilko kvadratno enac¢bo:

n&Q—i-&iXk—iXﬁ =0,
k=1 k=1

ki ima le eno legitimno resitev, in sicer:

n n

) 1 1 R

=1 k=1

Za dani vzorec dobimo a = 18°52.

. Urejenost moznih odgovorov uposteva inverzijski (Wilcoxon-Mann—Whitneyjev)
test. Ce mnenja uredimo navzdol, od ‘odli¢na’ proti ‘grozna’, so vezani rangi razvi-
dni iz naslednje tabele:

’ mnenje H zenske ‘ moski ‘ skupaj ‘ kum. ‘ vez. rang
odli¢na 3 0 3 3 2
dobra 21 13 34 37 205
povprecna 28 20 48 85 61°5
slaba 18 20 38 123 104'5
grozna 22 41 63 186 155

] Skupaj H 92 94

Vsota vezanih rangov za Zenske je:
3:-2421-205+28-61'5+ 18-104'5 + 22 - 155 = 74495,

testna statistika pa pride:

/ 3
— (274495 —92-187) = —3'14.
92.94_187( 7449'5 — 92 - 187) 3

Kriticna vrednost je zp 25 = 1'96, torej nicelno hipotezo zavrnemo: sprejmemo, da
imajo Zenske in moski razlicno dobro mnenje o premierki.

Ce ignoriramo urejenost odgovorov, se da izvesti tudi kontingenéni test hi kvadrat.
Pri¢akovane frekvence pridejo:

’ mnenje H zenske \ moski ‘
odli¢na 1°48 152
dobra 16°82 1718
povprecna 2374 24°26
slaba 18°80 1920
grozna 31716 3184
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Vrednost testne statistike pa pride x? = 1203, kar je ve¢ od kriti¢ne vrednosti
X2 05(4) = 949, zato hipotezo prav tako zavrnemo.

. Rodovna funkcija sluc¢ajne spremenljivke T} je:

njen odvod pa je:

Fi(s) = 5 =
16
1 %82
Vstavimo s = 1 in dobimo:
1 25 Fi(1 25
F=1 F0=2 BT <00 =T 2
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 18. 6. 2019

ISRM

. a) Dogodek A pomeni, da za vsak par velja, da je Pepcek pobral obe nogavici ali

pa nobene. Sledi:
P(A) = (082 +02%)" = 0'145.

5\ 0°86 . 0°24
=2 2 = 289.
b) (3) A 0289

. Lotimo se najprej porazdelitve slucajne spremenljivke X.

vrednosti med 1/2in 1. Za 1/2 < z < 1 velja:

PX(x)_/ll c dy:C(QI—l)_

/(2) x2y2 xr2

Zdaj lahko izracunamo konstanto c. 1z:

1
20 — 1
/ L —2m2-1
12 T

dobimo, da je c=1/(2In2 — 1), torej:

20 —1

— ;1/2<2x<1
px(z) =4¢ (2In2—1)a2 ~’ /2
0 ; sicer.
Zaradi simetrije pa je tudi:
2y — 1
— ;12<y<1
w) =3 @m2-np P
0 ; sicer.

Le-ta lahko zavzame

Tudi slucajna spremenljivka Z lahko zavzame vrednosti med 1/2 in 1. Za 1/2 <

x < 1 velja:

22 ), x
torej je:
In 2z
— 1/2<2z<1
pz(2) = (2In2 —1)22 [2<z
0 ; sicer

Tako smo dobili Se integral:

1
1
—/ —Zd:=2mm2-1.
1

/2 #
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3. Ce statisti¢no spremenljivko ozna¢imo z X, dobimo:

1 0 1 e’} 2
= E(X) = /e q /by = =bh—
a = E(X) a+b/_mxe x+a+b/0 ve S @

1 0
:EX2 _ 2:(:/ad
z9 ( ) a—i—b/; T+

=2(a* — ab+b?).

a+

Parametra se z momentoma z; in 25 izrazata na naslednji nacin:

—z1 + \/222 — 321

b 21+ s/2z2 — 322

(predznak korena je izbran tako, da je lahko a,b > 0). Tako dobimo iskani cenilki:

B —Z + \/222 — 3,21
j_ 21+ \/2z2 —321

Q>

kjer sta Z; in Z; prvi in drugi vzor¢éni moment. Cenilki sta smiselni takrat, ko je
a,b > 0, to pa je takrat, ko je 2o > 252,

4. Predlagani model pomeni zvezo:
ImP=a+bt+¢,

kjer P pomeni promet, ¢ ¢as, € pa napako. Pri danih podatkih dobimo naslednji
oceni koeficientov: X
a = —1003'526, b= —05021604.

Tockasta napoved pri ¢t = 2022 pride 138.937, napovedni interval pa pride od 109.004
do 177.091 petabajtov na mesec.

24



Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 28. 6. 2019
ISRM

1. a)02-084+04-08+03-08+01-08"=061056.

b) Dobimo:
02-08
k= = 0262
061056 0262,
04082
k=2:. ———— =041
061056 0419,
03-083
k=3: —— =0252
3 061056 07252,
01-08%
=4: — = .
& 061056 0067
21
2. a) Iz / —dz =In2 dobimo ¢ = —.
1 x In2

b) Pogojna gostota slucajne spremenljivke Y glede na X je za 1 < < 2 enaka:

ze ™ ;y>0

leX(y | ) = { 0

: sicer,
za ostale x pa ni definirana. Sledi, da je dvorazsezna gostota enaka:

1

—e
pxy (T, y) = In2
0 ; sicer.

oL l<ax<2,y>0

Z integracijo dobimo, da je sluc¢ajna spremenljivka Y porazdeljena zvezno z gostoto,

ki je za y > 0 enaka:
1 /2 eV —e W
- W r = ——
) =gy [ € dr =

za ostale y pa je enaka nic.
c) Velja:

P(XY >1)= // pxy (7, y)dedy =
zy>1

1 2 fe'e)

:—// e dydr =
n2 /), Ji/m
21

1
— —d —
eln2/1 x *




3. Ocitno mora biti n > 100, zato lahko uporabimo centralni limitni izrek. Iz:
! 2 ! 1
E(X)) :/ 272 dr = 3 E(X?) :/ 203 dr = 3 D(X;) = —
0 0

dobimo, da je:

1 100 — 2
P(S, >100) ~ = — ® <—3n> .

2 V/n/18

To bo manjse od 0°05 priblizno tedaj, ko bo:

100 — 2n
—3 < 7z,
V/n/18
kjer je z = ®71(0'45) = 1'645. Ce uvedemo u := /0 in uredimo, dobimo naslednjo

kvadratno neenacbo za u:

“u?— ——=u—100>0,

3 V18

ki je izpolnjena, e je:

3 z z2 800
cup = 2= — /2 222 = 1196013
sty (MTg 18 3 )
ali
3 z z2 800
cup = o[ 2= /2 222 = 1954167,
Ustz=y <~/_18 18 3 )

Ker je u = \/n pozitivno $tevilo, pride v postev le druga moznost. Iz u3 = 157'2935
dobimo, da je dana neenakost izpolnjena priblizno za n > 158.

4. Ce smeri Prakti¢na matematika priredimo spremenljivko X, smeri Fizikalna merilna
tehnika pa spremenljivko Y, velja:

X =51'83, Y =307, s=1766, T =215, togs(11)=2720.

Hipoteze ne moremo zavrniti.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 22. 8. 2019
ISRM

. Oznac¢imo z A dogodek, da natanko prvi, drugi, Cetrti, peti in osmi osumljenec
odgovorijo pritrdilno, z X pa oznacimo stevilo ¢lanov bratovs¢ine med omenjenimi
osumljenci. Zanima nas pogojna verjetnost P(X =5 | A). Velja:

r=n= (Z)(S;)Ek) B %25()))2 7

P(A| X =k)=04".03"%.06"". 07" =028".018".

7 uporabo Bayesove formule dobimo:
P(X=5)PA| X =5)

P = S s =P x =)

= 00112.

. Za 0 <z <1 velja:

o z(1—=2)\ z o0 g2
pz(2) :/ px() py (¥> — dx :/ —2e_x/z dr =2z,
0 0

z
za ostale z pa lahko postavimo pz(z) = 0.
. Velja X =11 + I, + --- + L, kjer je I = 1, e je k-ta skatla prazna, sicer pa je
I, =0. Zak=1,2,...,10 velja:

g\ 10
E(I;) = P(k-ta skatla je prazna) = (1_()) :

torej je:

Nadalje za k # [ velja:

g\ 10
E(IxI;) = P(k-ta in [-ta Skatla sta obe prazni) = < ) :

10
torej je:
10 10 9 10 ] 10
2 f— —
E(X*) =) E(Ii)+ ) E(ID)=10- (To) +90- (1—0) .
k=1 k=1
k£l
Sledi:

D(X) = E(X?) — (E(X))2 =10 - <1%)10 + 90 - (%)10 — 100 - (%)20 =0993.



4. Najprej pod predpostavko nic¢elne hipoteze po metodi najvecjega verjetja ocenimi
p. Funkcija verjetja je:

L=1[1-p)]"[5p(1 = p)*]* [10p*(1 — p)*] " [105° (1 — )] [5p*(1 — p)]* [p°]" =

= Cp*1(1 — p)5

kjer je C' = 539 - 1057 - 10°° - 5?°. Funkcija L je nenegativna in za p € {0,1} enaka
nic, zato doseze maksimum v stacionarni tocki. Logaritmiramo:

InL=InC+461Inp+ 5391n(1 — p)

in odvajamo:
dlnL 461 539

dp p 1-p

Izenacimo z nic¢ in dobimo cenilko p = % = (0461, iz nje pa pricakovane frekvence:

vrednost 0 1 2 3 4 5
frekvenca || 910 | 3891 | 6656 | 5693 | 2434 | 4°'16

Testna statistika pride x* = 0°043, kar je manjse od kritiéne vrednosti X3 ,5(4) =
949, zato nicelne hipoteze ne moremo zavrniti.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 14. 12. 2017

1. a) Velja:
P(T) =08, P(T)=02-08=016, P(T,)=02-02=004.

b) Oznacimo z Sy dogodek, da se Petersiljckovim v sredo zjutraj prvi tetrapak ne
sesiri, z S pa dogodek, da se jim takrat prvi tetrapak sesiri, drugi pa ne. Velja:

P(Sy | Ty) = 06, P(Sy|Tp) =04-08=032,

Dogodek, da so v sredo zjutraj pili mleko, je disjunktna unija dogodkov Sy in 5.
Po izreku o polni verjetnosti je:

P(SoUSy) = P(To) P(SoU Sy | To) + P(ITUT,) P(So U S, | TV UT,) =
=08-(06+032)+02-(08+4+016) =
=0928.
c) Velja:
P(T2 N (Sp U 51)) = P(T5) P(SoU S, | T5) =004 - (084 016) = 00384
Iskana pogojna verjetnost pa je:

P(Tyn(SoUSh))
P(SoN Sy)

P(Ty | SoUSy) = = 00414

2. Oznacimo Stevilo prodanih kart z n, Stevilo potnikov, ki se pojavijo, pa z X. Po
Laplaceovi integralski formuli priblizno velja:

. .
P(X>853):P(853'5<X<oo)z——<b(%).
n

(\]

Ce naj bo desna stran manjsa od 005, mora veljati:
8535 —09n

0'3y/n
Oznadimo x := y/n, uredimo in dobimo kvadratno neenacbo:

092% +®(045)- 032 — 8535 < 0.

> O71(0°45).

Vstavimo ®(0'45) = 1'645 in dobimo resitvi pripadajoce enacbe:
ry = —3107, x9 = 30'52.
Glede na to, da je © = \/n > 0, je prava reSitev xo. Dobimo:
n < r3= 9316,
kar pomeni, da lahko letalska druzba proda najvec¢ 931 kart.

Ta rezultat je v resnici tocen: pri 931 prodanih kartah je verjetnost, da ne bo dovolj
sedezev, enaka 00414, pri 932 prodanih kartah pa je ta verjetnost enaka 0°0515.
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3. a) Slucajna spremenljivka X lahko zavzame vrednosti 0, 1,2, 3, 4. Dogodek {X = k}
pomeni, da je na vrhu k£ ¢rnih in ena rdeca karta, sledi rdeca karta, pod njo pa je
4 — k ¢érnih in dve rdeéi karti. Ce za izide vzamemo razporeditve kart, kjer kart
posamezne barve ne lo¢imo, je vseh izidov (i) = 70, izidov, pri katerih je X = k,

pa je (k’;l) (6;’“). Za k=0,1,2,3,4 je torej:

P(X =Fk) = (5 ()8()5) _ (k’+1)(61;0k:)(5—k)’

se pravi, da je:

D% 0 1 2 3 4\ . 0 1 2 3 4
o0 18125 )™\ 0214 0286 0257 0171 0071) °

70 70 70 70 70

b) Neodvisnost lahko preverimo tako, da pogojno verjetnost dogodka A pri X =k
primerjamo z brezpogojno verjetnostjo. Slednja je enaka P(A) = 1/2. Pogojno
na X = k je med vrhnjimi k£ + 1 kartami v kupu ena rdeca in k ¢rnih in vse take
razporeditve vrhnjih k+1 kart so enako verjetne. Torej je P(A | X = k) =1/(k+1),
kar je enako P(A) pri k = 1: takrat sta dogodka A in {X = k} neodvisna.

4. a) Za verjetnostni prostor vzamemo kartezijski produkt intervalov od 19:55 do 20:05
in od 20:00 do 20:10. Sluc¢ajna spremenljivka 7" lahko zavzame vrednosti od 0 do 15.
Spodaj je narisan dogodek {7 < t} za dva razlicna primera. Temneje je oznacen
dogodek, ko Pia pride pred Nikom; ta dogodek je vsebovan v vsakem dogodku
{T <t}, kjer je t > 0.

Pia Pia
20:10 + 20:10 +
20:05 — 20:05 -
20:00 - 20:00 -
19:55 + 19:55 +
19i55 20i00 20i05 20i10 Nik 19i55 20i00 20i05 20i10 Nik
0<t<5 5<t<15
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Kumulativna porazdelitvena funkcija je:

( 0 t<0
2
(t+5) 0<t<5
' 1 (15 — 1)* S 5<t<15
200 T
L 1 ; sicer.
Graf:
Fr(t)
1 £
1/2 -
5 10 15 t

b) Funkcija ni zvezna, zato T ni zvezno porazdeljena.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 23. 3. 2018

1. Slucajna spremenljivka Z = X 4+ Y je porazdeljena zvezno z gostoto py. Za z <1
lahko postavimo pz(z) = 0, sicer pa je:

() /Z 2dx 2 /Z dx 2
p Z) = — — _— = —,
z 22/3 (2% — (2 — x)2)2 2% Jauys (20— 2)2 2P

2. Nalogo je najlazje resiti z indikatorji. Ce z D oznadimo $tevilo dam, ki jih dobi
Darja, s K pa stevilo kraljev, ki jih dobi Kristof, velja D = I} + I, + I3 + 14 in
K =J1+ Jo + Js + Jy, kjer je I = 1, ¢e Darja dobi k-to damo, in I = 0, Ce je ne
dobi, ter J; = 1, ¢e Kristof dobi k-tega kralja, in J; = 0, ¢e ga ne dobi. Iz:

E(I) = E(J;) = P(Darja dobi k-to damo) = P(Kristof dobi [-tega kralja) =
5 1
20 4
dobimo: .
E(D):E(K)zél-zzl.
Nadalje je:
. . . o . . 52 5
E(IJ;) = P(Darja dobi k-to damo in Kristof dobi k-tega kralja) = =—,
20-19 76
od koder sledi: 5 20
E(DK)=16-— = —
(DK) 76 197
torej:
1
K(D,K)=F(DK)— E(D)E(K) = 9
3. Sestevanci X1, Xo, ... imajo rodovno funkcijo:
1 1 In(1—%)
G = — = — 2
(5) 1n2;k2k m2
slucajna spremenljivka N pa ima rodovno funkcijo:
H(S) _ 61n2(371) ]
Slucajna vsota Z ima torej rodovno funkcijo:
1 = sk
Gz(s)=H(G(s)) = =Y o
2—s 2
k=0
Slucajna vsota Z torej zavzame vrednosti v mnozici 0,1,2,... in za vsak k iz te

mnozice je P(Z = k) = 2191+1- To je geometrijska porazdelitev Geom(1/2), poma-

knjena za 1 v levo.
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4. Ce z X; oznac¢imo $tevilo potnikov, prepeljanih v i-tem prevozu, velja:
X ( o 1 2 3 )
’ 013 035 032 020)°
p = E(X;) =159, o2:=D(X;)=09019, o, =09497.
Stevilo vseh prepeljanih potnikov je S = X; + X5 + - - - + Xogo. Velja:
= E(S) =200 =318, o:=0(S)=0,v200= 13431,

iskana verjetnost pa je:

1 299'5 —
P(S 2 300) = P(299'5 < 5 < 00) 5 — @ <—“
g

) = 091581 .

Tocen rezultat: 0°9157952.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 11. 6. 2018
ISRM

1. a) Logaritem verjetja je enak:

n n 3 — I e 1
InlL=——ha—=lnm— = In X, — — —_—
n 2na 2n7r 2;n & &;Xk

in gre proti minus neskonc¢no, brz ko gre a proti ni¢ ali neskon¢no. Torej je maksi-
mum doseZen v stacionarni tocki. Po odvajanju:

dinL n |
W utel

in enacenju z ni¢ dobimo cenilko:

Q>
I
S

b) Velja:

E@=2E(—)=2/[ 4/ e Qe = = [ 7527t =
(@) (X1> /0 Tazs ’ VT Jo ‘ “

torej je cenilka nepristranska.

2. Uporabimo prilagoditveni test hi kvadrat: opazene frekvence so delezi na vzporednih
volitvah, pomnoZeni z n, pricakovane frekvence pa so delezi po 99°99% prestetih
glasov, prav tako pomnozeni z n. Dodati moramo Se stranke, ki niso prisle v Drzavni
zbor. Pricakovane frekvence so vse veCje od 5, zato ni treba zdruzevati. Vrednost
testne statistike pride x* = 29'13. Ker je to vedje od x249(9) = 21.67, ni¢elno
hipotezo zavrnemo: doloceni volivci so se premislili.

3. Ena moznost je, da postavimo direktno enostavno linearno regresijo, kjer je poja-
snjevalna spremenljivka (z) Stevilo nadstropij, odvisna (Y) pa je visina. Predloga
modela je torej Y = a + bx + €. Izracunamo:

T=1124, y=5222,
Suw = 34132, S,y =191696, b=56163, a=—1090736.
Model lahko razumemo tako, da je a izhodiS¢na viSina temelja neboti¢nika, b pa
je izhodis¢na visina posameznega nadstropja. Izhodis¢na viSina x-nadstropnega
neboticnika je a + bz, dejanska visina pa se od izhodis¢ne razlikuje za Sum ¢, ki ima

za vsa Stevila nadstropij enak pri¢akovani velikostni red. Vidimo, da je ocenjena
izhodis¢na viSina temelja negativna, ocenjena visina nadstropja pa je 56163 m.
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Glede na ocenjeno izhodis¢no visino temelja model ni videti preve¢ smiseln, vseeno
pa dolo¢imo napovedni interval za x = zy := 200. Najprej doloc¢imo tockasto
napoved:

Yo =+ bro = 1014.
To je ocenjena izhodis¢na visina 200-nadstropnega neboti¢nika v metrih. Za napo-
vedni interval izra¢unamo S? = 5783441 in A = 449'4219, od koder dobimo, da bi
morala viSina 200-nadstropnega neboticnika znasati med Yo — A in Yy + A, torej
med 564 m in 1464 m (spodnja meja je zaokroZzena navzdol, zgornja pa navzgor).
Bolj smiselno pa je logaritmirati, in sicer tako visino kot tudi Stevilo nastropij. Naj
bo torej £ =Inx in n = InY. Enostavna linearna regresija na £ in 7:

n=oa+pB+e
na x in Y dobi obliko:
Y =kaPes,

kjer je k = e®. Model lahko razumemo tako, da se lahko izhodis¢na visina nadstropja
spreminja s Stevilom nadstropij (ne spreminja se, ¢e je 5 = 1). Ta model ima
fiksen pricakovani velikostni red relativne napake, medtem ko ima prej$nji model
fiksen pricakovani velikostni red absolutne napake. Fiksen pric¢akovani velikostni
red relativne napake je za to situacijo bolj realisticen.

[zracunamo:
€ =4698662, 7 = 6219457,
See = 072177621 , Sen = 012423634 ,
B=1112974, & =09899703, k= 2691155.
Vidimo, da je B blizu 1. Ocenjena izhodis¢na visina nadstropja nizke stolpnice je
torej 2°69 m, visji nebotic¢niki pa se nagibajo k visjim nadstropjem.

Tockasta napoved visine 200-nadstropnega neboticnika je:
Yo = kal = 979319,
merjeno v metrih. Za napovedni interval izracunamo:
S% = 0°02802775, A = 08996532,

meji napovednega intervala pa sta e 2Y, in €2Y,. Vstavimo stevilke, ustrezno
zaokrozimo in dobimo, da bi morala visina 200-nadstropnega neboti¢nika znasati
med 398 m in 2408 m. Ta interval v celoti zajema prejSnjega, kar se zgodi zato, ker
po tem modelu velikostni red napake raste s Stevilom nadstropij (fiksen je velikostni
red relativne napake).

a) Uporabimo rodovne funkcije. Rodovna funkcija $tevila potomcev posameznika
je:

G(s)=(1—q) qusk 1_ S
k=0 q
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rodovna funkcija stevila vnukov pa je:

(1—q)( —gs)
G(G = =
(G(s)) T —
1—g¢ - q *
= 1—
T—qre qs);(l Q+CI2>
= ¢ = b k+1
:1— p—
O ik gl—w

B (Z(l—q+q N Z 1—q+q 8l>'

=0

Ce torej z V oznac¢imo $tevilo vnukov, je:

in

1 1 ) (=g

P(V:l):(l—Q)ql((1_q+q2)l+1_<1_q+q2)l l—qg+q

zal=1,2,3, ...

Enacba G(s) = s je ekvivalentna enacbi:
g —s+1—q=0,

ta pa ima resitvi:
. l—q
¢1=1 In g=—.
q

Prig < % je % > 1, torej bo verjetnost izumrtja enaka 1. Pri g > % pa je %q > 1,

torej bo verjetnost izumrtja enaka %q.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 19. 6. 2018
ISRM

1. a) Opazimo, da lahko najve¢ en otrok edini v razredu dobi staro skodelico: v na-
sprotnem primeru bi moralo biti namre¢ novih vsaj toliko kot skupno stevilo otrok
v dveh razredih, zmanjsano za dve. Dovolj je torej za posamezen razred presteti
razporeditve, kjer ima kateri od otrok edini staro skodelico. Razporejamo pa lahko
skodelice med otroke ali pa otroke posameznega razreda med skodelice. V prvem

primeru dobimo:
11

(13)

v drugem primeru pa:
12\ (7
(1) ()
1
(¥)

(¥) )
(5)

(1) ()
(5)

+ +

kar pride isto kot prej.

b) Zdaj moramo presteti razporeditve, kjer v prvem razredu vsi dobijo stare skode-
lice, v enem od preostalih razredov pa nekdo edini dobi staro skodelico. To je spet
mozno narediti na oba nacina. Iskana pogojna verjetnost je enaka:

12! 7! 12! 7!

6- () +5- (9 | dfadigghd
SRR RN AT I G IL6 R

2. Velja:
2 (T2 2 2 2
E(cosU):—/ cosudu = —, E(sinU) —/ cosudu = —,
T Jo T T Jo T
2 (T2 1 2 1
E(COS2U):—/ cosudu = -, (sin® U) —/ sin®udu = -,
T Jo 2 T Jo 2
2 [/? 1
E(CosUsinU):—/ cosusinudu = —,
T Jo T
1 4 1 4
D(cosU)zD(sinU):§—F, K(cosU, sinU):;—P,
2m — 8

r(cosU, sinU) = = —0'918.

w2 —8

3. Oznacimo z A,, razliko med Steviloma grbov na prvem in na drugem kovancu po n
poskusih. Nadalje naj bo:

| 1 ; v k-tem poskusu na prvem kovancu pade grb
71 0 sicer,

g 1 ; v k-tem poskusu na drugem kovancu pade grb
71 0 sicer.
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Ta,koje An = [1 —J1+[2—J2+In—Jn Ker so razlike [1 — J17 [2 — JQ, ceey
I, — J, med seboj neodvisne, lahko, ¢e je Stevilo poskusov dovolj veliko, uporabimo
centralni limitni izrek. Velja:

E(I,)=05, E(J) =049, E(I,—Jy) = E() — E(J) =001,
D(I,)=05-05=025, D(J,)=049-051=02499,
D(I, — Jiu) = D(I,) + D(J,) = 04999 ,
E(Ar) =001n, D(A)=049997.

Dogodek, da na prvem kovancu pade vec¢ grbov kot na drugem, se ujema z dogodkom
{A,, > 0}. Po centralnem limitnem izreku je:

001 1 n 1
PA,>0)r | —— - =0 — —.
( ) (\/0'4999 ﬁ) - 2 ( 4999) * 2
To je vecje od 0°95, ce je:

n
—— > & H045) = 1645.
1999 > (0°45) 645

Obrnemo in dobimo, da je minimalno stevilo poskusov priblizno 13525.

. Logaritem verjetja pride:
n 1 & - "1
IHL(CL) = —511177'— EZ;IDXZ +2n\/__ ;Xz _Q;Z,

njegov odvod pa je:

dlnL__ i_i_i
da a i1 X@ \/E

Iz odvoda vidimo, da je verjetje najprej narascajoca, nato pa padajoca funkcija,
torej ima v stacionarni tocki globalni maksimum. Ta je dosezen pri:

2
. n
a=a:.= ~n 1 .
Zi:lfi

To je iskana cenilka.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 4. 7. 2018

1. Oznac¢imo z A dogodek, da stevilka 1 pomeni podolgovato, stevilka 2 pa okroglo
zemljo. Nadalje naj bo B dogodek, da je pri 10 prodanih Zzemljah 6 enic in 4 dvojke.
Iskana pogojna verjetnost je:

P(ANB)
P(A|B)=—* =
(A1) = =5
_ P(B)P(A| B)
~ P(B°) P(A| B)
L0307

% . (140) .0°36.0°74 4+ % . (14?) L0°34.076
B 03507 B
0350744034076
= 0'155.

2. a) Pogojno na X ima slucajna spremenljivka Y gostoto:

xe ™ S y>0

leX(Z/ | ) = { 0

; sicer.

Dvorazsezna gostota je torej enaka:

e~

pxy(z,y) = In 2
0 ; sicer,

1< <2, y>0

brezpogojna gostota slucajne spremenljivke Y pa je za y > 0 enaka:

2

sicer pa jo lahko postavimo na nic.

b) Pogojna gostota slu¢ajne spremenljivka X glede na Y je:

ye Y

pxp(|y)=q ev—e2
0 ; sicer,

1< <2

iskana pogojna pricakovana vrednost pa je:

v 2 Y e Y-l _ p-2v-2
—-X _ —x —xY _
E(e?|Y)= e /1 e e ™ da T —T
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3. a) Velja Xj, — Y, ~ N(0,0v2), torej je E(X, —Y;) = 0 in E[(X), — V3)?] =
D(Xy —Yy) = 202 Sledi D(6?) = 2nco?, od koder dobimo ¢ = 1/(2n).
b) Slufajna spremenljivka (X, — Y;)? je porazdeljena enako kot 202Z2. Sledi
D|[(X), — Yx)?] = 40" D(Z*) = 80*. Z uporabo neodvisnosti dobimo:

D(6?) = % Y D[(Xp =) = 2%

k=1

4. Za k =1,2,3 oznac¢imo s Hj dogodek, da je med temi kartami, izvlecenimi iz dobro
premesanega kupa, natanko k barv. Velja:

(13
M = 00518,

P(H) = —75

T
Py = 22 L)) '(gg)) () - 5506,
P(Hy) = 2 ;33 = 0°3976

Naredimo Pearsonov test hi kvadrat. Opazena vrednost testne statistike je enaka:

. (T0—-51'8)2 (501 —550°6)2 (429 — 397°6)% . .
_ = 1336
X 518 5506 T 3976 ’

kar je veje od kriti¢ne vrednosti xZ g9(2) = 921, zato hipotezo zavrnemo.

Opomba. Vse pricakovane frekvence so vecje od 5, zato je test v okviru dogovorjene
natancnosti legitimen.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 23. 8. 2018

1. a) Loc¢imo tri moznosti, ki jih predstavimo v naslednji tabeli:

rdeca modra verjetnost

3x A 2xB 07306
2xA1xB|1xA1xB|3-072-03-2-06-04
1xA2xB 2x A 3-07-03%-042

Sestejemo in dobimo, da je iskana verjetnost enaka:
p=0365.
b) Iskana pogojna verjetnost je enaka:

07306
— = 0'338.

2. Ocitno je Z > 0. Slucajni vektor Z je porazdeljen zvezno z gostoto, ki je za z > 0

enaka: ) y ,
- Y |z| A e 1/*
pz(2) = / Pxy (x, ;) ] dz = = /0 rdr = S

oo

Za z < 0 lahko postavimo pz(z) = 0.

3. Velja E(X;) =01in D(X;) =4/3. Po centralnem limitnem izreku je priblizno

00
P(|S,] > 100) = P(S, < —100) + P(S, > 100) ~ 1 -2 ( 20 f3> '

Desna stran je vecja od 0°95, ce je:

100°5
< ®71(0025),
\V4n/3
torej
3( 1005 \?
> ———— ) =1.926.500.
" 4(@—1(0'025))

4. Izracunamo robne in pricakovane frekvence:
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srebrna, bela,
temna | rdeca | svetlorjava | rumena | Skupaj
Severna in Srednja Evropa,
Amerika 11°3750 | 4'3750 | 1079375 83125 35
Juzna Evropa 6°8250 | 26250 6°5625 4°9875 21
Azija 78000 | 30000 75000 57000 24
| Skupa; | 26 | 10 | 25 | 19 | 80 |

iz njih pa testno statistiko x> = 4'71. Ker to ne presega kriti¢ne vrednosti x2 45(6)
12°59, nicelne hipoteze ne moremo zavrniti.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 8. 12. 2016

1. a) Loc¢imo naslednje moznosti:

e Ce profesorju tekne enolonénica, v obeh restavracijah dobi, kar mu tekne, torej
zreba.

e Ce profesorju tekneta brezmesna in mesna malica, v vzhodni restavraciji dobi
zeleno jed z verjetnostjo 1 — 025 - 020 = 0'95, v zahodni pa z verjetnostjo
1—02-01=0098, torej se odpravi v zahodno restavracijo.

o Ce profesorju tekneta brezmesna malica in dodatna ponudba, v vzhodni resta-
vraciji dobi zZeleno jed z verjetnostjo 1 — 025 - 015 = 0°9625, v zahodni pa z
verjetnostjo 1 — 0'2-0°3 = 0'94, torej se odpravi v vzhodno restavracijo.

e Ce pa profesorju tekneta mesna malica in dodatna ponudba, v vzhodni resta-
vraciji dobi Zeleno jed z verjetnostjo 1 — 020 - 0'15 = 0'97, v zahodni pa prav
tako z verjetnostjo 1 — 0103 = 097, torej zreba.

098 + 09625 4+ 097 4+ 3

by 2 - 000 - ogs417.
098+ 3-097+1-3
098 + 09625 4+ 097 + 3

= 0'50148.

c)

2. Oznacimo Stevilo metov z n. Po Laplaceovi integalski formuli je verjetnost, da pade
vsaj b0 Sestic, priblizno enaka:

1 o 495 —n/6 _1+(I)(n—297> .
2 \/5n/36 2 Von
Ce ozna¢imo z := ®71(0°49) = 2'326, dobimo, da se dani dogodek zgodi z Zeleno

verjetnostjo priblizno takrat, ko je:

n — 297
von o

Ce oznac¢imo x = y/n in uredimo, dobimo kvadratno enacbo:

zZ.

22— 2vVhx —297>0.

Pripadajoca enacba ima resitvi x; = /5= V5211188 Vg’zﬂl% = —14'71691 in

To = 25+ VB 1188 ‘;”1188 = 19'91879. Ker mora biti z > 0, bo neenacba veljala takrat, ko
bo x > w5, torej n > x5 = 396°758, torej n > 397.

V resnici je potrebno kocko vreci 398-krat: pri 397 metih je namrec¢ verjetnost
danega dogodka enaka priblizno 0°9896641, pri 398 metih pa priblizno 0°9902286.
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3. Slucajna spremenljivka X lahko zavzame celostevilske vrednosti od 0 do 6. Ozna-
¢imo s H, dogodek, da sedmico damo na zacetek, s Hy pa dogodek, da jo damo na
konec Sopa. Tedaj za k =0,1,...,6 velja:

6

Po izreku o polni verjetnosti je:
P(X=k)=04-P(X=k|H,)+06-P(X =Fk| Hy =

— (Z) (O-4k+1 . 0-66—k + 0-6k’+1 . O-46—k> )

Numeri¢no je:

¥ 0 1 2 3 4 5 6
0021120 0096768 0207360 0276480 0241920 07126720 0029632/ °

4. Izrac¢unajmo najprej porazdelitveno funkcijo sluéajne spremenljivke 7. Ce je T}
zivljenjska doba prvega, T, pa zivljenjska doba drugega dela, velja:

Fr(t)=P(T <t)=P(Ty < t,Ty < t) = P(Ty < t) P(Ty < 1) .

Za t > 0 je ocitno:
t
P(Ty<t)=P(Ty < t) :/ etdt=1—-¢",
0

torej je Fr(t) = (1 — e_t)2. Z odvajanjem dobimo $e porazdelitveno gostoto:

20t —e™) ;>0
pr(t) = { 0 : sicer.

Z verjetnostjo 1/2 stroj deluje po ¢asu t, ki zados¢a enacbi (1 — e‘lt)2 = %, torej je

t=—In(1— %) =128
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 8. 3. 2017

1. Slucajna spremenljivka D lahko zavzame vrednosti 1,2,3, ..., in sicer je:
10
dx 1 1 9
P(D=d)= P10 < X < 10¢ :/ B R A
( ) ( o ) 10d—1 x2 ].Od_l ].Od 10d

9 /1\%!
Torej je D ~ Geom(9/10).

2. a) Slucajna spremenljivka Y je porazdeljena zvezno z gostoto:

(%) . eV
0 (1+e)
b) Prvi na¢in. Ce definiramo U = X in V =Y —1In X, torej (U,V) = h(X,Y), kjer
je h(z,y) = (z,y —Inx), je h " (u,v) = (u,v + Inu), torej Jh~" = 1. Sledi:

—v
—u—v—e
€

s u >0 —e‘“_ev-{ e ;u>0
N 0

puv(u,v) = pxy(u,v+Inu) = { 0 ; sicer ; sicer
5 I Y

kar pomeni, da sta U in V res neodvisni.

Drugi nacin. 1z robne gostote:

[e.9]

za x > 0 izratunamo pogojno gostoto slucajne spremenljivke Y':

pyix(y]a)=ze v ",

iz nje pa Se pogojno gostoto slucajne spremenljivke V =Y — In X:

v—e Y

pvix(v | @) =pyix(y+Inz | z) =e”
Ker je ta gostota neodvisna od x, sta X in V' res neodvisni.

3. a) Obe slucajni spremenljivki sta porazdeljeni binomsko Bin(2,1/4).
b) Glede na to, da poznamo robni porazdelitvi, je dovolj izracunati verjetnosti do-
godkov {X =k, Y =1} za k,l € {1,2}:
e X =Y =2: to je dogodek, da so v obeh igrah padli sami grbi. Verjetnost tega
dogodka je 1/64.

e X =2 Y =1: to je dogodek, da je v obeh igrah na prvem in drugem kovancu
padel grb; na tretjem kovancu pa je v eni igri padel grb, v drugi pa cifra.
Verjetnost tega dogodka je 1/32.

47



e X =1, Y = 2: verjetnost tega dogodka je prav tako 1/32.

e X =Y = 1: to se lahko zgodi na dva nacina. Prvi nacin je, da v eni od iger
pade CCG, v drugi pa CGC; verjetnost tega je 1/32. Drugi nacin pa je, da
v eni od iger padejo sami grbi, v drugi pa nihce od zakoncev dobi stave, t. j.
pade grb najveé¢ enkrat ali pa le v drugi in tretji igri; verjetnost tega je 5/32.
Skupaj verjetnost je enaka 3/16.

Skupna porazdelitev je torej:

| [Y=0]Y=1]Y=2]
25/64 | 5/32 | 1/64
5/32 | 3/16 | 1/32
1/64 | 1/32 | 1/64

e e 2
I
N —| O

c¢) Najprej izra¢unamo kovarianco K (X,Y).

Prvi nacin: iz tabele skupne porazdelitve najprej izra¢unamo F(XY) = 3/8. Ker
je X,Y ~ Bin(2,1/4), je E(X) = E(Y) =1/2. Sledi K(X,Y) =1/8.

Drugi nacin: piSemo X = X; + Xy in Y = Y] + Y5, kjer je X; oz. Y; indikator
dogodka, da Zena oz. moz v j-ti igri dobi stavo. Slucajna spremenljivka XY
je indikator dogodka, da sta oba dobila stavo, to pa je dogodek, da so v j-ti
igri padli sami grbi. Sledi E(X;Y;) = 1/8. Ker je E(X;) = E(Y;) = 1/4, je
K(X;,Y;) = 1/16. Zaradi neodvisnosti je K(X1,Ys) = K(X»,Y;) = 0, torej je
K(X,Y)=K(X1,Y1) + K(X2,Y3) =1/8.

Za izracun korelacijskega koeficienta potrebujemo sSe disperziji. Ker je X,V ~
Bin(2,1/4), je D(X) = D(Y) = 3/8. Sledi r(X,Y) = 1/3.

. Iz:
1
P(Y:l]X:k):E; l=1,2,....k

dobimo, da za |l = 1,2, 3,... velja:

k=l
—=p’(1—-p)' > _pP1-pr=
n=0
:p(l _p)lil7

torej je Y ~ Geom(p).
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 12. 6. 2017
ISRM

1. a) Ozna¢imo S := X; + Xy + ... + Xo9. Za to vsoto lahko neposredno uporabimo
centralni limitni izrek. Iz F(X;) = 10'8 in D(X;) = 0°96 dobimo E(S) = 10692 in
D(S) = 9504, torej velja:

1060 — 10692 — 1\ 1
P(S < 1060) = & ( )

+ - =0'1477
V9504

2
(popravek — 1 nastopi zaradi tega, ker S zavzame vrednosti le na sodih Stevilih).
Lahko uporabimo tudi Laplaceovo integralsko formulo, saj je X := (S —990)/2 ~
Bin(99,04) in je tako P(S < 1060) = P(X < 35).
Tocen rezultat: 0°147533.

b) Slucajne spremenljivke X7 X700, X2Xi00, - - - X99 X100 niso neodvisne. Pa¢ pa lahko
uporabimo izrek o popolni verjetnosti glede na vrednost slucajne spremenljivke X7qp.
Zaradi neodvisnosti velja:

P(X1 X100 + X2 X100 + X5X100 + - - + Xg9 X100 < 10.600)
= P(X190 = 10) P(10S < 10.600) 4+ P (X199 = 12) P(125 < 10.600) =
=06-P(S <1060) 4+ 04- P(S < 10.600/12) =
=06 P(S < 1060) =
= 008863 .
(zadnji enacaj velja, ker je 10.600/12 < 990, kar je minimalna vrednost slucajne
spremenljivke S).
Tocen rezultat: 0°08852.

2. Poiskati moramo maksimum verjetja:

2X1\ (2X, 2X.\ y x.  x
L= X L X (1 — 4g)?
o)) (5 )i - a0

po ¢. Opazimo, da je verjetje vselej strogo pozitivno in odvedljivo v q. Recimo
najprej, da je vsaj ena izmed vrednosti X7, ..., X, razlicna od ni¢. Tedaj gre verjetje
proti ni¢, ¢e gre ¢ bodisi proti 0 bodisi proti 1/4. Zato je maksimum doseZen v
stacionarni tocki. To velja tudi za logaritem:

& 2X; & n
InL = Zln (X;) +lanXj+ 5111(1 —4q).
j=1 j=1

Odvod:

n

dlnL 1 2
e P . L.
dg 94 (1—4q)
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je enak ni¢ pri: -
p— I~ [y— X
1Ty ax
kjer je X = (X; + Xo + -+ + X,,)/n vzoréno povpredje.
Zdaj pa si oglejmo Se primer, ko so vse opazene vrednosti enake ni¢. Tedaj je
L = (1 — 4¢)™?, kar je najvedje pri ¢ = 0. Maksimum torej pride na robu in tam
odvod ni enak nic, Se vedno pa je res, da maksimum nastopi pri ¢ = ¢.

. T=20115, Y =—-045, S,, =825, S,y =715.
Regresijska premica: y = —174"78 4+ 0°086667 x.
Tockasta napoved: Y = 1°15.

to.o2s(8) =231, S=00601, A=3172.
Napovedni interval: —2°01 <Y < 4°33.

. Opazenih vrednosti je 73. Spodaj so prikazane modelske verjetnosti in pricakovane
frekvence:

Vrednost 1 2 3 4 5
Modelska verjetnost 0°3010 | 0°1761 | 071249 | 0°0969 | 0°0792
Pri¢akovana frekvenca | 2198 | 1285 912 707 578

Vrednost 6 7 8 9
Modelska verjetnost 0°0669 | 0°0580 | 0°0512 | 0°0458
Pric¢akovana frekvenca 4'89 423 373 334

Vidimo, da so zadnje stiri pricakovane frekvence manjse od 5, zato bo treba vrednosti
zdruzevati. Splaca se zdruziti vrednosti 6 in 7 ter vrednosti 8 in 9. Dobimo:

Razred 1 2 3 4 5 6,7] 8,9
Frekvenca 17 31 6 4 6 4 5)
Pridakovana frekvenca || 2198 | 12°'85 | 912 | 707 | 578 | 9'12 | 707

Pri teh razredih testna statistika pride y? = 32°6, kriti¢na vrednost pa je x2,,(7) =
16°8. Hipotezo torej zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 28. 8. 2017

. Oznacimo z A dogodek, da vse manjse kocke stojijo na vecjih, z B pa dogodek, da
nobeni dve kocki iste barve nista skupaj. Ce prestejemo vse mozne in vse ugodne
enako verjetne primere, dobimo:
(31)3 .. 4
P(A) = ol = 1630 =595-10"".
Pogojno verjetnost najlazje izracunamo tako, da verjetnostni prostor preprosto zo-
zimo na mnozico vseh izidov, pri katerih vse manjSe kocke stojijo na vecjih, torej
da najprej postavimo velike kocke, nato srednje velike in na koncu Se male kocke.
Ugodne izide za dogodek B dobimo tako, da spodnje najvecje tri kocke razporedimo
poljubno. Najbolj spodnja srednje velika kocka ne sme biti enake barve kot naj-
bolj zgornja velika kocka, nato ostali dve srednje veliki kocki razvrstimo poljubno.
Koné¢no najbolj spodnja mala kocka ne sme biti enake barve kot najbolj zgornja

srednje velika kocka, preostali dve mali kocki razvrstimo poljubno. Tako dobimo
P(B|A)=4)9.

. Dana pogojna porazdelitev ima pogojno gostoto (za x > 0):

1

PY|X(Z/ | z) = (b—a)x
0 ; sicer.

s ar <y <bx

Iz tega najprej izracunamo dvorazsezno gostoto:

e
x>0, ar <y <bx
pxy (2, y) = b—a Y =
0 ; sicer
e’ Y Y
>0, <<=
=< b—a b a
0 ; sicer,

nakar integriramo in dobimo brezpogojno gostoto: za y > 0 velja:

b—aJyp b—a
torej je:
e y/b _ e y/a
sy >0
py(y) = b—a Y
0 ; sicer.

ol



3. Dobicek igralnice v posamezni igri ima porazdelitev:

(9750 12(/)40 19}40)

Ta porazdelitev ima matemati¢no upanje 1/40 in disperzijo 2199/1600. Ce z S,
ozna¢imo dobicek po n igrah, je torej F(S,) = n/40 in D(S,) = 2199n/1600. Iz
centralnega limitnega izreka sledi, da je dobicek pri velikem Stevilu iger porazdeljen
priblizno normalno, torej je:

~ g4 ol ]
P(Sy>0)~ 5~ ( —219%/1600) = ( 2199) .

Iskani n torej priblizno zado$¢a enac¢bi /n/2199 = ®~1(0°49) = 2'33, kar je res
priblizno za n = 11.940.

4. Podatke je smiselno interpretirati na dva nacina. Prvi nacin je, da upostevamo vse
rezultate, obenem pa pozabimo, kateri meti pripadajo istim tekmovalkam. Upora-
bimo torej test za neodvisne vzorce. Ce z X ozna¢imo spremenljivko, ki pove met
v prvem poskusu, z Y pa spremenljivko, ki pove met v drugem poskusu, dobimo:

X =6042, Y =6320, s=2863, T =-1930, tggr5(14)=214.

Hipoteze ne zavrnemo.

Druga interpretacija pa je, da ohranimo, kateri meti pripadajo istim tekmovalkam.
Uporabimo torej test za vzorce po parih, pri ¢emer tekmovalke, ki se jim nista
posrecila oba poskusa, izlo¢imo. Dobimo:

X =5977, Y =6320, s=3909, T =-2324, togr5(6)=245.

Hipoteze ne zavrnemo.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 10. 12. 2015
ISRM

1. a) Za k =1,2,3,4,5,6 oznacimo s Hy dogodek, da je na kocki padlo natanko k pik;
seveda je P(Hy) = 1/6 za vse k. Nadalje naj bo A pa dogodek, da je na koncu karta
z oznako 10 tam, kjer je bila prej karta z oznako 1. Da se zgodi ta dogodek, morata
biti karti z oznako 1 in 10 izbrani za premestitev; oznac¢imo ta dogodek z M. Velja:

(o) _ (5) _ k(k—1)
P(M | Hy) =2 = 220 = :
) () 90
Ko enkrat vemo, da sta karti z oznakama 1 in 10 dve izmed k kart, izbranih za
premestitev, pa je pogojna verjetnost, da karta z oznako 10 pristane tam, kjer je

bila prej karta z oznako 1, enaka 1/k. Torej velja:
1
P(A|M0Hk):E,

torej:
E—1
P(AN Hy) = P(HL) POM | Hy) P(A| MO H) =
Sledi: ;
1
P(A) = P(ANH) =—.
(A= D Pn ) = o
b) Iskana verjetnost je:
_ P(HynA) 1
P | 4) = P(A) 15

1.3% 191 1(52-3% 16
2 = 0955, b) 2 = — =00838.
» D) 102 —-1-32 191

2.a)1— 7 = 500
Slika:
Vesna~
20:10 —+
20:05 —+
20:00 —

| | |
T T T
19:55 20:00 20:05

Urban

o4



3. Oznacimo z n Stevilo vseh metov, z S pa Stevilo tistih, pri katerih pade Sestica.
Tedaj je S ~ Bin(n,1/6). Veljati mora:

P(5>016n) > 099,

Po Laplaceovi integralski formuli je:

o 0'16n—%n

1
P(S 2 016m) =
. 1 . 5

- % + ®(v/0°00032n) .

Torej bo stevilo metov ustrezalo priblizno tedaj, ko bo v/0°00032n > ®~1(0°49)
oziroma n > (®71(0'49))* / 0°00032 = 16912°17, torej n > 16913. V grobem tore]
velja, da moramo kocko vreci vsaj priblizno 17.000-krat.

4. Da bo p res gostota, mora veljati:

00 a/b Cl2
/ p(a:)da::/ (ax —b2®)do = — =1,
: ; 4b

o0

torej mora biti b = a?/4. Namesto verjetnosti P(X > 1) pa je laZje nastaviti:

1 2

a a

b
4 2 16

P(X<1)= / p(z)de = /Ol(ax —br?)dx =

a
- 2
Racun je pravilen, ¢e je y/a/b > 1, torej y/4/a > 1, torej a < 4 (sicer je verjetnost
enaka 1). Dobimo kvadratno enacbo:

a a® 7

2716 16’

ki ima resitvi a = 1 in @ = 7. Glede na zgoraj povedano bo pravilna resitev a = 1
in posledi¢no b = 1/4.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 7. 4. 2016

ISRM
1. a) Za —1 < x < 1 izra¢unamo:
2 (Vi 2_ .2 8 23/2
px(z) = — (1—2"—y)dy = — (1 —x%)7/~.
™ —/1—2x2 37T

Za |z| > 1 lahko postavimo px(x) = 0. Ker je porazdelitvena gostota simetri¢na v
z in y (z drugimi besedami, ker sta X in Y izmenljivi), ima Y isto gostoto. Torej
je:

px(t) = py (t) :{ S(1-P2 1<t <

% .
0 sicer.

b) Pogojno porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X glede na Y je smiselno gledati za
—1 <Y < 1. Torej za —1 <y < 1 velja:

3(1 — 2% —y?)

11— 522 =Vl <x <1 —9?

0 ; sicer.

pX|Y(fF | y) =

c¢) Za slucajno spremenljivko Z := velja:

X
JI_V?

31-2% ;-1 1
pzMz!y>=\/1—y2pxy(2\/1—y2\y):{4( oz) e,

; sicer,
kar je neodvisno od y. Od tod sledi, da je Z neodvisna od Y.

2. Oznacimo z 1, 2, 3, 4 in 5 stole, na katerih sedijo Zene, in pisimo W = X; + X, +
X3+ Xy + X5, kjer je:

Y. — 1 ; Zena, ki sedi na i-tem stolu, ima poleg sebe svojega moza
! 0 ; sicer.

2
E(X;) = P(iena, ki sedi na i-tem stolu, ima poleg sebe svojega moia) =<

n



Velja:

E(X:X;) =

= P(ieni, ki sedita na ¢-tem in j-tem stolu, ima obe poleg sebe svojega moia) .

2
Zai=jje BE(X;X;) = 5 Takih parov zenskih stolov je 5. Ce je med i-tim in j-tim

zenskim stolom le en (mogki) stol, je:

B(XX;) =~ .2+

1 1 3
5 4 54_40'

Takih parov zZenskih stolov je 10. Konc¢no, ¢e je med med i-tim in j-tim Zenskim
stolom vec kot en stol, je:

E(X;X;) =

ot =

Cﬂll\')
>J>Il\3

Takih parov zenskih stolov je prav tako 10. Sledi:

EW? =5. §+10 %4—10 %:%
in kon¢no: 3
D(W) = E(W?) — (E(W))* = '
. Velja:
E(X)=E[E(X |Y)] =3E(Y )+1:3.6é+1:7,
E(XY|Y):E[E(X|Y)~Y] =3E(Y*)+E(Y)=
—3D(Y)+3(E(Y))* + E(Y) = 3-6-% §+3 22 +2=18.

. Po centralnem limitnem izreku je slufajna spremenljivka S = X7 + X3+ - -+ X3,

porazdeljena priblizno normalno z ustreznim matemati¢nim upanjem in disperzijo.
Iz:

1 /! 1 1 [ 1 1 /1\* 4
E(X?) == dr = - EX.A‘:—/ tde==, DXH)=-—(=2) =—
(’L) 2/;13: X 37 (’L) 2_13: X 57 (’L) 5 3 45

izra¢unamo: 100 400 80
E(S)=— i D(S)=——=+"-
(5) i D(S) ===

Ker je S porazdeljena zvezno, je njen prvi decil kar tisto Stevilo ¢, za katero je

P(S < q) = 1/10. Velja:



torej bo:

oziroma:

g — 100
o 3 | ~—-04
80/9
_10 [0

1~ 5 ®(04) =33733 — 2708 1298 = 205
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 10. 6. 2016
ISRM

1. a) Iz

> dx 1
L 2(1/Ina)+1 na

dobimo ¢ = —.
na

b) Logaritem verjetja je enak:

InL =-nlnlna — <m + 1) ZlnXk

in gre proti minus neskonc¢no, c¢e gre a proti 1 ali neskon¢no. Zato je maksimum
dosezen v stacionarni tocki. Odvajamo:

dlnL
In X
da alna lnaQZn k

in dobimo cenilko:
a= (X1 Xy X)),

. I ! 1
E((Z) - <lna/1 x(l/lna)+1 dl’) - m’

n

c) Velja:

kar ni enako a, zato je cenilka pristranska. Pac pa gre ta izraz proti a v limiti, ko
gre n proti neskonc¢no, zato je cenilka asimptoti¢no nepristranska.

2. OpazZeni delez: 15/135 = 0'1111, interval zaupanja: (0°06,0°16).

3. Obstajata vsaj dve smiselni interpretaciji. Ena je, da gledamo predznacene spre-
membe, druga pa, da gledamo njihove absolutne vrednosti. V obeh primerih je
smiselno uporabiti Studentov primerjalni test (7T-test). Spremembe ez teden ozna-
¢imo z X (teh je 12), spremembe ¢ez konec tedna pa z Y (te so tri).

Pri predznacenih spremembah pride:
X =-01209, Y =-02133, s=07316, T =0196,

kar je po absolutni vrednosti manjse od ¢y975(13) = 216, zato nicelne hipoteze ne
moremo zavrhiti.

Pri absolutnih vrednostih sprememb pa pride:
X =0'5575, Y =05667, s=04453, T =-0032,

kar je po absolutni vrednosti manjse od t¢.975(13), zato nicelne hipoteze tudi tokrat
ne moremo zavrniti.
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4. Za pojasnjevalno spremenljivko (z) postavimo razred (njene vrednosti v podatkih
so 1, 2, 3, 4 in 5), za odvisno spremenljivko (y) pa postavimo rezultat pri ¢istoci
zob. Dobimo:

X =275, Y =058038, Cp=2424, C,y=1943,

regresijska premica pa pride:
y=0956'38+08011x.

Ce zelimo dobiti napoved za deveti razred, vstavimo 2 = 9 in dobimo y = 63°59.
Pri¢akujemo torej rezultat 63'59%.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 28. 6. 2016
ISRM

. a) Za izide vzamemo izbore 5 kart izmed 53; teh je (553) = 2.869.685. Pri ugodnih
izidih lo¢imo tri moznosti:
e Full house brez dzokerja; teh je 13- 12 - (g) (3) = 3.744.

e Full house z dzokerjem, ki zamenja karto iz para: teh je 13-12- (g) (‘11) = 2.496.
e Full house z dzokerjem, ki zamenja karto iz trisa: teh je (13) . (;l) (;L) = 2.808.

2
3.744 4 2.496 + 2.808

Isk j j j k = 0°00315.
skana verjetnost je torej enaka 5 860 635 000315
2.496 + 2.808 17
b = — = 0'586.
) 3.744 +2.496 + 2.808 29
2.808 9

_ 2O 7 - 529,
©) 3496 1 2808 _ 17

. 1z pogojne gostote:

e s 0<y<e™
prxto 10 ={

dobimo skupno gostoto:

2z —3z
e 0<y<e
pX,Y($ay) = { 0 - gicer.

Opazimo, da je gostota nenicelna, kvecjemu ce je 0 < y < 1. Za take y je gostota
iskane porazdelitve enaka:

. Oznacimo z X; izkupicek igralca od i-te igre. Velja:

x (—1 1 2 3 )
T 3 2 2 3
) 3-(3) 5 335G &
od koder dobimo:
w1 = E(X;) =—-00787 in o:=+/D(X;)=1113.

Ce z S, ozna¢imo skupni izkupi¢ek igralca po n igrah, se dogodek, da ima igralnica
dobicek, ujema z dogodkom {S, < 0}. Po centralnem limitnem izreku je njegova
verjetnost priblizno enaka:

o(Gar) e (0)

to pa bo pri priblizno:




. 1z:

/ (e””/“—e’z/b) dzr=a—-0
0

1
a—">b
b) Prva dva zacetna momenta sta enaka:

dobimo ¢ =

2 _ 2 2a® — b3
zle(X):aa_b =a+b, ZQZE(X2):M:2(a2+ab+b2).

Po krajsem rac¢unu dobimo izrazavo (upostevajo¢, da je a < b):

a:%<21+\/222—32%>, bz%(zl—\/222—32%>.

Cenilki sledita. Za nase opazene vrednosti dobimo:

51=5, % =436, a=425, b=0754.
c¢) Ce so vse opazene vrednosti enake recimo x, pride 2, = z in 2, = 2% in potem
dobimo negativno diskriminanto — sistem ni resljiv. To pomeni, da model za take

podatke najbrz ni ustrezen.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 29. 8. 2016
ISRM

. a) Vseh moznih razporeditev cvetlic je (161) = 462. Presteti moramo razporeditve,

pri katerih je desno od najbolj leve begonije tudi begonija. Te so v bijektivni ko-
respondenci z razporeditvami petih begonij in petih fuksij: zahtevane razporeditve
dobimo tako, da najbolj levo begonijo podvojimo. Torej je vseh ustreznih razpore-
ditev (150) = 252, iskana verjetnost pa je enaka 252/462 = 6/11.

b) Presteti moramo razporeditve, pri katerih je desno od najbolj leve begonije be-
gonija, obenem pa levo od najbolj desne fuksije fuksija. Te so spet v bijektivni
korespondenci z razporeditvami petih begonij in Stirih fuksij, saj lahko zahtevane
razporeditve dobimo tako, da podvojimo najbolj levo begonijo in najbolj desno fu-
ksijo. Vseh ustreznih razporeditev je torej (g) = 126, iskana pogojna verjetnost pa
je enaka 126/252 = 1/2.

. Za z > 0 je gostota slucajne spremenljivke Z enaka:
o 4 [ 2
pz(2) = /_OO pxy(z,22)|r|de = ﬁ/z e dr = ﬁ e )

medtem ko lahko za z < 0 postavimo pz(z) = 0.

.1z BE(X) =1, E(Y) =} 4+ $a in E(XY) = }a dobimo, da sta X in ¥ nekorelirani

29
natanko tedaj, ko je a = 3.

. Parameter najprej ocenimo po metodi najvecjega verjetja. Logaritemska funkcija
verjetja je enaka:

InL = 70In(1 — a) +27In(a — a®) + 3In(a?) = 97In(1 — a) + 33Ina

in gre proti minus neskonc¢no, brz ko gre a proti 0 ali 1. Zato je maksimum dosezen
v stacionarni tocki. Z odvajanjem:

dinL 97 n 33
de  1—a a
dobimo, da je maksimum doseZen pri a = a := 33/130 = 0°2538. Pricakovane

frekvence so torej:
N, =100(1 —a) = 7462, Ny =100(a —a?) = 1894, Ns=100a> = 644,

testna statistika pa je enaka:

2 (Nr - Nr)2 . .
= —————— =556
YRR
in je vecja od kriti¢ne vrednosti x345(1) = 3'84, kar pomeni, da nic¢elno hipotezo

Zavrnemao.

63



2014/15



Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 18. 12. 2014
ISRM

1. Oznacimo s$tevilo izvlecenih kart z X. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame
vrednosti 2,3,4,5 ali 6. Dogodki, da je X enaka 2,3,4 in 5, ustrezajo naslednjim
zaporedjem izvlecenih barv:

X =2: R,C,(2xR in 2x C)
X =3: R,R,C,(1 xR in 2 x C)
C,R,C,2xR in 1 x C)

X =4: R,R,R,C,2xC
C,R,R,C,(1xR in 1xC)

C,C,R,C,2 xR
X =5: C,R,R,R,C,C
C,C,R,R,C,R
X = 6: C,C.R,R,R,C
C,C,C,R,R,R

Verjetnosti teh dogodkov izracunamo tako, da verjetnostni prostor razbijemo na

(g) = 20 enako verjetnih izidov, ki predstavljajo razporeditve obeh barv v kupu.

Ko prestejemo izide za vse dogodke, dobimo iskano porazdelitev:

D% 2 3 4 5 6\ (2 3 4 5 6
2 4 2 2] \03 03 02 01 01)°
2. Oznacimo z n stevilo zrn v posamezni skatli, z Z pa Stevilo polomljenih. Tedaj je
Z ~ Bin(n,0°07). Veljati mora:
P(Z <008n)>099.

Po Laplaceovi integralski formuli je:

008n —007Tn 1 n 1
P(Z<008n)~ o +-=o — |+ =
(Z < ) (\/n~0'07-0'93> 2 ( 651) 2

Torej bo $tevilo zrn v Skatli ustrezalo priblizno tedaj, ko bo /n/651 > ®~1(0°49)
oziroma n > 651(®~1(0'49))* = 3523'14, torej n > 3524.

3. Za i = 1,2,3 naj bo H; dogodek, da je bil samoglasnik med prvimi tremi ¢rkami
prikazan kot i-ti, Hy pa dogodek, da sploh ni bil prikazan. Nadalje naj bo Uj
dogodek, da Manja ugane besedo po natanko treh prikazanih c¢rkah.
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a) Iskana pogojna verjetnost je:
P(Us | Hy) =095-085-06-07=033915.
b) Izra¢unamo $e ostale pogojne verjetnosti: Nadalje je:
P(Us | H)=095-09-08-06=04104,
P(Us | H) =095-085-08-06=03876,
P(Us | H3) =095-085-06-06=02907.
Iz apriornih verjetnosti hipotez:

P(Hy) = 2. P(Hy) = P(H) = P(Hy) =

in izreka o polni verjetnosti dobimo:
2 L L L :
P(Us3) = g'033915—1—5-041()4—1—5-03876—1—5'02907:03534,

c¢) Po Bayesovi formuli je iskana pogojna verjetnost enaka:

2.0'33915

03534 = (0'3839.

P(HO | Ug):

. a) Z upostevanjem, da je kumulativna porazdelitvena funkcija eksponentne poraz-
delitve za ¢t > 0 enaka:
F)x(t) =1- €_>\t7

dobimo, da za 0 < t < 2 velja:

Fr(t) = Z(1—e™),

GV )

medtem ko za t > 2 velja:

Fr(t) = g(l —e ) + %(1 — e ()

Torej je:
0 <0
Fr(t) = %(1—672)&) 0<t<2
1—2e2—1e (=2 ¢ >2

b) Kumulativna porazdelitvena funkcija je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva,
torej je T' porazdeljena zvezno z gostoto:

0 1t <0
pr(t) = se 0<t<?2
te 4 le 72 >0

66



Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 23. 3. 2015
ISRM

1. Iz:

0o oo 1 a [ 1 a
do dy = g dedy =5 [ ——dy =
//RQPX,Y(%Q) rdy a/l /1 (x +y)* vy 3/1 (1+y)? Y

dobimo a = 24. Nadalje je slucajna spremenljivka Z porazdeljena zvezno z gostoto:
pz(2) = / pxy Yz, y)|yldy.

Ker Z z verjetnostjo 1 zavzame le vrednosti, ve¢je od 0, lahko za z < 0 vzamemo
pz(2) =0. Za z < 1 velja:

> y 1222
pz(2) = 24/ ——dy = ,
S P P IR (S

za z > 1 pa velja:

© 12
pz(2)=24/ (Ldy:
1

yz +y)? (14 2)*°
Sklep:
0 ;1 2<0
1222 0< <1
z
pa(z) = Trap 10S2S
12 > 1
—_— . z
(142 7~ —

2. Zai=1,2,3,4 naj bo X; indikator dogodka, da i-ta zenska vrze Sestico in je hkrati
ne vrze nobeden od njenih sosedov, medtem ko naj bo Y; indikator dogodka, da
-t moski vrze Sestico in je hkrati ne vrze nobena od njegovih sosed. Tedaj je
X=X1+Xo0+Xs5+X,inY =Y, +Y,+Y;+ Y, PiSimo:

4
K(X,Y)=) Y K(X.Y;).
i=1 j=1
Pri kovariancah lo¢imo dve moznosti.

Prva moznost: i-ta Zenska in j-ti moski sedita skupaj. V tem primeru pisimo
K(X;,Y;) = E(X;Y;) — E(X;) E(Y;). Nato pa opazimo, da je X;Y; = 0. Zato je:

K(Xi,Y;) = - E(X;) E(Y;) = — [6 (6) ] =~ 16656



Druga moznost: i-ta Zenska in j-ti moski ne sedita skupaj. V tem primeru pa se
slu¢ajni spremenljivki X; in Y; nanaSata na disjunktna nabora oseb za mizo, zato
sta neodvisni, torej je K (X;,Y;) = 0.
Ker je natanko 8 urejenih parov (i, j), kjer i-ta Zenska in j-ti moski sedita skupaj,
je iskana kovarianca enaka:

625 625

K(X,Y)=-8": =— = —0'107.
(X.Y) 8 46656 o832 0107

. Tako X kot Y z verjetnostjo 1 zavzameta vrednosti na pozitivnih stevilih, zato lahko
za vse spremenljivke, s katerimi delamo, privzamemo, da so pozitivne. Iz:

py(y) =Ae ™ in pxyy(e|y) =ye™™

dobimo dvorazsezno gostoto:

pX,Y(xa y) = pY(y) leY(x | y) — /\y e*(/\#»x)y7
iz nje pa Se robno gostoto:
prla) = [ age Oy = A
0 ()\ + .1')2

Natancneje,

A

— ;x>0
px(@) =q (A+2)?
0 ; sicer.

. Naj bo X ~ Bin(n, 1/2). Iz rodovne funkcije:

(1+s)"
2n

GX<S) =

dobimo faktorske momente:

E[X(X_1)...(X—k+1)]:”("_1)”'("_k+1>.

ok
Iz prvih stirih faktorskih momentov:
n
E(X) = oE
E(X?— X) = 7124—717
B(X® - 3X% +2X) = 713—3‘#
E(X*—6X° +11X2 - 6X) = n' —6n’ j1L611n2 — 6n

68



naracunamo drugi, tretji in Cetrti zacetni moment:

2
Pty =10,
3 2
E(Xg):n g?m ’
B(XY) = 7144—67131;33712—2n7

iz njih pa disperzijo in cetrti centralni moment:

D(X) = B(X?) — (B(X))* = 7.
B[(X - B(x))"] = BX") = 4 B(X*) B(X) + 6 B(X?) (B(X))’ - 3(E(X))" =
B 3n? — 2n
=15
Tako dobimo, da je splosc¢enost enaka:
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 12. 6. 2015
ISRM

1. Ce z S oznaéimo izkupicek igralnice, lahko zapisemo:
S=X1+ X+ + X,

kjer je n stevilo iger, Xy, ..., X, pa so neodvisne slucajne spremenljivke s porazde-

litvijo:
-39 0 1
001 049 05)°

Velja E(X;) = 001 in D(X;) = 156979, torej E(S) = 0'11n in D(S) = 156979 n.
Ce je n dovolj velik, je po centralnem limitnem izreku verjetnost, da ima igralnica
dobicek, priblizno enaka:

1 0'11n 1 121n
PS>0)r-—0(———xs )=+ .
( ) 2 ( \/15'697971) 2" (\/ 156979)

121n
156979

To bo enako 0'99 priblizno takrat, ko bo
n = 7021.

= 233, torej priblizno za

2. Po metodi momentov so vzoréni momenti cenilke pravih. To pa lahko uporabimo
tudi za standardni odklon, saj se le-ta izraza s prvima dvema momentoma. Ce ima
X porazdelitev Gama(a, \), velja:

P =3, o=tz (3)' -

Podano imamo vzor¢no povprecje in popravljeni standardni odklon. Od tod izracu-
namo nepopravljeno vzorcéno disperzijo:

99
19222 = 479°16.
100

Od tod dobimo sistem enacb:

|

=50, = 47916,

2

> Qo
pos

ki ima resitev a = 5217, A = 0'1043. To sta iskani oceni za a in \.

3. Izvedemo T-test za neodvisne vzorce:

X =1723, Y =2500, s=45957, T =-378, to975(18) = 2'10.
Hipotezo zavrnemo — sprejmemo, da magnetno polje vpliva na rast misi.
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4. Simetri¢no porazdelitev najprej parametriziramo:
-2 -1 0 1 2
a b 1—2a—-20 b a)’
nakar parametra ocenimo po metodi najvecCjega verjetja. Velja:

L = a*b*®(1 — 2a — 2b)*,
InL =29Ina+48Inb + 231In(1 — 2a — 2b).

Na robu definicijskega obmocja za a in b je verjetje enako ni¢, drugje pa je strogo
pozitivno, zato je maksimum dosezen v stacionarni tocki. Parcialna odvoda sta

enaka:
8lnL_@ 46 8lnL_§ 46

da  a 1—2a—2b b b 1-2a—2b
in sta enaka ni¢ v tockah a = 07145, b= 024. Od tod dobimo testno statistiko:

,  (9—14'5)2 (29—-14'5)2 (23-23)%2 (19-—14'5)% (20— 14'5)% .
frnd = 2
X T S Y S A Y R S VT 626,

kar primerjamo s X3 45(2) = 5'99. Hipotezo zavrnemo — sprejmemo, da porazdelitev
ni simetricna.

71



Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 22. 6. 2015
ISRM

. a) Oznac¢imo $tevilo izvle¢enih kart z X. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame

vrednosti 2,3,4,5 ali 6. Za k iz teh vrednosti se dogodek {X = k} ujema z dogod-
kom, da je med prvimi k£ — 1 izvlecenimi kartami natanko ena rdeca, obenem pa je
tudi k-ta karta rdeca. Sledi:

P(X =k)= EHOEH - E-1)E k)T k)

%) B 140

oziroma:

x (2 3 4 5 6) . ( 2 3 4 5 6 )
~ 115 20 18 12 5 | = . . . . . .
2 % % T o 02143 02857 01714 02571 00714
b) Oznacimo z R; dogodek, da je prva izvleCena karta rdeca. Iskana pogojna verje-

tnost je:
P(R)) P(X >5| Ry)

PR | X >5)= PIX > 5)
Velja:
1 ()WDY =Rk
P(R)==, PX=k|R)=~2127= . k=2,3,4,5,6
2 (3) 70
torej je: 1(6 2)
(& + 2 4
P(R; | X >5)=210_T0° — — = (2353,
242 17
0 L >1
et x> - Y
a) px(l') = { 0 - gicer ’ pY(?J) = y2 .
’ 0 ; sicer

b) Ker ne velja px y(z,y) = px(x)py(y), sta slu¢ajni spremenljivki X in Y odvisni.
Ce oznac¢imo Z = XY, ima slucajni vektor (X, Z) gostoto:
(2, 2) = e” s z>x>0
PXzW2) =0 0 sicer
Ze iz oblike domene se vidi, da sta X in Z odvisni.
Sluc¢ajni vektor (Y, Z) pa ima gostoto:
Z e s y>1,2>0

px,z(ﬂﬁw’«’) = { y2

0 ; sicer,

ki se da zapisati kot produkt funkcije spremenljivke y in funkcije spremenljivke z.
Zato sta Y in Z neodvisni.
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3. Pisemo lahko S = X; 4+ X5 + - -+ 4+ X529, kjer je:

X, = { L Z'Tti par je izvlecen
0 ; sicer.
Velja:
E(X;) = P(i-ti par je izvleten) = (3) _ 9
Yo = 708\ )
("9 2678
od koder sledi: o5 100
E(S) =52 5= —— =1845.
(5) =35 2678 103

Nadalje velja:

D(X5)

95 (95 \" 245385
2678 2678 ) 7171684

ter za i # j:

(5)(5) _ 285

E(X,;X;) = P(i-ti in j-ti par sta oba izvleCena) = (04 (19 = 570078’
2 )\ 2

285 95 \? 148295
K(X;, X;) = — -7
( ) 270478 (2678) 724340084
Sledi:
245385 148295 1324680
D(S)=52. =227 _59.51. — =~ 1'236.
(5) =5 T76sd 2 Y 724310084 1071509

4. Najprimernejsi je tu inverzijski (Wilcoxon—-Mann—Whitneyjev) test. Najprej dolo-
¢imo vezane rnge, ki pripadajo posameznim vrstam (recimo, da Stejemo od spredaj
nazaj):

ZADAJ
L L P p ° P 225
P P P P * |17
. e | P 13
P ° P ° e |Q
o p 95
P | P . P |25
SPREDAJ
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Asistent je poznal 14 Studentov. Vsota njihovih rangov je:
3-254+1-55+2-9+1-134+4-174+3-225=1795,

testna statistika pa je enaka:

B
Z=\—"—(2-1795—14-26) = —0'1
14-11.26( 79'5 6) = —0'137,

kar je po absolutni vrednosti manjse od kriti¢ne vrednosti zg 975 = 1'96, zato nicelne
hipoteze ne zavrnemo.

Alternativno bi lahko tudi osteviléili vrstice in uporabili T-test, vendar tu predpo-
stavka o normalni porazdelitvi Stevilke vrstice ni izpolnjena in testna statistika bi
prisla drugacna, ¢e bi predzadnjo vrsto, ki je prazna, izpustili.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 27. 8. 2015
ISRM

. Mozna poteka igre sta le dva: bodisi je imel Janko Ze na zacetku dva dobitna Zetona
in potem ni¢ ve¢, bodisi je imel enega dobitnega v prvi igri, enega pa v drugi igri.
Spodaj sta prikazana ustrezni gibanji Stevila zetonov skupaj z verjetnostma obeh
potekov:

2—4—0 0'4%2-06* = 0020736,
252520 (2-04-06)"- 062 = 0082944
Verjetnost, da sta bila med vsemi zetoni, ki jih je Janko stavil, natanko dva dobitna,

je torej enaka:
0°020736 + 0082944 = 0°10368 .

Pogojna verjetnost, da je imel dva dobitna zZetona v isti igri, pa je enaka:

0°020736 _ 00
0710368

. Po Laplaceovi integralski formuli je verjetnost, da stevilo grbov preseze % + \/n,
priblizno enaka:

1 2+n—0355n 1 005yn—1
- — =40 — ) .
2 V0'55-0'45 - n 2 V072475

Da bo dana verjetnost dosezena ali presezena, bo torej moralo priblizno veljati

o (O 05 y/n ) > (045 oziroma priblizno 005vn -1 > 1'645. Slednje je res
V072475

n
, V02475
1+ 164502475

005 = 1316'47. Zaokrozimo navzgor in dobimo, da je

minimalno Stevilo metov priblizno 1320.

pri n >

V resnici je najmanjse Stevilo metov, ki ustrezajo zahtevi, ze 1315. Ne ustreza
pa vsako stevilo metov, ki je vecje ali enako 1315: prvo stevilo, od katerega naprej
vsako stevilo metov ustreza, je Sele 1340. Nekaj to¢nih verjetnosti, kjer z G' ozna¢imo

stevilo grbov:
n=1314: P(G > 693

n=1315: P(G > 693
n=1316: P(G > 694) = 09476158

( ) = 09471539
( )
( )
n=1338: P(G > 705) = 09524509
( )
( )

= 079502885

n=1339: P(G > 706) = 09498932
n=1340: P(G > 706) = 09528689
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3. Oznacimo S = X + Y. Uporabimo formulo:

ps(s) = /Oo py(y) px(s —y)dy,

kjer je:
1/2 5 -1<x<1 6y(l—y) ;0<y<1
px(z) = o py(y) = o
0 ; sicer, 0 ; sicer.
Torej je:

ps<s>=3/ y(l—y)dyzz/ y(1—y)dy.

710<§sy§y1<1 max{0,s—1}<y<min{1,s+1}

Loc¢imo pet moznosti.

e Cejes<—1,jemax{0,s — 1} =0 >min{l,s + 1} = s + 1, zato je ps(s) =0
(tudi iz zaloge vrednosti slu¢ajnih spremenljivk X in Y je razvidno, da je vsota
skoraj gotovo vedja od —1).

e Ceje —1 < 5 <0, jemax{0,s — 1} = 0 < min{l,s + 1} = s+ 1, zato je

s 1—3s* — 25
ps)=3 [y —pay= 17222
0
e Ceje0 <s<1,jemax{0,s — 1} = 0 < min{l,s + 1} = 1, zato je ps(s) =
1
1
3/ y(1—y)dy = 5.
0

e Cejel < s <2 jemax{0,s —1} = s —1 < min{l,s + 1} = 1, zato je

1 3 2
2s8° — 95 + 125 — 4
ps(8)=3/ y(1—y)dy = 5 :
s—1

e Cepajes>2 jemax{0,s—1} =s—1>min{l,s+1} =1, zato je ps(s) =0
(tudi iz zaloge vrednosti slu¢ajnih spremenljivk X in Y je razvidno, da je vsota
skoraj gotovo manjsa od 2).

4. Oznac¢imo s 0 (po nifelni domnevi isto) verjetnost, da na posameznem kovancu
pade grb. To moramo najprej oceniti po metodi najvecjega verjetja. Pri posamezni
peterici metov je verjetnost, da pade natanko k£ grbov, enaka:

pi(0) = (2) 0 (1 — )"

Nase opazanje (statistika) pa sestoji iz frekvenc Ny, ..., N5, ki povedo, pri koliko
petericah je padlo ustrezno stevilo grbov. Velja:

P(Nozno,lenl,...,N5:n5):
n!

= F (20(0))™ (p1(6))™ (p2(0))™ (p(8))™ (pa(6))™ (p5(6)) ™ ,

no! TLl! 712! n3! 714! Nns.

76



torej bo verjetje enako:

n!

= Nol Ny NG N3l Ny Nal
x (0(0)) ™ (21(9)) ™ (p2()) ™ (p3(9) ™ (pa(0)) ™ (p5(0)) ™" =
n!

~ No! Ni! Np! N3! Ny! N5!
% 9N1+2N2+3N3+4N4+5N5(1 o 9)5TL—N1—2N2—3N3—4N4—5N5 —

L(0)

1NosN1 N2 NapNa 1 Ns

n!
~ No! Ny! No! N3l N N5!
x 091 —6)" ¢

1Nog N N2 gNs 5 Na N5 o

kjer smo z G = Ny + 2N, + 3N3 + 4N, + 5N;5 oznacili skupno stevilo grbov. Brz ko
je 0 < G < bn, je verjetje odvedljivo, pri § = 0, pri § = 1 enako 0, pri 0 < # < 1 pa
strogo pozitivno. Zato bo maksimum dosezen v stacionarni tocki. Logaritmirajmo:

n!
No! N1! No! N3! Ny! N5!
x Glnf+ (5n — G)In(1 — 0)

InL(f) =1In 1Mo N2 1oNs5Na 1 Ns | -

in odvajajmo:

dnL G 5n—-G

o 0 1-6"
Odvod je enak ni¢ pri 0 = 6 := G/(5n). Ocena za 0 je torej kar delez grbov. V
nasem primeru je n = 3590, G' = 9207 in # = 0'5129248. Pricakovane frekvence so
enake N, = npg(0). Tabela:

Ny, N

100 9841801

5H24 51820577
1080 | 1091°41497
1126 | 1149°33748

655 | 60516700
105 | 12745677

o w o =] o w=

Testna statistika pride:
5 ~
N, — N,
=Y g
k=0 k
Kriti¢na vrednost pri stopnji znacilnosti @ = 005 je x3¢5(4) = 949, kar pomeni,
da ne moremo reci, da so podatki neskladni z naso domnevo: dopustiti moramo

moznost, da je Student pravilno metal kovance iste vrste, ki pa niso bili nujno
posteni.

77



Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 18. 3. 2016
ISRM

. Oznac¢imo s H in K dogodka, da ima Hubert oziroma Kaspar na svoji desni belega
viteza, S pa naj bo dogodek, da sta Hubert in Kaspar soseda.
a) Ko posedemo Huberta, so vsi preostali sedezi za Kasparja enako verjetni. Iskana

verjetnost je torej enaka:
2

b1
b) Ko posedemo Huberta, so vse mozne razporeditve barv preostalih vitezov enako
verjetne. Iskana verjetnost je torej enaka:

P(5S)

b—1

PUH) =3 —1

c¢) Ce sta Hubert in Kaspar soseda, to pomeni, da mora biti vitez desno od njiju
bel. Torej je:

b—2
PHNK|S)=+——.
( %) b+r—2
Ce pa nista soseda, gre za dve mesti in dobimo:
b—2)(b—
PHAK|S§) = =2 =3)

b+r—2)b+r—3)°
Iskano verjetnost dobimo po izreku o polni verjetnosti:

P(HNK)=P(S)P(HNK | S)+ P(S)P(HNK | 5) =

2 b—2 +b+r—3 b-2)b-3)
S b+r—1b+r—2 bdr—1(+r—2)b+r—3)
(b—1)(b—2)

b+r—10+r—2)
d) Iskano pogojno verjetnost dobimo iz Bayesove formule:

B P(S)P(HNK | S) 2
P(S|HNK)= PS)PHNK [S)+P(S)P(HNK|S) b—1

. a) Sluc¢ajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

(1-z)/2 c
px() = / _dy =

IR 2(1+22)

< dx
Ker je /OO a2 7, je ¢ = 2/7, torej:

1
px(x) = m;
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slucajna spremenljivka X ima torej standardno Cauchyjevo porazdelitev.

b) Slucajna spremenljivka Z je porazdeljena zvezno z gostoto:
2z
2
Z) = _— dl‘ =
v = | e

2
= = (arctg(2z) — arctg(2z — 1)) =

T

1
= — t _— =
D

2
=1— Zarctg(l — 2z + 42%) .
T

3. Oznacimo S, := X1 + Xy + --- + X,,. Iz centralnega limitnega izreka sledi, da je

priblizno:
300 — npy 1
P(S, <300) = ¢ | ———— =,
( ) ( 0'1\/% ) + 2

kjer je E(X1) = 1/2in 0? = D(X;) = 3/4. Iskani pogoj bo torej izpolnjen priblizno

takrat, ko bo:
o <300 — n/2) > 045
V3n/2
oziroma.

n+®1(0°45)v3n — 600 < 0,

to pa je res za:

@1 (045)v/3 — 1/3(21(0°45))” + 2400
>

<vn<

045\/’+\/3 1(0'45))” + 2400
- 2

oziroma:
2

@1 (045)v/3 + 1/3(21(0°45))” + 2400
n < ; = 53416,

torej za n < 534.

4. Izvedemo prilagoditveni test hi kvadrat, kjer nicelna hipoteza trdi, da je bila anketa
nepristranska. Testna statistika pride:

(0324 — 0°305)2  (0°502 — 0'483)2  (0°174 — 0°212)?

2
— 500
X 0'305 + 0433 + 0212

= 4737,

kar je manj od kriti¢ne vrednosti x2 ¢5(2) = 5°99. Nicelne hipoteze torej ne moremo
zavrniti. Z drugimi besedami, ne moremo reci, da je bila anketa pristranska.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 12. 12. 2013
ISRM

1. a) Zai =0, 1,2, 3 oznacimo s H; dogodek, da se izmed preostalih treh javi i ucencev,
z A pa dogodek, da sta izmed prvih treh izbrana vsaj dva. Tedaj velja:

_ (3 i (-r3—i _ @) G) + (g) _ 6(3i +1)
PiH) = (@) 0307, Pl = Gy G+ DE+2)+3)

Po izreku o polni verjetnosti je:

7 1
P(A):0'73'1+3'0'72-0'3-1+3-0'7-0'32-E+O'33-§:0'9298.

0781
b) ~ . . o oms 7 as 1~ 0369,
07 1+3-072-03-1+3-07-032- L +033-1

2. Najbon=0,1,2,... Ce je X =n, to pomeni, da je na$ matematik uspesno vlekel
natanko (8 —n)-krat. Lo¢imo dve moznosti. Ce je neuspesno vlekel iz levega Zepa, je
v 8 —n uspesnih vlecenjih 5-krat vlekel iz levega in (3 — n)-krat iz desnega Zepa. To
se lahko zgodi za n = 0, 1, 2, 3, verjetnost tega dogodka pa je (Bg") . (%)5 . (%)3 "L
Ce pa je neuspesno vlekel iz desnega 7epa, je v 8 — n uspesnih vlecenjih (5 — n)-
krat vlekel iz levega in 3-krat iz desnega zepa. To se lahko zgodi za n = 0,1, ...
verjetnost tega dogodka pa je (8?) . (l)57n . (2)3 . % Ob dogovoru, da je (’:) =
brz ko je k ¢ {0, 1,...m}, torej velja:

poc=n= () () ) () () )

oziroma:

3
)
5,
0,

3 3

¥ 0 1 2 3 4 5.
~ 448 644 996 1449 1728 1296 -
6561 6561 6561 6561 6561 6561

{0 1 2 3 4 5
—\0068 0098 0152 0221 0263 0198/

3. Pruvi nac¢in: s kumulativno porazdelitveno funkcijo. Za y > 0 je:

24/
V< -{e-visx <20 i}ty PY <= [ px)de,
2=y
Za 0 <y <4 je nadalje 2 — /y > 0, torej:
247
PY <y)= / e dr = e VY T3V
2=y
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medtem ko za y > 4 velja 2 — | /y <0, torej:

247
P(Y <y) = / 3e73dr =1 — e 3@V
0

Sledi:
0

Y
FY(y) g 6_3(2_\/:'7) — 6_3(2+\/g) 7 O S 4
Y

_c O

]_ — 6_3(2_\/23)

IV A IA

Drugi nacin: z gostoto. Odvod funkcija x — (z — 2)? povsod obstaja in je enak
2(x — 2), torej je enak ni¢ za x = 2. To pomeni, da je odvod te funkcije v sluc¢ajni
tocki X enak ni¢ z verjetnostjo ni¢. Za y > 0 ima enacba (x — 2)? = y resitvi
r=2-—,/yinxr=2+,/y, zato je:
px(2=v) | px(2+V9)

2V 2\
Vedno velja px (2 + /7)) = e23V9. Zay < 4je2— /y > 0, torej je tudi
px (2 — ) = e 327 V®) medtem ko za y > 4 velja px (2 — /y) = 0.

Za y < 0 enacba (x — 2)? = y nima resitve, osamljeni tocki y = 0 in y = 4 pa lahko
zanemarimo. Za gostoto lahko torej postavimo:

py(y) =

0 ;y <0
3 < —3(2—/%) —3(2+
— (e +e \/@> 0<y<4
py(y) = 2\/y
3
e 32=VY) sy >4

2\/y
Ni se tezko prepricati, da ta gostota predstavlja isto porazdelitev kot kumulativna

porazdelitvena funkcija iz prvega nacina.

. Ob dogovoru, da je (’l’;) =0, brz ko je k ¢ {0,1,...m}, velja:

roc=ny=n=5(,2 )01+ () Q)]

kar lahko prikazemo s porazdelitveno tabelo (skupaj z robnima porazdelitvama):

Y=0|Y=1Y=2
x=o & [ % [ o |1
X=t| & | & | % |
x=2 % | w | & |
X=3] 0 = = 5

HEEEEE

Ker je npr. P(X =0,Y = 2) = 0, medtem ko je P(X = 0) P(Y = 2) = 1/32, sta
slucajni spremenljivki X in Y odvisni.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 20. 3. 2014
ISRM

1. Velja pz(z2) = / pxy (7, 2°2) 2* dz. Za z < 0 je to enako ni¢, za z > 0 pa je:

—00

1/Z 2:1:
- 2 e
pz() /0 1+ a22)

S substitucijo t = 22 dobimo:

/=2 1 1
— ——dt = —1 14+—=1.
pz(2) /0 m(1+41t) T n( + z2)

Im(1+%) ;2>0
pZ(Z>:{ T (O 22) 2 <0

2. Prvi nacin. Velja X =Y, + Yo + Y5+ Y, + Y5, kjer je:

Sklep:

v — 1 ; prva ploscica | 1] je bila odkrita
Y71 0 sicer ’
Vi — 1 ; druga ploscica | 1| je bila odkrita
271 0 ; sicer ’
Vi — 1 ; tretja ploscica |1 je bila odkrita
710 ; sicer ’
Vv, — 2 ; ploscica |2 | je bila odkrita
Y710 sicer ’
Ve — 3 ; ploscica | 3| je bila odkrita
b 0 ; sicer

Zaradi simetrije je vsaka posamezna ploS¢ica odkrita z verjetnostjo 1/2. Sledi
E(S)=11+14+1+2+3)=4.

Drugi nacin. Pisimo X = Z, + Zy + Z3 + Z4 + Zs + Zg, kjer je Z; vrednost i-te
ploscice z leve, potem ko so Ze bile premesane, ¢e je ta plosc¢ica odkrita, sicer pa
ni¢. Ce s K ozna¢imo polozaj ploséice , je i-ta ploscica odkrita natanko tedaj,
ko je K > i. Ker je K porazdeljena enakomerno na mnozici {1,2,3,4,5,6}, je
P(K >i)=(6—1)/6.

Za k < i na dogodku {K = k} velja Z; = 0, torej je tudi E(X | K = k) =0. Za
k > i pa ima pogojno na {K = k} slucajna spremenljivka Z; porazdelitev:

(3}5 135 135) ’

83



torej je E(Z; | K = k) = £. Po izreku o polnem matemati¢nem upanju je:

iP E(Z |K=k) = Goi_ 46—

k=1

6 15

U!IOO

Kon¢no je:

Tretji nacin. Velja X = Uy + U, 4 Us, kjer je U; skupna vrednost odkritih enojk, U,
skupna vrednost odkritih dvojk, Us pa skupna vrednost odkritih trojk. Porazdelitve
teh sluc¢ajnih spremenljivk razberemo tako, da si npr. pri U; predstavljamo, da
mesanje poteka tako, da med enojke na slepo postavimo , nato pa Se preostale
ploscice, ki na porazdelitev ne vplivajo. Sledi, da je U; porazdeljena enakomerno
na mnozici {0, 1,2,3}. Podobno je U, porazdeljena enakomerno na mnozici {0, 2},
Us pa enakomerno na mnozici {0,3}. Sledi:
3

3
B(X)=5+1+5=4.

Opomba. Same porazdelitve sluc¢ajne spremenljivke X tu ne potrebujemo, znasa
pa:

0 1 2 3 4 5 6 7 8

/6 1/10 1/12 1/10 1/10 1/10 1/12 1/10 1/6

. Za izracun matemati¢nega upanja pisimo:
E(X) :E[E(X|Y)] =3E(Y)=3-6--=6.

Disperzijo pa lahko izracunamo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: neposredno. Velja:
E(X2|Y) —D(X 1Y)+ (BE(X|Y)) =9Y2+Y +1,
E(X*)=E[E(X?|Y)] =9EY)+EY)+1=

—9D(Y)+9(EV)) +E(Y)+1=

1 2
=9.6----49-22424+1=51
3 3+ +2+ ;
2

D(X)=E(X*) — (E(X)) =15.
Drugi nacin: razcepimo na pojasnjeno in nepojasnjeno disperzijo. Pojasnjena dis-
perzija je enaka:
D(E(X|Y))=9D(Y) =12,
nepojasnjena disperzija pa je enaka:
E(D(X | Y)) =FEY +1)=3.

Skupna disperzija pa je enaka:

DX)=D(E(X|Y))+E(D(X|Y))=15.

84



4. Pomagamo si z rodovnimi funkcijami. Ce z G ozna¢imo rodovno funkcijo sluc¢ajne
spremenljivke N, z H pa rodovno funkcijo sluc¢ajnih spremenljivk X, X5, X3, ...,
velja:

o0

3F 1
G(s)224k+15 :4—387

k=0

o0

ok 1
H(S):ngJrls :3_25'
k=0

Rodovna funkcija slucajne vsote S pa je enaka:

ot =2 =i 2] e i (5) -1 e (5)

k=0 k=1
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 9. 6. 2014
ISRM

1. Ce z S oznad¢imo Markov izkupiéek, potem ko obrede vse avtomate, lahko pisemo:
S=5LX+ LXy+ -+ LiooXio00,

kjer je I = 1, ¢e je Marko igral na k-tem avtomatu, sicer pa je I = 0; X je
Markov izkupicek na k-tem avtomatu (namisljen, ¢e Marko tam ni igral). Najprej
izracunamo matematic¢no upanje in disperzijo:

E([pXy) = E(I) E(Xy) = —%,
E(X?) = D(X}) + (E(X}))* = 10,
E((ItXy)?) = E(I) E(X}) =5,
D(I:Xy) = E((I:X3)?) — (E(IX3))* = %.

Torej je E(S) = —100/2 = =50 in D(S) = 100-19/4 = 475. Po centralnem limitnem
izreku je:

1 50
P(S>0)~g -~ (\/Tﬁ) = 0°011.

2. Iz logaritma gostote:

InT  In(27) 3lnx T 9

1 = — — — W2 =
_In7  In(27) 3z 72 LT
2 2 2 2u2 o 2z

dobimo logaritem verjetja:

nlnT  nln27) 3 < T = (X — p)?
R N P RE S L L

SRLLLICT N SN oS SR
! p

9 2 9 < 22 4 922X,
=1 =1 =1
Odvajamo:
OlnL 7 nr
T A
dlnL n 1 Zn: (X; — p)?
or 21 2u? — X;



Ko izena¢imo z ni¢, dobimo naslednji cenilki:
.5 . nX?
p=X,  T=w - : *
S (% XP/ )
ki sta cenilki po metodi najvecjega verjetja pod pogojem, da izmerjene vrednosti
Xi,... X, niso vse enake in da je v (fi,7) res dosezen maksimum. Za slednje je
dovolj videti, da je pri fiksnih izmerjenih vrednostih X, ... X, ki niso vse enake:

e za dovolj majhne p odvod 8(})% pozitiven, za dovolj velike pa negativen, in sicer
ne glede na 7;

e pri fiksnem p > 0 za dovolj majhne 7 odvod ag%’: pozitiven, za velike pa
negativen.

Oboje je o¢itno iz izrazov za 2BL jp 2L

o or
jene vrednosti X1, ... X, niso vse enake, cenilki iz (%) ustrezata metodi najvecjega
verjetja. Ce pa so izmerjene vrednosti vse enake, recimo X, je pri u = X logari-
tem verjetja strogo narasc¢ajo¢ v 7 in zato ni navzgor omejen. V tem primeru torej

cenilka po metodi najvecjega verjetja ni definirana.

. Dokazali smo, da v primeru, ko izmer-

. Smiselno je uporabiti T-test ali Wilcoxon-Mann-Whitneyjev test.

Pri T-testu izracunamo:

Ljubljancanov: 10, Novomes¢anov: 8,

povprecni ¢as Ljubljancanov 0:46.456, povprecni ¢as Novomesc¢anov: 0:46.018,

s =1079s, T =0086, tgo75(16) = 2"12.

Hipoteze ne moremo zavrniti.

Pri Wilcoxon-Mann-Whitneyjevem testu pa je vsota rangov Ljubljancanov 80,
vsota rangov Novomes¢anov pa 91. Testna statistika (pri razli¢ici brez popravka
za zveznost): Z = —1733. Ker je 29975 = 196, hipoteze tudi pri tem testu ne
moremo zavrniti.

. Vsota kvadratov rezidualov je:
Q=0-a—4)>+2B-a—-0)°+B—a)*+ (1 —a)’+(6—a—4b)*.
Po odvajanju dobimo:

@:12a+20b—42, @:20a+68b—100.
Oa ob

Ko oboje postavimo na ni¢ in resimo sistem, dobimo cenilki za a in b:

107 B
“T 59 52

Iskana krivulja je torej y = 10¢ + 22 2% = 2058 + 0'865 22
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 16. 6. 2014
ISRM

1. Oznacimo iskano sluc¢ajno spremenljivko z N. Lo¢imo naslednje primere:

e Nihce ne zna sam resiti naloge. V tem primeru je oc¢itno N = 0. Verjetnost
tega dogodka je 0°7% = 0'118.

e Vsaj eden od Studentov na skrajni levi zna sam resiti nalogo in nihce drug na
ostalih stirih poloZajih je me zna sam resiti ter se enako za skrajno desno. V
tem primeru je N = 4. Verjetnost tega dogodka je 2+ (1 —0'7%) - 0'7* = 0'245.

e Preostali primeri: nalogo zna sam resiti bodisi vsaj eden od studentov na
skrajni levi bodisi vsaj eden od studentov na skrajni desni bodisi vsaj eden od
studentov v sredini. V tem primeru je N = 6, verjetnost tega dogodka pa je
1—-07=2-(1-07%)-07" = 063T7.

(0 4 6
Sklep: NV ~ (0'118 0°245 0'637)'

2. Izrazimo:

in odvajamo:

ali pa izracunamo:

o (L 1y _ 1 9
oy\z y)  y*’ Ay

pals) = / vy ( ) - / —e e dx,
. z— 1 (= - ;)2 LE 72

x /(z—1/z)>0

Za z <0 je torej pz(z) =0, za z > 0 pa je:

pz(2) = e_z/ dr _ ze %,
1

/= %2
Sklep:

(2) = ze® ;2>0
Pz %) = 0 : sicer

88



3. a) Najprej izra¢unamo:

K(X,Y) = +(X,Y)/D(X)/DY) = ; 2.3-4,

nato pa Se:
EXY)=K(X,)Y)+EX)EY)=4+2-1=6.
b) Iz:
KX, X+tY)=DX)+tK(X,)Y)=4+4¢
dobimo, da sta X in Y nekorelirani pri t = —1.

Interval zaupanja: 3'5 < o < 13'1.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 27. 8. 2014
ISRM

. a) Iskana verjetnost je enaka:

pi= %[0'6 04-07T+06-06-09+
LOT-06-06+07-04-09+
+09-05-06+09-05-09| =
— 0'557.

1

b) 3 07-06-06+09-05- 0'6} = 0'312.
P

. a) Oznacimo S := R?. Za s > 0 velja:

1 a
= — = — _8/2
psls) = 5 erl(VE) = § e,
medtem ko za s < 0 lahko postavimo pg(s) = 0. Slucajna spremenljivka S je torej
porazdeljena eksponentno Exp(a/2).
b) Najprej pois¢imo 95. centil slucajne spremenljivke S, ki ga oznac¢imo z sg 5.
Velja:
P(S < s095) = 1 — e79%09%5/2 = 095,

od koder sledi: 5 50

S0.95 — —— In005=——.
a a

95. centil slucajne spremenljivke R pa je enak:
2°45

70.95 = 1/S0.95 = W .

. Bilanca igralnice v posamezni igri ima porazdelitev:

—34 0 2
1/37 18/37 18/37) °
Recimo, da Berti odigra n iger. Naj bodo X, Xy, ... X,, neodvisne slucajne spre-

menljivke z zgornjo porazdelitvijo in naj bo S, = X; + Xo + - - - + X,,. [s¢emo take
n, da bo veljalo P(S, > 0) ~ 095. Iz

2 342 +4-18 2\? 45432
E(X)= = in DX,)=22T"270 (=2 _
(i) n DX 37 (37) 1369
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in centralnega limitnega izreka dobimo:

1 Zn 1 n
P(S,>0)m=—0| ——2— | == 4+®(24/—— | ~0095.
(S > 0) 2 45432 ) 2+ ( 45432)
\/ 1369

[ n
i iti ——— =~ 1'645, kar j ~ .
Torej mora biti 2 15132 645, kar je res za n ~ 30735

1 2 2
4. Iz =E(X)=a+ X in 2o =a® + Ta + v dobimo cenilki:

~ 1 N . /[ R
)\:A—AQ, a =2z — 22—2%,
\/ 22 - Zl
kjer je kot obicajno:

n 22 ==
n n

. X+ Xo+ -+ X,

X+ X5+ 4+ X
21 ==

n
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 14. 12. 2012
ISRM

1. a) To pomeni, da ob obdarovanju velja ena od naslednjih treh mozZnosti:

e Gal si je zelel medvedka, Nik avtomobil¢ek in Tim kocke;
e Gal si je zelel avtomobilcek, Nik kocke in Tim medvedka;
e Gal si je zelel kocke, Nik medvedka in Tim avtomobilcek.

Verjetnost tega dogodka je enaka 0'4-04-03+04-05-01402-01-06=008.
04-04-03
b) ———— =076.
) 0°08
2. To pomeni, da nikoli ne zadenemo 20 tock, obenem pa manj kot 20-krat zadenemo
eno tocko. Verjetnost tega dogodka lahko zapisemo s formulo:

9 /e
_ ok -E50—k
p—g (k>-03~05 ;
k=0

ki jo lahko zapisemo tudi v obliki:

g 3o (0} (03 (o)
b= k) \os) \08
k=0
in opazimo, da je nova vsota natancno verjetnost, da je slucajna spremenljivka,
porazdeljena binomsko Bin(50,0°3/0°8) manjsa od 20. To pa lahko dobimo tudi

tako, da opazimo, da je pogojno na dogodek, da nikoli ne zadenemo 20 tock, stevilo
toc¢k porazdeljeno binomsko Bin(50,0°3/0°8). Sledi:

195 —50-0°375 1

p~ 08" [cb ( ) - —} = 8374-107°.
V500375 -0625) 2

Toéen rezultat: 8437 -1076.

3. Slucajna spremenljivka X lahko zavzame vrednosti 2, 3, 4 ali 5. Ustrezne dogodke
lahko ponazorimo z naslednjimi nizi:

X =2: 1N 2N, 3N\, 4\

X =3: 12N, 13N\, 14\, 23\, 24\, 34\,
X =3: 123N, 124\, 134\, 234\,

X =4: 1234\,

kjer puscica pomeni manjse ali enako Stevilo. Verjetnost posamezne skupine izidov
je k/4™, kjer je k zadnja Stevilka pred puséico, n pa dolzina niza (s pus¢ico vred).

Sledi:
(2345)(345)(2345)

X~lwo 20 15 4 )= 5 15 1 )]=|lwo s 15 1 ]-
16 64 256 1024 16 256 256 256 256 256 256
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4. Fz(Z)
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 29. 3. 2013

1.

ISRM

Iz izrazave Y = X Z sledi:

pz(2) = / pxy(x,x2) x| de =

o0

2
:_/ (1—2? —2%2?)de =
T Ja242222<1

2 (1+Z2)—1/2
——/ (1—2* —2%2%)dz =
—(1422)-1/2

1
(14 22)°

Slucajna spremenljivka Z ima torej standardno Cauchyjevo porazdelitev.

. Korelacijski koeficient je enak:

E(XY) — E(X) E(Y)

VEG?) = (B(X))*\JE(Y?) - (B(Y))?

(AﬂB) P(A) (B)

Py - (P \JPB) - (P(B)?

r(X,Y) =

torej je:

od koder sledi:
1
P(AOB)ZE—F—-—-—:

Rodovna funkcija Stevila potomcev v prvi generaciji je:
Gl (S) - 6>\(s_1) 9
rodovna funkcija stevila potomcev posameznega potomca v prvi generaciji pa je:

Gs(s) = i (1+:\)8k = —%hl(l - (1- e”‘)s) .

k=1
Rodovna funkcija Stevila potomcev v drugi generaciji pa je:

[e.e]

-A
_ —{n[l-(1—eM)s]+1} _ € _ A _ Nk
G1(Ga(s)) =€ == )s e E_ (1—e?)"s
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Ce z S, oznac¢imo $tevilo potomcev v drugi generaciji, torej velja:
P(Sy = k) :67’\(1 —e*A)k; k=0,1,2,...

kar pomeni, da gre za geometrijsko porazdelitev Geom(e"), premaknjeno za ena v
levo.

. Iz:

1 1 ! 1 1
E(Xi):/ rdr =~ E(Xf):/ 2?de = =, D(X;) == —
0 2 0 3
sledi:
E(S)=12, D(S)=2.

Po centralnem limitnem izreku (ki je pri enakomerni porazdelitvi zelo natancen,
zato ga lahko uporabimo tudi za majhno Stevilo sestevancev) velja:

| 12
P(S<x)%§+<b($\/§ )

torej bo ® (Iﬁ) ~ —0'45 oziroma 12 & —1'645 oziroma x ~ 12 — 1645 - /2 =
9°67.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 13. 6. 2013
ISRM

1. a) Glede na to, da je prvi moment enak z; = E(X) = a+ 1, je b = e ~'/2. Iskana

cenilka je torej:
b= o X-1/2 _ [(Xit+tXn)/n—1/2

b) Velja:
B = V2 Blesingsin. 5]

_ 6—1/2<E[6X/n )" _

— 71/2 (/ x/nda:) _

_ oo 1/2(n( 1n ) '
Torej je:

i ol/2
(n(el/” — 1))
ol/2

nepristranska cenilka za b. Ce ozna¢imo k, := =, velja:

(n(el/n - 1))

1
lim Ink, = 5~ lim n(lnn—i—ln(el/” — 1)) .

n—o0 n—o0

S substitucijo = 1/n in trikratno uporabo L’Hépitalovega pravila dobimo:

(hl(el” — 1) —Inzx

— lim =
x—0 €T

n(==13)
— lim —— | =
z—0\e? —1 =z

ret —e+1
(et —1)
T e’
m-———
=0 e — 1 + xe”
. oxet+e”
—lim —m— =
z—0 (24—1‘)@9”

lim limInk,, =
n—oo

|
g
|

I |
O NI~ N N = N =N
|
8
1
()

Torej gredo korekcijski faktorji &, proti 1, ko gre n proti neskoncno.
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2. X = 2964, s = 3152, t0.995(9) = 3'25.

Interval zaupanja: 2640 < p < 32'88.

. Najprej parameter pri geometrijski porazdelitvi Geom(p) ocenimo po metodi naj-
vedjega verjetja. Za slu¢ajno spremenljivko X, ki ima to porazdelitev, velja P(X =
k) = p(1 —p)*L. Ce torej izmerimo n neodvisnih vrednosti X1, ...X,, je logaritem
funkcije verjetja enak:

InL=nlnp+(X;i+---+X,—n)In(1l —p).

Ta izraz gre proti minus neskonc¢no, ce se p bliza bodisi 0 bodisi 1, zato bo maksimum
dosezen tam, kjer bo odvod:

dlnL n Xi+---+X,—n

dp D 1-p

enak 0, to pa se zgodi, ¢e je p enak:

n 1
X+ + X, X

p=

Za nase podatke dobimo p = 0°405, teoreti¢ne frekvence pa pridejo:

vrednost 1 2 3 4 5 6
teo. frekvenca || 4049 | 24°09 | 14'34 | 853 | 508 | 302

vrednost 7 8 9 10 11 12 13 14
teo. frekvenca | 1'80 | 1°07 | 064 | 0138 | 023 | 0°13 | 0°08 | 0°05

Glede na to, da morajo biti teoreticne frekvence vsaj 5, zdruzimo vse razrede od
vrednosti 6 naprej. Tako dobimo naslednjo tabelo:

vrednost 1 2 3 4 5 | 6 in veé
frekvenca 52 17 11 6 6 8
teo. frekvenca || 4049 | 24°09 | 1434 | 853 | 508 7°40

Vrednost testne statistike pride x? = 711, kar primerjamo s x32 45(4) = 9°49. Nicelne
hipoteze torej ne moremo zavrniti, odstopanja niso statisti¢no znacilna.

. Za te podatke je najprimernejsi test z znaki, saj delamo z urejenostno mersko le-
stvico in imamo na istih enotah izmerjeni obe vrednosti spremenljivke. Iz tabele
razberemo, da je bilo 30 anketirancev po spremembi ponudbe bolj zadovoljnih, 4 pa
so bili manj zadovoljni. Vrednost testne statistike pride:

30 -4

= 4°46.
V34
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Po primerjavi z zg95 = 1645 sprejmemo alternativno hipotezo, da se je menza
izboljsala.

Namesto tega testa bi lahko uporabili tudi inverzijski (Wilcoxon-Mann-Whitneyjev)
test, ¢eprav bi z njim izgubili informacijo o izboljSanju oz. poslabsanju mnenja
posameznih strank. Manj primeren pa je T-test, ker z njim anticipiramo Stevilske
vrednosti odgovorov.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 27. 6. 2013
ISRM

1. a) Ce s T4 in T oznac¢imo AljaZevo oz. Brankovo zamudo, velja
{T <t} ={Ts <t} U{Tp < t}, torej je:

Fr(t)=P(T <t)=P(Ta <t)+P(Tg<t)—P(Ty <t, Ty <t) =

0 1t <0
= 2t—t2 ;0<t<1
1 ;t>1

Ta funkcija je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, zato je T zvezno porazdeljena

in ima gostoto:
21—t ;0<t<1
prt) = { 0 ; sicer

b) Dogodka sta prikazana na naslednji sliki:

Branko
60 min
\ . v . v .
somin L AN Aljaz zamudi ve¢ kot 30 minut
20min T 7/ prvi zamudi ve¢ kot 20 minut
2=0 4=.0 60 Aljaz
. . . 3-4 3
Iskana pogojna verjetnost je enaka v = 1

2. Dopolnjena tabela:

Y=0|Y=1]|Y=2|Y =4 | Skupaj
X =0 1/40 | 1/20 | 3/40 | 1/20 | 1/5

X =2 1/20 | 1/10 | 3/20 | 1/10 | 2/5

X =31 1/20 | 1/10 | 3/20 | 1/10 | 2/5

Skupaj | 1/8 | 1/4 | 3/8 | 1/4 1

Velja:

6
B(X)=2, D(X)=2.
B(Y)=2, DY) ="
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3. Velja F(X;) = 0 in D(X;) = d?, torej E(S) = 0 in D(S) = 500a®. Po centralnem
limitnem izreku je priblizno:

1 1000
a

kar mora biti enako 0°05, torej mora biti ® <a1\9%> ~ 0'45 oziroma, ;\9% ~ 1645

oziroma a ~ 27°2.

Opomba. Verjetnosti P(S > 1000) tu ni ustrezno interpretirati kot P(S > 1000°5),
saj S ne zavzame vrednosti na celoStevilski mrezi, temve¢ na mrezi z razponom a.
Ker ne vemo, kako glede na to mrezo lezi stevilo 1000, popravek ni na mestu (v
takih primerih v povpre¢ju dobimo najnatanc¢nejse rezultate, ¢e popravka sploh ne
uporabimo).

V resnici za a < 27.02702 velja P(S > 1000) < 0.0480523, za a > 27.02704 pa velja
P(S > 1000) > 0.0525776.

4. Izvedemo dvostranski inverzijski (Wilcoxon—-Mann—Whitneyjev) test. Za ta namen
tabelo najprej dopolnimo:

| [do20| 2140 | 4160 | 61-80 | 81-100 | 101 + [ Skupaj |
Zalec 29 442 788 351 158 324 2092
Ziri 5 61 184 197 169 559 1175
Skupaj | 34 503 972 548 327 883 3267
Rangi | 1-34 | 35-537 | 538-1509 | 1510-2057 | 2058-2384 | 2385-3267

Vezani | 1o | 9560 | 10235 17835 9921°0 92826°0

rangl

Vsota rangov stanovanj v mestnem obmod¢ju Zalec: 2.825.988
Testna statistika pride Z = —22'89. Ker je njena absolutna vrednost vecja od
Z0.975 = 1960, hipotezo zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 27. 8. 2013
ISRM

5 5 10
1

. a)Iz/ (5+t)dt:/ (5—t)dt:/ rdr=50sledia=b=—.
5 5 0 50

b) Dog;)dek, da oba ngopita Se pred zacetkom predavanja, je dogodek, da je A < 0
in B < 0. Zaradi neodvisnosti velja:

1 0 0
P(A<0,B<0)= 50 5(5+t)dt/5(5—t)dt:%:0‘1875.
P(A<B,A<0,B<0)

¢) Izracunati je treba P(A< B| A< 0,B <0) = P(A<0,B<0)

. Velja:

1
P(A<B,A<O,B<O):—// 54+u)(5b—v)dudv =
2500 —522,71}1«)

1
2500 //s?ffffo ey

z+y<10
1 10 10—y
= dzdy =
2500 s y/O rardy
10
= —— 10 — y) % dy =
5000 /- y( y)“dy
1 5
=—— [ (10-t)t*dt =
5000 J,
5
96
Konéno je torej P(A < B| A <0,B < 0) 16 5 _ o = (0278
oncno je tore = —t — = — = .
16 ore] ’ 396 18

. Iz:

K(aX+bY +cZ, X+Y)=3a+3b, K(aX+bY+cZ, X—-Y —27Z)=3a—3b—6¢

dobimo, da mora veljati b = —a, ¢ = a. Taksni so torej veckratniki slucajne
spremenljivke X — Y + Z.

. Centralnega limitnega izreka ne moremo uporabiti neposredno na S, ker produkt
slucajne spremenljivke X in normalno porazdeljene slucajne spremenljivke, cetudi
neodvisne od X, ni nujno normalno porazdeljen. Prav tako centralni limitni izrek ne
velja za vsoto XY] + XY5 + -+ + XVYg0, saj so seStevanci odvisni (centralni limitni
izrek se sicer da posploSiti tudi na vsote slucajnih spremenljivk z doloc¢eno vrsto
odvisnosti, vendar pa je odvisnost prej omenjenih sestevancev premoé¢na). Pravilno
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pa bo iskano verjetnost ra¢unati s pomoc¢jo pogojnih verjetnosti glede na X. Ce
piSemo T :=Y; + Y5 + - - - + Yiq9, po izreku o polni verjetnosti velja:

P(S>150)=P(X =1)P(S>150 | X =1)+ P(X =2) P(S > 150 | X =2) =
2 1
:gP(T>150)+§P(T>75).

Za sluc¢ajno spremenljivko 7' pa centralni limitni izrek velja: iz E(T) = 100 in

D(T) = 10000 dobimo:
1 a — 100
P(T>a)z§—cl>< 0 ) ,

torej je:

1 2 1 1 1

Oglejmo si Se, koliko bi znasala iskana verjetnost za normalno slucajno spremenljivko
z enakim matemati¢nim upanjem in disperzijo kot S. Za ta namen izra¢unamo:

E(S)=P(X=1)E(S|X=1)+P(X=2)E(S| X =2) =

2 1

—ZE(T)+<-2E(T) =
5 B(T) +3-28(T)

400

- =

Nadalje je E(T?) = D(T) + (E(T))* = 20000 in zato:

ES)=PX=1DES*| X=1)+PX=2ES*|X=2)=

= %E(TQ) + % 4 B(T?) =
— 40000,
D(S) = B($*) — (B(9))* = 55

Za normalno slucajno spremenljivko bi bila torej iskana verjetnost enaka:

1 —
—<1>(150 400/3):1_(1)( 1 )i0.455‘
100v/20/3 2 2v/20

. Uporabimo Wilcoxon—-Mann—Whitneyjev test. Imamo 27 revij, ki realno dopuscajo
objavo ¢lankov iz verjetnosti, in 90 preostalih revij. Vsota rangov revij, ki realno
dopuscajo objavo ¢lankov iz teorije verjetnosti, je 2006. Testna statistika pride:

/ 3
Z =) ———— (22006 — 27 - 118) = 2
27'90'118( 006 — 27 - 118) 67,

kar je vecje od kriticne vrednosti 2995 = 2°58, zato nicelno hipotezo zavrnemo.

2
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 9. 12. 2011
ISRM

1. Oznacimo s H; dogodek, da je Zena odprla i-ti predal, z L dogodek, da je profesorjeva
zena nasla vsaj en list, z L, pa dogodek, da sta v predalu oba lista. Nadalje naj
bo p; verjetnost, da je profesor posamezen list zalozil v i-ti predal (torej p; = 06,
pe =03 in p3 = 0'1). Tedaj velja:

P(Ly) _ Y35, P(H:) P(Ly | H;)
P(L) S, P(H) P(L| Hy) '

P(Ly | L) =
in nadalje:
P(H;)=~,  P(L|H)=2p;—p;,  P(Ly|H)=p;

Ko to vstavimo v zgornjo formulo, dobimo P(Ls | L) = 0°299.

2. Ce z S oznadimo $tevilo prvorazrednih izdelkov, je S ~ Bin(400,0°2). Veljati mora
P(S > x) > 0°95. Po Laplaceovi integralski formuli je:

1 r—1-400-02 1 x —80'5
(522) 2 (\/400-0'2-0'8) 2 ( 8 )
Torej priblizno velja:
= 805 —8-071(045)| = [80'5 —8 - 1'645] = 67.

V resnici je P(S > 67) = 0°9566512 in P(S > 68) = 0°9432189.

() _ 06 L
3. P(S=0)= (22) 055, P(S=1) ® Oj, 2
P(S=2)= &) ((6>)( D . = 0208, P(S=3)= [212); = 0°033,
P(S =4) = % = 0°008.

4. Ocitno mati caka otroka od 0 do 5 minut. Obmocje, kjer mati caka najvec¢ ¢t minut
(0 <t <5), je prikazano na sliki:
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14:40

14:35

14:30

: : : :
14:30  14:35 14:40 14:45 mati

(5—1)* 175410t — ¢t

Za0<t< j P(T<t)=1-— . Sledi:
a0 <t<5botorej P(T <t) 500 500 Sledi
0 ;<0
Fr(t) =4 (175 + 10t —2)/200 ; 0<t <5
1 i t>5
Graf:
Fr(t)
1__
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 30. 3. 2012
ISRM

1. Pruvi nacin: za y > 0 velja:

Fy(y) =P(Y <y)=P(-Vy< X <Vy).

Ker X zavzame le vrednosti od —2 naprej, moramo loc¢iti dva primera. Za 0 <y <4
velja:
VY
Fy(y) = / e Ay =eV¥E e VIT2,
VY
za y > 4 pa:

VY
Fy(y) = / e ldr=1—eV¥2?,
—2

Ce povzamemo, velja:
0

Fy(y) = { oo e
1 —e VU2

< o
VN IA
e O
AN
e

Drugi nacin: iz formule za transformacijo gostote sledi:

py(y) = % (px(—\/@) + px(\/ﬁ)) :
Sledi:
ﬁg (eﬂ’Q + e’\/g’2> 0<y<4
py(y) = ﬁg eVy—2 cy >4
0 ; sicer

Ni tezko preveriti, da si kumulativna porazdelitvena funkcija iz prvega nacina in
gostota iz drugega nacina ustrezata.

2. Velja:

D((X +Y)?) = B((X +Y)") = | E((X + 1/)2)]2 _
= E(X4) +4E(X3) E(Y) +6E(X2) E(YQ) +4E<X) E(Y3) +E(Y4) _
— [B(X?) +2 B(X) B(Y) + BE(Y?)|.

Iz momentov:

1
1
E(X") =E(Y") = Fdu = ——
(09 = B = [ =
o 5 127
po nekaj racunanja dobimo D((X +Y) ) = 150"
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3. Ce z S oznac¢imo stevilo uspelih poskusov, lahko zapisemo S = X; + X5+ - - - + X,

kjer je:
5 (s 17s)

sluajna spremenljivka N pa je porazdeljena geometrijsko Geom(1/2). Le-ta ima
rodovno funkcijo:

S
G =
sumandi X; pa imajo rodovno funkcijo:
2+s
GQ(S) = 3 .

Ker so sumandi neodvisni, ima vsota S rodovno funkcijo:

2+

1 3/(s s
G1(G2(S))—4_s:§+§<Z+E+6_4+...)’

torej je P(S = 3) = 3/128 = 0°0234.

4. Pisimo:

P(S>20) = P(Xo = —1) P(S > 20 | Xo = —1) + P(Xo = 0) P(S > 20 | Xo = 0) +
Ce ozna¢imo T' = X; + Xy + - - - X100, torej S = X7, nadalje velja:
1
P(S>20) = 5 P(T < ~20) + 2 P(T > 10) =

Wl W+~

1
(o0 <T < =205) + = P(105 < T < 00).

Ker je F(X;) =0, D(X;) = 1 ter posledi¢no E(T) = 0, D(T) = 400 in o(T") = 20,
iz centralnega limitnega izreka dobimo:

1/1 20°5 1/1 10°5
P 20)~=-(=z—D| — - =—P | — =0 .
(S > 20) 3<2 (20 )>+6(2 (20 )> 0°1009

Tocen rezultat: 0°10049.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 22. 6. 2012
ISRM

. Oznacimo iskani dogodek z S. Le-ta se lahko zgodi na naslednje tri nacine:

e Asistent ne premesti niti Aljaza niti Brigite. Naj bo to dogodek Sy.

e Asistent premesti Aljaza na Cvetovo mesto, Brigite pa ne premesti. Naj bo to
dogodek 5.

e Asistent premesti Aljaza na Brigitino mesto, Brigito na Cvetovo mesto in Cveta
na Aljazevo mesto. Naj bo to dogodek S5.

Verjetnostni prostor lahko razdelimo na 9 -8 - 7 = 504 enako verjetne izide — glede
na to, katere Studente asistent izbere za premestitev in v katerem vrstnem redu.
Vsak tak izid lahko torej ponazorimo z zaporedjem ¢rk oblike zyz. Tako zaporedje
si lahko predstavljamo kot povelje, naj gre x tja, kjer je bil prej y, y tja, kjer je bil
prej z in z tja, kjer je bil prej x. Naj ¢rka A oznacuje Aljaza, ¢rka B Brigito, ¢rka
C Cveta, ¢rke X, Y in Z katerega koli, ki ni Aljaz ali Brigita, ¢rka W pa katerega
koli, ki ni Aljaz, Brigita ali Cveto.

e Dogodek S sestavljajo izidi oblike XY Z, ki jih je 7-6 -5 = 210.
e Dogodek 5 sestavljajo vsi izidi oblike ACW, WAC in CW A. Teh je 6-3 = 18.
e Dogodek S5 pa sestavljajo izidi oblike ABC', BCA in C'AB, ki so trije.

Iskani verjetnosti sta:

210+36+3 231 11

P(S) = P(S) + P(51) + P(S2) = 01 = =g = 0458,

P P 1 21 1
(S1) + P(S2) _18+3 00909,

P51V S5 |95) = P(S) 231 231 11

Opomba. Po trije in trije izidi, kot smo jih definirali, doloc¢ajo enako premestitev.

Tako bi lahko za izide vzeli tudi kar premestitve. Teh je ) i 7 =2 (g) = 168.

. Prvi nac¢in: s kumulativno porazdelitveno funkcijo. Za y < 0 je o¢itno Fy(y) =
P(Y <y) =0, sicer pa je Fy(y) = P(1 — \/y < X <1+ /7). Sledi:

0 cy <0
2V
Fr(y)=4 —5 0svysl
1
VY 1<y <4
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kar je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva funkcija, zato je slu¢ajna spremenljivka
Y porazdeljena zvezno z gostoto:

1
— ;0<y<l1
3VY
py(y) = L 1<y<4
6y
0 ; sicer

Drugi nac¢in: neposredno z gostoto. Za y < 0 ocitno lahko postavimo py (y) = 0, za
y > 0 pa velja:

1
S — px(1
py(y) 2\/—10)(( \/_)—1—2\/_]9)(( +Y)
kjer je px(x) = 1/3, ¢e je 0 < x < 3, sicer pa je px(z) = 0. Seveda dobimo isto kot
prej.

. Oznacimo z S cas, ko podelijo nagrado. Ker je to vsota 10000 neodvisnih sluc¢ajnih
spremenljivk z isto porazdelitvijo, ki je eksponentna, je £(S) = 10000 - 86000 =
86000. Nadalje, ker je standardni odklon eksponentne slucajne spremenljivke enak
matemati¢nemu upanju, je o(.S) = /1000086000 = 860. Iskana verjetnost je torej
(priblizno) enaka:

1 86400 — 86000 1
P(S > 86400) ~ — — @ = — — ®(0'465) =0'321.
(5> )% 5 ( 360 ) 5 — ®(0465)
Tocen rezultat: 0°31999.
. Iz teoreti¢nih frekvenc:
0.870 | 4.130
2.435 | 11.565
6.696 | 22.304

dobimo vrednost testne statistike y? = 159, kar je manj od kriticne vrednposti
X&o5(2) = 5°99. Torej hipoteze ne zavrnemo. To pa bi morali storiti Ze potem, ko
smo za kar nekaj teoreti¢nih frekvenc dobili premajhno vrednost (pod 5).
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 23. 11. 2010
ISRM

1. Ugodno obmocje je oznaceno na sliki:

B

in verjetnost zelenega dogodka je razmerje ploscin, ki je enako 1 = 0°408.

2. Oznacimo z I¢ in Iy dogodka, da je izpolnjevalcu ime Cvetko oz. Vinko, s P¢ in
Py pa dogodka, da se izpolnjevalec pise Cvetko oz. Vinko. Z I, in I, ozna¢imo
dogodka, da izpolnjevalec navede ime Cvetko oz. priimek Vinko. Nadalje naj bo se
Z dogodek, da se je izpolnjevalec zmotil. Tedaj velja:

!/ /

P(Z|I,NPy) = Pf(?lclg ;f;v) _
PZ)P(IcN K | Z) _

- P(2)PILNP, | Z)+P(Z)PULNP, | Z)
B P(Z) P(Iy N Pc)
- P(Z)P(IyNnPe)+ P(Z)P(Ic N Py)
B 0'1-0°00329 - 0°00048 .
~0'1-0°00329 - 0°00048 + 0°9 - 0°00075 - 0°00011
= 0'680.

3. Oznacdimo z x minimalno potrebno velikost predavalnice. Po Laplaceovi integralski
formuli je x priblizno najmanjse celo stevilo, za katerega velja:

1 1_9200-08
——q><x+2 )<0'05
2 V200-08-072

@(5—42E>>005
V32
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Torej priblizno velja x = [y], kjer je y reSitev enacbe:

P (y—595) — 045
V32

in iz y = 168.80 dobimo = = 169.

Dejansko je verjetnost, da bo prislo (strogo) ve¢ kot 168 Studentov, enaka 00632,
da jih bo ve¢ kot 169, pa 0°0430. Torej je ocena x = 169 pravilna.

. Slucéajna spremenljivka N je lahko enaka 2,3,4 ali 5. Dogodke, da je N = 2,3
oziroma 4 bomo prikazali graficno z razliko med tockami obeh igralcev.

Dogodek, da je N = 2, ustreza potekoma igre:

N

O

kar nam da P(N = 2) = 0'5% + 0'3% = 0'34.
Dogodek, da je N = 3, ustreza potekom igre:

, /
o~ NN

kar nam da P(N =3) =2- (052 4+ 0'3?) - 02 = 0'136.
Dogodek, da je N = 4, ustreza potekom igre:

\)—()—( ’ \)—( ’ 2 , \ , \/\ ’
N\ N\ N\ N N\
kar nam da P(N =4) = 3- (052 + 0°32) - 0°22 + 2 (0'5% - 0°3 + 0°5 - 0°3) = 01428,
Kon¢no izra¢unamo e P(N =5) =1 — 034 — 0136 — 0'1428 = 0'3812.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 3. 2. 2011
ISRM

1. a) Prvi nacin: s pomocjo kumulativne porazdelitvene funkcije. Ker je vedno Y > 0,
je za y < 0 o¢itno Fy(y) = P(Y <y)=0. Za y > 0 pa velja:

Fy(y) =PY <y)=P(VIX|<y) =P(X| <y’ ) =P—* < |X|<yP) =

2

1 /y dz 2 o2
= - —— = —arc }
T ) ol ow &Y
Sledi:
1y >0
Y
py(y) =Fy(y) =< m(1+y*)
0 ; sicer

Drugi nacin: zuporabo formule py (y) = Z ﬁf((x;‘ Ce postavimo f(z) = +/|z],
x
z; f(z)=y

za y < 0 enacba f(z) = y ni resljiva na z, torej je tam py(y) = 0. Zay > 0 pa

1
ima enac¢ba dve resitvi, x = —z% in z = y%. Ker je f'(z) = za x > 0 in
) 2/
f(x) = -3 w za x < 0, iz vsega skupaj dobimo:
T
4y
2 2
= px(=1?) - 2/ — 2 AT —
py(y) = px(=y°) | = y?| + px(y°) |y?| w0+

Dobljena gostota je seveda ista kot pri prvem nacinu.

b) Ker je Y zvezno porazdeljena in je njena gostota na intervalu (0,00) strogo
pozitivna, drugje pa enaka ni¢, lahko nastavimo kar Fy(m) = %, torej %arctg m? =
5, torej arctg(m?) = Z, torej m? = 1. Ker Y Zivi na (0, c0), mora biti m = 1.

Z.
R N R P
izracunamo ¢ = 6. Nadalje je:
s =e [ () =5
2
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in zaradi simetrije je tudi E(Y) =5/2 in D(Y') = 71/44. Konéno je:

E(XY):6/_OO/_OOIL‘y(x4—y5+x5—y4) d:)sdy:2,
17

K(X,Y)=2— (—>2 S

12 1447
__1 1
X, V)= —H _ — __— =(00141.
" ) T, 7L 71
144 144

3. Ker gre za povprecje veliko neodvisnih in enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremen-
ljivk, lahko uporabimo centralni limitni izrek, zanj pa potrebujemo matemati¢no
upanje in disperzijo. Znano je, da je E(X;) = 1/ in D(X;) = 1/A\%  Sledi
E(X)=1/Xin D(X) = 1/(n)?). Torej je:

P(X >101E(X)) = Ly (%) = % — ®(0°01y/n) .

[\]

Za mejno vrednost $tevila n mora torej priblizno veljati 0°01y/n = ®~1(0°45) =
1’645, od koder dobimo n = 27060°25. Torej bi rekli, da zelena trditev velja za
n > 27061.

Kot pokazejo natancnejsi izracuni, pa mora biti v resnici n > 27169.

4. X =113'1, s=12'71, SE=4021, df =9, tgge =325, A =1307.
Interval zaupanja: 1000 < p < 126°2.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 17. 2. 2011
ISRM

1. Oznacimo s H; dogodek, da je Aleksander v prvih 7 dneh Sel na avtobus natanko
i-krat, z Z pa dogodek, da se Aleksander in Branka nista nikoli srecala. Tedaj velja:

P(HO):%:%, P(Z | Hy) =1,
P(H;) = G()éf) o P(Z| H) =5,
P(H;) - (;()1;;) - P(Z | H) = 7.
P(Hs)z%z%, P(Z|H3):é.

Po Bayesovi formuli je:

P(Hy | Z) =
P(Hy) P(Z | Hy)
P(Ho) P(Z | Ho) + P(Hy) P(Z | Hy) + P(Hs) P(Z | Hy) + P(H3) P(Z | H3)

3
= —— =0'0316.
253

2. Kvadrat razdelimo na stiri trikotnike z vrhovi v sredis¢u kvadrata in osnovnicami,
ki se ujemajo s stranicami kvadrata (glej sliko). Zaradi simetrije je dovolj, ¢e se
omejimo na en sam trikotnik. Kvadrat postavimo v koordinatni sistem (X, Y), tako
da se sredisce kvadrata ujema z izhodis¢em koordinatnega sistema:

Y

1
ES
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V zgornjem trikotniku bo tedaj toc¢ka blizje robu kot sredis¢u kvadrata (sivo) na-
tanko tedaj, ko bo 1 — Y < v/ X2+ Y?2. Po ureditvi (in ob upostevanju lege tocke)
dobimo, da je to natanko tedaj, ko je Y > (1 — X?)/2. Mejna ¢rta gre od tocke
(—a,a) do tocke (a,a), kjer je a = 1/(1 ++v2) =2 — 1.

Plos¢ina celega trikotnika je 1, plos¢ina ugodnega obmodcja (temnosivo) in tudi ver-
jetnost nasega dogodka pa je enaka:

(1—a)2+/z<1—1_23”2) dx:(l—a)2+/0a(1+x2)dx:
38 —4v2

a
=1- 24 = 17 =078l
a—l—a+3 3

. Iz E(U;) = 1/2, E(U?) = 1/3, E(V;) = 4/3, E(V?) = 2 in neodvisnosti dobimo
B(X:) = B(U) B(V)) = 2/3, B(X?) = B(U?) B(V2) = 2/3 in D(X;) = 2/3
(2/3)? = 2/9. Sledi E(S) = 200/3 in zaradi neodvisnosti e D(S) = 200/9. Ker je S
vsota velikega Stevila neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk, je po centralnem limitnem
izreku:

60 — 23 1 1 o
P(S < 60) ~ @ + - == —(V2) =00787.
200 2 2
9

Tocen rezultat: 0°07642.

e (5 02) - (4

InL=InL(xy,...z,0)=

. Iz

dobimo:

kE—1
:nln( 5 ) + (@1 +ae+--+az,—3n)In(a—1)—(r1+ 22+ -+ 2,) Ina.
Nadalje po odvajanju in ureditvi dobimo:

OlnL  xy+x9+ -+ 1, — 30
oa ala—1) '

Cenilka po metodi najvecjega verjetja bo torej:

X1+ Xo+---+ X,
3n '

o=

Ker je F(X;) =3/, je E(&) = a, torej je cenilka nepristranska.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 30. 5. 2011
ISRM

1. Verjetnostni prostor lahko prikazemo na naslednji sliki:

v

Sef

8:10+

8:00+

} } }
7:50 8:00 8:10 delavec

Oznacimo z A dogodek, da delavec pride po 8. uri, z B pa dogodek, da Sef pride
pred delavcem. Tedaj je s temnosivo barvo oznacen dogodek A N B. Velja:

1 1
P(A):§, P(AQB):67

iskana verjetnost pa je enaka:

P(ANB) 1
2. D(X):D(Y)zl—;, K(X,Y)zi,
7

DBX-Y)=9D(X)-6K(X,Y)+ K(Y) = oL
3. Ker sumand X, izstopa, ga moramo obravnavati posebej. Ce z S’ ozna¢imo vsoto
preostalih, t. j. 8" = Xo + X35+ - - - + X9, velja:

P(S<40)=P(X;=-1)P(S<40 | X;=—-1)+P(X;=1)P(S<40| X;=1)=
1 2
= §P(S’ < 50) + gP(S’ < 30).
Ker slucajna spremenljivka S’ zavzame vrednosti na lihih Stevilih, meji za S” v zgor-
nji formuli lezita to¢no na sredini med zaporednima vrednostma, kar je v povprecju
najprimernejSe za normalno aproksimacijo. Iz:

E(S") =33, D(S') =88



dobimo:

1 50—33\ 1] 2 3033\ 1] . .
P(S<40)N§[¢<W>+§]+glcb<@>+§]_057138.

Tocen rezultat: 0°5695804.

Opomba. Ce bi centralni limitni izrek uporabili neposredno na S, bi dobili priblizek
0°692, kar precej odstopa od prave vrednosti.

X =75 s=3742, df =8, Xl =218, Xigms =175,
Interval zaupanja: 252 < o < 7'17.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 6. 9. 2011
ISRM

1. Naj bo J dogodek, da strelja Janez, F' pa dogodek, da strelja Lojze. Nadalje naj
bodo 7, Z5 in Z3 dogodki, da strelec prvi¢, drugic¢ oz. tretji¢ zadene. Tedaj velja:

P(Zi1NZyN Zs)
P(ZiNZy)

P(J)P(ZiNZyNZy|J)+ P(L)P(Z1NZyNZs | L)
P(J)P(ZyNZy | J)+ P(L)P(Z1NZy | L)

08° 4 5-03° |

082 4+1.032

=0738.

P(ZnglﬂZQ):

|
N[ =N =

2. Prvi nacin. Iz X = Y Z izracunamo:

PZ(Z) :/ pX,Y(Z/%y) ]y|dy.

[e.9]

Za z < 0 lahko vzamemo pz(z) =0, za z > 1 pa velja:

00 s 1
pz(Z)Z/ ye ¥ dy = .
0 z

Torej velja:
1/22 5 2>1
pz(z) = { 0 ; sicer

Drugi nacin. 1z Y = X/Z izra¢unamo:

*° T\ |z
pz(z) = / PXy <m, ;) %dx.

Tako kot prej sledi, da za z < 0 lahko vzamemo pz(z) = 0, za z > 1 pa velja:
1

in rezultat je seveda isti kot prej.

3. Iz
E(X;))=1, D(X;)=2p, E(S)=100, D(S)=200p

in centralnega limitnega izreka dobimo:

895 — 100 1
PS<90)~® | ——— =
( ) ( v/200p ) 2
10°5 10°5
Torej bo ¢ (T()p) ~ (0’45 oziroma 5005 ~ 1°645 oziroma p ~ 0°204.

Tocen rezultat: 0°20414.

4. X =2985, s=2695, df =9, togos =325, A=27T7.
Interval zaupanja: 27°08 < o < 32°62.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 18. 11. 2009
ISRM

1. Ceprav naloga v resnici sprasuje po pogojni verjetnosti, jo brez tezav prevedemo
na brezpogojno verjetnost: verjetnostni prostor sestavljajo vse mozne razporeditve
vseh kart razen sréevega asa, za katerega vemo, kje je. Od tod naprej gremo lahko
na vsaj dva nacina.

Prvi nac¢in. Oznacimo z A dogodek, da iz drugega kupa izvleCemo prestavljenega
sréevega asa, z B pa dogodek, da povlecemo dve srci. Tedaj velja:

2 3 1
P(A)=- P(B|A)=—=—
-7 — 13 3 2 1
PiA)=3 P(B|A):(15):15"14:35
3

in iz izreka o popolni verjetnosti sledi:

P(B) = P(A)P(B| A)+ P(A) P(B|A) = %

Drugi nacin. Za 1 = 0,1,2,3 ozna¢imo s H; dogodek, da je v drugem kupu poleg
prestavljene karte Se natanko ¢ src, z B pa tako kot prej dogodek, da povlecemo dve
srci. Tedaj velja:

OGO G
o om0 TP

(med drugim je P(B | Hy) = 0). Spet po izreku o popolni verjetnosti velja:

P(H;) =

P(B) = P(HY) P(B | Hy) + P(HY) P(B | Hy) + P(HY) P(B | Hy) = =

2. Oznacimo « := LBAC, § := ZABC in v := LZACB. Ker je vsota vseh treh kotov
enaka 7, bo kot 7 manjsi od 7/2 natanko tedaj, ko bo a + 8 > 7/2. Obmodje, kjer
to velja, je predstavljeno na naslednji skici:

B
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Iz razmerja plos¢in dobimo, da je verjetnost enaka 1/2.

. Oznad¢imo z N Stevilo ponesrecenih. Ce premija zna$a z evrov, ima zavarovalnica
izgubo natanko tedaj, ko je N > x. Torej mora biti x najmanjse stevilo, za katero
je P(N > z) < 0°05. Taka Stevila so nujno cela. Slucajna spremenljivka N je
porazdeljena binomsko Bin(1000, 1/500) in iz Poissonove aproksimacije dobimo:
) 2 23 4
P(N>4)=1-e¢ (1—1—24—5—1—5—1—1) = 005265,
22 23 ot 9P

~ 1 _ o2 02 2 02 20
P(N>5)~1—¢ O+2+2y+m+4f+a)_OM%@

Tudi toc¢nih rezultatov ni tezko dobiti:
P(N >4)=005247, P(N >5)=001646.
Od tod zaklju¢imo, da mora premija znasati najmanj 5 evrov.

. Naj bo k € N. Slucajna spremenljivka X je enaka k natanko tedaj, ko je izpolnjen
eden izmed naslednjih dveh pogojev:

e v prvih £ — 1 metih pade le od 3 do 6 pik, v k-tem metu pa padeta 2 piki;

e najprej v nekaj (lahko ni¢) metih pade od 3 do 6 pik, nato pade 1 pika, nakar
v nekaj (lahko ni¢) metih pade od 2 do 6 pik, nazadnje pa v k-tem metu spet
pade 1 pika.

Verjetnost tega dogodka lahko izra¢unamo na najmanj dva nacina.

Prvi nacin. Neposredno, pri ¢emer v drugem primeru z ¢ oznacimo Stevilo metov
do nevklju¢no prve enojke:

AN 1 2Nt 1 5\ gl
PX =k =(2= z Sl T L _
( ) (6) 6 +Z (6) 6 (6) 6 Gk

1=

Torej je X porazdeljena geometrijsko Geom(1/6).

Drugi nacin. Pri vseh metih od nevklju¢no prve enojke naprej zamenjamo enojke
in dvojke. Ker je kocka postena, se verjetnosti ne spremenijo. Na ta nacin problem
prevedemo na cakanje na prvo dvojko, torej mora biti X porazdeljena geometrijsko

Geom(1/6).
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 1. 12. 2009
FRI-UNI

Soavtor: Peter Nose

1. Ce z A ozna¢imo dogodek, da ima Pepe skisa, z B pa dogodek, da ni bilo ni¢
sumljivega, velja:

P(AnB) 2+5%5.05 25
P(A|B) = =2 o = — =0284.
(418) P(B) 1-%.02 88

54

2. Oznacimo z A; Stevilo pik, ki so padle pri prvem metu, in z A, Stevilo pik, ki so
padle pri drugem. Ker imamo 11 razli¢nih izidov, mora biti P(A; + A; = k) = 1/11
za vse k € {2,3,...,12}. Ce Se s py oznac¢imo verjetnost dogodka, da na kocki pade
natanko £ pik, od tod sledi:

1 1
P A A - 2 = 2 _ — t 1 e —
( 1 + 2 ) pl 11 ) OreJ D1 \/ﬁ
2po 1 . 1
( 1 + 2 ) P1DP2 +p2p1 \/ﬁ 11 ) ore]  p2 2\/ﬁ
s 11 , 3
( 1+ 2 ) p1p3+p2+p3p1 \/ﬁ+44 117 0rej ps 8\/ﬁ
Podobno, ¢e gledamo vsoto pik 12, 11 in 10, dobimo Se:
1 1 3

p6:m7 p5_2\/ﬁ7 p4:8\/ﬁ

Toda vsota teh verjetnosti ni enaka 1 (enaka je 15 / (4\/ 11)), zato taksna obtezitev
kocke ne obstaja.

3. Navzkrizna in robni porazdelitvi:

Y=-1Y=0|Y=1|Y=2
X=-1| 004 006 | 0006 | 004 |02
X=0 008 012 | 012 | 008 |04
X =1 0°08 012 | 0112 | 008 |04
02 03 03 02 1

Pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X — Y glede na X2 + Y? = 1 lahko
zapisemo s porazdelitveno shemo:

-1 1

9 10 |-

19 19

4. Iz oblik dogodka, daje M <m, pri0 < m<1inl1<m <2
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D h n

ter razmerij plosc¢in razberemo kumulativno porazdelitveno funkcijo:

0 rm <0
(m) = m?2/2 :0<m<1
PMAT = (Cm2 4 4m—2)/2 :1<m <2
1 ;m > 2
in iz nje Se porazdelitveno gostoto:
m :0<m <1
pu(m)=q 2-m ;1<m<2
0 ; sicer

. a) Iz eksponentne porazdelitve razberemo, da ima Zivljenjska doba posamezne va-
rovalke gostoto:

5¢7% >0
p(v) = {

0 ; sicer
Zaradi neodvisnosti je potem gostota porazdelitve slu¢ajnega vektorja (X,Y’) enaka:

25e7°7% x>0
pX,Y(xa y) = { 0 . siczér
b) Velja E(X +Y) = E(X)+ E(Y) =2/5.
. a) Ce z X oznac¢imo stevilo grbov, iz Laplaceove integralske formule dobimo:
P(1764 < X < 1836) = P(1764'5 < X < 1835'5) ~
N @(1835‘5 — 3600 - O'5> B q)(1764'5 — 3600 - 0'5) B
Vv3600-05-05 Vv3600-05-05

35°5
=2-0( == ) =0763323.
()

Tocden rezultat: 0°7633273.

b) Ce z n oznacimo $tevilo metov, spet iz Laplaceove integralske formule dobimo:

0550 — 0°5 0450 — 0°5
P(0'45n < X < 0'55n) ~ c1>< 1 ”) - ( 1 ")

Vn-05-05 Vn-05-05
=20(0'1y/n) = 0997
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Iz tega in 0°997/2 = 0°4985 = $(2'9677) razberemo, da je zahteva naloge izpolnjena
priblizno za n > 8807, torej n > 881.

V resnici je prvo stevilo metov, ki izpolnjuje zahtevo naloge, 871. Toda pozor, 872
zahteve naloge ne izpolnjuje! Prvo Stevilo metov, za katerega velja, da vsako vecje
ali enako stevilo izpolnjuje zahteve naloge, je 888.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 27. 1. 2010
ISRM

1. Ker je Y diskretna slucajna spremenljivka, ki zavzema vrednosti iz N, lahko upora-
bimo izrek o popolni verjetnosti:

P<§>1):§:P(Y:k)P(§>l

Zadostuje sesteti prva dva c¢lena, rezultat je 0°085.
2. Uporabimo lahko centralni limitni izrek v Sibkejsi ali mocnejsi razlic¢ici.

e V mocnejsi razli¢ici ga lahko uporabimo z argumentom, da je S vsota slucaj-
nih spremenljivk X, ... X100, 2X101, - . . 2X500, ki jih je veliko, so neodvisne in
nobena ne izstopa posebej.

e V sibkejsi razlic¢ici pa ga lahko uporabimo:
— bodisi z argumentom, da je S vsota slucajnih spremenljivk X; +2Xqy,.. .,
X100 + 2X900, ki jih je veliko, so neodvisne in enako porazdeljene;
— bodisi z argumentom, da je S vsota sluc¢ajnih spremenljivk X;+. ..+ X590 in

2X101+. . .+2X900, ki sta obe vsoti veliko neodvisnih in enako porazdeljenih
sluc¢ajnih spremenljivk ter zato priblizno normalni.

Iz:
E(X;) = /Oooxemdx =1,
E(X}) = /Ooxe_xdx =2, D(X;)=1
0
1zracunamo:
E(S) = (100 +100-2)-1 =300, D(S) = (100+ 100-22)-1 = 500.
Sledi:

1 (330 — 300

P(S > 300) ~ 5 — @ NG, >£0'0899.
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3. Iz funkcije verjetja:
L=4lna+5Inb+1In(1 —2a —b)

in njenih parcialnih odvodov:

L 4 2 L 5 1

da a 1—-2a—b" b b 1—2a—0b

dobimo oceno a = 02, b=05. Ocenjena porazdelitev je torej:

1 2 3 4
02 02 05 01 /)~

4. Oznacimo z z kvantil standardne normalne porazdelitve za verjetnost 0975, z n =
100 velikost vzorca, s p pa standardno tockasto oceno za p, t. j. p = 0°6.

a) Po standardni priblizni metodi iz:

zy/p(1—p) . 1'96-1/06-04
N V100

(zaokroZeno navzgor) dobimo interval zaupanja 0°5039 < A < 0°6961.

A= = 0.0961

b) Hipoteze ne zavrnemo, ¢e velja:

Po(1 — po)

Za resitev te neenacbe najprej opazimo, da gre izraz na levi proti neskonc¢no, brz ko
gre po proti 0 ali 1. Nato reSimo ustrezno enacbo, ki je ekvivalentna enacbi:

n(p —pO)2 — 2
Po(1 —po)

oziroma (za 0 < py < 1):
(n+2%)pg — (2np + 2*)po + npg = 0

Resitvi sta:

_ 2np+ 27 £ \/Anp(1 — p)2? + 2
o= 2(n + 2?)
Hipoteze torej ne zavrnemo pri tistih py, ki lezijo med obema resitvama. Zahtevana
vrednost bo torej zgornja resitev:

_ 2np+ 27+ /Anp(1 — p)22 + 2
B 2(n + 2%)

Do = 076906 .

128



Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 15. 1. 2010
FRI-UNI
Avtor: Peter Nose

1. a) Velja:
2 1 4 3 2 2 2
P :1 = - = — P :4: ....... e
(31)63 (81)654315
4 2 4 4321 2 1
P :2 = — e — = — P = — — h — h — e — . — e
(51)6515 (515)65432 15
4 3 2 1
P(S;=3)=-.2.2 ==
torej je:
E(S)=1-2+42-— 43 1+ +5 L_7
V=3 15 5 15 15 3
7
b) E(K,) = E(S) = 3
c) Velja:
6
E(S2|51:2):ZSP(SQ—S|51:>
5=3
1 31 3 21 3 21 1
—3.244.2.245.2.2. Z46-2.202. p—]
Syt g3ty o tiy3ay g

2. Metoda momentov. Pri tej metodi moramo vse neznane parametre izraziti z zace-
tnimi momenti. Ker je populacija porazdeljena binomsko, vemo pa, da je matema-
ti¢no upanje binomske porazdelitve enako np, lahko takoj izracunamo prvi zacetni
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moment z; = E(X) = 5p. Od tod sledi p = 2,/5in p = %,/5 = X /5. 1z vzorca
najprej izracunajmo povprecje:

1+24+3+4+54+4+3+2+3+4+3 34

X = =
11 11

in od tod vrednost cenilke p = 34/55 = 0°618 za parameter p.

Metoda najvecjega verjetja. Pri tej metodi dolo¢imo parametre tako, da ima vzorec
najvecjo verjetnost. Zato najprej s pomocjo vzorca izrazimo verjetje L.

= (o) (G (o)
(Qron) (o)
OO0

= const - p3

Ker is¢emo maksimum verjetja po parametru p, odvajamo log L. po parametru p:

(‘fp log L = ;p (log const + log p** + log (1 — p)*')
= (% (log const + 34logp + 21log (1 —p)) =
34 21
=0+ 1Tp(—l) .
Ce obe strani zadnje enacbe mnozimo z p(1 — p), dobimo oceno p = 34/55 = 0°618
za parameter p.
3. Uporabimo obrazec za interval zaupanja za p pri znanem o. Tako moramo izracu-
nati:

- 1B34+124+11+154+74+84+7+8+9

X = — 10,
9
¢ =tayp)2 = ta+0.99)/2 = lo.g9s = 2'58 pri df = oo
258 -4
Ao ERA gy

VIR

(zaokroZeno navzgor). Iskani interval zaupanja je torej (X — A, X + A) =
= (6'56, 13°44).

4. Testiramo nicelno hipotezo Hy : 0 = 0’1 proti alternativni hipotezi H; : 0% < 0'1
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pri stopnji znacilnosti a = 0'1. Velja:
BT+62+64+58+62+59+57+61
: —
(n—1)-s2=(B7T—6)2+(62-6)2+(64—6)2+ (58 —6)*+
+(62—6)?+(59—6)*+(57—6)*+ (61 —6)> =048
, (n—1)s* 048

_ — "0 _ys.
X o2 01

X = 6

Kritiéno obmodje pri « = 0l in df = 8 -1 = 7 je K, = [0,2'83]. Ker testna
statistika ne pade v kriticno obmocje, nicelne hipoteze ne zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 16. 2. 2010
ISRM

07-06-08 14 .
: 0'7-0'6.0'8+0'3-0‘4~0'2_5_0933'

. Lahko gremo najprej racunat kar gostoto slucajne spremenljivke Z. Velja:

PZ(Z):/OO DX,y (%Z> ! dz.

o ) Ja|
Za z < 0 lahko postavimo pz(z) =0, za z > 0 pa velja:

© cx2e? cze?
pz(2) = / —do = :
vz xXr 2

> c [ c
1= i 2 dy = —
/_ pz(2)dz 5 /0 ze “dz 5

izracunamo ¢ = 2. Torej je:

Nato iz:

{zez ;2>0

0 ; sicer

. Rezultat je 0, ker je vsota X; Xs+ X7 X3+ -+ XX, 99 vselej enaka najmanj 9.900.

.xX2=992, df =5, K,=][111,00).
Hipoteze ne moremo zavrniti.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 18. 6. 2010
ISRM

1. Dogodke, kdo kaj naroci, oznac¢imo s ¢rkami A, B, C' in D glede na to, kdo naroci,
in ¢rkami t, k, p in b v indeksih glede na to, kaj naroci. Tako velja:
P(Bx N Dy)
P(Dy | By) = ————+* =
( b ‘ k) P(Bk)
_ P(AANBNCy)+P(A,NBcNCy)
- P(A:N By) + P(A,NBy) + P(A,NBy)

10 7.7 10 8 4
SR 7 = 0417
107710810 9

2. Slucajna spremenljivka Z lahko zavzame kvec¢jemu vrednosti med 0 in 1. Za 0 <
z < 1 je njena gostota enaka:

[e%e} )\2 [e%}
pZ(Z):/ p(@p(f—x)ﬁda::— re M dr =1,
0

z 22 22 /o
torej je slucajna spremenljivka Z porazdeljena enakomerno na intervalu [0, 1].
3. Oznacimo S = X5 + X35+ -+ + Xq99. Tedaj velja:

P(X,S < 1500) = 0'6 P(10S < 1500) 4 0'4 P(115 < 1500) .

Zaradi neodvisnosti lahko uporabimo centralni limitni izrek. Za ¢ = 2,...100 velja
FE(X;) =14 in D(X;) = 024, od koder sledi E(S) =99 14 = 1386 in D(S) =
99 - 024 = 23'76. Torej priblizno velja:

150 — 13876 1 1500/11 — 138°6 1
P(X1S < 1500) =~ 06 {(I) (—) + —] +04 [cb( / > 4 _] -
V2376 2 /2376 2

1
=006-9(2339) —04-P(0459) + 3 = 0'7235.

Tocen rezultat: 0.72619.

4. X =80°0208, Y =799788, s=00269, T =347, df =19,
K, = (=00, —2.87] U [2.87, 00).

Hipotezo zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 1. 9. 2010
ISRM

1. a) Oznac¢imo z A,, B, in C, dogodke, da si je Andrej, Boris oz. Cveto zapomnil, v
kateri skatli je nagrada, z A,, B, in C, pa dogodke, da je Andrej, Boris oz. Cveto
odkril nagrado.

Racunali bomo verjetnost dogodka, da nihée ni odkril nagrade, t. j. dogodka A, N
B, N C,. To bomo izra¢unali z zaporednimi pogojnimi verjetnostmi. Od¢itno je
A, = A,, torej je P(A,) = 0'7. Izracunajmo zdaj P(B, | A,). Ce niti Andrej niti
Boris nista odkrila nagrade, to pomeni, da si Boris ni zapomnil, kje je nagrada.
Torej lahko pisemo P(B, | A,) = P(B, | A,) P(B, | Ao N B,). Zaradi neodvisnosti
je P(B, | A,) = P(B,) = 0'8. Kon¢no opazimo, da lahko v primeru, ¢e Andrej ni
odkril nagrade, Boris pa si ni zapomnil, kje je, Boris odkrije nagrado le v primeru,
¢e je imel v mislih isto Skatlo kot Andrej in je potem na slepo odkril pravo skatlo.
Sledi P(B, | A,NB,) = 1—1-1 in posledi¢no P(B, | A,) = 0'8-(1—1-1). Podobno
dobimo P(C, | A, N B,) = 0'4- (1 — % . %) Verjetnost, da igralci odkrijejo nagrado,

je tako enaka:
1 1 2 1
1—-07-08-[1==.2).04-(1=2.2) =0825.
07 08( 1 4) 0 ( 1 3) 0825

b) Iskana pogojna verjetnost je:

P(A,NB,NC,
P(OO|AOUBOUCO):PEA W uci =
_ P(A,NB)(1-P(C, | A,NBy))
B P(A,UB,UC,) B

0‘7-0'8-(1—5%)-(1_0'4.(1_§.
- 1—0'7-0‘8-(1—1-1)-0'4-(1—2-

11 4
=0294.

Wl Wl
~—| ~—
v

2. K(X,XY)=FE(X?Y)—-E(X)E(XY)=EX*)E(Y) - (E(X))2 E(Y) =

1
=D(X)E(Y)=— =00417.
24
3. Ker gre za vsoto veliko neodvisnih in enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk,
lahko uporabimo centralni limitni izrek. Iz E(X;) = 0 in D(X;) = 2a dobimo
E(S)=01in D(S) = 2000a. Sledi:

1 20°
P(S>20):P(S>20'5)z§—®( 23050 ) :
a
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1 20°5 1
Neenakost P(S > 20) > - torej velja pribliZzno za & < - oziroma
o ( ) 2 7 torej velja p ( /—2000a) <3

> 0°6745 oziroma a > 0'462 (zaokrozeno navzgor). Priblizni interval, na
v2000a - ( gor)
katerem velja neenakost, je torej [0°462,0°5].

Ce ne upostevamo popravka s polovicko, dobimo [0°440, 0°5].
V resnici neenakost velja za a € [0°46174,0°5], za a = 0°46173 pa ne velja vec.

. Iz teoreti¢nih frekvenc:

1121] 3 4 | >4
90 | 25| 125|625 |6°25

dobimo y? = 872. Iz df = 4 dobimo kriti¢no obmodcje [9.49, c0), torej hipoteze ne
moremo zavrniti.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 19. 11. 2008
ISRM

1. a) Ozna¢imo s H; dogodek, da je druga nogavica iste barve kot prva, s Hy pa
dogodek, da je drugacne barve. Tedaj velja:
) Wy 3 o4
Oznac¢imo z A dogodek, da Pepcek prinese, tako kot mu je bilo naro¢eno. Tedaj
velja:

LG gy =2

()
2
in po izreku o popolni verjetnosti izracunamo:

P(A| Hy) =

P(A) = P(Hy) P(A| Hy) + P(Hy) P(A | Hy) = 0'490.
b) Po Bayesovi formuli izra¢unamo:

P(H,) P(A | H,)
P(A)

P(Hy | A) = = 0°210.

2. Zamudi obeh letal ponazorimo s tocko v koordinatnem sistemu. Tako dobimo ena-
komerno porazdelitev na kvadratu s stranico 1 ura, ugodni izidi pa so prikazani na
naslednji skici:

Drugo letalo (v urah)

1 / 2 1 Prvo letalo (v urah)

Iz plos¢ine dobimo, da je verjetnost enaka 7/8.

3. Oznacimo s k Stevilo sedezev v predavalnici, z .S pa Stevilo studentov, ki bodo prisli
na kolokvij. Po Laplaceovi integralski formuli mora veljati:

k+ 3 —120 )
V200-06-04)

Desna stran je enaka 0°05 pri & = 1309, torej bi moralo biti 131 sedezev dovolj.
Tudi v resnici je (do zaokrozitvenih napak) to¢na verjetnost, da bo prislo veé¢ kot
131 studentov, enaka 0°0475, medtem ko je verjetnost, da bo prislo ve¢ kot 130
studentov, enaka 0°0639.

1
P(S>k:):P(k—{—%<S<oo)%§—<I>(
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4. Iz . 1t
/ (aQ—x2)dx:i:1

—a

izra¢unamo a = {/3/4. Nadalje za 0 < y < a? velja:

VY
FY(Z/>:P(Y<Z/)=P(—\/§<X<\/§):/ (a* —2*)dr = 2a*\/y — =
VY
Torej je:
0 ;Y <0
Fe(y)={ V3VI—3v"" 50<y< /5
1 Y > Vg
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 23. 1. 2009
ISRM

1. Prvi nacin: iz izrazave Y = X/Z za z # 0 dobimo:

PZ(Z) = /OO Pxy <$C, g)

—0o0

X

22

dx .

Ko vstavimo gostoto, pri ¢emer upostevamo, da se pogoj 0 < Y < 1 pozna pri
mejah, dobimo:

1 # 2 1— 6_22/2
_ —xz?/2 _
z) = Te de = ——.
rz(2) z2\/27r/o 2227

Za z = 0 lahko predpiSemo kar koli. Ce recimo postavimo pz(0) := 1/ (2\/ 27r),
dosezemo, da je gostota zvezna.
Drugi nacin: iz izrazave X =Y Z dobimo:

po() = [ pxrtu il

Ko vstavimo gostoto, dobimo:

1 — 6722/2
— :2#0
(z) = L ' ~v%2%/2 4, — 2221 7
pz(z)=—=|[ ¢ y =
2m Jo ! z=0

2vor
2. Velja F(X;) = 2 in D(X;) = 2'8, od koder dobimo E(S) = 1000 in D(S) = 1400.

Iz centralnega limitnega izreka sledi, da mora priblizno veljati:

1 505
P(S < 950) = P(9495 < S < oo) ~ = — @ ( ) = 008856 .
2 V1400

Tocen rezultat: 0°088340.

3. a) Iz E(X;) = a izraunamo E (a(k)) = kna, od koder dobimo, da je cenilka nepri-
stranska za k = 1/n. To je opazljiva koli¢ina (neodvisna od neznanega parametra
a), zato res dobimo cenilko.

b) Racunamo po formuli ¢(a(k)) = D(a(k)) + B(&(k))2. Iz D(X;) = a* dobimo
D(a(k)) = k*na?, iz E(a(k)) = kna pa dobimo B(a(k)) = a(kn — 1). Sledi:

q(a(k)) = a*(K*n + k*n* — 2kn + 1),
kar je najmanjSe pri k = 1/(n + 1).

Cenilka, pri kateri je srednja kvadraticna napaka nagjmanjsa, je torej pristranska.

4. X =52, X =495, s=2069, df =16, T = 2547,
K, = (—00,—-212) U (2'12, 0).
Hipotezo zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 12. 2. 2009
ISRM

. a) Oznacimo s T ¢as, ki ga je profesor porabil za prvega, s T, pa ¢as, ki ga je porabil
za drugega kandidata. Obmocje, ko mora tretji kandidat cakati, je prikazano na
sliki:

T i

|
1 /
30+

|
|
|
|
|
|
I
:
|

L

25T

| |
25 30 35 Ty

Ker sta T in T, neodvisni in porazdeljeni enakomerno, je tudi slucajni vektor (77, Ts)
porazdeljen enakomerno po kvadratu na sliki. Zato je verjetnost iskanega dogodka
kar kvocient ploséin, ki je enak 5/8.

b) Iskana pogojna verjetnost je razmerje med plo$¢ino oznacenega obmodja desno
od ¢rtkane ¢rte in plogéino celotnega oznacenega obmodja. Le-to je enako 3/5.

. Velja S = X1 + X2 —+ X3 + X4, kjer je:

Y. — 1 , ce je i-ti igralec dobil natanko dva pika
1 0 |, sicer

Nadalje je:

e . ta) = G) _G)(E) 966
E(X;) = P(i-ti igralec dobi natanko dva pika) = @) = (382) = 1405
= 0215

3864
in B(S) = E(X)) + B(Xp) + B(X3) + B(Xy) = T = 0°860.

Opomba. Dosti tezje je iskano matemati¢no upanje izrac¢unati iz porazdelitve slu-
¢ajne spremenljivke S, ki je enaka:

0 1 2 3 4
100247 137184 50292 _4416 36
292175 202175 292175 292175 202175

oziroma:
0 1 2 3 4
03431 04695 01721 001511 00001232 ) °
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3. Oznacimo S := X? + X2 + -+ + X2,,. Ker je S vsota velikega $tevila neodvisnih
dovolj lepih slucajnih spremenljivk, je porazdeljena priblizno normalno z ustreznim
matemati¢nim upanjem in disperzijo. Iz E(X?) = 1/3 in D(X?) = 4/45 izra¢unamo
E(S) =100 in D(S) = 80/3, tore] je priblizno S ~ N (100, /80/3) = N(100, 5'164).
Sledi:

95 — 100

P(S < 95) ~ ® ( o

1
= = 01665
)+2 0'1665

4. X =4551, s=3710, df =74, c=1.992.
Interval zaupanja: 44°65 < p < 46°36.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 18. 6. 2009
ISRM

1. Prvi nacin. Slucajna spremenljivka S lahko zavzame vrednosti 6k + r, kjer je
k=0,1,2,...inr =1,2,3,4,5. Velja:

P(S = 6k+7) = <1)k+l

oziroma.:
12345 7 8 9 10 11
S~(1 1111 1 1 1 1 1 )
6 6 6 6 6 36 36 36 36 36
torej je:

Mg

25: 6k + 1) (é)m1 _ i(SOk +15) <%>k+1 |

=1

i}
o
3

Ob upostevanju znanih formul:

qu Z q)2; —1l<g<1

k=0 =

dobimo: ,

30 (% 15

E(S) = (f)2+ —~ =42.

(1-4)° 6(1-5)
Drugi nacin. Oznac¢imo z N stevilo metov kocke, z R pa Stevilo pik, ki so padle pri
zadnjem metu. Tedajje S = 6(/N—1)+R. Slucajna spremenljivka NV je porazdeljena
geometrijsko Geom(5/6), zato je E(N) = 6/5. Nadalje je zaradi simetrije slu¢ajna
spremenljivka R porazdeljena enakomerno na {1,2,3,4,5}, zato je E(R) = 3. Torej
je B(S)=6-(2—1)+3=42

PX>Y, X >1)

2. Nastavimo P(X >Y | X > 1) = PX>1) in racunamo:
< 1
P(X>1):/ e tdr = —,
1 e
PIX>Y, X>1)= // e ldrdy =
z>y>0

z>1

:/ /e_ydye_‘”dx:
1 Jo
o 1 1
= l—e e ®de=-— —.
/1( ¢ e dr e 2e2
1
SlediP(X>Y|X>1):1—2—i0'816.
e
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3. Najprej opazimo, da je b = 1 — 2a. Od tod dobimo, da je E(X;) = 1, ne glede
na a, in izra¢unamo Se D(X;) = 2a. Torej je E(S) = 1000 in D(S) = 2000a. Iz

centralnega limitnega izreka dobimo:

1 1030'5 — 1000
P(S > 1030) = P(10305 < § < 00) ~ 5 — @ <—) ,

v2000a

torej mora priblizno veljati:

30'5
d <\/m) =045
oziroma: 30°5
v/2000a
kar nam da a &~ 0°171916 in b ~ 0°'656169.
Ce ne upostevamo popravka s polovicko, dobimo a ~ 07166325, b ~ 0'667350.

Tocen rezultat: a = 0°1719568, b = 0°6560864.

= 1°644854,

4. Oznacimo z A razliko v tezi posamezne osebe (teza po dieti minus teza pred dieto).
Tedaj je A ~ N(p,0) in testiramo nic¢elno hipotezo, da je u = 0, proti alternativni
hipotezi, da je u < 0.

Velja A = —56, s=6433, df =9, T=-275 c=(—o0,—183].

Nicelno hipotezo zavrnemo, torej sprejmemo hipotezo, da dieta deluje.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 15. 9. 2009
ISRM

1. Oznacimo plesalke z A, B, C, plesalce s K, L, M, z X pa Se plesalca, ki ga izbere
Cirila, ¢e izbere nekoga, ki ni eksplicitno omenjen v nalogi. Nadalje z L; oziroma

M, oznac¢imo dogodek, da Luka oziroma Matej plese z dekletom, ki mu je vsec.
Mozni izidi so prikazani v naslednji tabeli:

Opis izida Verjetnost | Ly | M,
A+K,B+LC+M|i-1-4=5 |V |V
A+K,B+LC+X |- 1-I=1|V
A+MB+K C+L|1-1-1=1 v
A+MB+LC+K|3-5-1=1|V |V

, P(MyNL &+ 5
Sledi P(M, | L,) = (P(lLl) ) _ %fl—gii =

2. Verjetnostni prostor lahko predstavimo na naslednji nacin:

K
4:00+

0:00+

0:00 4:00 B
Oznacimo s T' ¢as spanca, ki ga dvojcka ukradeta starSem. Na svetlosivem podrocju
(ki ga ozna¢imo z A) je T'= 2, na temnosivem (ki ga ozna¢imo z B) pa se T giblje
med 1 in 2, in sicer je T =1+ |X — Y|, kjer je X ¢as, ko se zbudi Budimir, ¥ pa
c¢as, ko se zbudi Kazimir. Nadaljevati je mozno na vsaj dva nacina.

Prvi nacin. Ob upostevanju simetrije racunamo:

E(T)=1+P(A //0<<4 —y|dxdy——+ //O<z<4 y)dxdy.

—y|<1 —y<1
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V integralu uvedemo nove koordinate, in sicer x pustimo, namesto y pa uvedemo
u = x — y. Dobimo:

//M<4 Ty dwdy—// udﬂﬁdy / / dxdu_/u(4_u)du:

0<z—y<1 0<z <4

3 :
C . 85
Ko vse skupaj sestejemo, dobimo E(T) = e (1 h 46 min 15 s).

Drugi nacin. Pomagamo si s pogojno porazdelitvijo slucajne spremenljivke 71" glede
na dogodek B. Za 1 <t < 2 velja:

(5—1)°
16

2.

P{T <t}nB) = ):1—

P(T
P(T <t| B) :7(5(

pT|B() 7
Sledi:
2 [? 31
E(T|B’)_?/1 t(5—t)dt—ﬁ,
9 7 31 85
E(T)—P(A)E(TIA)+P(B)E(T|B)_E-2+E.5_E‘

- a) B(Xy) B(Z) E(U;) =0, D(X;) = BE(X}) = E(Z}) E(U:)* = D(Z;) E(U}) = .

b) Ce ozna¢imo S = X; + Xy + - -+ + Xigo, velja E(S) = 0 in D(S) = 250. Iz

centralnega limitnega izreka dobimo:
P(S>T7)~ d(c0) @(—7 ) ! $(0°44272) = 0°32898
~ P(o0) — === = .
V250 2

Tocen rezultat: 0°328781.

. X =525, YV =54071, s=1728, df =18, T = 0°186.
K, = (—00,—2'11] U [2'11,00). Hipoteze ne moremo zavrniti.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 14. 11. 2007

ISRM

.a)1—07-04*~03-04*—4-07-06-04° = 086688,

b) Vse mozne razporeditve barv luéi, pri katerih sta vsaj dve zeleni, obenem pa
nobeni dve zaporedni nista zeleni, so: ZRZRR, ZRRZR, ZRRRZ, RZRZR, RZRRZ,
RRZRZ in ZRZRZ. Od tod dobimo, da je iskana pogojna verjetnost enaka:

3:03-06-04>+3-07-06%-04>+03-06%-042

=0199.
086688 0199

. Oznac¢imo z a Sirino posamezne proge in dolzino igle, s h oddaljenost zgornjega
konca igle do najbliznje spodnje rumene proge, na kateri ni igle, s ¢ pa kot med
iglo in navpicnico. Tedaj igla v celoti lezi na modri progi natanko tedaj, ko je
acosp < h < a. Verjetnost je potem enaka:

1 [7/? 1 1.
— (a—acosgp)dgpz———:0182.
Ta Jo 2 0w

2 3 4
5 10 10

. Naj bo n stevilo posajenih sadik. Po Laplaceovi integralski formuli mora za mejno
vrednost parametra n priblizno veljati:

o (O'62n — O'6n) _ & (0'58n — 0'6n) 099
Vn-06-04 Vn - 06-04 '
Po ureditvi dobimo <I>(\/ n/ 600) = 0'495, nakar iz tabele funkcije ® razberemo
\/n/600 = 2'575, od koder dobimo n = 3978°375. Torej naj bi ustrezna verjetnost
izpolnjevala nas pogoj, brz ko je n > 3979.

V resnici je dovolj posaditi ze 3950 sadik. Toda pozor: ne ustreza vsak n > 3950.
Sele za vsak n > 3991 so zahteve naloge izpolnjene. Nekaj primerov to¢nih verje-

tnosti:
n =23949 : P(2291 < S < 2448

( = 09897234363
n=3950: P(2291 < S <2449

(

(

= 079901869323
= 0'9898114894
= 09902684172

n=3990: P(2315 < 5 <2473
n=3991: P(2315 <5 <2474

— N
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 17. 1. 2008
ISRM

Lo 1 Lode 1T
1. P(Y > X2) = = qydr = — arctez|' = =
( ) /O/xg 1+y2 0 /0 1+ 22 arctg z, = 7

2. Najprej lahko izberemo, na katerih sedezih bodo sedeli mozje in na katerih Zene.

Sedeze, na katerih bodo sedeli npr. mozje, ozna¢imo z 1, 2, 3 in 4. Tedaj je
S = X1 -+ X2 + X3 —+ X4, kjer je:

Y. — 1 ; ¢e ima moz, ki sedi na i-tem sedezu, poleg sebe svojo zeno
‘ 0 ; sicer

Tedaj je za vsak i o¢itno E(X;) = 1/2 in iz linearnosti matemati¢nega upanja sledi

E(S) = 2.

Za izracun disperzije upostevamo, da je E(X?) = E(X;) = 1/2. Ce je med i-tim in
j-tim moskim sedezem natanko en Zenski sedez, je E(X;X;) = 1/4 (lo¢imo primer,
ko ena izmed Zena izbranih moz sedi vmes, in primer, ko nobena izmed teh dveh
7ena ne sedi vmes). Ce sta i-ti in j-ti sedeZ nasproti, pa je E(X;X;) = 1/3. Tako
dobimo E(S5?%) =16/3 in D(S) = 4/3.

Druga moznost je, da nalogo resimo neposredno z dolocitvijo porazdelitve slucajne
spremenljivke S (gledamo 24 enako verjetnih razporeditev zena). Tako dobimo, da
jer
g 0 1 2 3 4
/12 1/3 1/6 1/3 1/12 )~

3. Iz F(X;) =0in D(X;) =1/3 dobimo F(X) =0in D(X) = 1/300. Tako velja:

| 1
P(IX|>—)=1-P(|X|<—)~
10 10

SR P VS R GER VA R Y
- V/1/300 V1/300 )|

=1-28(V3) = 0°08326452.

Tocen rezultat: 0°08326461 .

4. X =52'125, s=18851, df =7, T =319,

K, = (—00,—300) U (300, 00).
Hipotezo zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 14. 2. 2008
ISRM

. Loc¢imo (126) moznih razporeditev dveh pikov v kupu kart, iz katerega vlecejo nasi
igralci. Ce je A dogodek, da asa izvlete Andraz, A, pa dogodek, da ga izvlece v
prvo, dobimo:

154114743 36 3

P(4) 6 20 10°
2
15 5 . .

. Naj bo X ¢as v urah, ki bi ga Janez porabil za delo, ¢e bi ga opravil do konca. Ce
je X <4,jeT = X, sicer pa je T = 2. Sledi:

o > 1 1

E(T):/1 tt—2dt+/4 2 dt =Ind+ - =186,
11 > 1

E(T2):/1 75275—2d15+/4 4t_2dt:4’

D(T) = E(T?) — (E(T))” = 0°442.

. Iz E(X) =0in D(X) = 36 ter E(Y)) = 320 in D(Y)) = 64 izra¢unamo E(X +Y) =

320 in D(X +Y) = 100. Ker je po Laplaceovi integralski formuli Y porazdeljena
priblizno normalno, to velja tudi za X + Y. Sledi:

335 -320\ 1
P(X+Y > 335) ~ ®(c0) — ® (—)

= - —P(1'5) =00668.
10 2 (15)

Tocen rezultat: 0°0658.

. X =51, s=2138, df =7, c=tggo5 =350, A =2065.
Interval zaupanja: 4835 < o < 53°65.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 8. 7. 2008
ISRM

1. Oznacimo z A dogodek, da Pepcek vlozi vsa pisma v prave ovojnice, z B pa dogodek,
da prvo pismo vlozi v napacno ovojnico. Tedaj velja:

1 1
P(A) = (0'9 +01- §> <O‘9 +01- 5) = 0'8867,

- _P(BnA)  P(B) 012
PBIA) == = 1-pay ~ 1= pa) V58

2. Za izracun konstante c je najlazje upostevati:

e [oo 1 R 1 c
1= —— _dzdy = —— _dy=-
/ / (Ttap Y / 21+y2 0 " 2

od koder dobimo ¢ = 2. Za izra¢un matematicnega upanja pa se splaca nastaviti:
1 R 1 > 1
El=)=2 ———dydz =2 ——dr=1.
(X) / / (1t / 1+2)?

3. Velja:

kjer je Y; := In X;. Tako smo produkt prevedli na vsoto, katere porazdelitev lahko
aproksimiramo z ustrezno normalno.

Ce s ¢ oznac¢imo gostoto slucajnih spremenljivk Y; ter e a = In(0'9) in b = In(1°1),
za a <y < a velja:

1 d 1
= | — ey = — s
a() e¥(b—a) |dy b—a
torej so slucajne spremenljivke Y7, ... Y509 porazdeljene enakomerno na intervalu

(a,b). Ce ozna¢imo $e S = Y; + Yo + - -+ + Yig0, velja E(S) = 500(a + b)/2 in
D(S) = 500(b — a)?/12. Sledi:

P(S > 0) ~ ®(c0) — ( —250(a +9) ) = L a01r0397) = 0°026206.

(b—a)\/500/12 ) 2

Tocen rezultat: 0°026197.

4. X =66, s=23452, df =8, T =25584, K, = (290,00).

Hipoteze ne moremo zavrniti.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 4. 9. 2008
ISRM

1. a) Oznacdimo s Kj, K3 in K3 dogodke, da imamo v posamezni garnituri na voljo
vsaj Se b kozarcev. Tedaj za i = 1, 2, 3 velja:

P(K)=074+6-03-07°.

Ce s K oznadimo dogodek, da imamo na voljo vsaj 5 enakih kozarcev, velja K =
K1 U Ky U K3. Ker so dogodki K7, K5 in K3 neodvisni, velja:

P(K)=1—-(1—-P(K1))(1— P(K))(1— P(K3)) = 0805.
b) Oznac¢imo s T" dogodek, da smo razbili najvec¢ tri kozarce. Ker je T' C K, velja:

_PTnE)_ P(IT)
PR ==y = P(w) ~

o 1 .~18 18 . =17 18 02 .~16 18 .03 =715 |
_P(K)[()? +(1) 03-07"+ 9 03°-07" + 3 03077 =
=0204.

2. a) Oznacimo z 17 ¢as potovanja s prvo, s Ty pa ¢as potovanja z drugo progo (s ¢aka-
njem vred). Obmodcje, ko Andraz pride prej s prvo kot z drugo progo, je prikazano
na sliki:

T2 /"

35+ \\y

2

}
, 25 35 T,

Ker sta T} in T5 neodvisni in porazdeljeni enakomerno, je tudi slu¢ajni vektor (77, 13)
porazdeljen enakomerno po pravokotniku na sliki. Zato je verjetnost iskanega do-
godka kar kvocient ploséin, ki je enak 1/3.

b) Velja T = T} — T». Ker sta Ty in Ty porazdeljeni enakomerno, je E(7T;) = 30
in E(Ty) = 275 ter D(Ty) = 100/12 in D(Ty) = 225/12. Zato je E(T) =
E(TV)— E(T3) =251in D(T) = D(Ty) + D(T3) = 325/12 = 27°08.
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3. Oznacimo z X Stevilo cifer na kovancu po en evro, z Y pa sStevilo cifer na kovancu
za dva evra. Tedaj sta X in Y neodvisni, X ~ Bin(225,1/2), Y ~ Bin(100,1/2) in
velja S = X +2Y. Ker je S vsota velikega Stevila neodvisnih dovolj lepih slu¢ajnih
spremenljivk, je porazdeljena priblizno normalno z ustreznim matemati¢nim upa-
njem in disperzijo. Velja:

1 1 425
E(S)=225-=42-100- - = — =212
(9) 5 5 + 00 5 5 5,
11 1 1 625
D —995.-.2-4+92.100-=- .- = =%
(9) 5 55 + 00 55 1
25
o(S) = = =125,
2
Torej je priblizno S ~ N(212°5,12°5). Sledi:
1 225 — 2125

Ce upostevamo, da je S celostevilska, lahko iskano verjetnost interpretiramo tudi
kot:

225 — 2125

1
P(S > 225) = P(2255 < § < o0) ~ 5 — @ ( 7 ) = 0'14917..

Tocen rezultat: 0°'1492866.

4. X =51, s=2138, df =7, ¢ =0989, co=203.
Interval zaupanja: 126 < o < 5°69.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 21. 11. 2006
ISRM

1. a) Prvi nacin.

a) Mislimo si, da najprej posedemo prvega moskega, nato prvo Zensko (njegovo
zeno), nato drugega moskega itd. Verjetnost, da prva Zenska sedi poleg prvega
moskega, je 2/5. Recimo zdaj, da prvi par sedi skupaj. Ne glede na to, kako
posedemo drugega moskega, imamo za drugo zensko eno samo moznost od treh, pri

2 1 2
kateri vsi trije pari sedijo skupaj. Verjetnost iskanega dogodka je torej T35

b) Mislimo si, da najprej posedemo vse moske. Ne glede na to, kam jih posedemo, je
pogojna verjetnost, da prva Zenska sedi poleg svojega moza, enaka 2/3, in ne glede
na to, na katero stran jo posedemo, je za drugo zZensko ena sama moznost od dveh,

2 1 1
pri kateri vsi pari sedijo skupaj. Verjetnost iskanega dogodka je torej 3'3°3

Drugi nacin. Ta nacin deluje v splosnem primeru, ko posedemo n parov.

a) Recimo, da najprej posedemo prvega moskega. Preostale osebe lahko posedemo

na (2n — 1)! enako verjetnih nacinov. Ugodne nacine opiSemo tako, da najprej

povemo, na kateri strani svojega moza sedi prva zenska. Tu sta seveda dve moznosti.
Ko to dolo¢imo, je jasno, na katerih parih sedezev morajo sedeti (preostali) zakonski
pari. Za razporeditev teh parov imamo (n — 1)! moZnosti. Kon¢éno moramo Se
povedati, na kateri strani bo pri posameznem paru sedel moski in na kateri Zenska.

2" (n —1)!
(2n — 1)
b) Mislimo si, da najprej posedemo vse moske. Potem lahko Zenske posedemo na n!

Za to imamo 2"~! moznosti. Verjetnost iskanega dogodka je torej

nacinov. Ugodna nacina pa sta samo dva, in sicer sta natanc¢no dolocena s tem, na
kateri strani svojega moza sedi prva zenska. Verjetnost iskanega dogodka je torej

2
m.
5-242-1+32-1.22 19
2. 2 == =076
2) 25 25 )
2.1432-1.922 9
b) 2 = — = (0'474.

5-2+2 1+3 1.2 19

3. Naj bo n stevilo sreck, p pa verjetnost, da je posamezna srecka dobitna. Tedaj mora

veljati (1 —p)” > 8(5)p*(1 — p)"~2, od koder izra¢unamo:

1
<
b= 1+2y/n(n—1)

Pri n = 10° je torej zgornja meja za p priblizno 5 0000000000006 - 10~7.

Lahko pa racunamo tudi po Poissonovem obrazcu. Tedaj dobimo, da mora priblizno

veljati e > 8(np)?e" /2! oziroma np < 1/2. Prin = 10° mora biti torej priblizno
p<5-107"7.
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Resitve kolokvija iz verjetnosti in statistike z dne 17. 1. 2007
ISRM

1. Velja pz(z2) = /_OO px () py (g) dx.

Meje dobimo iz pogojev 1 <z <2, 1< d <2
x
“d
Za 1 < z <2 dobimo py(z) = / & Inz.
x
L o
Za 2 < z < 4 dobimo pz(z) = / ——21112 In 2.
z/2 T

Torej je:
In z 1<2<2
pz(z) =< 2In2—-In2 ;2<2<4
0 ; sicer

2. Najprej za vsak A € R izracunamo:

\2/2  poo
E(e*X) = E(e _ / Ae—22/2 q0 € / p@=N/2 10 — A2/2
( ) (  Vor V2T J oo

Nato izracunamo:

K(&X,6X+Y) _ E(BX 6X-I-Y) E(GX) E(€X+Y) _

3. Iz centralnega limitnega izreka dobimo:

E(X;)=E(X)=1, D(X;)=06, D(X)=0006.

m—1
~ 0'95, kar nam da m = 1'13.
\/0'006)

Dejansko je P(X < 113) = 0943 in P(X < 1'13) = 0°956.

Torej m izberemo tako, da velja &

4. X =51, s=072138, df =7, c=350, A=026.
Interval zaupanja: 4'84 < u < 5°36.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 24. 1. 2007
ISRM

. Oznac¢imo maksimalno verjetnost s p. Iz Laplaceove integralske formule dobimo, da
mora priblizno veljati:

40’5 — 100p
100p(1 — p)

kar je ekvivalentno kvadratni enacbi:

= 1645

10270°6025 p* — 83706025 p + 1640°25 = 0

skupaj s pogojem 40°5 — 100p > 0 oziroma p < 0'405. Zgornja kvadratna enacba
ima korena p; = 0°3278 in py, = 0°4872, a zaradi pogoja bo prvotno enacbo resil le
p1. Torej je p ~ 0°3278.

Rezultat, dobljen brez uporabe pribliznih obrazcev: p = 0°3270.

. Zak =2,3,4,5,6 velja:

P(X =Fk) = (11? (g 4)2) ' 8_2+ = (k — 1)(81;()]@)(7_ k)
E—1

sicer je P(X = k) = 0. Torej je:

¥ 2 3 4 5 6
02143 02857 02571 071714 00714
Velja E(X) =36 in D(X) = 1'44.
. 1/2.

. X =83 Y =T, s=1029, df =15, T =237,
Ky = (—00,—213) U (2'13, 00).
Hipotezo zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 9. 2. 2007
ISRM

1. Prvi nacin: lo¢imo Stiri moznosti glede zastopanosti barv: 1+1+1+1, 14+1+1+2,
1+4142+2in 14141+ 3. Glede na to izracunamo:

-7 o (2) e (e () () - ()

Drugi nacin: Oznacimo z A dogodek, da v talonu ni pika, z B, da ni kriza, s C, da
ni srca, in z D, da ni kare. Tedaj lahko nas dogodek zapisemo kot (AU BUC' U D)<,
kar lahko izracunamo s pomocjo nacela vkljucitev in izkljucitev. Dobimo:
46 38 30 22
_q 4 6 . 4 6 4 6 . 4 6
B 1) (54 2) (54 3) (54 4) (54
6 6 6 6
2. Naj bo X cas, ki mine od Jozetovega prihoda na postajo do prihoda prvega avtobusa
prve proge, Y pa ¢as do prihoda prvega avtobusa druge proge. O¢itno sta X in Y

neodvisni, X je porazdeljena enakomerno na [0,7], Y pa enakomerno na [0, 10].

Velja se T'= f(X,Y), kjer je:

_Jr+30 s x<y
f(x,y)—{y+35 LT >y

Torej je:
1 7 7 1033 . _ .
E(T)=— (10 —2)(z+30)dz+ | (7T—y)(y+35)dy| = —— = 34'43
70 | Jo 0 30
oziroma 34 minut in 26 sekund.

3. Ker lahko slucajno spremenljivko N zapisemo kot vsoto veliko dovolj lepih neod-
visnih in enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk (npr. 2500 slucajnih spre-
menljivk, porazdeljenih po Poissonu Pois(1)), je N porazdeljena priblizno normalno
N(u, o), kjer je 4 = E(N) in 0* = D(N). Za naSo Poissonovo porazdelitev je znano,
da je E(N) = D(N) = 2500, torej postavimo p = 2500 in o = 50. Tako velja:

1 23995 — 2
piov < § o (20220

Rezultat, dobljen brez uporabe pribliznih obrazcev: 0°02167.

) = 0°02222

4. Od podatkov v resnici potrebujemo le njihovo stevilo. Rezultat:

5v/10
B =2d (*1/—0_> = (°8862
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 12. 9. 2007
ISRM

03-06-05+02-08-06+05-03-01

= 0'410.
03-064+02-08405-03

. Ozna¢imo z X cCas v minutah, ki mine od trenutka, ko Marta pripelje pred cestno
zaporo, do trenutka, ko se bo na semaforju naslednji¢ prizgala zelena luc¢ (Ce torej
Marta naleti na rdeco luc¢, se X giblje med 0 in 5, ¢e naleti na zeleno luc¢, pa med 5
in 7). Tedaj velja:
271+ X ;0<X <3
T = 90 ;3 <X <5H
27 <X T

(enakosti v neenacajih lahko postavimo precej poljubno). Ker je slu¢ajna spremen-
ljivka X porazdeljena enakomerno na intervalu od 0 do 7, velja:

1 /3 2 2 639
0

. Velja pz(z) = / p(z)p(z —z)de.
Meje dobimo izi)oggojev 0<z<l,0<z—2< 1.

z 2 3
Za 0 < z <1 dobimo pZ(z):4/ z(z —x)dxr = %
0
1 3
—8+ 122 -2
Zal§z§2dobimopz(z):4/ r(z —x)dx = i 32 -
z—1
Torej je:
223/3 0<z2<1
pz(z) =< (=8+122—22%)/3 ;1<2<2
0 ; sicer

. X =51, s=2138, df =7, ¢ =0989, co=203.
Interval zaupanja: 126 < o < 5°69.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 9. 6. 2006

FRI — univerzitetni studij

O

O . o

24 24

(6) (5)
b) 1/6.

(1 2 4 5 6 7 8 9)
S~ 1 o7 o7 o7 11

6 6 36 36 36 36 36 36

3 4 5
. Ndr=2a+-=1=a=—.
a)/l(a—l—x ) dx a+9 ¢=1g

2/5 47
575 16
E(X)= — 2 dx = —.
(X) /1 (18x+x ) T 5

. X% = 19556, K, = (9'49, oo), hipotezo zavrnemo.
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Resitve izpita iz verjetnosti in statistike z dne 12. 9. 2006
(oba letnika)

FRI — univerzitetni studij

.a)07-(1-025-02) =0665.
03-025+07-025-02
b = (0328.
) 1 — 0665
¢) Ozna¢imo s p potrebno verjetnost, da pride potnik do Reykjavika. Tedaj velja
p-(1—-025-02) =09, torej p = 0'9474. Po drugi strani pa mora veljati 0'3""! <
1 — p, kar velja za n > 2.

. Drugi letnik:
1 o (7100 —8000-09

) = 079999.
2 v/8000-01-09
Rezultat, dobljen brez uporabe pribliznih obrazcev: 0°999885.

Tretji letnik: Rezultat, dobljen brez uporabe pribliznih obrazcev:
100 100
1—097"% — ( . )003 0977 — ( ) )0'032 0977 —
100
- ( 5 )0'033 097" = 0°352751.
Lahko uporabimo tudi Poissonovo aproksimacijo:

3 3 3N\ L
1—e? (14345 + 57 ) = 0352768

2! 3!

] 1
p(Inx) Ly >0

sy >0
oziroma ¢ 7y(1+ (Iny)?) i

; sicer 0 ; sicer

o

. x2=0355, K, = (921, 00).
Hipoteze ne moremo zavrniti.
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