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Predgovor

Ta zbirka je nastala po vajah iz teorije iger, ki sem jih izvajal na prvi stopnji bolonjskega
Studija financne matematike na Fakulteti za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani.
Vaje sem prevzel od Sergia Cabella Justa. Kar nekaj nalog iz te zbirke je njegovih, za
kar sem mu globoko hvalezen. Te naloge so zajete v gradivu [1], tu pa so dodane resitve.

Zbirka je namenjena Studentom na zacetnih tecajih iz teorije iger in pokriva vso po-
trebno snov za osnovni nivo. Velika vecina teorije je zajeta v [3], v pomo¢ pa so lahko tudi
ostala gradiva. Za lazji priklic pa je potrebna teorija povzeta tudi v okvirih pred sklopi
nalog; tam so definirane tudi oznake pojmov. Vse naloge so reSene, bralcu pa seveda
priporoc¢am, da ¢imvec¢ resi sam.

V Ljubljani, junija 2015

Martin Raic
martin.raic@fmf.uni-1j.si






Kazalo

1. Strateske igre

2. Igre z mesanimi strategijami

3. Bayesove igre

4. Ekstenzivne igre

5. Kooperativne igre
RESITVE

1. Strateske igre

2. Igre z mesanimi strategijami

3. Bayesove igre

4. Ekstenzivne igre

5. Kooperativne igre

Literatura

13

27

31

39

45

47

58

81

89

101

111






M. RAIC: RESENE NALOGE I1Z TEORIJE IGER

1. Strateske igre

Nashevo ravnovesje. Ekvivalentnost iger. Dominacija. Nekaj primerov uporabe.

Preferenc¢na funkcija na mnozici A je preslikava iz A v linearno urejeno

mnozico.
Strateska igra (s Cistimi strategijami) je dolocena:
e 7z mnozico igralcev, recimo kar {1,2,...,n};
e z mnozicami akcij (strategij): i-ti igralec lahko ubira akcije iz mnozice
Ay
e s preferencnimi funkcijami na profilih: profil pove, katero akcijo bo ubral
vsak igralec in je torej n-terica (as,...,a,), kjer a; € A;. Vsak igralec
ima svojo preferen¢no funkcijo u;(ay, ..., a,). Preferencne funkcije lahko
slikajo v razlicne linearno urejene mnozice.
Za profil a = (ay,ay,...,a,) in akcijo b; € A; oznac¢imo:
ui(a ’ bl) = ui(al, N ¢ 7 bi; Aitly - - - ,an) .
Profil (ay, ... ,a,) je ¢isto Nashevo ravnovesje, ¢e za vsak i in vsak b; € A;
velja u;(a) > w;(a | b;).
Profil (ay,...,a,) je strogo ¢isto Nashevo ravnovesje, ce za vsak i in vsak

bi € A; \ {a;} velja ui(a) > ui(a| b;).

Osnovni pojmi

1. Razdeli ali ukradi. Dva igralca se potegujeta za nagrado, ki jo je mozno tudi razdeliti
na pol. Vsak igralec lahko izbere strategijo ‘ukradi’ ali ‘razdeli’. Ce oba igralca
izbereta ‘razdeli’, si nagrado razdelita. Ce eden od igralcev izbere ‘ukradi’, drugi pa
‘razdeli’, prvi dobi vse, drugi pa ni¢. Ce pa oba igralca izbereta ‘ukradi’, nobeden
od njiju ne dobi nic.

Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite Cista Nasheva ravnovesja. Ali obstaja
kaksno strogo Nashevo ravnovesje?

2. Dilema zapornikov. Dva storilca zalotijo pri nekem kaznivem dejanju in ju loceno
zaslisujejo. Vsak od njiju ima moznost, da molci ali pa zatozi sostorilca. Kazni, ki jih
lahko dobi posamezen storilec, si sledijo glede na naslednje situacije (od najmilejse
do najhujse):

storilec zatozi sostorilca, ki mol¢i;
oba storilca molcita;
vsak od storilcev zatozi sostorilca;

storilec mol¢i, sostorilec pa ga zatozi.

Modelirajte to kot stratesko igro in poisc¢ite ¢ista Nasheva ravnovesja. Ali obstaja
kaksno strogo Nashevo ravnovesje?
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Ekvivalenca preferenc¢nih funkcij

Preferen¢ni funkciji v in v na mnozici A (ki lahko slikata v razli¢ni linearno
urejeni mnozici) sta ekvivalentni, ¢e za poljubna a,b € A velja ekvivalenca
u(a) < u(b) <= wv(a) < v(b). Definicija ekvivalentnosti se ne spremeni, ¢e
namesto < vzamemo >, < ali >. Iz ekvivalentnosti preferencnih funkcij sledi
u(a) = u(b) <= v(a) = v(b).

3. Delo na skupnem projektu. Vsak od dveh sodelavcev se mora odlociti, ali bo v
projekt vlozil doloceno vsoto, ki je za oba igralca enaka, ali pa ne bo vlozil nicCesar.
Zasluzek od projekta je enak s(1 + r), kjer je s skupna vloZena vsota in r > 0.
Igralca si zasluzek vselej razdelita na pol.

Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite cCista Nasheva ravnovesja. Pri katerih
vrednostih parametra r obstaja kaksna smiselna ekvivalenca med to igro in dilemo
zapornikov? Glejte zgornjo definicijo ekvivalentnosti preferenc¢nih funkcij.

Dominacija
Akcija b; pri i-tem igralcu dominira akcijo ¢;, ¢e za poljuben profil a velja
ui(a | b;) > ui(al ).
Akcija b; strogo dominira akcijo ¢;, ¢e za poljuben profil a velja
ui(a | b;) >u(alc).
Akcije, ki so dominirane, ne morejo nastopati v strogih Nashevih ravnovesjih.
Akcije, ki so strogo dominirane, ne morejo nastopati v Nashevih ravnovesjih.

Ce je torej akcija strogo dominirana, se (stroga) Nasheva ravnovesja igre uje-
majo s (strogimi) Nashevimi ravnovesji igre z izloceno akcijo, ki je strogo do-
minirana.

Ce igri odstranimo dominirano akcijo in ¢e ima okles¢ena igra Nashevo rav-
novesje, je to tudi Nashevo ravnovesje izvirne igre (ki pa ima lahko Se kaksno
Nashevo ravnovesje vec).

4. Ali se lahko zgodi, da z odstranitvijo dominirane akcije izgubimo vsa Nasheva rav-
novesja igre?

5. Dana je strateska igra za tri igralce, kjer ima ¢-ti igralec mozni akciji 7; in B;:

15 By 15 By
11 13,4,411,3,3 T, 14,0,5(0,1,6
By18,1,4]2,0,6 By |5,1,3[1,2,5]
az =13 a3 = Bs

Dolocite dominacije in ¢ista Nasheva ravnovesja igre.

6. Konstruirajte diskretno stratesko igro za tri igralce brez cistih Nashevih ravnovesij.
Preference vsakega igralca naj bodo za vse profile razli¢ne.
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7. Dana je strateska igra za tri igralce z naslednjimi preferen¢nimi funkcijami:

10.

11.

X Y X Y X Y
A[2,0,6[0,1,6 A14,0,5(1,3,3 A[8,5,4[1,6,4
B|8,b,44,2,a B|5,1,3]1,2,5 B3,4,4/2,53]

CL3:L CL3:M CL3:R

Dolocite cista Nasheva ravnovesja in dominacije v odvisnosti od parametrov a in b.
Najvec koliko je ¢istih Nashevih ravnovesij in pri katerih vrednostih parametrov a
in b je to stevilo dosezeno?

Dana je strateska igra za dva igralca. Mnozica akcij prvega je interval [0, 1], drugi
igralec pa ima na voljo akciji £ in r. Preference so podane v naslednji tabeli:

14 r
ale[O,l] 2—2&1,CL1 al,l—al'

Dolocite c¢ista Nasheva ravnovesja igre.

Dana je strateska igra za dva igralca, kjer vsak igralec izbere tocko iz daljice:
D={(z,y);z+y=122>0,y>0}.

Drugi igralec placa prvemu znesek, ki je enak skalarnemu produktu krajevnih vek-
torjev izbranih tock. Dolocite Cista Nasheva ravnovesja igre.

Iz spalnega naselja do poslovne cetrti se mora vsak dan pripeljati v sluzbo 5000 pre-
bivalcev. Vsakemu je pomemben le ¢as potovanja: hitreje kot pride, bolje je. Vsak
lahko izbere bodisi prevoz z osebnim avtomobilom bodisi prevoz z mestno Zeleznico.
Ce z osebnim avtomobilom potuje = usluzbencev, je ¢as potovanja enak 20 + z /200
minut. Nadalje, ¢e z javnim prevozom potuje y usluzbencev, je ¢as potovanja enak
154y/200+ 12/v minut, kjer je v Stevilo vlakov, ki peljejo. Posamezen vlak sprejme
2000 usluzbencev, kar pomeni, da v primeru, ko vlak izbere od 1 do 2000 usluzben-
cev, pelje en vlak, ¢e vlak izbere od 2001 do 4000 usluzbencev, peljeta dva vlaka,
pri vec¢ kot 4000 usluzbencih pa peljejo trije vlaki.

Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite ¢ista Nasheva ravnovesja. Koliko casa
v njih potujejo posamezni usluzbenci?

Dani sta naslednji omrezji enosmernih cest:

GORI
45 a/100 45
CILJ|  |START] 0 CILJ
a/100 45 a/100

DOLI
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ODb vsaki cesti je napisan ¢as potovanja, ¢e se po njej pelje a avtomobilov (to si
lahko zamisljamo tudi kot Stevilo avtomobilov na uro ali pa kot pretok bitov po
racunalniski mrezi).

4000 voznikov (vsak s svojim avtomobilom) Zeli priti od starta do cilja. Vsak voznik
je igralec in se mora odlociti, po kateri poti bo Sel.

a) Oglejmo si najprej levo omrezje. Ali obstaja Nashevo ravnovesje? Ali jih je
vec¢? Koliko Casa porabi vsak avto od starta do cilja, ¢e smo v Nashevem
ravnovesju?

b) Neverjetno hitra cesta, ki povezuje lokaciji GORI in DOLI, je kon¢no dograjena
(glej desno omrezje). Cas potovanja po novi cesti je enak ni¢. Kako je zdaj z
Nashevimi ravnovesji? Koliko ¢asa porabi vsak avto od starta do cilja?

Ta fenomen je poznan kot Braessov paradoks.

Zadostni pogoji za obstoj Nashevega ravnovesja

Naj bodo mnozice akcij A; kompaktne in konveksne podmnozice ev-
klidskih prostorov. Nadalje naj imajo preferencne funkcije u; vrednosti
v R in naj bodo zvezne. Za vsak nabor akcij ai,...,a;_1,0i11,...,0p
naj bo mnozica najboljsih odgovorov:

Bi(al,. RPN ¢ N I ¢ 7 [P ,an) =
= {a;k € Ay s (VYa; € Aj)uian, .., ai1, a5, Giq1,s - - 0n) <

< ui(al, . ,ai,l,af,aiﬂ, . ,an)}

konveksna. Tedaj obstaja vsaj eno Nashevo ravnovesje.

Opomba. Konveksnost mnozice najboljsih odgovorov je zagotovo iz-
polnjena, ce je za vsak nabor akcij ay,...,a;_1,a0;11,...,a, izraz
wi(ay,...,a;_1,a;, a1, ..,a,) konkavna funkcija spremenljivke a;.

12. Dana je igra za dva igralca. Akcije vsakega tvorijo interval [0, 1], preferen¢ni funkciji
pa sta:
U1(a1, CLQ) = al(al - 3a2) ) UQ(CH, CLQ) = a2(2a1 +ag — 1) .

Kako je z mnozico Nashevih ravnovesij in pogoji izreka o obstoju Nashevega ravno-
vesja?
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13.

14.

15.

16.

Cournotov model duopola/oligopola

Duopol je sestavljen iz dveh, oligopol pa iz ve¢ (recimo n) proizvajalcev istega
produkta, od katerih vsak, ne da bi vedel za druge, doloci kolicino q; > 0
produkta, ki ga proizvaja. Ce je skupna koli¢ina blaga, ki ga proizvajalci dajo
na trg, enaka () = q¢; + g2 + - - - + ¢y, se na trgu oblikuje cena P(Q)), kjer je P
neka funkcija. Posamezen proizvajalec ima s proizvodnjo svojega blaga stroske
Ci(¢;). Njegov dobicek je tako enak:

ui(qr, -5 qn) = P(Q) ¢ — Cilai) -

Dan je Cournotov model oligopola, kjer je cena produkta dolo¢ena s formulo P(Q) =
(a — @), funkcija proizvodnih stroskov posameznega proizvajalca pa je enaka
Ci(q) = ¢iq. Tu je xy := max{x,0}. Privzamemo, da je a > 0 in ¢; > 0.

a) Dokazite, da obstaja vsaj eno Nashevo ravnovesje.
b) Za duopol pois¢ite vsa Nasheva ravnovesja.
Poiscite vsa ¢ista Nasheva ravnovesja pri Cournotovem modelu duopola, kjer je

cena produkta prav tako dolocena s formulo P(Q) = (a — Q) , funkcija proizvodnih
stroskov obeh proizvajalcev pa je enaka C;(q) = ¢*.

Poiscite vsa cista Nasheva ravnovesja pri Cournotovem modelu oligopola, kjer je
cena produkta spet dolo¢ena s formulo P(Q) = (a — @)4, funkcija proizvodnih
stroskov pa je enaka za vse proizvajalce enaka C;(q) = cq.

Za isti vir se poteguje n plemen. Ce i-to pleme terja koli¢ino ¢; > 0 tega vira, je
njegov izkupicek enak:

Ui(QhCJz’ . ,Qn) = C]z‘(l - Q)+ )

kjer je Q@ = ¢1 + ¢2 + - -+ + q,. Dolocite vsa Nasheva ravnovesja in pokazite, da
obstaja profil (qi,...,qn), pri katerem vsa plemena dobijo veé¢, kot bi pri katerem
koli Nashevem ravnovesju.

Bertrandov model duopola/oligopola

Na razpis se prijavi n ponudnikov dolocenega blaga, vsak doloc¢i svojo ceno p;.
Razpisodajalec kupi D(p) blaga po najnizji ponujeni ceni p = min{py,...,p,}.
Od vsakega ponudnika, ki ponudi minimalno ceno p, kupi enako, od ostalih pa
ne kupi ni¢. Sele po kon¢anem razpisu ponudniki proizvedejo koli¢ino blaga, ki
jo bo razpisodajalec od njih kupil. Ce i-ti ponudnik proda g; blaga, je njegov
dobicek dolo¢en podobno kot pri Cournotovem modelu:

wi(p1y .-, pn) = pgi — Ci(q;) -
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17.

18.

19.
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Poiscite vsa ¢ista Nasheva ravnovesja v Bertrandovem modelu duopola, kjer je funk-

cija povprasevanja enaka:
1

(1+p)*’
proizvodni stroski ¢ enot blaga so za vsakega proizvajalca enaki ¢/4, dovoljene pa
so le nenegativne celostevilske cene.

D(p) =

Drazba druge cene z zaprtimi ponudbami. Za neki predmet se poteguje n kupcev.
Vsak pripisuje predmetu drazbe neko subjektivno vrednost. Oznacimo te vrednosti
Z V1,09, ...,U, > 0. Na drazbi je vsak kupec pripravljen ponuditi doloc¢eno maksi-
malno ceno: te cene oznaéimo z by, by, ..., b, > 0. Ce je cena, ki jo je dologen kupec
pripravljen ponuditi, strogo najvisja, ta kupec dobi predmet, zanj pa placa drugo
najvigjo ceno (to se zgodi, ¢e se cena na drazbi postopoma viSa in brz ko preseze
drugo najvisjo ceno, ostane le Se kupec, ki je pripravljen ponuditi najvisjo ceno;
temu kupcu se predmet tedaj proda).

Primer, ko je isto najvi§jo ceno pripravljeno ponuditi ve¢ kupcev (vez), lahko in-
terpretiramo na vec¢ nacinov. Privzemimo, da v tem primeru Zrebajo in vsak dobi
predmet z enako verjetnostjo, nakar gledamo pricakovani dobicek.

Modelirajte to kot stratesko igro in opisite Nasheva ravnovesja. Pokazite, da ne
glede na subjektivne vrednosti v; za vsakega kupca obstaja Nashevo ravnovesje, v
katerem ta kupec zagotovo dobi drazbo.

Drazba prve cene z zaprtimi ponudbami. Spet se za neki predmet se poteguje n
kupcev, ki pripisujejo predmetu subjektivne vrednosti vy, vs,...,v, > 0, zanj pa
so pripravljeni ponuditi cene by, bs,...,b, > 0. Tokrat pa zmagovalec drazbe za
predmet placa polno ceno, ki jo je pripravljen ponuditi (to se zgodi, ¢e se cena na
drazbi postopoma niZa). Opisite Nasheva ravnovesja igre, ki izhaja iz take drazbe.
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2. Igre z mesanimi strategijami

Preferen¢ne funkcije za loterije, dobljene iz koristnostnih funkcij za ciste strategije. MeSano
Nashevo ravnovesje, princip indiferentnosti. Izlo¢anje s pomocjo stroge dominacije. Bimatri¢ne
igre, igre m x 2. Matri¢ne igre, stopnja varnosti, vrednost igre. Kvadratne, diagonalne in
simetri¢cne matricne igre.

Loterije in funkcije koristnosti

Loterija je verjetnostna porazdelitev na koncni (ali Stevno neskon¢ni) mnozici
A, recimo na mnozici akcij. OpiSemo jo z verjetnostno shemo:

<a1 ay as -- )

p1 P2 p3 )

kjer je seveda py +py +p3+--- = 1.

Posamezen element a mnozice A identificiramo z loterijo ¢,, ki ima v tocki a
verjetnost 1.

Funkcija koristnosti na mnozici A je preslikava iz A v R. Vsaki funkciji kori-
stnosti u na konc¢ni ali Stevno neskoncni mnozici A lahko priredimo preferenc¢no

funkcijo U na mnozici loterij na A, ki loteriji priredi pricakovano vrednost funk-
cije u. Natancneje, Ce loterija m ustreza shemi od prej, definiramo:

U(W) =D U(al) + po u(ag) + p3 u<a3) N

To je edina razsiritev funkcije u do afine funkcije na mnozici loterij.

1. Na mnozici A = {a,b, ¢} so definirane naslednje funkcije koristnosti:

u(a) =1, v(a) =3, w(a) =3,
u(b) =2, v(b) =5, w(b) =5,
u(c) =4, v(c) =9, w(c) =8.

Naj bodo U, V in W pripadajoce preferenc¢ne funkcije na mnozici loterij na A.

.. a b c o\ . .. .
a) Za loterijo m = (0,32 05 0'18) izracunajte U(m), V() in W ().
b) Funkcije u, v in w so kot preferencne funkcije ekvivalentne. Kaj pa U, V in

w?

2. Dokazite, da funkciji koristnosti v in v na isti mnozici doloc¢ata ekvivalentni pre-
ferencni funkciji natanko tedaj, ko je v = cu + b za neki ¢ > 0 in b € R. Zaradi
enostavnosti lahko privzamete, da je mnozica A koncna.
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Mesanje strategij

Mesana razSiritev strateske igre, katere preferencne funkcije so tudi funkcije
koristnosti, je igra, katere akcije so loterije na akcijah prvotne igre (meSane
strategije), preferencne funkcije pa so definirane tako, da, ce i-ti igralec igra

mesSano strategijo:
[ Qi1 QG2 Qi3 v
T, = y
Pi1 Pi2 Pis -
velja:

Ui(my, T, ..., Tp) = E p1j1p2j2"'pnjnui(aljanjga~--7anjn)-

j17j27"'7jn

To si lahko predstavljamo tudi tako, da vsakemu profilu iz loterij priredimo
loterijo na profilih, pri ¢emer privzamemo, da igralci mesajo neodvisno drug
od drugega. Vrednost preferencne funkcije U; na danem profilu je vrednost
naravne razsiritve funkcije u; na prirejeni loteriji iz profilov.

Nashevim ravnovesjem mesane razsiritve igre pravimo mesSana Nasheva rav-
novesja igre.

Vsaka strateska igra s koncno mnogo akcijami ima vsaj eno meSano Nashevo
ravnovesje.

. Dva igralca igrata igro, pri kateri vsak izmed njiju pokaze eno stran svojega kovanca.
Ce oba pokazeta isto stran (oba cifro ali oba grb), drugi igralec placa prvemu en
evro, sicer pa placa ta znesek prvi drugemu. Modelirajte to kot stratesko igro.
Pokazite, da ¢istih Nashevih ravnovesij ni, in poiscite mesana Nasheva ravnovesja.

Karakterizacija meSanega Nashevega ravnovesja

Profil mesanih strategij (71, ma, ..., 7,) je meSano Nashevo ravnovesje natanko
tedaj, ko za vsak 1 =1,2,...,n velja, da so vrednosti:
Ui(ﬂ-lu ey TG—15 Ay Ty - e - 77Tn) )

za vse a s m;(a) > 0 med seboj enake (princip indiferentnosti) in vedje ali
enake vrednostim zgornjega izraza za ostale a.

. Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X |y
A[1,0[0,0].
B|0,0[21

.V neki studiji (Palacios-Huerta: Professionals play minimax, Review of Economic
Studies 70 (2003), 395-415) so opazovali izvajanje ve¢ kot 1400 enajstmetrovk pri
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nogometu. Tipicno strelec meri levo ali desno, vratar pa prav tako skoci na svojo
levo ali desno stran. V spodnji tabeli so podane empiri¢ne verjetnosti zadetka za
vse mozne kombinacije:

Vratar

L D
L[9497% | 58°30% |
D 16992% | 92°91%

Strelec

(v resnici je bila $tudija Se natancnejSa in je razlikovala levo- in desnonozne strelce:
oznaki L in D pomenita levo oz. desno stran pri desnonoznih strelcih, pri levonoznih
pa sta strani zamenjani; Studija je torej privzela, da vratarji dobro poznajo strelce).

Modelirajte to kot stratesko igro z meSanimi strategijami (ob predpostavki, da se
strelec in vratar vnaprej odlocita, kaj bosta storila) in pois¢ite Nasheva ravnovesja.
Primerjajte to z opazenimi frekvencami:

Strelei L D Vatarii L D
reler \ 39'98%  60°02% ratatjl -\ 57:69%  42°31%

6. Dolocite, pri katerih vrednostih parametrov a, b, ¢, d, e in f je profil:

(G i) ()

mesano Nashevo ravnovesje igre:

L | C|R
1,213,3|1,1

a,b|c,3 2,4
d,4 e f|0,7

W =S

7. Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X Y
Ala,al|2,4].
B|1,3|a,a

v odvisnosti od parametra a.
8. Dolocite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X|v |z
A[0,4[3,3]5,0
B[1,3]27]3,5]
Cl3,0]1,2]1,3
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10.

11.

12.

13.
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Izlo¢anje mesanih strategij s pomocjo (stroge) dominacije

Akcija (¢ista strategija), ki je strogo dominirana s kaksno mesano strategijo, ne
more nastopati v mesanem Nashevem ravnovesju (t. j. njen deleZ je enak nic).
Mesana Nasheva ravnovesja igre, v kateri se to zgodi, se ujemajo z mesanimi
Nashevimi ravnovesji igre z izlo¢eno akcijo. Tako lahko tudi meSane strategije
izlocamo zaporedoma.

Ce ima igra mesano Nashevo ravnovesje, obstaja tudi mesano Nashevo ravno-
vesje, kjer dominirane akcije ne nastopajo. Z drugimi besedami, ce je dovolj
poiskati vsaj eno Nashevo ravnovesje (ne pa vseh), lahko dominirane akcije
izlo¢imo.

. Raziscite, katere akcije v prejsnji nalogi so strogo dominirane; za vsako tako akcijo

poiscite Se vse mesane strategije, ki jo strogo dominirajo.

. . .. B . .
Denimo, da mesana strategija ( ) strogo dominira ¢isto strategijo C. Po-

04 06
iS¢ite mesSano strategijo, ki strogo dominira mesano strategijo
4 B ¢ D in n buje akcije C'
015 025 05 01 e vsebuje akcije C.

Dolocite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X|y |z
Al42[3,3[1,5
Bl0,4[4,1[2,0]
Cl1,413,9[1,7

Poiscite vsaj eno meSano Nashevo ravnovesje igre:

X|vy|z|w
3,6(3,5|4,85,7
3,6(3,5|5,04,3
2,63,515,04,3
3,6(2,9]5,0/5,7
2,64,5|3,8(7,7
56/1,9/9,0/1,3

| | O Q |

Dolocite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X|vy |z
Al4,2(3,5[1,3
B|0,0[41[24
Cl1,413,1]3,2

Ali je v tej igri kaksna akcija (strogo) dominirana?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Poiscite vsa mesana Nasheva ravnovesja igre:

X|\Y | Z2 | W
A10,0]3,3/3,2(3,1
B12,1]0,0(2,3]3,0}
C13,3/4,2/0,0|3,2

Dana je igra za dva igralca, ki imata oba na voljo vsak svoj nabor samih razlicnih
kart. Oba nabora sta enaka. Vsaka karta ima neko strogo pozitivno vrednost.
Hkrati pokazeta vsak svojo karto in c¢e sta karti enaki, drugi igralec placa prvemu
vrednost karte. Sicer nihc¢e ne placa ni¢. Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite
mesana Nasheva ravnovesja.

Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X Y X Y
T|2,1,1]2,2,1 T12,1,0(2,4,0
B|3,1,1]0,0,1 B16,1,0]3,2,2]|

as = L a3 =R

Poisc¢ite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X Y X Y
T11,2,3|1,1,3 T11,2,4]1,3,1
B|1,1,4]0,2,2 B10,4,21,2,3]

a3 = L a3 =R

Namig: raziscite, kdaj se prvemu igralcu dolocene akcije ne splaca igrati.

Trije igralci hkrati vrzejo vsak svoj kovanec. Ce vsi trije vrzejo enako, nihée ne placa,
ni¢. Ce eden od igralcev vrze grb, druga dva pa cifro, ta dva tistemu, ki je vrgel grb,
placata vsak po en evro. Ce pa eden od igralcev vrze cifro, druga dva pa grb, ta dva
tistemu, ki je vrgel cifro, placata vsak po dva evra. Poiscite vsa mesana Nasheva
ravnovesja, pri katerih vsi igralci, ki strogo mesajo, mesSajo z enakimi verjetnostmi.

Podjetje povabi k skupnemu projektu pet sodelavcev. Vsak sodelavec lahko priza-
devno sodeluje, kar ga stane eno enoto, ali pa lenari, kar ga ne stane ni¢. Ce je
pri projektu p prizadevnih sodelavcev, le-ti ustvarijo dobic¢ek v vigini 151n(1 + p).
Dobicek si vseh pet sodelavcev razdeli na enake dele (ne glede na to, ali sodelujejo
ali ne).

a) Modelirajte to kot stratesko igro in poisc¢ite ¢ista Nasheva ravnovesja. Koliko
jih je?

b) Ali obstaja kaksno mesano ravnovesje, kjer vsi sodelavci prizadevno sodelujejo
z enakimi verjetnostmi?
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20.

21.
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V soseski se zgodi zloc¢in, ki ga vidi n mimoidocih. Vsak izmed njih ima moznost, da
poklice policijo. To predstavlja dodatno delo in tveganje, kar vsak mimoidoci oceni
s ¢; ta vrednost se odsteje od njegove koristnostne funkcije. Ce nihée ne poklice,
to predstavlja sramoto, ki od koristnostne funkcije vsakega mimoidocega odsteje s.
Privzemimo, da je s > ¢ > 0.

a) Modelirajte to kot stratesko igro.
b) Poiscite ¢ista Nasheva ravnovesja.

c) Dolo¢ite simetricna mesana Nasheva ravnovesja (Nashevo ravnovesje je sime-
tri¢no, ¢e vsi igralci uberejo isto meSano strategijo).

d) Pokazite, da pri Nashevem ravnovesju iz prejsnje tocke verjetnost, da vsaj en
mimoidoci poklice policijo, pada s stevilom mimoidocih.

Prizor iz filma A Beautiful Mind, biografskega filma o Johnu Nashu: skupini fantov
se v baru pridruzi skupina deklet, med katerimi izstopa privlacna blondinka. Vsak
fant ima na voljo dve akciji: lahko gre osvajat blondinko ali pa manj privla¢no dekle.
Ce gre osvajat manj privla¢no dekle, jo zagotovo dobi; korist od tega je enaka 2.
Ce pa gre osvajat blondinko, uspeh ni zagotovljen: blondinka bo namre¢ na slepo
izbrala samo enega od tistih, ki jo bodo §li osvajat. Fant, ki dobi blondinko, ima
korist 3, fant, ki gre osvajat blondinko, a je ne dobi, pa ima korist 0. Kot korist
pri akciji, da gre fant osvajat blondinko, $tejemo matemati¢no upanje glede na
blondinkin odgovor.

a) Dokazite, da v meSanem Nashevem ravnovesju vsi fantje, ki gredo s strogo
pozitivno verjetnostjo osvajat blondinko, to poc¢nejo z enakimi verjetnostmi.
Namig: za poljubna dva zapiSite princip indiferentnosti in primerjajte.

b) Dokazite, da za poljubno neprazno podmnozico fantov moéi m obstaja mesano
Nashevo ravnovesje, pri katerem gredo fantje iz te podmnozice osvajat blon-
dinko z verjetnostjo ¢,, > 0, ostali pa gredo osvajat manj privlacna dekleta.
Dokazite, da je ta verjetnost natanc¢no dolocena z m in da torej ni odvisna od
skupnega stevila fantov. Koliko mesanih Nashevih ravnovesij ima torej igra?

c) Izracunajte ¢, g2 in gs.
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Igre m x2in 2 xm

Ce ima drugi igralec na voljo le dve akciji (recimo X in'Y' ), pogoji za Nashevo
ravnovesje, ki jih dolo¢a koristnostna funkcija prvega igralca (U,), ustrezajo
X Y
l—q ¢
pogledamo, kje koristnostna funkcija drugega igralca (Uy) ustreza standardnim
kriterijem:
e V profilih, ki ustrezajo posameznemu krajiscu ovojnice, mora biti U,
vecGja ali enaka, kot ¢e bi zamenjali akcijo drugega igralca.
e V profilih, ki ustrezajo notranjosti ovojnice, mora biti Uy enaka za obe
akciji drugega igralca (posebej gledamo notranjosti daljic in prelome).
Analogno obravnavamo tudi bimatric¢ne igre, kjer ima prvi igralec na voljo le
dve akciji.

zgornji ovojnici daljic ¢ — U, (i, ( )) . V okviru te ovojnice potem

Konstrukcija zgornje ovojnice

e Kolikor zmoremo, izlo¢imo daljice (akcije), ki so strogo dominirane z
mesSanico ostalih: le-teh ni v zgornji ovojnici. Vsekakor pa pri daljicah
z enakimi strminami pustimo le tisto, ki lezi najvisje. FEnake daljice
gledamo skupaj, kot eno samo daljico (dejstvo, da izvirajo iz razli¢nih
akcij prvega igralca, pride do izraza Sele pri pogojih, ki jih dolo¢a Us,).

e Daljice uredimo po strminah U, (i,Y) — U, (i, X).

e Zacnemo z daljico z najmanjso strmino, ki je zgornja ovojnica same sebe.

e Ko smo ze konstruirali zgornjo ovojnico prvih nekaj daljic, za vsako na-
slednjo daljico najprej pogledamo, ali je morda v X (t. j. pri ¢ = 0) nad
zgornjo ovojnico prejsnjih daljic. V tem primeru je povsod nad zgornjo
ovojnico, torej strogo dominira vse daljice iz nje, zato vse prejsnje daljice
izlo¢imo: v novi zgornji ovojnici je samo nova daljica.

e Ce je nova daljica v'Y pod zgornjo ovojnico, jo daljica, ki je vY na zgor-
nji ovojnici, strogo dominira. Novo daljico lahko tako izlo¢imo, zgornja
ovojnica ostane nespremenjena.

e Sicer nova daljica seka zgornjo ovojnico prejsnjih v natanko eni tocki.
Presecisca nove daljice z daljicami, ki imajo v ovojnici vsaj eno tocko, si
sledijo v enakem vrstnem redu kot njihove strmine, zato lahko iS¢emo z
binarno bisekcijo.

e Nova zgornja ovojnica daljic je sestavljena iz zgornje ovojnice prejsnjih
daljic do presecisca in nove daljice od preseciSc¢a naprej. Daljice, ki imajo
vse tocke v zgornji ovojnici naprej od presecis¢a z novo daljico, izlo¢imo
(le-te so strogo dominirane).

19



20 M. RAIC: RESENE NALOGE I1Z TEORIJE IGER

22. Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X| v

411 0,3
2.3 1,5
0,0] 6,2
2,2 3,1
6,2]—6,0

& O Q| T

23. Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre:

I | J| K| L | M|N
A 25 3,44947]26]23
B|3,11|2,12| 5,8 | 3,2 [4,10] 4,1
Cl 3,541 410|512 2,8 [2,12
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Matric¢ne igre

Matricne igre so igre za dva igralca s koncno mnogo akcijami in ni¢elno vsoto:
pri vsakem paru akcij (in posledi¢no pri vsakem profilu) je dobitek drugega
igralca nasprotno enak dobitku prvega. Dobitke v taki igri lahko predstavimo
z matriko iz dobitkov prvega igralca, recimo A = [a;;];2) ;. Ce akcije prvega
igralca oznacimo z Vi, ..., V,,, akcije drugega pa z S1,...,S,, torej velja:

Ul(Vi, Sj) = Q5 , U2(‘/i7 Sj) = —Qj .

Mesane strategije lahko opisemo kar z vektorji. Ce mesanima strategijama
in p ustrezata vektorja p in q tako kot spodaj:

P1 a1
7T=<V1 Yo ”'Vm)épz P p=<51 72 mS”)Hq: =0
P1 P2 o Pm : 1 492 - qn :

Pm qn

velja U,(r, p) = pTAq.

Pri matricnih igrah ima posamezen igralec pri vseh Nashevih ravnovesjih enak
dobitek. To je maksimalni dobitek, ki mu je zagotovljen ne glede na to, kaj
dela drugi igralec. Pravimo mu stopnja varnosti za danega igralca. Stopnji
varnosti za prvega igralca pravimo tudi vrednost igre.

Stopnja varnosti za prvega igralca je enaka v = max, min, p" Aq =

= max, min; p* Ae;, kjer je e; vektor, ki ima j-to komponento enako 1, druge
pa 0. Mesana strategija p* je max-min, ce velja

min, (p*)T Aq = max, min, p* Aq.

Stopnja varnosti za drugega igralca je enaka maxg, min,(—p* Aq) =

= — min, max, p' Aq = —v. Mesana strategija ¢* je min-max, ce velja
max, p" Ag* = min, max, p* Aq.

Profil (p*, q*) je mesano Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko je strategija p*
max-min, strategija q* pa min-max.

24. Dolocite vrednost in eno mesano Nashevo ravnovesje v matri¢ni igri:

S = o
W = Ot
S W N
O = N
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Matric¢ne igre m x 2

Tako kot pri splosnih igrah za dva igralca lahko tudi tu akcijam prvega igralca
priredimo daljice in pois¢emo zgornjo ovojnico. Nashevo ravnovesje je na mini-
mumu zgornje ovojnice (to je max v min-max strategiji drugega igralca; prvi
igralec pa mesa tiste akcije, ki so vpletene v ta minimum).
Namesto konstrukcije cele zgornje ovojnice pa lahko upostevamo tudi dejstvo,
da je min-max dosezen v eni izmed naslednjih tock:

e v levem krajiscu daljice s pozitivno ali nicelno strmino;

e v desnem krajiscu daljice s pozitivno ali nicelno strmino;

e na preseciscu daljice s pozitivno ali nicelno strmino in daljice z negativno

ali nicelno strmino.

Min-max je dosezen v tistih izmed zgoraj omenjenih tock, ki lezijo na zgornji
ovojnici, ali, ekvivalentno, tam, kjer je vrednost koristnostne funkcije najvisja.
Ta vrednost je tudi vrednost igre.

Poiscite mesana Nasheva ravnovesja in vrednost matric¢ne igre:

TN &~
DN B~ W

Poiscite mesana Nasheva ravnovesja in vrednost matric¢ne igre:
246 4 0
6 5 0 3 12| °

Dolocite vrednost matricne igre:

2 3 5 4
6 4 2 3
0123
1 2 3 4
L. U 4 3 2 1
Dolocite vrednost matri¢ne igre 5 1 4 3|
3 41 2

Namig: racunanje skoraj ni potrebno.

Naj bo a,b,c,d € R. Dokazite, da je vrednost matricne igre

o 2 Ot
o 2 2
QU o

d

. AV b
vrednosti matri¢ne igre [Z ] .

enaka
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Kvadratne matri¢ne igre s sti¢cnimi tockami v simpleksu

Pri kvadratnih matricnih igrah se splaca najprej ravnati, kot da oba igralca
strogo mesata vse akcije. Po principu indiferentnosti so mesana Nasheva rav-
novesja v tem primeru sticne tocke:

p'A=al1" (t. j. Us(p, j) so enaki za vse j) (1)
Aqg =01 (t. j. Ui(i, q) so enaki za vse ). (2)

Tu je 1 stolpec iz samih enic. Resitve is¢emo v prostoru H = {p ; p™1 =1} =
{q ; 1Tq = 1}, prave pa bodo, ¢ se bodo nahajale v simpleksu A = {p € H ;
p > 0}. Neenakost med vektorji je tu misljena po komponentah.

Ce imata obe enachi resitev v H, sta « in 3 enoli¢no dolo¢ena ter velja o = 5.
Ce imata obe enacbi resitev v A\, jev = a = f3, (p,q) pa je mesano Nashevo
ravnovesje. Ce je resitev obeh enach enoli¢na (glede na p,q € H) ter e p in
q lezita v notranjosti simpleksa A, je to edino mesano Nashevo ravnovesje.

Ce je matrika A obrnljiva ter v komponentah nobenega od vektorjev 1TA~!

1
ter pt = v1TA~!in

. -1 . : 1 = —
in A7"'1 ne pride do menjave predznaka, je v = 1TA 11

qg=vA~'1,

Opomba. Enacbi (1) in (2) imata lahko enoli¢no resitev v R X H, tudi ¢e matrika A ni obrnljiva. Kljuéna je namreé¢ obrnljivost matrike

~ T
A = B ]A ] Naslednje trditve so ekvivalentne:

e A je obrnljiva.

e Sistem (1) ima natanko eno resitev v a € R,p € H.
e Sistem (2) ima natanko eno resitev v 8 € R,q € H.
Sistem (1) je namre¢ mozno zapisati v obliki A _qﬁ} = B} , sistem (2) pa v obliki AT [—qa] = Ll)]

(2 4 0
30. Izracunajte vrednost igre |—2 6 2.
| 4 -1 3
1 -1 1
31. Izrac¢unajte vrednost igre |—8 4 0
3 -1 -1

32. Alfred in Bernard igrata igro, pri kateri oba hkrati izbereta naravno stevilo od 1 do
n. Ce oba izbereta enako, Bernard pla¢a Alfredu en evro. Ce Bernard izbere stevilo,
ki je za eno vecje od Alfredovega, Alfred Bernardu placa en evro. Sicer nihce ne
placa nic.

a) Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre, v katerih oba igralca strogo mesata
vse akcije.

b) Ali obstaja kaksno mesano Nashevo ravnovesje, kjer kateri od igralcev kaksne
akcije ne mesa?
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Vsako iskanje vrednosti igre se da (z manjso ali vecjo zahtevnostjo) prevesti
na eno ali ve¢ kvadratnih iger z enoli¢cnima sticnima tockama v simpleksu.

e Ce ima matrika ve¢ vrstic kot stolpcev, lahko odstranimo toliko vrstic,
kot znasa razlika, ni pa s tem povedano, katere.

o Ce ima matrika ve¢ stolpcev kot vrstic, lahko odstranimo toliko stolpcev,
kot znasa razlika, ni pa s tem povedano, katere.

e Ce ima enacba (1) ni¢ ali pa neskoncno resitev v H, lahko odstranimo
neko vrstico.

e Ce ima enacba (2) ni¢ ali pa neskoncno resitev v H, lahko odstranimo
neki stolpec.

e Ce ima enacba (1) resitev v H\ A, lahko odstranimo neko vrstico. Ce ima
tedaj enacba (2) resitev v A, lahko odstranimo neko vrstico, ki ustreza
negativni komponenti v p.

e Ce ima enacha (2) resitev v H\ A, lahko odstranimo neki stolpec. Ce ima
tedaj enacba (1) resitev v A, lahko odstranimo neki stolpec, ki ustreza
negativni komponenti v q.

e Ce lahko odstranimo doloceno $tevilo vrstic, ne vemo pa, katere, je vre-
dnost igre enaka maksimumu vrednosti iger z matrikami, ki imajo od-
stranjenih ustrezno sStevilo vrstic.

e Ce lahko odstranimo dolo¢eno Stevilo stolpcev, ne vemo pa, katere, je
vrednost igre enaka mimimumu vrednosti iger z matrikami, ki imajo od-
stranjenih ustrezno stevilo stolpcev.

Sicer pa je iskanje vrednosti igre predmet linearnega programiranja.

Pojasnila
e Brz ko ima matrika ve¢ vrstic kot stolpcev, ima ena¢ba (1) ni¢ ali pa neskonéno resitev.

e Brz ko ima enacba (1) ni¢ ali pa neskonéno resitev, obstaja tak vektor § # 0 z 1T = 0, da je §TA =0. Ce je pri nekem p dosezena
vrednost igre (maksimum minimuma), se to ohrani, ¢e p premaknemo za kak veckratnik vektorja §. Potem pa se lahko premaknemo
za tak veckratnik, da se znajdemo na robu simpleksa, kar pomeni, da smo eno komponento vektorja p postavili na ni¢; z drugimi
besedami, odstranili smo eno vrstico.

e Naj enacbo (1) resi pg ¢ A. Vzemimo poljuben p; € A in naj bo miny p?Aek = p?Aej. Ker je pgAek enako za vse k, mora tudi
za vsak p na poltraku {(1—t)pg+tp;} veljati ming pTAz—z;C = pTAe]-. Ce je p; v notranjosti simpleksa A, poltrak seka rob simpleksa
v dveh to¢kah, recimo py = (1 — t2)pg + t2p; in p3 = (1 — t3)pgy + t3py, pri ¢emer lahko privzamemo, da je 0 < t3 < 1 < t3. Ce je
p?Aej > pOTAej, je tudi pgAej > prerej, torej ming p;Aek > ming p?Ae;w Ce pa je p?Aej < pOTAej, je pgAej > p?Aej,
torej ming, pgAek > ming prerekA To pa pomeni, da je maxp ming pTAe;€ zagotovo dosezen na robu simpleksa.

e Ce privzamemo prejénje in ¢e obstaja Se q; € A, ki resi (2), velja plTAej < pTAql = pOTAq1 = pOTAej, torej velja prej$nja druga
moznost, se pravi ming p’ZTAek > ming prerekA Od tod dobimo, da je maxp ming pT Ae;, dosezen v tocki oblike Po + td, kjer je
1Ts = 0, t > 0 pa je najmanjsi tak, da je pg+t8 € A. Pri takem vektorju pa mora biti ena izmed komponent, ki je pri py negativna,
enaka ni¢. Tisto vrstico lahko torej izlo¢imo.

e Pri vseh zgornjih argumentih lahko zamenjamo (1) in (2), hkrati pa tudi vrstice in stolpce.

0o 3 3
33. IzraCunajte vrednost igre | 4 —5 —1
-8 7 -1

Vrednost igre 2 x 2

L. la bl . Y C
Ce v matriki c ni nobene stroge dominacije in niso vsi njeni

d

elementi enaki, ima pripadajoca matri¢na igra vrednost:

ad — be
a—b—c+d’
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.. N 3 . .
34. Dolocite vrednost matric¢ne igre [ x} v odvisnosti od parametra x.

-1
35. Dolocite vrednost diagonalne matricne igre, t. j. take z diagonalno matriko.

36. Matri¢na igra je simetricna, ¢e je njena matrika posevno simetri¢na, t. j. AT = —A.
Dolocite vrednost take igre.
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3.

Bayesove igre

Bayesovo ravnovesje. Obravnava dominacij. Igre, podane z apriornimi verjetnostmi.

Bayesova igra je igra z nepopolno informacijo, ki jo sestavljajo:

e mnovzica igralcev in za vsakega igralca mnozica akcij;

e mnozica stanj in za vsako stanje strateska igra s koristnostnimi funkci-
jami;

e za vsakega igralca signalna funkcija, ki vsako stanje preslika v dolocen
signal, in za vsak signal verjetnostna porazdelitev na mnozici stanj, ki
se preslikajo v dani signal (torej aposteriorne verjetnosti). Signal torej
predstavlja informacijo o stanju igre, ki jo dobi igralec.

Vsaki Bayesovi igri priredimo stratesko igro s popolno informacijo, kjer so:
e igralci pari (igralec, signal) iz izvirne Bayesove igre;
e koristnostne funkcije pricakovane vrednosti koristnostnih funkcij izvirne
Bayesove igre glede na dane aposteriorne verjetnosti.

Zaradi lazjega razlocevanja akcijam v prirejeni strateski igri navadno v indeksu
dodamo signale, ki jim pripadajo. Bayesovo ravnovesje (¢isto ali mesano)

je ustrezno Nashevo ravnovesje prirejene strateske igre s popolno informacijo.

27

. Bayesova igra za dva igralca ima dve stanji, w; in wy. Prvi igralec dobi isti od obeh

stanj isti signal in verjame, da je igra v stanju w; z verjetnostjo 1/3, v stanju ws pa
z verjetnostjo 2/3. Drugi igralec pa dobi od vsakega stanja drugacen signal. Prvi
igralec lahko igra potezi A ali B, drugi pa potezi L ali D. Dobitki pri posameznih

stanjih in potezah so prikazani spodaj:

Stanje wy: Stanje ws:

L | D L D
Al2,3]5,1 Al5,1 2,2
B1,1]4,3 Bl10,2|7,1

Poiscite mesana Bayesova ravnovesja igre.

Dominacije pri Bayesovih igrah

Ce je neka akcija v posameznem stanju strogo dominirana v smislu strateskih
iger z mesanimi strategijami, Se ne pomeni, da jo lahko izlo¢imo iz Bayesove
igre, saj tovrstna dominacija ne implicira nujno (stroge) dominacije v prirejeni
strateski igri s popolno informacijo. Pac¢ pa dominacija v prirejeni strateski
igri s popolno informacijo sledi iz dominacije v vseh stanjih Bayesove igre,
ki pripadajo danemu signalu. Implicirana dominacija je stroga, ¢e je v izvirni
Bayesovi igri stroga za vsaj eno stanje s strogo pozitivnho aposteriorno verje-
tnostjo.
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2. Bayesova igra za dva igralca ima tri stanja, wy, wo in ws3. Prvi igralec ve, v katerem

stanju je igra, drugi igralec pa ne dobi nobene informacije o stanju, pac¢ pa verjame
v verjetnosti stanj Pr(w;) = 1/2, Pr(w,) = 1/4, Pr(ws) = 1/4. Prvi igralec lahko
igra potezi A ali B, drugi pa potezi L ali D. Dobitki pri posameznih stanjih in
potezah so prikazani spodaj:

Stanje wi: Stanje ws: Stanje ws:

L | D L D L | D
Al3,1]4,2 A0,2] 4.5 A[0,0][1,1
B|2,3(1,4 B|3,4[1,—11 B|2,2]53

Poisc¢ite mesana Bayesova ravnovesja igre.

. Bayesova igra za dva igralca ima tri stanja, w;, we in ws. Prvi igralec dobi en

signal od stanja w; in drugega od stanj ws in ws; v slednjem primeru verjame, da
je igra v stanju ws s pogojno verjetnostjo 3/4 in v stanju ws s pogojno verjetnostjo
1/4. Drugi igralec pa dobi en signal od stanja ws in drugega od stanj w; in ws; v
slednjem primeru verjame, da je igra v stanju w; z verjetnostjo 1/3 in v stanju ws
z verjetnostjo 2/3. Dobitki pri posameznih stanjih in akcijah so prikazani spodayj:

Stanje w;: Stanje ws: Stanje ws:
L | R L | R L | R

T12,21]3,5 T(12,2]1,1 T11,2]12,8

B|1,5|2,8 B|24]3,2 B|25]|3,2

Poisc¢ite mesana Bayesova ravnovesja igre.

. Anita zeli prodati svoj avto, Bojan pa ga zeli kupiti. Avto je lahko v dobrem ali

slabem stanju. Anita pozna njegovo stanje, Bojan pa ne, vendar misli, da je avto
v dobrem stanju z verjetnostjo 2/3, v slabem pa z verjetnostjo 1/3. Ce je avto v
dobrem stanju, ima vrednost 6 za Anito in 9 za Bojana, ¢e pa je v slabem stanju,
ima vrednost 0 za Anito in 3 za Bojana. Oznac¢imo s ¢ > 0 kupnino za avto.
Privzamemo, da se obe stranki vsaka zase odlocita, ali gresta v prodajo oz. nakup;
kupcija je sklenjena, ¢e se oba odlocita pritrdilno.

a) Modelirajte to kot Bayesovo igro.

b) Kateri profili niso ¢ista Bayesova ravnovesja pri nobeni ceni ¢?

c) Pri katerih cenah ¢ obstaja Bayesovo ravnovesje, pri katerem je kupcija lahko
sklenjena (bodisi za dober bodisi za slab avto)?

d) Pri katerih cenah je Bojan indiferenten med nakupom in odstopom pri vseh
strategijah, ki se tedaj (t. j. pri tej ceni) pri obeh Bojanovih akcijah splacajo
Aniti?
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Pri Bayesovi igri lahko podamo tudi apriorne verjetnosti Pr(w), t. j. verje-
tnosti stanj, ki jih posamezen igralec privzema, preden dobi signal. Ce je T

signalna funkcija in 7(w) = s, so aposteriorne verjetnosti ustrezne pogojne
verjetnosti:
Pr(w)
Prlw|7=5)= ————.
(@] ) Pr(7 =)

Na to lahko gledamo tudi kot na poseben primer Bayesove formule.

5. Bayesova igra za dva igralca ima tri stanja, wq, wo in ws. Prvi igralec dobi en signal
od stanja wy, drugega pa od stanj w» in ws. Drugi igralec pa dobi en signal od stanja
wy, drugega pa od stanj w; in ws. Na zacetku oba igralca verjameta v verjetnosti
stanj Pr(w;) = 1/4, Pr(ws) = 1/4, Pr(ws) = 1/2. Prvi igralec lahko igra potezi A ali
B, drugi pa potezi L ali D. Dobitki pri posameznih stanjih in potezah so prikazani

spodayj:
Stanje w;: Stanje ws: Stanje ws:
L | D L | D L | D
Al12,0]3,1 Al1,1]11,3 Al7,0(1,4
B|1,5(0,7 B|1,2]|1,4 B|1,3|5,1

Poisc¢ite mesana Bayesova ravnovesja igre.

6. Dva igralca dobita vsak po eno izmed treh moznih nagrad; nagradi, ki ju dobita,
sta razli¢ni in izbrani na slepo. Vsak igralec ocenjuje vrednost nagrade po svoje —
v spodnji tabeli so podane subjektivne vrednosti posameznih nagrad:

Nagrada | P, | P,
A 1] 4
B 311
C 4 1 2

Po razdelitvi igralca lahko izmenjata svoji nagradi, ¢e se oba s tem strinjata; pri
tem pa posamezen igralec ve samo, katero nagrado je dobil on, ne pa tudi, katero
nagrado je dobil drugi igralec.

a) Modelirajte to kot Bayesovo igro.
b) Dolo¢ite, do katerih menjav lahko pride v €istih Bayesovih ravnovesjih.
c) Ali obstaja ¢isto Bayesovo ravnovesje, pri katerem nikoli ne pride do menjave?

7. Dva igralca sta spet dobila vsak svojo nagrado in spet sta bili nagradi izbrani na
slepo in brez vracanja iz iste mnozice nagrad. Tokrat oba igralca enako ocenju-
jeta vrednost posamezne nagrade in vse nagrade imajo razlicne vrednosti. Spet
imata igralca moznost, da nagradi izmenjata: vsak od njiju se odloc¢i, ali je nagrado
pripravljen zamenjati in do izmenjave, ¢e sta oba pripravljena zamenjati.

a) Modelirajte to kot Bayesovo igro.
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b) Recimo, da so moZne $tiri nagrade. ZapiSite vrednost koristnostne funkcije
prvega igralca, ki dobi prvo nagrado, ¢e je le-ta pripravljen zamenjati le prvo
(dobljeno) nagrado, drugi igralec pa je pripravljen zamenjati le drugo nagrado.

c) Poiscite ¢ista Bayesova ravnovesja igre (v splosnem).

8. Dana je igra s Sestimi kartami, kjer je na dveh kartah narisan kamen, na dveh

kartah Skarje in na dveh kartah papir. Igro igrata dva igralca, ki najprej iz dobro
premesanega kupa teh Sestih kart vzameta vsak po dve karti. Nato hkrati vrzeta
vsak eno od kart, ki ju imata. Kamen premaga skarje, Skarje premagajo papir, papir
pa premaga kamen. Ce karta katerega igralca premaga drugo, zmagovalec dobi eno
tocko, porazenec pa ni¢. Sicer oba dobita pol tocke.

Modelirajte to kot Bayesovo igro. Posebej natan¢no opisite stanja, signale in strate-
gije. Nato dokazite, da ima igra vsaj eno ¢isto Bayesovo ravnovesje: opiSite ustrezni
profil ter izracunajte koristnostne funkcije igralcev s signali in jih primerjajte z vre-
dnostmi, ki jih dobijo, ¢e zamenjajo akcijo iz opisanega profila.

. Dan je kup 6 kart, med katerima sta dva fanta, dva kralja in dva asa. Fant je vreden

nic¢ tock, kralj eno tocko, as pa dve tocki.

Dva igralca iz dobro premesanega kupa brez vracanja vzameta vsak eno karto. Nato
se vsak odlo¢i, ali bo karto vrgel ali ne. Ce oba vrzeta karto, igralec s karto nizje
vrednosti pla¢a nasprotniku razliko vrednosti obeh kart. Ce eden karto vrze, drugi
pa ne, tisti, ki je ni vrgel, placa nasprotniku vrednost svoje karte. Sicer nihc¢e ne
placa nicesar.

Modelirajte to kot Bayesovo igro. Ali obstaja kaksno Cisto Bayesovo ravnovesje?
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4. Ekstenzivne igre

Prevedba na strateske igre. Vgnezdeno Nashevo ravnovesje. Stackelbergov model duopola. Igre
z nepopolno informacijo. Reducirane strategije. Randomizirane igre. Behavioristicno mesane
strategije, Kuhnov izrek, vgnezdena behavioristicno mesana Nasheva ravnovesja.

Ekstenzivne igre lahko predstavimo z drevesom s korenom: v vsakem vozliscu
(s korenom vred), ki ni list, je na potezi dolo¢en igralec, njegove poteze (akcije)
pa predstavljajo s povezave, ki gredo iz tega vozlis¢a stran od korena. Koren
predstavlja zacetek, listi pa mozne izteke igre. Za vsak mozen iztek igre morajo
biti doloc¢ene preferenc¢ne funkcije posameznih igralcev.

Vsaki ekstenzivni igri priredimo obic¢ajno stratesko igro, kjer igralci ustrezajo
igralcem v dani ekstenzivni igri, akcije posameznega igralca pa so vse mozne
kombinacije akcij v vseh vozlis¢ih ekstenzivne igre, ko je na potezi. Nashevo
ravnovesje ekstenzivne igre je Nashevo ravnovesje prirejene strateske igre. Ce
pri iztekih igre podamo koristnostne funkcije, je mozno gledati tudi mesana
ravnovesja.

1. Dana je ekstenzivna igra:

ZapiSite prirejeno stratesko igro in izracunajte njena mesana Nasheva ravnovesja.

Klasi¢ni koncept Nashevega ravnovesja ekstenzivni igri ne ustreza povsem. Ustrezal bi,
¢e bi igro odigral avtomat, ki bi mu igralci vnapre; povedali, kako naj igra v posameznih
vozlisc¢ih, na koncu pa bi poleg izplacila dobitka dobili tudi celotno informacijo o navodilih
njihovih soigralcev avtomatu.
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Vsakemu vozliScu ekstenzivne igre priredimo podigro: to je ekstenzivna igra,
sestavljena iz vseh moznih potekov od tega vozlisca naprej. Podigram torej
pripadajo dolo¢ena poddrevesa. Vgnezdeno Nashevo ravnovesje (angl.
subgame perfect equilibrium — SPE) ekstenzivne igre je profil, ki nam da Na-
shevo ravnovesje v vseh podigrah. Zaenkrat se omejimo le na cCiste strategije.
Vgnezdeno Nashevo ravnovesje koncne ekstenzivne igre vedno obstaja in ga
lahko poiscemo z indukcijo po podigrah od iztekov proti korenu. Ko imamo
ze dolocena vgnezdena Nasheva ravnovesja podiger za vse naslednike posame-
znega vozlisca, za vsako kombinacijo teh ravnovesij po posameznih vozlis¢ih
naslednikih poiscemo mnozico optimalnih akcij in jih dodajamo prej omenje-
nim kombinacijam. Tako dobimo nove kombinacije, ki so vgnezdena Nasheva
ravnovesja podigre od tega vozliS¢a naprej.

2. Poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja igre iz prejsnje naloge. Se le-ta ujemajo s
¢istimi Nashevimi ravnovesji?

3. Poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja igre:

4. Hierarhi¢no pleme n kanibalov je ujelo misionarja. Hierarhija plemena je linearna:
na celu plemena je glavni kanibal, sledi drugi kanibal, nato tretji in tako naprej do
n-tega kanibala. Glavni kanibal je edini, ki ima moznost, da poje misionarja. Ce ga
ne poje, je konec igre. Ce ga poje, pa bo $el spat in potem je drugi kanibal edini,
ki ima moznost, da poje prvega. Ce ga ne poje, je konec igre, ¢e ga poje, bo Sel
spat in potem je na vrsti tretji kanibal. Tako se igra nadaljuje: ¢e i-ti kanibal poje
(¢ — 1)-tega, bo Sel spat in potem je (i + 1)-ti kanibal edini, ki ima moznost, da ga
poje. Edino zadnji kanibal lahko mirno zaspi, ¢e poje predzadnjega.
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Vsak kanibal lahko iz igre izide v treh stanjih: sit, lacen ali mrtev. Seveda je vsak
kanibal raje sit kot lacen, a tudi raje lacen kot mrtev. NariSite drevo igre in poiscite
vgnezdena Nasheva ravnovesja.

5. Skupina jedcev si mora razdeliti torto. Postopek delitve je sestavljen iz ve¢ korakov.
Koraki so lahko dveh vrst: rezanje ali jemanje. Ce je korak rezanje, mora igralec, ki
je na potezi razdeliti enega od kosov, ki so Se na voljo, na predpisano Stevilo delov.
Ce je korak jemanje, pa igralec, ki je na potezi, vzame enega od kosov, ki so $e na
voljo.

a) Recimo, da sta jedca dva, postopek pa je naslednji: najprej prvi igralec razreze
torto na dva dela, nato drugi igralec vzame enega izmed kosov po lastni izbiri,
prvi igralec pa dobi preostali kos. Modelirajte to kot ekstenzivno igro. Kaksna
je razdelitev pri vgnezdenem ravnovesju?

b) Oblikujte postopek za n jedcev, pri katerem v vgnezdenem Nashevem ravno-
vesju vsak dobi enako velik kos torte.

6. Albert in Egon se potegujeta za torto. Najprej Albert ponudi Egonu kos torte, zase
pa zadrzi preostanek. Egon lahko sprejme ponujeni kos, v tem primeru ga seveda
dobi, preostanek pa dobi Albert. Lahko pa Egon ponujeni kos zavrne: v tem primeru
Egon ponujeni kos unici in Albertu izpuli ¢etrtino njegovega kosa. Modelirajte to
kot ekstenzivno igro in poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja.

7. Dana je naslednja modifikacija igre ultimat, ki ima dva kroga. V prvem krogu prvi
igralec drugemu ponudi delez p; € [0, 1] neke dobrine, nakar drugi igralec ponudbo
sprejme ali zavrne. Ce drugi igralec ponudbo sprejme, je igre konec: drugi igralec
dobi py, prvi pa 1—p;. Ce pa drugi igralec ponudbo zavrne, v drugem krogu pripravi
protiponudbo, v kateri on ponudi prvemu igralcu delez py € [0,1]. Ce prvi igralec
sprejme to protiponudbo, je igre konec in prvi igralec dobi dps, drugi pa 0(1 — ps);
parameter 6 € (0,1) interpretiramo kot zmanjSanje vrednosti dobrine (diskontni
faktor). Ce prvi igralec v drugem krogu ponudbo zavrne, pa nobeden ne dobi nié.
Dolocite vgnezdena Nasheva ravnovesja igre.

8. Cesar potrebuje novo obleko, ki mu jo lahko sesije eden izmed dveh krojacev, Herbert
ali Kaspar. Ker se ne more odlociti, pri katerem krojacu bi jo narocil, povprasa tri
svetovalce in uposteva odlocitev veCine. Preden pa se to zgodi, krojaca stopita
do svetovalcev. Najprej pristopi Herbert. Vsakemu svetovalcu lahko da enega ali
ve¢ zlatnikov, ni pa nujno. Kaspar to budno opazuje in nato Se sam pristopi do
svetovalcev, pri ¢emer jim lahko spet deli zlatnike, ni pa nujno.

Ce posamezen svetovalec od dolo¢enega krojaca dobi strogo ve¢ kot drugega, se
odlo¢i v prid prvemu. Ce dobi od obeh enako, pa se za vsakega odloéi z verjetnostjo
1/2. Privzamemo, da so svetovalci pri tem neodvisni. Vemo Se, da krojac, ki dobi
posel, z njim zasluzi 5 zlatnikov.

Modelirajte to kot ekstenzivno igro, pri ¢emer privzemite, da krojaca gledata prica-
kovani dobicek in da so zlatniki nedeljivi. Poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja.
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Namig: recimo, da Herbert kateremu od svetovalcev placa nenicelno podkupnino.
Ali se Kasparju splac¢a temu svetovalcu placati isti znesek?

Stackelbergov model duopola/oligopola

Stackelbergov model je podoben Cournotovemu: vsak proizvajalec doloci ko-
licino ¢; produkta, ki ga proizvede, na trgu se oblikuje cena P(Q), kjer je
q=q1+ q2+ -+ q,, posamezen proizvajalec pa ima s proizvodnjo stroske
Ci(¢;) in je njegov dobicek tako enak:

ui(qr, -5 qn) = P(Q) ¢ — Cilai) -

Toda v nasprotju s Cournotovim modelom proizvajalci blaga ne proizvedejo
hkrati: najprej blago proizvede prvi, nato drugi opazi, koliko je proizvedel
prvi, in proizvede svoje blago, nato tretji opazi, koliko sta proizvedla prva dva,
in proizvede svoje, in tako naprej do zadnjega proizvajalca, ki ima popolno
informacijo o tem, koliko so proizvedli drugi.

. Poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja v Stackelbergovem modelu duopola, pri ka-
terem so stroski proizvodnje za oba proizvajalca enaki kar ¢;, trzna cena enote blaga
pa je (17 — @Q)4. Je bolje biti prvi ali drugi proizvajalec?

. Dana je Stackelbergovega modela duopola, pri kateri trzna cena enote blaga znasa
(5 — q1 — g2)+, stroski proizvodnje na enoto blaga pa so enaki kar 1. Poleg tega
privzamemo, da lahko proizvajalca proizvedeta le nenegativno celostevilsko koli-
¢ino blaga: 0,1,2,.... Poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja te razli¢ice modela
duopola. Je bolje biti prvi ali drugi proizvajalec?

Deterministicne ekstenzivne igre z nepopolno informacijo

Ekstenzivna igra z nepopolno informacijo je prav tako podana z drevesom, a na
vozliscih je definirana ekvivalencna relacija. Ekvivalencnim razredom pravimo
informacijske mnozice. Pri tem mora biti na vseh vozlis¢ih iz posamezne
informacijske mnozice na potezi isti igralec in v vsakem vozliS¢u mora imeti
isti nabor akcij. Ideja je, da igralec ve le, da se nahaja v informacijski mnozici,
ne ve pa, v katerem vozliscu to¢no se nahaja.

Taki igri prav tako priredimo stratesko igro, le da so akcije posameznega igralca
zdaj vse mozne kombinacije akcij v vseh informacijskih mnozicah, v katerih je
na potezi. Zdaj ni ve¢ nujno, da obstaja cisto Nashevo ravnovesje, v konc¢nih
igrah pa seveda obstaja mesano.

. Poisc¢ite mesana Nasheva ravnovesja naslednje ekstenzivne igre z nepopolno infor-
macijo:
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Reducirane strategije

Redukcija strategije danega igralca v ekstenzivni igri je zozitev te strategije
na tiste informacijske mnozice, do katerih igralec, ¢e ubere dano strategijo,
lahko pride. Informacijska mnozica je torej zajeta v redukciji strategije na-
tanko tedaj, ko obstajajo take strategije ostalih igralcev, da dani igralec pride
do te informacijske mnozice. Reducirane strategije so redukcije vseh moznih
strategij.

Strategije z isto redukcijo so med seboj ekvivalentne: za poljuben fiksen nabor
strategij ostalih igralcev dobimo za take strategije danega igralca isti nabor
koristnostnih funkcij.

Vsaki ekstenzivni igri lahko tako priredimo stratesko igro, v kateri so akcije
reducirane strategije. Reducirano Nashevo ravnovesje (¢isto ali mesano)
dane ekstenzivne igre je Nashevo ravnovesje strateske igre z reduciranimi stra-
tegijami.

Primer: pri igri iz prejSje naloge ima prvi igralec tri reducirane strategije, ki jih
oznacimo z A%, BE in BF. Reducirana Nasheva ravnovesja so oblike:

Ax BE BF
b c d

),C) : b,c,d>0, b+c+d=1 2c>d.

12. Poiscite mesSana reducirana in nereducirana Nasheva ravnovesja naslednje eksten-
zivne igre z nepopolno informacijo:
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13. Poisc¢ite mesana reducirana Nasheva ravnovesja naslednje ekstenzivne igre z nepo-
polno informacijo:
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14.

15.

Randomizirane ekstenzivne igre

Pri randomiziranih ekstenzivnih igrah lahko nastopajo tudi vozlisca, kjer na-
mesto igralca nastopa sluc¢aj. Tudi iz teh vozliS¢ izhajajo poteze in za vsako je
predpisana verjetnost. Ce je ve¢ takih vozlisé, privzamemo, da so dogajanja v
njih verjetnostno neodvisna. Pri koristnostnih funkcijah gledamo pricakovane
vrednosti.

Poisc¢ite mesana Nasheva ravnovesja naslednje randomizirane ekstenzivne igre:

Lojze oddaja stanovanje. Zna se zgoditi, da mu najemnik nekega dne sporoci, da
ne more poravnati najemnine za tekoci mesec, obljubi pa mu, da bo naslednji mesec
poravnal vse za nazaj.

Najemnik pa je lahko posten ali goljufiv. Posteni najemnik tisti mesec res nima
denarja in mu naslednji mesec zagotovo poravna vse za nazaj. Goljufivi najemnik
pa ima dve moznosti: bodisi da lastniku posteno placa bodisi da se mu zlaze, da
nima denarja.

Ce (goljufivi) najemnik posteno placa, je konec igre in oba z lastnikom sta na nicli.
Ce pa (posteni ali goljufivi) najemnik sporoci, da ne more placati, se igra nadaljuje
in v drugem koraku je na potezi lastnik, ki ima dve moznosti. Prva je, da najemnika
takoj nazene iz stanovanja. V tem primeru imata oba z najemnikom eno enoto iz-
gube. Druga moznost pa je, da ga pusti notri e en mesec. Ce je najemnik posten,
bo placal in bosta oba na nicli. Ce pa je najemnik goljufiv, ne bo placal in Lojze
bo imel dve enoti izgube, najemnik pa dve enoti dobicka, saj je Ze predvidel, kam
bo Sel.

Privzemimo, da je najemnik poSten z verjetnostjo 1/3 in goljufiv z verjetnostjo 2/3.
Modelirajte to kot randomizirano ekstenzivno igro z nepopolno informacijo. Ce po-
Steni ali goljufivi najemnik v dolo¢enem poteku igre ni udelezen, mu pripisite niclo.
Nato zapisite pripadajoco stratesko igro in poiscite mesana Nasheva ravnovesja te
igre.
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Igre s popolnim priklicem, behavioristicno mesane strategije in
vgnezdena behavioristicno mesana Nasheva ravnovesja

V ekstenzivni igri s popolno informacijo ima dani igralec popoln priklic, ce
za vsako informacijsko mnozico, kjer je on na potezi, velja, da vsem vozlis¢em
v njej pripada isto zaporedje potez tega igralca. Z drugimi besedami, igralec
se spomni vseh svojih prejsnjih potez.

Ekstenzivna igra s popolnim priklicem je igra, kjer imajo vsi igralci popoln
priklic.

Behavioristi¢cno mesana strategija posameznega igralca je mesana strate-
gija, ki jo dobimo z verjetnostno neodvisnim kombiniranjem mesanic akcij v
posameznih vozlis¢ih (strategij tu ne reduciramo). Behavioristi¢no mesano
Nashevo ravnovesje je mesano Nashevo ravnovesje, pri katerem vsi igralci
uberejo behavioristicno mesane strategije.

Kuhnov izrek pravi, da je, ¢e ima dolocen igralec popoln priklic, vsaka nje-
gova mesana strategija ekvivalentna kaksni behavioristicno mesani strategiji.
Mesani strategiji posameznega igralca sta ekvivalentni, ¢e za poljubne fiksne
mesane strategije ostalih igralcev pri obeh strategijah dobimo enako verjetno-
stno porazdelitev iztekov igre. Tako tudi vsako meSano Nashevo ravnovesje
ustreza dolo¢enemu behavioristicno mesanemu Nashevemu ravnovesju.
Podigra ekstenzivne igre s popolnim priklicem je igra, ki ustreza poddre-
vesu, ki od vsake informacijske mnozice vkljucuje bodisi vsa vozliS¢a bodisi
nobenega. Vsako behavioristicno mesano strategijo lahko naravno zozimo na
podigre. Vgnezdeno behavioristicno mesano Nashevo ravnovesje je
profil iz behavioristicno mesanih strategij, ki nam v vseh podigrah da mesano
Nashevo ravnovesje. Ekvivalentno, to je vgnezdeno Nashevo ravnovesje eks-
tenzivne igre, katere poteze v posameznem vozliS¢u so vse mozne tamkajsnje
mesanice potez izvirne igre.

Vsaka koncna ekstenzivna igra s popolnim priklicem ima vgnezdeno behavio-
risticno mesano Nashevo ravnovesje.

. Katere od prejsnjih ekstenzivnih iger z nepopolno informacijo imajo popoln pri-
klic? Pri tistih, ki ga imajo, dolocite vgnezdena behavioristicno mesana Nasheva
ravnovesja. Dolocite Se:

e ali obstaja kaksno behavioristicno mesano Nashevo ravnovesje, ki ni vgnezdeno;
e ali obstaja kaksno mesano Nashevo ravnovesje, ki ni behavioristi¢no mesano.
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5.

Kooperativne igre

39

Nashev model pogajanja s fiksnim izhodiséem. Neprenosljive in prenosljive dobrine. Dvofazne
igre z zavezujoCim sporazumom. Koalicijske igre: imputacije, jedro, Shapleyjeve vrednosti.
Prevedba strateskih na koalicijske igre.

Medtem ko resitev strateske igre ali njene izvedenke sestoji
iz nabora akcij/strategij posameznih igralcev, se resitev
kooperativne igre izraza kot sporazum med igralci.

Nashev model pogajanja s fiksnim izhodis¢em

Dva igralca imata moznost, da se sporazumeta, da prvi igralec dobi x, drugi
pa vy, kjer je (z,y) € S, S C R? pa je mnozica dopustnih sporazumov. Ce
se ne sporazumeta, prvi dobi u, drugi pa v. Tocka (u,v) je torej pogajalsko
izhodis¢e. Privzamemo, da je mnozica {(z,y) € S ; x > u,y > v} konveksna
in kompaktna.

Nasheva resitev tega modela pogajanja je, da v primeru, ko je mnozica
{(z,y) € S; x > u,y > v} prazna, igralca ostaneta v pogajalskem izhodis¢u
(u,v) (status quo), sicer pa se sporazumeta za tocko (x,y) € S, kjer je x > u,
y > v, Nashev produkt (z —u)(y —v) pa maksimalen. Obstaja natanko ena
taka tocka (x*,y*) in ta se vedno nahaja na robu mnozice S glede na kvadrant
{(z,9) ;22 u,y =0}

Pri Nashevi resitvi torej nobeden od igralcev ne izgubi glede na pogajalsko
izhodisce.

Nasheva resitev je edina resitev (u, v, S) — f(u,v;S), ki zado$¢a naslednjim aksiomom:

Dopustnost: za vsako izhodisce (u,v) je f(u,v;S) € S.

Optimalnost po Paretu: brz ko je (z,y) = f(u, v; S) za neko izhodis¢e (u, v) in ustrezno mnozico S ter (§,n) € S, { >z inn > vy,

je& =z inn=uy.

Simetrija: Ce je S simetri¢na okoli simetrale lihih kvadrantov in (z,y) = f(u,u;S), je © = y.

Neodvisnost od irelevantnih alternativ: ¢e je T C S zaprta in konveksna ter (u,v) € T in f(u,v;S) € T, je f(u,v;S)

fu,v; T).

Invariantnost za translacije in raztege: za poljubne a,c¢ > 0 in b,d € R iz f(u,v;S) = (z,y) sledi f(au + b,cv + d;T)

(az + b, cy + d), kjer je T = {(a& +b,en + d) ; (€,7) € S}.

. Poiscite Nashevo resitev pogajanja pri mnozici dopustnih sporazumov:

S:{(x,y);ygl_Txg}

za pogajalska izhodisc¢a (0, —13/2), (—2,1/4), (0,1) in (0, 2).
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Prenosljiva dobrina

Mnozica S dopustnih sporazumov ima prenosljivo dobrino, c¢e za vsak par
(z,y) € S in za vsak t € R velja (x+t,y—t) € S. Taka mnoZica je vedno oblike
{(z,y) ; * +y € I}, kjer je I podmnoZica realne osi. Ce je S konveksna, je I
interval. Ce obstaja maksimalni skupni sporazumni dobitek ¢ = max] =
max{z+y ; (x,y) € S} in je (u,v) pogajalsko izhodisc¢e, je Nasheva resitev igre
kar (u,v), ¢e jeu+v > o, sicer pa je to tista razdelitev maksimalnega skupnega
sporazumnega dobitka o, pri kateri se ohrani razlika dobitkov iz pogajalskega
izhodisca, to pa je:
. OF+u—v .
= Yy =

2

o—u+v

2

Mnozica S dopustnih sporazumov s prenosljivo dobrino izhaja iz mnozice S,
Ce je enaka {(x +t,y —t); (x,y) € S}. Veljaoc =max{z+y; (z,y) € M}. V
sporazumu doloc¢imo, iz katere tocke mnozice S izhajamo ter koliko in v katero
smer znasa prenos dobrine.

2. Poiscite Nashevo resitev pogajanja pri mnozici dopustnih sporazumov, ki ima pre-
nosljivo dobrino in izhaja iz mnozice v prejsnji nalogi, in sicer za vsa izhodisca iz
prejsnje naloge.

Dvofazna igra z zavezujo¢im sporazumom

Gre za stratesko igro za dva igralca, ki jo dobimo iz strateske igre za dva
igralca na naslednji nacin: najprej vsak od igralcev zagrozi z mesano strategijo
v prvotni igri. To predstavlja pogajalsko izhodis¢e (u,v) Nashevega modela
pogajanja s prenosljivo ali neprenosljivo dobrino. Pri neprenosljivi dobrini je
mnozica dopustnih sporazumov mnozica parov dobitkov, ki pripadajo vsem
moznim loterijam na profilih (ne le profilom iz mesanih strategij). Igralca torej
sporazumno mesata. FEkvivalentno, S je konveksna kombinacija tock, ki
predstavljajo pare dobitkov v vseh moznih (¢istih) profilih. Ce pa je dobrina
prenosljiva, je preprosto S = {(z,y) ; m < x +y < o}, kjer je m minimalni, o
pa maksimalni skupni dobitek.

Akcije igralcev v novi igri se ujemajo z mesanimi strategijami v prvotni igri.
Dobitka igralcev pa sta dobitka (z*,y*), ki prideta iz Nashevega sporazuma
glede na pogajalsko izhodisc¢e (u,v) (sporazum je torej zavezujoc¢). Vsaka tako
dobljena dvofazna igra ima Nashevo ravnovesje.

V dobljeni dvofazni igri je dobitek posameznega igralca vedno monotona funkcija, ¢e strategijo tega igralca spreminjamo linearno,
strategijo drugega igralca pa pustimo pri miru. Zato je mnozica najboljsih odgovorov konveksna, od koder sledi, da Nashevo ravnovesje
obstaja.

3. Dana je strateska igra:

6,2 1,1
2,4]5,3

| S
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a)

Pri sploSnem pogajalskem izhodis¢u (u,v) poiscite Nashevo resitev pogajanja,
¢e mnozica dopustnih sporazumov izhaja iz dane strateske igre in je dobrina
prenosljiva.

Resite pripadajoco dvofazno igro z zavezujo¢im sporazumom; spet privzemite,
da je dobrina prenosljiva.

Zdaj pa privzemite, da so dobitki neprenosljivi. Pois¢ite Nashevo resitev poga-
janja za pogajalska izhodisca, ki nastanejo, Ce igralca zagrozita s pari strategij

T B L R . s .
((1/2 1/2) , L), <T, (3/5 2/5)) in (T, R). Poiscite tudi sporazumne

mesanice profilov!

Spet pri neprenosljivi dobrini poiscite Nashevo resitev pogajanja Se za splosno
pogajalsko izhodisce.

Namig: razmiSljajte v obratni smeri: za dano tocko (z*,y*) na zgornjem de-
snem robu mnozice dopustnih sporazumov raziscite, za katera pogajalska iz-
hodis¢a je sporazum dosezen ravno v (z*,y*).

Spet pri neprenosljivi dobrini poisc¢ite Nashevo resitev pogajanja Se za splo-
sen par grozilnih strategij in resite pripadajoco dvofazno igro z zavezujoc¢im
sporazumomn.

Koalicijske igre

Koalicijska igra na mnozici igralcev I je dolocena s predpisom, ki pove, koliko
vsaka podmnozica igralcev K C I skupaj dobi, c¢e sklene koalicijo. 'To je torej
preslikava v iz potenc¢ne mnozice mnozice K v R. Pravimo ji karakteristicna
funkcija. Pri tem mora veljati v(()) = 0 in e superaditivnost: ¢e sta K in
L disjunktni koaliciji, mora veljati v(K U L) > v(K) 4+ v(L).

Zaradi superaditivnosti je skupno gledano vedno najdonosnejsSa polna koalicija.
Kljuéni problem pa je, kako naj si njeni ¢lani razdelijo skupni dobitek. Ce je
I ={1,2,...,n}, lahko delitev dobitka predstavimo z n-terico (x1, T, ..., x,),
za katero velja x1 + xo + -+ + x, = v(]).

Imputacije so tiste delitve, za katere je x; > v({i}) za vse i (torej nihce ne
more profitirati, e sam izstopi iz koalicije). Zaradi superaditivnosti je mnozica
imputacij vedno neprazna.

Jedro sestavljajo tiste delitve, za katere je ) . ., v > v(K) za vse koalicije
K (torej nobena koalicija ne more profitirati, ¢e spodkoplje polno koalicijo).
Jedro je lahko tudi prazno.

. Dana je naslednja karakteristi¢na funkcija:

v(0) =0, v({1}) =1, v({2}) =2, v({3}) =1,
v({1,2) =a,  o({L3}) =3, ({23} =4, v({1,2,3})=8.

Za katere a je ta funkcija superaditivna? Za najmanjsi tak a skicirajte imputacije

in jedro pripadajoce koalicijske igre.
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Shapleyjeve vrednosti

Shapleyjeva vrednost ¢; je povprecni prispevek i-tega igralca h koaliciji, ¢e
si predstavljamo, da igralci pristopajo h koaliciji zaporedoma, drug za drugim.
Pri tem vzamemo vse mozne vrstne rede pristopanja. Ce torej igralci pristopajo
v vrstnem redu (1), 7(2),...,m(n) in je i = w(l), je prispevek i-tega igralca
enak v({m(1),...,7(D)}) —v({m(1),...,7(l = 1)}).

Shapleyjeve vrednosti so imputacija: zaradi superaditivnosti posamezen
igralec pri vsakem vrstnem redu pristopanja h koaliciji prispeva vsaj toliko,
kolikor dobi, c¢e je sam.

Shapleyjeve vrednosti so edina preslikava v — (¢1(v),..., ¢n(v)), ki zadoséa naslednjim aksiomom:
e Ucinkovitost: 35,5 ¢;(v) = v(I).
e Simetrija: brz ko za vse koalicije K, ki ne vsebujejo i in j, velja v(K U {i}) = v(K U {j}), je ¢;(v) = ¢;(v).
e Neopaznost: brz ko za vse koalicije K, ki ne vsebujejo i, velja v(K U {i}) = v(K), je ¢;(v) = 0.
e Aditivnost: za poljubni karakteristi¢ni funkciji u in v velja ¢;(u + v) = ¢;(u) + ¢;(v) za vse 1 € I.
Glej [2].

5. Dolocite imputacije, jedro in Shapleyjeve vrednosti koalicijske igre s karakteristi¢no
funkcijo:

v{1h) =2, o({2h) =1, ({3} =2,
U({LQ}) =38, U<{173}) =9, U({273}> =38,
v({1,2,3}) =12.

6. Dan je Nashev model pogajanja s fiksnim izhodis¢em (u,v) in prenosljivo dobrino,
kjer u + v ne presega maksimalnega skupnemu sporazumnega dobitka. Dokazite,
da se sporazumni par dobitkov po Nashu ujema s Shapleyjevima vrednostma v
koalicijski igri, kjer je dobitek koalicije iz posameznega igralca enak njegovemu iz-
hodis¢nemu dobitku, dobitek polne koalicije pa je enak maksimalnemu skupnemu
sporazumnemu dobitku.

Prevedba strateskih iger na koalicijske

Koalicijsko igro dobimo iz strateske tako, da v(K) definiramo kot stopnjo var-
nosti za koalicijo K v izvirni strateski igri. Z drugimi besedami, to je vrednost
matricne igre, ki jo dobimo, ¢e koalicija K igra proti svoji protikoaliciji I \ K,
pri ¢emer lahko obe koaliciji poljubno kombinirata svoje akcije, koristnostna
funkcija koalicije pa je enaka vsoti koristnostnih funkcij vseh njenih c¢lanov.

7. Pretvorite igro:

Tg BQ T2 BQ
T, 10,3,6|1,4,6 T 12,3,71,3,6
B:|1,3,7]2,3,6 By |1,3,5|1,4,6]|

CL3:T3 (13:.83

v koalicijsko obliko ter dolocite imputacije in jedro. Dolocite Se Shapleyjeve vredno-
sti.
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8. Kmet Ambroz ima odsluzenega vola, ki je le Se za zakol. V vasi sta dva mesarja,
Boris in Cveto. Boris lahko od vola iztrzi 90, Cveto pa 120 denarnih enot dobicka.
Glede na to, da Cveto iztrzi vec, je, ¢e gledamo skupni dobicek, najbolj smiselno,
da vola dobi on. A za koliko naj mu ga Ambroz proda? Si tudi Boris zasluzi del
dobicka v zameno za izgubljeni posel?

Modelirajte to kot koalicijsko igro ter na zgornji dve vprasanji odgovorite s stalisca
jedra in s stalis¢a Shapleyjevih vrednosti.

9. Student Aljaz je v Ljubljani najel stanovanje, ki ga ta hip, ko v njem Zivi sam,
stane 650€ na mesec, zato iS¢e sostanovalce. Stanovanje je primerno za najvec tri
osebe, vsak dodatni sostanovalec pa poveca stroske za 50€. Aljazu se oglasita dva
interesenta, ki se dnevno vozita iz oddaljenih krajev: Bojan, ki ga voznja stane
200€, in Cveto, ki ga stane 300€ na mesec (Ge smo natan¢ni, pri obeh gledamo
razliko med cenami vsakodnevnih vozenj, ¢e ne se preseli v Ljubljano, in cenami
obcasnih vozenj, ¢e se preseli v Ljubljano)

a) Formulirajte to kot igro v koalicijski obliki in preverite superaditivnost (za
karakteristi¢no funkcijo vzemite negativno predznacene skupne stroske bivanja
oz. dodatnih vozenj, ki jih imajo Studentje v koaliciji).

b) Kako naj si v skladu Shapleyjevimi vrednostmi razdelijo stroske, ¢e se Bojan
in Cveto priselita k Aljazu?

c¢) Dolo¢ite Se imputacije in jedro.
a) Karakteristi¢na funkcija je:

v(0) =0, wv({A})=—650, v({B})=-200, v({C})=—300,
v({A,BY) = 700, v({A,C}) =700, wo({B,C})=—500,
v({A, B,C}) = —750,

b) Shapleyjeve vrednosti so:
ba=—450, ép=—125, éo=—175.

V skladu s Shapleyjevimi vrednostmi bi moral torej Aljaz v skupno blagajno pri-
spevati 450€, Bojan 125€, Cveto pa 175€.

¢) Imputacije in jedro so prikazani na naslednji sliki:
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10.

11.
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rp+xc>—500

(—500,—200,—50) —650,—50,—50)

T A+xp>—T700

(—400,-450,—300)

(—250,—200,—300 —650,200,—300)

T A>—650

Odbor ima 4 ¢lane, eden izmed njih je predsednik. Denimo, da odbor odloca o
sprejetju dolocenega projekta. Projekt je sprejet, ¢e se s tem strinjajo vsaj trije
¢lani ali pa predsednik in Se en ¢lan odbora.

Recimo, da ima odbor od sprejetega projekta korist, ki si jo razdelijo le tisti, ki so
se strinjali z njegovim sprejetjem (t. j. v(S) = 1, ¢e je projekt sprejet, ¢e se s tem
strinjajo ¢lani koalicije S, ostali pa ne). Poiséite Shapleyjeve vrednosti posameznih
¢lanov te odbora.

Posplosite se na odbor iz 2n ¢lanov.

Adrijan, Brigita, Cveto, Damjana, Erik in Fedora igrajo koalicijsko igro, v kateri je
vrednost koalicije enaka Stevilu igralcev, e je res, da je notri Adrijan, in je hkrati
res, da je notri Brigita ali Cveto. Sicer je vrednost koalicije enaka ni¢. Izracunajte
Shapleyjeve vrednosti za vse igralce.



RESITVE
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Predgovor
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1. Strateske igre

1. Zapis igre:

47

U| R
U0,0[1,0|
Rl0.1]L}

Nasheva ravnovesja: (U,U), (U, R), (R,U). Strogih Nashevih ravnovesij ni.

. Mozen zapis igre:

T M
T |-3,-3|—-1,—-4|.
M| —-4,-1|-2 -2

Y

Profil (T, T) je edino Nashevo ravnovesje, in sicer strogo.

. Mozen zapis igre:

r—1 r4+1
Vv r,T S |

Pl =1 00

Ce je r < 1, je edino Nashevo ravnovesje (P, P), in sicer strogo. Pri r = 1 so
vsi profili Nasheva ravnovesja, nobeno ni strogo. Pri r > 1 pa je edino Nashevo
ravnovesje (V, V'), in sicer strogo.

Pri r < 1 je igra ekvivalentna dilemi zapornikov: strategija V' ustreza strategiji
M, strategija P pa strategiji 7. Nadalje preference ’;1 <0<r«< 7"'2"—1 ustrezajo
preferencam —4 < —3 < —2 < —1.

Pri r = 1 igra definitivno ni ekvivalentna dilemi zapornikov, ker ima drugacno Ste-
vilo Nashevih ravnovesij. Pri » > 1 pa ima igra sicer prav tako eno samo Nashevo

evee

tem ko pri dilemi zapornikov dobita tretji najvisji (predzadnji) izkupicek oz. drugo
najstrozjo kazen.

. Da, to se lahko zgodi. Primer:

L|D
Al2,270,1
B|2,1]1,2
Cl1,2]21

Igra ima Nashevo ravnovesje (A, L) in akcija A je dominirana z B. Ce jo izlo¢imo,
zozena igra nima ve¢ Nashevih ravnovesij.
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[lustrativna je tudi malenkost spremenjena zgornja igra, pri kateri dominacija po-
stane stroga:

L|D
Al2,2]0,1
B|3,1]1,2
Cl1,2021

Ta igra nima Nashevih ravnovesij.

. Akcija Bj strogo dominira akcijo 77. Drugih dominacij ni. Edino Nashevo ravnovesje

je (B1,T»,T3). Le-to je tudi strogo.

. Tem pogojem ustreza npr. igra:

15 By 15 By
T 18,1,115,2,2 T, |4,55]1,6,6
B, |7,4,3|6,3,4 By |3,8,7/2,7,8]|

CL3:T3 angg

. Nasheva ravnovesja so:

e (AY, L), ¢ejeb>4 (kije strogo, ¢e je b > 4);
B,X,L), cejeb>2;
B,Y,L), ¢ jeb<2ina > 5 (ki je strogo, ¢e je b < 2 in a > 5)

B,Y, M), ¢e je a <5.

(
(
(
°
Igra ima lahko najvec tri Nasheva ravnovesja, saj se (A, X, L) in (B, Y, L) izkljucu-
jeta. Igra ima dejansko lahko tri Nasheva ravnovesja: pri a = 5 in b = 2 so to prej
omenjeni profili z izjemo (A,Y, L), pri a <4 in b > 4 pa z izjemo (B, Y, L).
Ce je b < 2, akcija Y dominira akcijo X; dominacija je stroga, ¢e je b < 2.
Ce je a > 5, akcija L dominira akcijo M; dominacija je stroga, e je a > 5.
Ce je a > 3, akcija L dominira akcijo R.

8. V Nashevem ravnovesju smo natanko tedaj, ko velja naslednje:

e Ce drugi igralec igra ¢, prvi igralec igra 0.
e Ce drugi igralec igra r, prvi igralec igra 1.
e Ce prvi igralec igra a; < 1/2, drugi igralec igra r.
e Ce prvi igralec igra a; > 1/2, drugi igralec igra /.

o Ce prvi igralec igra a; = 1/2, ne dobimo omejitev za strategijo drugega igralca.

Slika:
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10.

=4 Ay =1
0+ °

1 -+ °

3]

Od tod zakljuc¢imo, da ¢istih Nashevih ravnovesij ni.

. Akcija posameznega igralca je natanc¢no dolo¢ena s koordinato x. Ce prvi igralec

igra 1, drugi pa s, drugi igralec placa prvemu 2z,;25 — 21 — x5 + 1. V Nashevem
ravnovesju smo natanko tedaj, ko velja naslednje:

o Cejexy <1/2, jex; =0.
o Cejexy>1/2, jex = 1.
o Cejex; <1/2,jemy=1.
o Cejex >1/2,je xy=0.
Od tod zaklju¢imo, da je edino Nashevo ravnovesje pri x; = y; = 29 = yp = 1/2.

Slika:

a2

Pripadajoca strateska igra ima 5000 igralcev — usluzbencev, od katerih lahko vsak
igra dve akciji (strategiji): vlak ali avto. Preferencéna funkcija je lahko cas, ki ga
usluzbenec potrebuje za pot do sluzbe, a je urejena nasprotno kot mnozica realnih
Stevil: vecje stevilo pomeni niZjo preferenco in obratno.

Ce se vsi usluzbenci peljejo z avtomobilom, vsak od njih za pot potrebuje 45 minut.
Ce se eden od njih namesto tega odloéi potovati z vlakom, bo za pot potreboval
27°005 minute, kar je ugodneje, torej to ni Nashevo ravnovesje.

Privzemimo zdaj, da se vsaj en usluzbenec pelje z vlakom, torej da je y > 1.
Ce stevilo vlakov v predstavimo kot funkcijo spremenljivke y, dobimo, da smo v
Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko velja:

y+1 12 Yy 12 r+1

Xz
204+ —— < 15 15+ —— + —— < 20
200 = 200 Tor ) U200 () ST 200

T4y = 5000,
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kar je (¢e obdrzimo zadnjo zvezo) ekvivalentno:

2 g0 b 12
v(y) — 100 — v(y+ 1)

Ker je v padajoca funkcija, je ta zveza mozna le, Ce je:

12
viy)=vy+1) in —=30———.
Od tod sledi pomembna ugotovitev, da je v ¢istem Nashevem ravnovesju vseeno,
kateri nac¢in prevoza izbere usluzbenec: pri obeh nacinih porabi za pot enako mnogo
casa.

Za 1 <y < 2000, torej v(y) = 1 dobimo y = 1800, kar je v skladu z zadetnim
pogojem. Za 2001 < y < 4000 dobimo y = 2400, kar je prav tako v redu, za
4001 < y < 5000 pa dobimo y = 2600, kar pa je v nasprotju z zacetnim pogojem.
Igra ima torej dve skupini Nashevih ravnovesij: pri prvi se z vlakom pelje 1800,
z avtomobilom pa 3200 usluzbencev in oboji potujejo 36 minut, pri drugi pa se z
vlakom pelje 2400, z avtomobilom pa 2600 usluzbencev in oboji potujejo 33 minut.

Formalno gledano ima igra (Jo00) + (oq00) = 2'92 - 101°"! Nashevih ravnovesj.

a) Igralci so vozniki, vsak igralec ima dve mozni akciji, recimo G in D. Vsak profil
a = (ay,...,a4000) je torej kombinacija 4000 akcij, ki so lahko G ali D. Ozna¢imo
s t;(a) Cas, ki ga pri profilu a porabi i-ti voznik. Preferenéna funkcija je potem
lahko u;(a) = —t;(a). Ce analogno kot pri u; definiramo t;(a | b;), je torej profil a
Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko za vsak ¢ velja, da je, brz ko je a; = G, tudi
ti(a) < t;(a; | D), in brz ko je a; = D, tudi t;(a) < t;(a; | G).

Potovalni ¢as i-tega voznika lahko izrazimo zZe z akcijo, ki jo ubere on, in Stevilom
vseh voznikov, ki uberejo denimo akcijo G: oznac¢imo to stevilo z g. Tedaj velja:

g 4000 — g+ 1
“ (@) =105t (a D) T 100
4000 — g g+1
(=D hla)=45+ —— 2 4 oy R ST
a ti(a) =45+ 100 ti(a] G) 100 + 45

Profil je torej Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja dvoje:

e Brz ko je g > 0, je g <4000 — g + 1.
e Brz ko je g <4000, je 4000 — g < g+ 1.

Krajsi premislek pokaze, da je to natanko tedaj, ko je g = 2000. Sklep: v edinem
Nashevem ravnovesju, ki je tudi strogo, polovica voznikov ubere zgornjo, polovica
pa spodnjo traso. Posamezen voznik v njem potrebuje 65 enot casa.

b) Sedaj lahko vozniki ubirajo tri trase: zgornjo (G), spodnjo (D) in “hitro” (z
uporabo hitre ceste — H). Recimo, da jih g ubere zgornjo, d spodnjo, in 4000 — g —d
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12.

pa hitro traso. Tedaj velja:

4000 — g + 1
45 t(a|D)=454 ——— 2~

4000 —d 4000 —g+1

4000 — d
=+

a; = G: tz(a) 100

ti H: )
(a | H) 00 T 100
4000 — g 4000 — d + 1
.=D: tia)=454— 9 t AT s,
a (a) =45+ 100 (a| G) 100 + 45
4000 —d+1 4000 —
ti(a| H) = + g
100 100
4000 —d 4000 — g 4000 — d
= H: t(a) = el @) = % s,
“ (a) 00 100 (alG) 00
4000 — g
t(a| D) =45+ — 9
(a| D) + 00

Krajsi premislek pokaze, da je v vsakem primeru t;(a | H) < t;(a| G)int;(a | H) <
ti(a| D). Zato v edinem Nashevem ravnovesju, ki je tudi strogo, vsi vozniki uberejo
hitro traso. Toda zdaj vsak voznik za pot potrebuje 80 enot casa, kar je vec kot
prej.

Do tega pride zato, ker nova hitra cesta razbremeni le cesti, pri katerih je potovalni
cas neodvisen od koli¢ine avtomobilov. Cesti, pri katerih je potovalni ¢as vecji, vec¢
kot je avtomobilov, pa sta skupaj gledano z uvedbo hitre ceste obremenjeni Se bolj:
dokler hitre ceste ni, so vozniki uporabili kve¢jemu eno od njih, voznik, ki uporabi
hitro cesto, pa uporabi obe prej omenjeni cesti.

Pri ay < 1/3 se prvemu igralcu najbolj splaca akcija 1, pri as > 1/3 pa akcija 0
(t. j. pri ag = 1/3 se enako splacata obe akciji). Nadalje se pri a; < 1/2 drugemu
igralcu najbolj splaca akcija 0, pri a; > 1/2 pa akcija 1 (spet se pri a; = 1/2 enako
splacata obe akciji). Slika:

as 7

Od tod zakljuc¢imo, da Nashevih ravnovesij ni.

Pogoji izreka o obstoju Nashevega ravnovesja niso vsi izpolnjeni. Mnozici akcij
sta res konveksni in kompaktni in preferenc¢ni funkciji sta zvezni. Toda mnozica
najboljsih odgovorov prvega igralca pri as = 1/3 ni konveksna, prav tako tudi ne
mnozica najboljsih odgovorov drugega igralca pri a; = 1/2.
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13. a) O¢itno so preferencne funkcije u; zvezne. Mnozice akcij so konveksne, niso pa

kompaktne, torej izreka o obstoju Nashevega ravnovesja ne bomo mogli uporabiti
¢isto neposredno. Toda vse akcije iz intervala (a, 00) so strogo dominirane z akcijo
ni¢: proizvajalec, ki ubere akcijo ¢; > a, ima strogo izgubo, ¢e pa ubere ¢; = 0, je
na ni¢li. Zato se lahko pri akcijah omejimo na kompaktni interval [0, a]. Pisimo:

ui(qrs - qn) = (@ — Qi — Gi)+Gi — Cils »

kjerje Q; = q1 + -+ ¢;—1 + gix1 + -+ - + gn. PoiS¢imo mnozico najboljsih odgovor
1-tega proizvajalca pri danih akcijah ostalih. Lo¢imo dve moznosti:

1. Q; > a. V tem primeru je ui(qi,...,q,) = —¢;¢; in maksimum je doseZen pri
q; = 0.

2. Q; < a. V tem primeru je:

a—¢—Qi—¢)t ;a<a—Q;
ul(q”'"’q”):{( —Cig; | g >a—Q
Najprej opazimo, da drugi del funkcije doseze maksimum na levem krajiscu,
pri ¢; = a — Q;. Torej je maksimum dosezen za 0 < ¢; < a — @);. Na levem kra-
jiscu je ui(qi,- -, ¢i-1,0,¢it1, - -, @) = 0, na desnem pa je ui(qi, ..., gi—1,0 —
Qi Gis1, -, qn) = —ci(a — Q;) < 0. Stacionarna tocka je pri ¢; = (a — ¢; —
Qi)/2, a ta lezi znotraj intervala [0,a — @Q;] le za @; < a — ¢;. Takrat je
wi(qr, .- gim1, (@ — ¢ — Qi)/2,Gis1, - qn) = (a— ¢ — Q;)*/4 > 0, torej je
maksimum dosezen tam. Za (); > a — ¢; pa znotraj danega intervala ni stacio-
narnih tock in maksimum je dosezen pri ¢; = 0.

Ce vse skupaj povzamemo, dobimo, da je najbolj$i odgovor en sam, in sicer:

G — (a — Cz'2— Qi)+

Torej je mnozica najboljsih odgovorov zagotovo konveksna. Skupaj z uvodnimi
ugotovitvami dobimo, da so pogoji izreka o obstoju Nashevega ravnovesja izpolnjeni,
zato obstaja vsaj eno Nashevo ravnovesje.

b) Iz prejsnje tocke dobimo, da Nashevo ravnovesje karakterizirata enacbi:

a—c—q a—cy—(q
Q1=—( 12 2)+7 CI2=—( 22 1>+-

Tako za posamezne primere dobimo naslednja Nasheva ravnovesja:

ea—c<0alia—cy <O0: qlzﬁ,%:m_%)f
t—a, 4”4 = 0. Slika:

0<a—c < S =
e USa—-C> 5 a1 9
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a1

a—cija—cy

a—c a+cy— 2¢;
e 0L Sa—CQSQ(a—cl):qlz—g ,
a2
a—ci +
a—co %
2 Te..
4 ~~~L
Al i
a—cq a—cq ai
2
a — Cy .
e 0<2(a—c))<a—cyq1=0,q= . Slika:
a2
a—co
2 ‘¥~~~
a—c1 + ~"~~
bl ~"~1
Al T
a—cq a—ci ai
2
14. Najprej za Nashevo ravnovesje dobimo sistem enacb:
_ (a—q)+ (a—aqi)+
q1 = 4 ) q2 = 4 )

ki ima edino resitev ¢; = ¢z = a/5.

g2 =

a+cp— 2¢

33

. Slika:
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Najprej izracunamo, da smo v Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko za vse 1 =

1,2,...,n velja:
(a—c— Qi)+
—
kjer smo oznacili Q); := @) — ¢;. Od tod naprej gre na vsaj dva nacina.

(%)

q; =

Prvi nacin. Ce je ¢ > a, mora biti ¢; = 0 za vse i. Razi$¢imo $e primer, ko je ¢ < a.
Ce je ¢; > 0 za vse i, po sestetju enacb dobimo:

(a—¢)

n
n+1

Q=

in od tod, da je
a—c

Qi:n+1

za vse t. To je tudi Nashevo ravnovesje. Preostane nam le Se primer, ko natanko r
proizvajalcev ne proizvaja nicesar. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da
jeqn = q =+ = ¢ =0, medtem ko je ¢-11,¢r12,.--,q, > 0 (r > 0). Po seStetju
enach tokrat dobimo:

od koder sledi ¢; = (a — ¢)/(n+r — 1) > 0, kar je protislovje.

Sklep: edino Nashevo ravnovesje je:

(a—c)y

o 1=1,2,...,n.
n+1

q; =

Drugi nacin. Enacbe (%) zapiSemo v ekvivalentni obliki:

¢ =(a—c—Q),

iz katere razberemo, da morajo biti vse koli¢ine ¢; enake, kar pomeni, da mora
veljati:
¢ = (a—c—ng),

to pa ima edino reSitev ¢; = (a — ¢), /(n + 1), tako kot prej.

Oznacimo Q; = Q — ¢;. Tedaj lahko pisemo u;(q1,...,q) = ¢(1 — Q; — ¢)4. Ce
je Q; > 1, je u; = 0 ne glede na ¢;. Ce pa je Q; < 1, je funkcija u; (spremenljivke
¢;) znotraj intervala (0, Q);) strogo pozitivna, izven njega pa je enaka ni¢. Zato bo
maksimum dosezen v stacionarni tocki. 1z g—ZZ =1 — Q; — 2¢q; dobimo, da bo to pri
¢ = (1 —@Q;)/2. Lo¢imo tri moznosti.

Prva moznost: QQ; > 1 za vse i. Ni tezko videti, da je vsak tak profil Nashevo

ravnovesje.

Druga moznost: @QQ; < 1 za vse i. Tedaj za vse i velja ¢; = (1—Q);)/2 ali ekvivalentno
¢ = 1— @, torej so vse terjatve ¢; enake. To pomeni, da je ¢; = 1 — ng; oziroma
¢ =1/(n+1). Tedaj je tudi Q; = (n —1)/(n + 1) in to je res Nashevo ravnovesje.
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17.

18.

Tretja moznost: obstaja tak i, da je ; < 1, a tudi tak j, da je @); > 1. V tem
primeru je tudi Q@ > 1. Iz ¢; = 1 — @ sklepamo, daje 1 =Q +¢; > @ > 1, to pa je
mozno le, ¢e je Q = 1 in ¢; = 0. Toda potem je tudi (); = 1, kar je protislovje. V
tem primeru torej ni Nashevih ravnovesij.

Ce povzamemo — Nashevo ravnovesje je:

e kjer je ¢; = 1/(n + 1) za vse 7; tam vsako pleme dobi 1/(n + 1)?;

e kjer je (); > 1 za vse 7; tam vsako pleme dobi 0.

Oglejmo si zdaj, koliko plemena dobijo, ¢e vsako terja enako koli¢ino vira ¢g. V tem
primeru vsako pleme dobi ¢(1 — ng), kar je maksimalno pri ¢ = 1/(2n), ko vsako
pleme dobi 1/(4n). Brz ko je n > 1, je to strogo ve¢je od 1/(n + 1)?, kolikor najveé
dobi v Nashevem ravnovesju.

I1z: 4 1
P1 —
w1 (pr,p2) = p —1 _
0 ; P1 > D2

ter dejstva, da za funkcijo f(p) = (4p—1)/(1+ p)? velja max,en, f(p) = f(2) = 7/9
in f(1) > f(2)/2 sklepamo, da mora v Nashevem ravnovesju veljati naslednje:

e Cejepy >3, jep =2
o Cejepy=1alip, =2 jep =1.
o Cejepy=0,jep >1.

Velja tudi obratno — ¢e zamenjamo p; in py. Od tod po nekaj sklepanja dobimo, da
je edino Nashevo ravnovesje pri p; = py = 1.

Drazbo lahko modeliramo kot stratesko igro, kjer so akcije ponudbe b;, preferencna
funkcija posameznega kupca pa je v primeru, ko dobi drazbo, enaka razliki med
subjektivno vrednostjo v; in ceno, ki jo mora za predmet placati; sicer je enaka nic.

Oznacimo z m = max{b; ; j = 1,...,n} maksimalno ponudbo, s p pa ceno, po
kateri se proda predmet drazbe. Ce denimo i-ti kupec da maksimalno ponudbo, je
p =max{b; ; j # i}.

Naj bo k,, stevilo kupcev, ki dajo maksimalno ponudbo m, k, pa Stevilo kupcev, ki
ponudijo p. Ce je k,, = 1, je p < m, &e pa je k,, > 2, je p = m in posledi¢no tudi
ky = k.

Preferencna funkcija posameznega kupca se izraza v obliki:

Uy — P 3 b;
ul(bla7bn>: (U’l_p)/km ; bz
0 ;b

S

>p
=D

A
SIEE
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Recimo zdaj, da i-ti kupec spremeni svojo maksimalno ponudbo z b; na b}, ostali
pa ponudijo toliko kot prej. Novi dobitek i-tega kupca se potem izraza na naslednji

nacin.
Vi — P ;b >p
e Zab;=m>pjeu(b|b)=1< (u—p)/(k,+1) ;Vi=p .
0 ;O <p
v —m ;b >m
® Zabj=m>pjeu(b|b)=q (vi=m)/kn ;bj=m .
0 ;b <m
v —m ;b >m
o Zab; <pjeu(b|b) =4 (vi—m)/(kn+1) ;i=m.
0 ;b <m

Od tod dobimo, da je profil (by,by,...,b,) Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko
velja:

e Brz ko je by = m > p, je v; > p.

e Brz ko je by =m =p, je v, =p=m.

e Brz ko je b; <m, je v; < m.
Nashevo ravnovesje, v katerem posamezen kupec zagotovo dobi drazbo, torej na-
stopi, brz ko ta kupec ponudi ceno, ki je visja od vseh subjektivnih vrednosti za

ostale kupce, le-ti pa ponudijo ceno, ki je nizja tako od zmagovalne ponudbe kot od
subjektivne vrednosti za zmagovalca drazbe.

Primer Nashevega ravnovesja pri drazbi s tremi kupci, kjer predmet drazbe dobi
kupec, ki predmetu pripisuje najnizjo mozno vrednost:

b1 ¢
Vs °
V2 )
(%} [

bg ¢

bg ¢

1. kupec 2. kupec 3. kupec

19. Spet naj i-ti kupec ponudi najvisjo ceno. Ce je ta strogo najvisja, je njegov dobicek
enak v; — b; in se poveca, brz ko kupec svojo ponudbo nekoliko zniza (dovolj malo,
da Se vedno zagotovo dobi drazbo). Tak polozaj torej nikoli ni Nashevo ravnovesje:
v Nashevem ravnovesju si mora najvisjo ponudbo deliti £ > 2 kupcev. Pricakovani
dobicek zmagovalca je potem enak (v; — b;)/k. Ce kupec naslednji¢ spremeni po-
nudbo na b, se njegov dobicek spremeni, brz ko je b, # b;: ¢e je b, > b;, je novi
(pri¢akovani) dobicek enak v; —b;, ¢e je b, < b;, pa je novi (pric¢akovani) dobi¢ek enak
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ni¢. Krajsi racun pokaze, da je Nashevo ravnovesje mozno le tedaj, ko je v; = b;.
Za ostale kupce mora veljati v; < v;.

Sklep: Nashevo ravnovesje lahko nastopi le tedaj, ko si najvisjo subjektivno oceno
vrednosti predmeta delita vsaj dva kupca. Med kupci, ki najbolj cenijo predmet,
morata spet vsaj dva ponuditi ceno, ki se ujema s subjektivnho oceno vrednosti
predmeta, ostali pa morajo ponuditi manj.
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Igre z mesanimi strategijami

1. a) U(r) =204, V(r) = 508, W(r) = 4°0.

b) Preferen¢ni funkciji U in V' sta ekvivalentni, ker je v = 2u + 1 in zato tudi
V = 2U + 1. Funkcija W pa jima ni ekvivalentna, ker je npr. V() > V(b), medtem
ko je W (m) < W(b).

. Naj bosta U in V pripadajoéi preferen¢ni funkciji. Ce je mnoZica, na kateri vse

funkcije delujejo, A = {ay,...,a,}, ozna¢imo u; := u(a;) in v; := v(a;). Oznadimo
izjavi, za kateri zelimo dokazati, da sta ekvivalentni:

e [: U in V sta kot preferencni funkciji ekvivalentni.

e [: Obstajata taka b € Rin ¢ > 0, da je v = cu+ b, t. j. vy = cup + b za vse
indekse k.

Prvi korak: L = E. Ce je namreév:cu+bin7r:(Z1 Zn)’je tudi:
Lo D

V(r) = Zpkvk = Zpk(cuk +b) = chiuk +b=cU(m)+b,
k=1 k=1 k=1
zato sta U in V' ekvivalentni.
V nadaljnjih korakih bomo dokazali nasprotno implikacijo, t. j. £ = L.

Drugi korak. Implikacija velja, ce je ena od funkcij u in v konstantna. Ker sta
tudi v in v ekvivalentni, morata biti v tem primeru obe konstantni, denimo u = wy
in v = vg. Tedaj pa lahko piSemo v =1 - u + (vg — ug).
Od tod naprej lahko privzamemo, da sta u in v obe nekonstantni.
Tretji korak. Ce sta u in v nekonstantni, je izjava L ekvivalentna izjavi:
e D: obstajata taka indeksa i in j, da je u; < uj, v; <v; in da za vsak k velja:
Vi — Uy Uk — Uj

- . (+)

Uj—Ui U]’—U,i

Najprej, ¢e sta u in v nekonstantni, gotovo obstajata taka 7 in j, da je u; < u;.
Ce velja L, je tedaj tudi v; < v; in tudi () zlahka preverimo. Torej iz L sledi D.
Privzemimo zdaj D. Zvezo (x) lahko zapisimo v obliki:

Uj—’Ui ’Uj—Uz‘

Vg, = Uk + V; — U;
Uj — U; Uj — U;
Ker je % > 0, velja L.
J T
Cetrti korak. Ce velja E, sta za poljubne koeficiente o, ..., an, za katere je
ar+ -+ a, =0, Stevili = Y"1 o, in s =Y oyv; istega predznaka. Tu

koeficienti a; predstavljajo spremembo loterije, r in s pa predstavljata spremembi
ustreznih preferen¢nih funkcij. Natancneje, privzemimo, da obstajata taki loteriji:

(a1 a - an> — <a1 a an)
™= in ©=1, ,
b1 P2 -t Pn Py Py -t DPn
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in tak M > 0, da je a; = M(p; — p;) za vse i. Tedaj je r = M (U(x') — U(r))
in s = M(V(x') — V(r)) in po trditvi £ morata biti ti dve koli¢ini res istega
predznaka. Preostane le Se dokazati, da taka profila in konstanta M obstajajo.
Zlahka se prepricamo, da konstrukcija:
L M ;o 1 a;

pii= > n max{—ay, —qg,...,—q,}, b=
ustreza danim pogojem. S tem je korak zakljucen.
Peti korak. Ce velja E ter sta u in v nekonstantni, velja D. Opazili smo ze, da
obstajata taka i in j, da je u; < u;. Ker sta tudi w in v kot preferencni funkciji
ekvivalentni, je tudi v; < v;. Dokazati moramo Se zvezo (x), ki jo lahko prepisemo
v obliki:

(uj — wi)(vk — vi) + (w — we)(v; —v;) =0

oziroma a;v; + a;v; + agvy = 0, Kjer je o = wp — uj, o = u; — uy in o, = uj — u,.
Opazimo, da velja o; + a; + ag, = 0, prav tako pa tudi oyu; + oju; + opup = 0. 'V
cetrtem koraku smo dokazali, da od tod sledi o;v; + ajv; + av, = 0, torej velja D.
Sklep. V prvem koraku smo dokazali, da velja L. = E. V drugem koraku smo
dokazali, da E = L velja, ¢e je katera od funkcij u in v konstantna. Ce sta obe
nekonstantni, pa smo v petem koraku dokazali implikacijo ¥ = D, v tretjem pa
D = L. S tem je trditev dokazana.

3. Igro lahko opisemo s tabelo:

Cy | G
Ol 1,—-1]—1,1
G| —1,1]1,—1

iz katere hitro vidimo, da cistih Nashevih ravnovesij ni. Oglejmo si zdaj profil
mesanih strategij (m, m2), kjer je:

o Cl G1 o 02 G2
"T\i-p p) T \l-q q)

Ur(mi,ma) = (1= 2p)(1 —2q), Us(mi,m2) = —(1—2p)(1 —2q)

vidimo, da smo v meSanem Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko velja:

Iz:

e Cejeq<1/2,jep=0. Cejeq>1/2,jep=1. Ceje qg=1/2, ni omejitev za
p.

e Cejep<1/2,jeq=1. Cejep>1/2 jeq=0. Ceje p=1/2, ni omejitev za
q.

To pa je mozno natanko tedaj, ko je p = ¢ =1/2.
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4. Najprej iz tabele razberemo, da sta (A, X) in (B,Y") ¢isti Nashevi ravnovesji. Po-

is¢imo zdaj mesana Nasheva ravnovesja oblike (A, (1 )_( ¢ }q/> ), kjerje 0 < q < 1.

Princip indiferentnosti nam da pogoja:

U, (A, (fq g)) > U, (B, (fq g)) Up(A, X) = Up(A,Y).

Drugi pogoj je o€itno izpolnjen, iz prvega pa dobimo 1 — ¢ > 2¢ oziroma ¢ < 1/3.

Pregled preostalih treh skupin profilov oblike, kjer eden izmed igralcev ubere ¢isto,
drugi pa strogo mesano strategijo, pokaze, da v nobeni ni Nashevega ravnovesja,
ker ne velja enakost, ki jo dobimo iz principa indiferentnosti.

Pois¢imo se Nasheva ravnovesja, pri katerih oba igralca strogo mesata, torej ra-

A B X Y
ziS¢imo profile oblike , , kjer je 0 < p,q < 1. Iz principa
D ((l—p p> (1_q q)> jer j p.q princip

indiferentnosti dobimo:
I—=qg=2q, 0=p,

kar pomeni, da takih Nashevih ravnovesij ni.

Sklep: mesana Nasheva ravnovesja so natanko profili oblike (A, (1 )_( ¢ }q/)) , kjer
je0<¢q<1/3.

. Koristnostna funkcija za strelca je verjetnost, da pride do gola, koristnostna funkcija

za vratarja pa, da do gola ne pride. Zato lahko to modeliramo z naslednjo stratesko
igro (z meSanimi strategijami):

Ly D,
Ly | 94'97,5°03 | 5830,41°70 |.
D, {6992,30°08 | 9291,709

Iz tabele hitro razberemo, da ni ¢istih Nashevih ravnovesij, prav tako tudi ne ta-
kih, kjer bi kateri od igralcev ubral Cisto strategijo. Torej moramo mesana Nasheva

L D L D
ravnovesja iskati med profili ? o, Y Y] ). Iz principa indiferen-
J b ((1—p p> <1—q Q)) prREP
tnosti dobimo enacbi:

203 +2505p=41"70—-34'61p, 94'97 — 3667 q = 6992 + 2299 ¢,

ki imata resitvi p = 61°46%, ¢ = 41°99%. Edino mes$ano Nashevo ravnovesje je torej:

Strelei L D Veatarii L D
PO\ 38'54%  61°46% ratatjt -\ 58:01% 41°99% )

kar je zelo blizu opazenim frekvencam.
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6. Iz principa indiferentnosti dobimo:

(5 )0 (o (5 £)=0 (o (5 )
(AR B (A K R (A i)

od koder dobimo, da je dani profil meSano Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko je
c<1,e=>5in f = 1. Vrednosti ostalih parametrov so lahko poljubne.

7. Pois¢imo najprej Cista Nasheva ravnovesja. Profil (A, X) je Nashevo ravnovesje za
a > 4, profil (A,Y) za a < 2, profil (B,X) za a < 1, profil (B,Y) pa za a > 3.
Drugace povedano, c¢ista Nasheva ravnovesja so:

Zaa<1l: (AY)in (B, X).

Zal<a<2 (AY).

e Za 2 < a < 3 ni ¢istih Nashevih ravnovesij.
Za3 <a<4: (BY).

Zaa>4: (A, X)in (B,Y).

Oglejmo si zdaj Nasheva ravnovesja, kjer eden izmed igralcev igra cisto strategijo,
drugi pa strogo mesa. Iz principa indiferentnosti dobimo, da se to zgodi kvecjemu
takrat, ko je a € {1,2,3,4}. Podrobnosti:

; ) .
.« =14 (A, (f_fq g)),qg?)/&

Zdaj pa si oglejmo Se primer, ko oba strogo mesata, torej profile oblike

A B X Y
, , kjer je 0 < p,q < 1. Iz principa indiferentnosti po
(1 5 ko < 1. e :

krajsem rac¢unu dobimo:

4—a 1—a

Verjetnost p pripada intervalu (0, 1), ¢e je a € (—o0,3) U (4, 00), verjetnost g pa, ¢e
je a € (—o0,1) U (2,00). Strogo mesano Nashevo ravnovesje torej obstaja natanko
tedaj, ko je a € (—o0,1) U (2,3) U (4, 00).

Mesana Nasheva ravnovesja glede na a so torej:
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a<l: (A,Y), (BaX) in ((31i{a 4?(1)’(2)—((1 1}—/(1))‘
7T—2a T7—2a 3—2a 3—2a
A B
—1: (A,Y) i X, p>3/5.
e )1n<(1—p p> ) p=3l
l<a<2: (AY).

A B
e q=2: Y |, p<2/3.
((1—19 p) ) P2
2<a<3: ((;i{a 4‘?(1),(2)_((1 1}_/(1)).
7T—2a T—2a 3—2a 3—2a
X Y
a=3: (B, ,q>2/3.
( (1—q Q>) 122/

3<a<4: (BY).
a—4: (B,Y) in (A, <1)_( }q/)),qgi%/&

q

A B X Y
a>4: <A7X)7 (B7Y) in (<3a 4a>7<2a 1a))-
7T—2a 7—2a 3—2a 3—2a

8. Iz tabele hitro razberemo, da ni ¢istih Nashevih ravnovesij, prav tako tudi nobenega

Nashevega ravnovesja, kjer bi kateri izmed igralcev ubral ¢isto strategijo. Razis¢imo
Se ostale moznosti. Privzemimo splosni profil:

A B C XY Z
a b c)’'\x y =z '
Najprej razis¢imo pogoje, ki izhajajo iz funkcije U;. To je potrebno narediti glede na

to, katere akcije meSa prvi igralec, dobljeni pogoji pa se nanasajo na profil drugega
igralca. Izrazili bomo x = 1 — y — z. Izhodisce bo tore;j:

A 3y + 5z
Uy B ’()x( Y f) =|1+y+22
C y 392y —2:

Ce prvi igralec strogo mesa akciji A in B, iz principa indiferentnosti dobimo:
3y+dz=14y+22>3—-2y—2z.

Iz enacbe dobimo y = (1 — 3z)/2. Ko to vstavimo v neenac¢bo, dobimo z < —1, kar
ne sodi v profil.

Ce strogo mesa A in C, dobimo:
3y+52=3—-2y—22>1+y+2z.

Iz enacbe dobimo y = (3 — 7z)/5. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z > —1, kar
je res za vsak profil. Poleg tega pa iz splognih omejitev sledi tudi z < 3/7. Ce torej
prvi igralec strogo mesa A in C'; nam njegova funkcija koristnosti postavi pogoje:

3 _3—7z 242z

=, xr = :
7 Y

0<z2z<
>z 5 5
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Ce strogo mesa B in C, dobimo:
1+y+22=3-2y—222>3y+5z.
Iz enacbe dobimo y = (2 — 4z)/3. Ko to vstavimo v neenac¢bo, dobimo z < —1, kar

ne sodi v profil.

Ce pa strogo mesa vse akcije, dobimo:
Yy+dz=14+y+22=3 -2y — 2z,

kar ima resitev y = 2,z = —1, kar spet ne sodi v profil (no, do tega bi lahko prisli
brez reSevanja sistema: pogoji za ¥ in z so namre¢ tu strozji kot v primeru, ko prvi
igralec mesa npr. A in B, za ta primer pa vemo, da nima resitve v profilih).

V Nashevem ravnovesju lahko torej prvi igralec edino strogo mesa A in C, torej
lahko povsod postavimo b = 0. Iz resitev za profil drugega igralca pa dobimo Se, da
le-ta ne more strogo mesati Y in Z.

Razis¢imo zdaj Se pogoje, ki izhajajo iz funkcije Us. To je potrebno narediti glede
na to, katere akcije mesa drugi igralec, pri ¢emer lahko izlo¢imo strogo mesanico
Y in Z, ki ni v skladu s pogoji, ki smo jih dobili iz U;. Dobili bomo pogoje, ki se
nanasajo na profil prvega igralca. Upostevamo tudi, da prvi igralec mesa le A in C,
torej bo b = 0 in @ = 1 — c¢. Izhodisce bo torej:

U2<(2‘ 5 f),[x y z]>:[4_4c 3_c 3.

Ce drugi igralec strogo me$a X in Y, iz principa indiferentnosti dobimo:
4—4c=3—c> 3c,

kar ima za reSitev ¢ = 1/3, torej a = 2/3. Nadalje, ko upostevamo, da je z = 0,
dobimo $e z = 2/5 in y = 3/5. To je meSano Nashevo ravnovesje.

Ce strogo mesa X in Z, dobimo:
4—4c=3c>3—c,

kar nima resitve. Od tod dobimo tudi, da drugi igralec ne more strogo mesati vseh
akcij, saj iz tega dobimo Se strozje pogoje za b in c.

o (A C) (X Y
Sklep: edino mesano Nashevo ravnovesje je ((2/3 1/3> ) (2/5 3/5) )

9. Akcija A ne more biti dominirana, ker je U;(A,Z) > Uy(B,Z) in Uy(A,Z) >
Uy(C,Z). Podobno tudi akcije C';, X, Y in Z ne morejo biti dominirane. Paé

pa je akcija B strogo dominirana z mesSano strategijo <(1 ilp i)), brz ko je
3p>1,3—2p>2in5—4p > 3, torej brz ko je 1/3 < p < 1/2.
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To je strategija:

A B D\ (A B D
015+05-04 0254+05-06 01)  \035 055 01) "

Najprej opazimo, da je akcija C' strogo dominirana z mesano strategijo

<(11;12 172>>. Ko le-to izlo¢imo, dobimo, da je v novi igri (ki ima ista Nasheva

ravnovesja) akcija Y strogo dominirana z mesano strategijo <(1)/(2 1§2> ) ; Ceprav

v prvotni igri ni dominirana, jo zdaj lahko izlo¢imo iz iskanja Nashevih ravnovesij.
. . . i . . A B X Z .

Po nekaj nadaljnjega racunanja dobimo, da je ((4/7 3/7) , (1/5 4/5)) edino

mesano Nashevo ravnovesje.

F

Akcije A, B, C' in D so dominirane z meSanico <2Z/?3 1 /3) Ko jih izlo¢imo,

dobimo, da je akcija X dominirana z meSanico ( ) , akcija W pa z meSanico

Y 7
2/3 1/3
Y 7 . ) '

1/3 2/3 (v obeh primerih gre celo za ekvivalenco glede na U;). Ko za preostale

akcije nastavimo princip indiferentnosti, dobimo, da je profil:

(51 4): s 1))

mesano Nashevo ravnovesje igre.

V tej igri nobena akcija ni dominirana in je tako pri iskanju Nashevih ravnovesij ne
moremo izlociti. Iz tabele razberemo, da ¢istih Nashevih ravnovesij ni. Med mesa-
nimi Nashevimi ravnovesji, pri katerih eden izmed igralcev ubere ¢isto strategijo,
moramo pogledati profil, pri katerem prvi igralec mesa A in C, drugi pa igra Y.
Toda v tem primeru se prvemu igralcu bolj splaca igrati B, zato ta profil ne more
biti mesano Nashevo ravnovesje.

Razis¢imo Se ostale moznosti. Privzemimo splosni profil:

(GG D)

Najprej razis¢imo pogoje, ki jih dobimo iz U;. Izrazili bomo z = 1 —y— z. Izhodisce
bo torej:

A 4—y—3z
U, B ,()x( Y f) = 4y 4 2z
C 4 1+ 2y + 22

Ce prvi igralec strogo mesa A in B, iz principa indiferentnosti dobimo:

4—y—32=4y+22>1+4+2y+ 2z2.
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Iz enac¢be dobimo y = 4/5 — z. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z < 3/10 in za
vsak 0 < z < 3/10 tudi dejansko dobimo profil. Ce torej prvi igralec mesa A in B,
nam funkcija koristnosti prvega igralca postavi pogoje:

0< <3 4 1
_2_107 y_ Z? 17—5

Ce strogo mesa A in C', dobimo:
4—y—32=1+2y+22z>4y+2z2.

Iz enacbe dobimo y = 1 — 5z/3. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z > 3/10. Iz
splo$nih omejitev dobimo e z < 3/5. Funkcija koristnosti nam torej postavi pogoje:

i<z<§ —1—5—Z
0-°"="5 Y=

2z
r=—.
3’ 3
Ce strogo mesa B in C, dobimo:

dy+2z2=14+2y+22>4—-y—3z.

Iz ena¢be dobimo y = 1/2. Ko to vstavimo v neena¢bo, dobimo z > 3/10. Iz
splognih omejitev dobimo Se z < 1/2. Funkcija koristnosti nam torej postavi pogoje:

3< <1 1 1
E— — = — r = - — .
1 _2_2’ Y -

Ce pa strogo mesa vse tri akcije, dobimo:
4—y—3z=4y+2z2=1+2y+ 2z,

kar ima edino resitev z = 1/5, y = 1/2, z = 3/10.
Oglejmo si zdaj Se pogoje, ki jih dobimo iz Us. Izrazili bomo a = 1 —b—c. Izhodisce
bo torej:

A B C
U2<(a b C>,[X Y Z}):[2—2b+2c 5—4b—4c 3+b—(].

Ce drugi igralec strogo mesa X in Y, iz pogojev za U, sledi, da prvi igralec mesa le
A in B, se pravi, da je ¢ = 0. Iz principa indiferentnosti dobimo:

2-2=5-—4b>3+b,

kar med profili nima resitve.

Ce drugi igralec strogo mesa X in Z, iz pogojev za U, sledi, da prvi igralec mesa le
A in C, se pravi, da je b = 0. Iz principa indiferentnosti dobimo:

24+2c=3—c>5—4c.

kar prav tako nima resitve.
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Ce drugi igralec strogo mesa Y in Z, iz pogojev za U, sledi, da prvi igralec mesa le
B in C| se pravi, da je b = 1 — c. Iz principa indiferentnosti dobimo:

1=4—2¢>4c.

kar prav tako nima resitve med profili.

Ce pa drugi igralec strogo mesa vse tri akcije, iz principa indiferentnosti dobimo:
2—2b+2c=5—4b—4c=3+b—c,

kar ima edino resitev a = 5/12, b = 1/8, ¢ = 11/24. To pomeni, da mora v
tem primeru tudi prvi igralec strogo mesati vse akcije. Dobimo edino Nashevo

B <(5ﬁ2 1]/38 11724>’ <1)/(5 1}//2 3/210)>.

Najprej opazimo, da pri drugem igralcu akcija X strogo dominira akcijo W, torej
lahko slednjo odstranimo. Drugih dominacij ni.

Profil (C, X) je edino ¢isto Nashevo ravnovesje. Ni nobenega Nashevega ravnovesja,
kjer bi eden od igralcev ubral ¢isto strategijo, drugi pa bi strogo mesal vsaj dve akciji.

Razis¢imo Se moznosti, kjer vsak od igralcev strogo mesa vsaj dve akciji. Privze-

mimo splosni profil:
A B C XY Z
a b c)’'\x y =z '

Najprej razis¢imo pogoje, ki izhajajo iz funkcije U;. To je potrebno narediti glede na
to, katere akcije mesa prvi igralec, dobljeni pogoji pa se nanasajo na profil drugega
igralca. Izrazili bomo x = 1 — y — z. Izhodisce bo tore;j:

A 3y + 3z
C Y 3+y—3z

Ce prvi igralec strogo mesa A in B, iz principa indiferentnosti dobimo:
3y+32=2—-2y>3+y—3z.

Iz enac¢be dobimo z = (2—5y)/3. Ko to vstavimo v neena¢bo, dobimo y < 1/8. Brz
ko je 0 < y < 1/8, se to sklada tudi s splosnimi omejitvami. Ce torej prvi igralec
strogo mesa A in B, nam njegova funkcija koristnosti postavi pogoje:

2_2—5y N 1+ 2y
3 7 3

1
0<y< -
_y_8:

Drugi igralec lahko torej tedaj strogo mesa bodisi akciji X in Z bodisi vse tri akcije.

Ce prvi igralec strogo mesa A in C, dobimo:

Yy+3z2=3+y—32>2-2y.
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Iz enacbe dobimo y = 3/2 — 3z. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z < 11/24.
Iz splosnih omejitev dobimo $e z > 1/4. Ce torej prvi igralec strogo mesa A in C,
nam njegova funkcija koristnosti postavi pogoje:

S B —9
S9p YT TEEETY

Drugi igralec lahko torej tedaj strogo mesa bodisi akciji Y in Z bodisi vse tri akcije.

1<
- <z
1=

Ce prvi igralec strogo mesa B in C, dobimo:
2-2y=3+y—32>3y+3z.

Iz enac¢be dobimo y = z — 1/3. Ko to vstavimo v neenac¢bo, dobimo z < 11/24. Iz
splognih pogojev dobimo e z > 1/3. Ce torej prvi igralec strogo mesa B in C, nam
njegova funkcija koristnosti postavi pogoje:

. < 11 1 4 5

- <z< — =z—=, T==-—2z2.

3="=9 VY 3 3

Spet torej dobimo, da lahko tedaj drugi igralec strogo mesa bodisi X in Z bodisi
vse tri akcije.

Ce pa prvi igralec strogo mesa vse tri akcije, dobimo:
3y+3z2=2—-2y=3+y— 3z,

kar ima resitev x = 5/12,y = 1/8, z = 11/24, se pravi, da mora drugi igralec strogo

mesati vse tri akcije.

Iz pogojev, ki izhajajo iz funkcije Uy, smo dobili, da imamo pri Nashevih ravnovesjih
kvecjemu Se naslednji dve moznosti:

e Prvi igralec strogo mesa A in B ali B in C, drugi pa strogo mesa X in Z.
e Prvi igralec strogo mesa A in C, drugi pa strogo mesa Y in Z.
e Drugi igralec strogo mesa vse tri akcije.

Razi$¢imo zdaj $e pogoje, ki nam jih postavlja funkcija U,. Ce izrazimo a = 1—b—c,

velja:
b+ 3c
@((ﬁ 1; f),[x Y Z]): 3-3b—c
24+b—2c

Ce drugi igralec strogo mesa akciji X in Z, velja:
b+3¢c=2+b—-2c>3-3b—c¢

Iz ena¢be dobimo ¢ = 2/5. To pomeni, da lahko prvi igralec strogo mesa le B in
C'. V tem primeru je b = 3/5, velja pa tudi neenac¢ba. Ko v pogoje pri U; vstavimo
. . . B C X 7
y = 0, dobimo mesano Nashevo ravnovesje ((3/5 2/5) , (2/3 1/3) )
Ce drugi igralec strogo mesa akciji Y in Z, prvi mesa le A in C, torej je b = 0.
Dobimo:
3—c=2—-2c>3c
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Iz enac¢be dobimo ¢ = —1, kar ni v redu.

Ce pa drugi igralec strogo mesa vse tri akcije, velja:
b+3c=2+b—2c=3—-3b—c,

kar ima resitev a = 1/4,b = 7/20,c = 2/5. Tedaj mora tudi prvi igralec strogo
mesati vse akcije in dobimo Se eno mesano Nashevo ravnovesje.

Sklep: mesana Nasheva ravnovesja so:

(C, X), ((3?5 2?5) ) (2)/(3 173)) n
((11;14 7/320 2?5) ’ (55(12 15//8 11?24))'

Najprej si oglejmo, katere akcije igralca v Nashevem ravnovesju mesata. Opazimo
naslednje:

e Prvemu igralcu se splaca mesati le tiste akcije, ki jih mesa drugi igralec. Nata-
néneje, ¢e bi v doloc¢enem profilu prvi igralec v mesanico vkljucil tudi akcijo, ki
je drugi igralec ne bi, bi obstajala meSana strategija, kjer bi prvi igralec dobil
strogo vec¢. Zato tak profil ne more biti Nashevo ravnovesje.

e Ce prvi igralec ne mesa vseh akcij, se drugemu splaca mesati le tiste akcije, ki
jih pruvi igralec ne mesa.

Od tod najprej dobimo, da mora prvi igralec strogo mesati vse akcije, nato pa
Se, da mora vse akcije strogo mesati tudi drugi igralec. Oznac¢imo vrednosti kart
Z VU1,V9,...,Un. Naj prvi igralec izbere i-to karto z verjetnostjo p;, drugi pa z
verjetnostjo ¢;. Iz principa indiferentnosti za koristnostno funkcijo prvega igralca
dobimo enacbe:
q1V1 = q2U2 = =+ = qmUm ,
ki imajo edino resitev:
1

¢ =T —; 1=1,2,...,m.
w Tt

Iz koristnostne funkcije drugega igralca pa dobimo analogne enacbe za verjetnosti
pi, torej mora biti p; = ¢;.

Opomba: kasneje bomo videli, da je to kvadratna igra z nicelno vsoto. Za te igre
velja, da je, ¢e imajo eno samo mesano Nashevo ravnovesje, kjer oba igralca strogo
mesata vse akcije, to edino meSano Nashevo ravnovesje.

Najprej razberemo C¢ista Nasheva ravnovesja (B, X, L), (T,Y,L) in (B,Y,R). Iz
tabele tudi hitro razberemo, da ni Nashevih ravnovesij, pri katerem bi dva igralca
igrala Cisti strategiji, eden pa bi mesal. Pregledati moramo torej Se primere, ko vsaj
dva igralca (strogo) mesata. Oznacimo splosni profil:

(G50 G2 0)- 65 D)
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Ce prvi igralec igra T, druga dva pa mesata, dobimo:

e (r (G 1)

od koder sledi, da takega Nashevega ravnovesja ni.

Ce prvi igralec igra B in druga dva mesata, dobimo:

(. [3]- (2 )=
a5 0[] ) =
A le] (e ) (4 172)) <

od koder dobimo Nashevo ravnovesje (B , ( X ¥

1/2 1/2

1
24 2r|”’

) (2 1))

Ce drugi igralec igra X, prvi in tretji pa mesata, dobimo:

o ([o] % (15 7)) -]

od koder sledi, da takega Nashevega ravnovesja ni.

2
34+3r|’

Ce drugi igralec igra Y ter prvi in tretji mesata, dobimo:

a5 (5 )]
(G, ) 7)) - |
(e i) [v) (s o) = |

od koder dobimo Nashevo ravnovesje (( r b ) LY ( LR ))

1/2 1/2

Ce tretji igralec igra L, prva dva pa mesata, dobimo:

T X Y [ 2 1
Ul([B]’(l—q Q>’R>__3—3q] — 173
1

2

(7, 2) B 0)-[o ]

1/3 2/3

Us ((1?2 1?2)’ (2)/(3 15//3>’ [JL%D - :1}6] :

. , T B
od koder dobimo Nashevo ravnovesje ((1 /21 /2> ;

(313 11s) 7).
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Ce tretji igralec igra R, prva dva pa mesata, dobimo:

a (3] (5 0) m) =[]

od koder sledi, da takega Nashevega ravnovesja ni.

Privzemimo zdaj, da vsi trije igralci meSajo. Velja:
Ul({g}’ (1)—<q };) (1£r f)) - _3—SZ+37~] = q=r+%,
U2<(1?p ?)’ [ﬂ (1£r f)) = _2_2]1?+2T] = p:r+%’
(62 (5 ) ) =[] = o

Ko prvi dve enacbi vstavimo v tretjo in uredimo, dobimo kvadratno enac¢bo 612 +
5r—2 = 0, ki ima resitvi 7 o = (—5£+/73)/12, a samo resitev s pozitivnim korenom
nam da profil. To je Se zadnje Nashevo ravnovesje:

T B X Y L R
11-v73  14+v73 | 2 \ 13=v73 —1++73 | > | 17=V/73 —5+73

12 12 12 12 12 12

T B X Y L R
0205 0795)7 \0371 0629/ \0705 0295 '

Opazimo, da pri prvem igralcu akcija 7' dominira akcijo B. Dominacija sicer ni
stroga, nam pa vseeno pomaga izlociti kar nekaj profilov. Iz:

(0%, ) )
U, (B, (1)_(61 g) , <1fr f)) =(1—q)(1—7r)+qr

sledi, da lahko akcijo B izlo¢imo, brz ko je (1—¢)(1—r)+¢qr < 1. Zaradi dominacije
je nujno (1 — ¢)(1 —r) + gr < 1, torej nova meSana Nasheva ravnovesja dobimo
kvecjemu, ¢e je (1 —¢q)(1—r)+qr = 1. Nekaj analize pokaze, da je v okviru splosnih
omejitev za ¢ in r to res samo v dveh primerih: kojeg=r=0inkojeq=r =1
ali z drugimi besedami, ko drugi in tretji igralec igrata (X, L) ali (Y, R). Loc¢imo
torej tri moznosti:

ali priblizno:

1. Pruvi igralec igra T'. 'V tem primeru hitro vidimo, da morata oba igralca mesati.
Ce se drzimo oznak od prej, iz principa indiferentnosti dobimo 2 = 1 4 3r in
3 =4 — 3q, od koder dobimo mesano Nashevo ravnovesje:

(T’ <2)/(3 11//3) ’ (1?2 1]/%2» '
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2. Drugi igralec igra X, tretji pa L. 1z pogojev:

(7, 2) x)= (7, 2) o)
(7, 2) 5= (7, 2) v

dobimo druzino mesanih Nashevih ravnovesij:

T B 1 1
X, L), -<p<-—.
((1—p p)’ | ) 3=

3. Drugi igralec igra Y, tretyi pa R. Tu pa pogoja za koristnostni funkciji drugega
in tretjega igralca nista izpolnjena in ne dobimo mesanih Nashevih ravnovesij.

18. Locimo moznosti glede na to, koliko igralcev igra cisto in koliko jih strogo mesa.

Prva moZnost: wsi igrajo cisto. Ce vsi vrZejo enako, se vsakemu splaca zamenjati
akcijo, saj pred zamenjavo ne dobi ni¢, po zamenjavi pa vsaj dva evra (seveda
ob predpostavki, da druga dva igralca akcije ne zamenjata). Zato to ni Nashevo
ravnovesje. Ce dva igralca vrzeta grb, eden pa cifro, se tistemu, ki vrze grb, prav
tako splaca zamenjati akcijo: pred zamenjavo placa dva evra, po zamenjavi pa le
en evro. Zato tudi to ni Nashevo ravnovesje. Konc¢no si oglejmo Se primer, ko dva
vrzeta cifro, eden pa grb. Igralec, ki vrze grb, dobi dva evra, ¢e bi zamenjal akcijo,
pa ne bi dobil nicesar. Igralec, ki vrze cifro, pa placa en evro; ¢e bi zamenjal akcijo,
bi placal dva evra. Zato ta moznost je Nashevo ravnovesje. Formalno gledano ima
torej igra tri ¢ista Nasheva ravnovesja, pri katerih dva vrzeta cifro, eden pa grb.

Druga moznost: dve igrata cisto, eden pa strogo mesa. Takih Nashevih ravnovesij
ni, ker za tistega, ki mesa, nikoli ne dobimo indiferentnosti (glej prej$nji primer).

Tretja moznost: eden igra cisto, dva pa strogo mesata. Recimo najprej, da eden ve-
dno vrze cifro, od drugih dveh pa vsak vrze grb z verjetnostjo p in cifro z verjetnostjo
1 — p. Igralec, ki mesa, ima pri¢akovani dobicek 2 — 4p, ¢e namesto tega vedno vrze
grb, in —p, ¢e namesto tega vedno vrze cifro. Pri p = 2/3 je indiferenten. Takrat
ima igralec, ki vedno vrze cifro, pri¢akovani dobicek 4/3, ¢e zamenja strategijo, tako
da vedno vrZe grb, pa ima pri¢akovani dobi¢ek —2/3. Dobimo torej Se tri mesana
Nasheva ravnovesja, kjer eden od igralcev vedno vrze cifro, od ostalih dveh pa vsak
vrze grb z verjetnostjo 2/3 in cifro z verjetnostjo 1/3.

Ne obstaja pa mesano Nashevo ravnovesje, kjer bi eden od igralcev vedno vrgel grb,
preostala dva pa bi mesala z enakima verjetnostma za grb. Ce je namre¢ ta enaka
p, ima igralec, ki mesa, pricakovani dobicek 2p — 2, ¢e namesto tega vedno vrze grb,
in 5p — 1, ¢e namesto tega vedno vrze cifro. Indiferentnost dobimo pri p = —1/3,
kar ni ustrezno.

Cetrta moZnost: vsi trije strogo mesajo. Pois¢imo me$ano Nashevo ravnovesje, kjer
vsak od igralcev vrze grb z verjetnostjo p, cifro pa z verjetnostjo 1 — p. Recimo, da
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je to prvi igralec. Iz:

Al G 908 0))- st

dobimo, da Nashevo ravnovesje nastopi, ¢e je 6p* —2p = 6p? —8p+ 2, torej p = 1/3.
Nashevo ravnovesje torej nastopi, brz ko vsak od igralcev vrze grb z verjetnostjo
1/3 in cifro z verjetnostjo 2/3.

Opomba. Ta naloga je pouc¢na, ker je to simetri¢na igra z nic¢elno vsoto, a vendar
obstajajo Nasheva ravnovesja, kjer je prisoten transfer. Pri le dveh igralcih do tega
ne more priti (glej 36. nalogo).

a) Ce je sodelavec prizadeven, je njegova koristnostna funkcija enaka 31In(1+p) — 1,
¢e pa se iz prizadevnega spremeni v lenega, je njegova nova koristnost enaka 3 1n p.
Podobno, ¢e je sodelavec len, je njegova koristnostna funkcija enaka 31In(1 + p), ¢e
pa se spremeni v prizadevnega, je nova koristnost enaka 31n(2 + p) — 1. Profil je
torej Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja:

3In(14+p)—1>3Inp, brzkoje p>1,
3In(1+p) >3In(2+p) — 1, brz koje p<4,

Ce je p > 0, je prvi pogoj ekvivalenten p < 1/(61/3 — 1) = 253, drugi pa p >
(2—€'/3)/(e'/* —1) = 1'53. Nashevo ravnovesje torej nastopi natanko tedaj, ko sta
prizadevna delavca natanko dva. Takih profilov je (g) = 10.

b) Naj bo delavec prizadeven z verjetnostjo ¢ in len z verjetnostjo 1 — ¢, kjer je

0 < g < 1. Po principu indiferentnosti mora veljati:
3 [4q(1 —¢)*In2+6¢*(1 — ¢)*In3+4¢*(1 —¢)’In4 +¢*In 5} =
= 3[q41n2+4q(1 —¢)*In3 +6¢*(1 — q)*Ind +4¢%(1 — q)3ln5+q41n6} -1

oziroma:

4 .
3 q4ln2+4q(1—q)3lng—|—6q2(1—q)21n§+4q3(1—q)lng—|—q4lng =1.

Ce vstavimo ¢ = 0, je leva stran enaka 31n(6/5) = 0'547, ¢e pa vstavimo q = 1,
je enaka 3In2 = 2°079. Ker je leva stran enacbe zvezna funkcija spremenljivke ¢,
ima zgornja enacba za 0 < ¢ < 1 vsaj eno resitev. PodrobnejSa numeri¢na analiza
pokaze, da ima enacba natanko eno resitev, in sicer ¢ = 0°515.

a) Igralci so mimoido¢i, vsak ima dve akciji: K (klicati policijo) in I (ignorirati).
Funkcije koristnosti lahko zapisemo s formulo:

ui(ay, a9, ..., an) = —clla; = K)—sl{ay=ay=---=a,=1),

kjer je 1(A) = 1, Ce je izjava A pravilna, in 1(A) = 0, ¢e je napacna.

b) Loc¢imo ve¢ primerov glede na to, koliko mimoidoc¢ih pokli¢e policijo.
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21.

1) Nihée ne poklice policije. V tem primeru so koristnostne funkcije vseh mi-
moidocih enake —s; ¢e se posamezen mimoidoc¢i premisli in naslednji¢ klice
policijo, se njegova funkcije koristnosti poveca za s —c¢ > 0, torej to ni Nashevo
ravnovesje.

2) Natanko eden poklice policijo. Koristnostna funkcija tistega, ki poklic¢e policijo,
je —c in se zmanjsa za s — ¢, Ce se premisli. Koristnostna funkcija tistega, ki ne
poklice policije, pa je 0 in se zmanjsa za c, ¢e se premisli. Torej je to Nashevo
ravnovesje.

3) Vsaj dva pokliceta policijo. V tem primeru pa se koristnostna funkcija tistega,
ki poklice policijo, poveca za ¢, Ce se premisli, kar pomeni, da to ni Nashevo
ravnovesje.

c¢) Gledamo profil, pri katerem vsak pokli¢e policijo z verjetnostjo p € (0,1). Ce
posamezni mimoidodi svojo strategijo zamenja s ¢isto strategijo K, je njegova kori-
stnostna funkcija enaka —c, ¢e jo zamenja z I, pa je enaka —s(1—p)"~L. Po principu
indiferentnosti mora biti oboje enako, kar je res za:

d) Verjetnost, da vsaj eden poklice, je enaka:

1 (E>n/(n—1) |
S

kar je res padajoca funkcija stevila mimoidocih n.

a) Oglejmo si najprej primer, ko gre k fantov z gotovostjo osvajat blondinko, Se m
fantov z verjetnostmi ¢y, qa, - . . , ¢m (neodvisno drug od drugega), preostali pa gredo
z gotovostjo osvajat manj privlacna dekleta. Verjetnost, da bo blondinka v tem
primeru izbrala posameznega fanta, ki jo je Sel osvajat, oznac¢imo s pr(qi, ..., qm):
to je pricakovana vrednost recipro¢ne vrednosti Stevila fantov, ki so jo §li osvajat.
Velja rekurzivna zveza:

Pe(@s - @m) = (1 — @m)Pe(q1, - - - s Gne1) + @ulit1 (@15 - - - 1)

(lo¢imo primer, ko gre m-ti fant osvajat manj privlacno dekle, in primer, ko gre
osvajat blondinko). Ce z _ ozna¢imo prazen argument, seveda velja py(_) = 1/k. Na
ta nacin lahko vse vrednosti rekurzivno izracunamo. Opazimo pa Se dvoje stvari:

e Velja pi(-) > p2(-) > ps(-) > ... Rekurzivno lahko dokazemo, da ta stroga
monotonost velja za poljuben argument: pi(qi, ..., qm) > D2(q1s -y Gm) > - -
e Iz prejSnjega in iz rekurzivne zveze sledi, da je pi(qy, ..., qn) < 1/k.

Oboje sledi tudi iz dejstva, da je pr(qi, - ., Gm) pricakovana vrednost ustrezne reci-
pro¢ne vrednosti.
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Ce zdaj z B oznac¢imo akcijo, da gre fant osvajat blondinko, z M pa akcijo, da gre
osvajat manj privlacno dekle, velja:

=g ¢ I —qi1 qin1 I —qiv1 gitr 1—qn n
M B M B M B M B
U, B,
Il—qg ¢ I —qgi-1 gin1 I —qGiv1 gitr 1—qn @n

=3p1(q1s s Qi1 Qi1 - -+ 5 Gn) -

Denimo najprej, da gre i-ti fant osvajat blondinko z verjetnostjo 1 in da ni edini,
ki gre osvajat blondinko s strogo pozitivno verjetnostjo: naj bo e ¢; > 0. Ce je
q; # i, je torej 0 < ¢; < 1 in v Nashevem ravnovesju velja princip indiferentnosti,
iz katerega sledi:

2
Pl(Qh e 41,9541, - - - 7%) = g-

Ce oznacimo:

Y

ap = { pk(Qlwani—laQ@'-l—la'--7Qj—17Qj+1a"-7Qn) ;1<)
Pe(Qry - Gty Qs s Qi1 Qi1 - -y Q) 5 6> ]

iz. rekurzivne formule sledi a; = 2/3. Toda prej smo videli, da je ay < 1/2, kar je
protislovje.

V Nashevem ravnovesju torej noben fant ne gre z gotovostjo osvajat blondinke. Za
poljubna dva, i-tega in j-tega, ki jo gresta osvajat s strogo pozitivnima verjetnostma,
torej velja princip indiferentnosti, ki ga lahko podobno kot prej zapisemo v obliki:

2
(1—gj)ar + gjas = (1 — g;)as + qas = 3

od koder sledi (¢; — ¢;)(a2 — a;) = 0. Prej smo dognali, da je a; > a9, torej mora
b) Za m > 2 bo dani profil Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko bo veljalo:

2 2
pl(Q’ma"'aQTn):_ m pl(Qma"'7Qm)§_a
— 3 —— 3

m—1 m

pri Cemer je neenakost zahtevana le za primer, ko eden od fantov sploh ne gre osvajat
blondinke. Toda ker je:

P1(@ms -3 Gm) = (1 = @n)P1(@ms - - -3 @) + @uD2(Gms -5 @) < P1( @y -+ @)
—_—— —_——— —_—— ——

m m—1 m—1 m—1
je neenakost avtomaticno izpolnjena. Enakost pa je resljiva, ker je:

1
0,...,0) = J=1 1 1,....1) =pn.(.) = —,
p1(7 ) ) pl() m pl(a ) ) p () m

m—1 m—1
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22.

iz rekurzivne formule pa sledi, da je p; zvezna v vseh argumentih. Ce veé, resitev
je enoli¢na, ker prav tako iz rekurzivne formule in stroge monotonosti sledi, da je
p1 strogo padajoca v vseh argumentih.

Primer, ko je m = 1, moramo obravnavati posebej, ker ne velja sklep, da mora biti
verjetnost, da gre fant osvajat blondinko, strogo manjsa od 1. Princip indiferen-
tnosti ni izpolnjen, ker je pi(-) = 1 # 2/3. Edini fant, ki gre s strogo pozitivno
verjetnostjo osvajat blondinko, lahko v meSanem Nashevem ravnovesju to pocne
le z verjetnostjo 1. To dejansko je mesano Nashevo ravnovesje: ce se fant, ki gre
osvajat blondinko, dobi 3, ¢e se premisli, pa dobi 2. Nasprotno njegov kolega, ki ne
gre osvajat blondinke, dobi 2, ¢e se premisli, da dobi 3/2.

Opazimo Se, da profil, ko nobeden od fantov nikoli ne gre osvajat blondinke, ni
mesano Nashevo ravnovesje: v tem primeru namrec vsi dobijo 2, kdor se premisli,
pa dobi 3. Ce je torej v skupini n fantov, obstaja 2" —1 mesanih Nashevih ravnovesij.

c) Ze v prejsnji tocki smo izracunali, da je ¢; = 1. Nadalje velja:

pi(q) = (1= q@)p1(-) +gqpa() =1 -

)

[\ R e

od koder dobimo ¢ = 2/3 = 0°667. Kon¢no velja Se:

2

Ea

pi(a,0) = (1= ) pi(@) +apa(@) = (1= ) (1= 1) +a((1= @) p2() + aps()) =

od koder dobimo ¢; = (3 — v/2) /2 = 0'382.

Najprej tabeliramo koristnostno funkcijo Uy, kjer prvi igralec igra cisto strategijo,
drugi pa mesa:

e, )
l1—q ¢

A 4 — 4q

B 2—q

C 6q

D 2+¢q

E 6 — 12¢q

Akcijo B lahko iz zgornje ovojnice takoj izlo¢imo, saj je Uy (B, X) < Ui (E, X), za
. X Y X Y o

q > 0 pa velja U; (B, (1 . q)> < U (D, <1 — q)) (da se tudi videti, da
je akcija B strogo dominirana). Preostale uredimo po strminah: F, A, D, C
Pruvi korak. Za zacetno zgornjo ovojnico postavimo FE.
Drugi korak. Daljici, ki pripadata E in A, se sekata pri ¢ =
ovojnica:

e Fza0<q< i

1
e Fin Azaq=

1 .
7- Nova zgornja

PN

Y
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oAza}L<q§1.

Tretji korak. Daljici, ki pripadata A in D, se sekata pri ¢ = %, kar je vec kot }1.
Nova zgornja ovojnica:
Fza0<qg< }1'
Ein Azaq=
1 2.
A za 1<g< 5
Ain D za q =
D za % <qg<l.

=<

Y

(SRS

’

Cetrti korak. Daljici, ki pripadata D in O, se sekata pri ¢ = %, kar je isto kot prej.
Konc¢na zgornja ovojnica je tako:

Fza0<qg< i;

Ein Azaq= %L;

A za Z—i <q< %;

A,C’inDzaq:é;

e (za % <q<1.
Slika:
Ul(*?Q)
6 -
C,
4A
D
2A

Zdaj pa pogledamo, kako se na zgornji ovojnici obnasa koristnostna funkcija drugega
igralca. Za 0 < g < 1/4 upostevamo Uy (E, X) > Uy(E,Y), kar pomeni, da mora
biti ¢ = 0. Dobimo ¢isto Nashevo ravnovesje:

(B, X).

1

Za q = 7 iz principa indiferentnosti dobimo mesano Nashevo ravnovesje:

()G Y)
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Za i < q< % ne dobimo nicesar, saj ni indiferentnosti. Za q = % po principu

indiferentnosti dobimo druzino mesanih Nashevih ravnovesij:

A C D X Y
3 3 5 5

Konéno za 2 < ¢ < 1 upostevamo U,(C, X) < U(C,Y), kar pomeni, da mora biti
q = 1, in dobimo ¢isto Nashevo ravnovesje:

M

Wl =

(C,Y).

23. Najprej opazimo, da je akcija A strogo dominirana z mesanico <1 ép g), brz ko

B
je 1/2 < p < 1. Zgornjo ovojnico koristnostne funkcije Us na mesanicah ( C)

lL—p p
tvorijo:

° Jza0§p<%;
° Jin]zap:%;
oIza%<p<;11;
oIianap:i;
o Mzai<p<i;
oMinKzap:%;

1 3.
o Kzagz<p<i;
oKianap:%;
oLza%<p<1.
e Lin Nzap=1.

Mesana Nasheva ravnovesja:

(G2 ) ) ma=rsi (i o) (o 1))

1
4
L N
(C’, (1—q q)) za0 < ¢q<1/2.

24. Vrednost je 3, dosezena pa je v Cistem Nashevem ravnovesju, ko prvi igralec igra
drugo, drugi pa tretjo akcijo.

25. Vrednost igre je:

min max
0<q<1

Ot DN W~
N =~ W

L—q| _ . _
[ ¢ }—Orélqlglmax{él q,2+2¢,5—3q} =
5-3¢ ;0<¢<1/2
= min 4—q ;1/2<¢<2/3 =
==t 242¢ ;5 2/3<g<
10
=5
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minimum zgornje ovojnice pa je dosezen pri ¢ = 2/3 in vanj sta vpleteni prva in
tretja vrstica. Strategijo prvega igralca v Nashevem ravnovesju torej lahko predsta-
vimo z vektorjem [1 —p p O] T 1z principa indiferentnosti dobimo 4 —2p = 3+ p,
torej p = 1/3. Edino Nashevo ravnovesje je torej par vektorjev:

| ]

1/3
0
To je igra z dvema vrsticama (namesto z dvema stolpcema); pri takih igrah lahko
iS¢emo max-min strategije prvega igralca. Vrednost igre je torej:

maxmin[l— } 24640 =
0521 P Pllg 5 0 3 12|~
:Orélz)a‘g}{lmln{2+4p74+p76_6p74_p712p}:
12p  ;0<p<1/4
B 24+4p ;1/4<p<2/5
o5 ) 4—p s p=2/5
6-6p ;2/5<p<1
18
-

maksimum spodnje ovojnice pa je dosezen pri p = 2/5 in vanj so vpleteni prvi,
tretji in Cetrti stolpec. Strategijo drugega igralca v Nashevem ravnovesju torej
lahko predstavimo z vektorjem [1 —z—t 0 2z t O] 1z principa indiferentnosti
dobimo 2 + 4z 4+ 2t = 6 — 6z — 3t, torej 2z = % — % Nasheva ravnovesja so torej

oblike:

Tretja vrstica je dominirana s prvo in drugo. Ko jo odstranimo, je zadnji stolpec do-
miniran z meSanico iz polovice drugega in polovice tretjega (dominacije tu razumemo
glede na koristnostno funkcijo ustreznega igralca in ne glede na elemente matrike:
dominacija pri stolpcih gre torej v nasprotno smer kot pri vrsticah). Vrednost igre:

7/2.

allw
o |

L
2

(SRS
ol
IS

=)
IN
~
IA
Ol o>

S+ |

Oznacimo matriko igre z A, vrednost pa z v.

Kerje[}l 411 411 ﬂAq:gnegledenaq,jevzg.
1
i
Ker je pTA | {| = 2 ne glede na p, je v < 2.
i
1

Torej je v =5/2.
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29. Oznacimo z ~ enakost vrednosti iger. Za a > 5 iz dominacij dobimo:
2 Z Z a a b a b
c ¢ d c d|’
c ¢ d

za a < 5 pa iz dominacij dobimo:

5 a b a b
a b
a a bl ~la b~ [c d} .
c c d c d
1/4] 1/3
30. Dobimo p = |1/4| € Ain q = |1/3| € A, torej je v = 2. Glede na to, da je
1/2] 1/3
matrika igre, oznac¢imo jo z A, obrnljiva, lahko to storimo tudi s pomocjo inverzne
1 10 -6 4
matrike A=t = — | 7 3 =2/, a se bolj splaca neposredno resiti oba sistema.
Bl 11 9 10

31. Matrika igre ni obrnljiva, torej inverz ne obstaja. Lahko sicer vsem elementom
matrike pristejemo doloceno Stevilo (vsem isto), tako da je nova matrika obrnljiva;
vrednost nove matricne igre je vsota vrednosti stare in Stevila, ki smo ga pristeli.
Vendar pa je veliko ugodneje neposredno resiti sistem. Njegova reSitev je

2/5 1/4
p=|1/5] € Aing= |1/2| € A, torej je v = 0.
2/5 1/4

32. a) Naj Alfred izbere $tevilo i z verjetnostjo p;, Bernard pa z verjetnostjo ¢;. Iz
principa indiferentnosti za Alfreda dobimo:

g1 — 42 =42 —q43 = =(n-1 — 4n = Q4n,
kar ima za resitev ¢; = (n — i + 1)g,,. Ker mora biti vsota verjetnosti enaka 1, je
kond 2(n—i+1)
onfno ¢ = ———=
¢ n(n+1)

Iz principa indiferentnosti za Bernarda pa dobimo:

P11 =P1—P2=P2—P3="""=Dn-1"Pn,
21
n(n+1)
b) Opazimo, da je to kvadratna igra z ni¢elno vsoto (matri¢na igra) z enim samim
mesanim Nashevim ravnovesjem, kjer oba igralca strogo mesata vse akcije. Teorija

pa pravi, da je to v tem primeru edino mesano Nashevo ravnovesje nasploh, torej
zahtevano mesano Nashevo ravnovesje ne obstaja.

od koder podobno kot prej sledi p; =
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33.

34.

35.

36.
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1/4 1
Dobimop= |1/2| e Aing= | 1 | ¢ A.
1/4 ~1

To pomeni, da lahko odstranimo tretji stolpec (céeprav ni dominiran), dobimo igro
3 X 2 in velja:
v = min max{3p,4 — 9p, —8 + 15p} = 1.
P

v—{ 3 ;<3
= 3+4z . .
e T 23

Oznacimo diagonalne elemente z d;,ds,...,d,. Brz ko je d; > 0 in d; <0, je v ¢-ti
vrstici in j-tem stolpcu sedlo; tamkajsnji element je enak 0, torej je v = 0.

Preostane Se primer, ko je bodisi d; > 0 za vse ¢ bodisi d; < 0 za vse i. Tedaj imata
enacbi pTA = a1’ in Aq = (1 resitvi:

p1 q1
. . Kier i 1 . 5 1
p=|:1|, g=|:|, Kerje pp=¢ =7 In a=8==~7.
Pr 0 Gi2ja Yiaz

Vidimo, da je p = q € A, torej je v tem primeru v = (Z?Zl dj’l)_l.
Velja:
v = maxminp’' Ag = max min(pTAq)T =maxming T ATp =
P 4q P 4q P g
= max min(—qTAp) = —minmax g’ Ap = —minmaxp' Aq =
P 4q P 4q a P
= —”U7

torej je v = 0.
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3.

Bayesove igre

1. Prirejeno igro s popolno informacijo lahko zapisemo takole:

LyLy | LiDy | DLy | D1Ds
A |4:3,12:3,2]5;1,1] 3:1,2
By, |7:1,25:1,1]8:3,26:3,1

pri ¢emer prva Stevilka pomeni (pricakovano) korist prvega igralca, druga Stevilka
korist drugega igralca, ki ve, da je v stanju wy, tretja pa korist drugega igralca, ki
ve, da je v stanju wy. Opazimo, da akcija Bjy strogo dominira akcijo Ao (Ceprav
v izvirni igri to velja le v stanju wo, v stanju w; pa velja ravno nasprotno). Torej
lahko problem prevedemo na iskanje mesanih ravnovesij naslednje igre:

Ly | D,
Ly | 1,2]1,1].
D, |3,2[31

V tej igri akcija Dy strogo dominira akcijo L, akcija Ly pa strogo dominira akcijo
D;. Edino mesano Bayesovo ravnovesje je torej ¢isto ravnovesje (Big, D1Ls).

. Najprej opazimo, da pri prvem igralcu, ki dobi signal stanja wq, akcija A dominira

akcijo B, ¢e dobi signal stanja ws, pa akcija B dominira akcijo A. Za prvega igralca
s tema dvema signaloma je torej strategija jasna, za prvega igralca s signalom stanja
wy in drugega igralca pa dobimo stratesko igro z naslednjima funkcijama koristnosti:

L123 D123
Ay | 0,3 ] 4,3
By|3,2|1,-1

Iz tabele razberemo, da sta (As, Di93) in (Bg, L123) Cisti Bayesovi ravnovesji in da

Bayesovih ravnovesij tipa ¢isto-mesSano ni. Nadalje iz principa indiferentnosti raz-
. Ay 32) (L123 D123)) -

beremo, da je profil , , kjer je 0 < p,q < 1, mesano
jep ((1_p » 1 —q¢ ¢ jer j p.q

Bayesovo ravnovesje natanko tedaj, ko velja % + %p =3 —4p in 4q = 3 — 2q, torej

p = % inqg = % Sklep: meSana Bayesova ravnovesja nase igre so (A;AsBs, Dia3),

. A, B L D
(AlBQBg, L123) in (Al ( 22 l2) 337 ( 123 i23>)‘

3 3 2 2

. Opazimo, da pri prvem igralcu, ki ve, da je v prvem stanju, akcija T" strogo dominira

akcijo B. Podobno pri drugem igralcu, ki je v drugem stanju, akcija L strogo
dominira akcijo R. Tako lahko med akcijama izbirata le Se prvi igralec, ki je v
stanju wy ali w3, in drugi igralec, ki je v stanju w; ali ws. Za ta dva igralca dobimo
naslednjo prirejeno stratesko igro:

Lis | Ri3
Tos | £,2]2,7 |
By |2,4(2,3
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Vidimo, da akcija Bz strogo dominira akcijo Tp3 (medtem ko v imamo v stanju
wo izvirne igre le navadno dominacijo). Ko akcijo T3 izlo¢imo, vidimo, da se dru-
gemu igralcu bolj splaca igrati L;3. Edino mesano Bayesovo ravnovesje igre je torej
(T1,B23;L2,L13)-

. a) Anita ima na voljo akciji ‘prodaj’ (recimo P) in ‘zadrzi’ (recimo Z), Bojan pa

ima na voljo akciji ‘kupi’ (recimo K') in ‘odkloni’ (recimo O). Igra ima dve stanji,
recimo d, Ce je avto v dobrem stanju, in s, ¢e je v slabem stanju. Tedaj lahko to
zapisemo kot naslednjo Bayesovo igro:

Stanje d: Stanje s:
K @] K O
Plc—6,9—¢]|0,0 Plc,3—¢|0,0
Z 0,0 0,0 Z | 0,0 10,0

b) Prirejena strateska igra s popolno informacijo je:

de Ods
PP, | ¢c—6,c,7—c ]0,0,0

PiZ,|¢—6,0,6—2¢|0,0,0 |
ZaPs| 0,¢,1—4c¢ 10,0,0
ZaZ, 0,0,0 0,0,0

Profila, ko zeli Bojan kupiti avto, Anita pa zadrzati avto v slabem stanju, nista
nikoli Bayesovi ravnovesji. Vsi ostali profili ¢istih strategij so Bayesova ravnovesja
za vsaj eno ceno.

c) Pri 6 < ¢ < 7 je iskano Bayesovo ravnovesje profil (P, Ps, Kg4s), pri ¢ < 3 pa profil
(ZaPs, Kgs).

d) Bojan je lahko ob primerni ceni indiferenten pri vsaki Anitini strategiji. Toda
strategiji z Z, se Aniti ne splac¢ata pri nobeni ceni, zato ju lahko izlo¢imo. Pri stra-
tegiji PP, je Bojan indiferenten pri ceni ¢ = 7 in pri tej ceni je to edina strategija,
ki se pri tej ceni splaca Aniti. Pri strategiji Z;P; pa je Bojan indiferenten pri ceni
¢ = 3 in to je spet edina strategija, ki se pri tej ceni splaca Aniti. Iskani ceni sta
torej c=3inc="T.

. Najprej opazimo, da pri prvem igralcu, ki dobi signal stanja wq, akcija A dominira

akcijo B, pri drugem igralcu, ki dobi signal stanja w,, pa akcija D dominira akcijo
L. Za igralca s tema signaloma je torej strategija jasna, torej se lahko omejimo na
prvega igralca, ki dobi signal stanj ws in w3, in drugega igralca, ki dobi signal stanj

. .. . . W9 W3 . w1 W3
wq in ws. Prvi ima aposteriorno porazdelitev , drugi pa ( .

1/3 2/3 1/3 2/3
Dobimo stratesko igro z naslednjima funkcijama koristnosti:
Lys | Dis
Ass | 5,0 1,3 |.
By | 1,2 3,1




M. RAIC: RESENE NALOGE I1Z TEORIJE IGER 83

S primerjanjem funkcij koristnosti hitro ugotovimo, da ¢istih Bayesovih ravnovesij
ni, prav tako tudi ne kombinacij Cisto—mesano. Iz principa indiferentnosti razbe-
. Ags BQ3> ( Lz Dis
remo, da je profil ,
P ((1—p p I-q¢ ¢
Bayesovo ravnovesje natanko tedaj, ko velja 5 —4qg = 1+ 2¢ in 2p = 3 — 2p,

orej =3 n = 3. ino mesano OVO Tavnovesj ne igre je torej
tore 3 2. Ed Sano Bayesovo sje dane e tore

Ass B L3 D
(L 5o )
4 4 3 3

6. a) Igra ima 6 stanj glede na to, katero nagrado dobi posamezen igralec — recimo
AB, AC, BA, BC', CAin CB. Prvi igralec lahko dobi signale Ax, Bx in C'x, drugi
igralec pa *A, *B in *C, pa¢ glede na to, katero nagrado je posamezen igralec dobil.
Ce prvi igralec prejme signal Ax, je aposteriorna (pogojna) porazdelitev stanj enaka

AB AC

1/2 1/2
Vsak igralec ima dve mozni akciji: menjati (M) ali ne menjati (N). Do menjave
pride, ¢e sta obe akciji enaki M. Od tod dobimo naslednje tabele koristnostnih
funkcij po stanjih:

)>, kjer je 0 < p,q < 1, meSano

) in podobno tudi za ostala dva signala in za drugega igralca.

AB AC BA

N | M N | M N | M
NI1,1]1,1 N |1,2]1,2 N 3,434
M| 1,1]3, M|1,2]4,4 M|3,4]1,1

BC CA CB

N | M N | M N | M
N [3,2]3,2 N [4,4]4,4 N [4,1]4,1
M|3,2]4,1 M| 4,412 M| 4,1]3,2

b) V Bayesovem ravnovesju prav gotovo ne pride do menjave nagrad, ki imata
za igralca najvi§jo mozno vrednost, t. j. prvi igralec ne bo zamenjal nagrade C|
drugi igralec pa ne nagrade A. Oglejmo si zdaj profil, pri katerem je vsak igralec
pripravljen zamenjati vsako nagrado razen najvisje, t. j. profil:

(MA*MB*NC*7 N*AM*BM*C) .

Koristnostne funkcije igralcev z ustreznimi signali v prirejeni strateski igri s po-
polno informacijo so za ta profil enake (3'5,3'5,4;4,2'5,2°5), kar je veGje ali enako
(1,3,35;2°5,1,2) — koristnostnim funkcijam posameznih igralcev s signali za pri-
mer, ko zamenjajo akcijo. Zato je profil (M. Mp.Ncs, NaxMp.Mc.) Bayesovo rav-
novesje, v njem pa lahko pride do vseh menjav, ki jih nismo izkljucili, t. j. A < B,
A<~ Cin B+ C.

c) Profil, pri katerem nobeden ni nikoli pripravljen menjati, je Bayesovo ravnovesje,
ker se, ¢e je dolocen igralec pri doloc¢enem signalu (t. j. dolo¢eno nagrado) pripra-
vljen menjati, njegova koristnostna funkcija ne spremeni. Ta profil je torej ¢isto
Bayesovo ravnovesje, pri katerem nikoli ne pride do menjave.
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7. Vsak igralec ima dve akciji: menjati (recimo M) in ne menjati (recimo N). Mnozica

stanj je mnozica parov dobitkov, ki jih lahko dobita igralca. Ce dobitke oznaéimo
kar z 1,2,...,n, so torej stanja urejeni pari (7, ), kjer je i,7 € {1,...,n} in i # j.
Porazdelitev na mnozici stanj je enakomerna, vsa stanja imajo verjetnost ﬁ Iz
stanja (i, j) dobi prvi igralec signal i*, drugi pa signal *j.

Oznacimo vrednosti dobitkov z x1, xs, . . ., x,. Brez skode za splosnost bomo privzeli,
da je 71 < 29 < --- < x,. Koristnostni funkciji Bayesove igre sta tedaj v stanju
(i,7) enaki:

UI(N,N):UI(N,M):Ul(M,N):IZ, UI(M,M):.T]',
UQ(N,N):UQ(N,M):UQ(M,N):.T], UQ(M,M):.CL'Z
Prirejena igra s popolno informacijo pa ima 2n igralcev: prvega igralca skupaj s
svojo nagrado in Se drugega igralca skupaj s svojo nagrado. Profili v tej prirejeni

igri bodo torej vektorji (ai,...,a,,b,...,b,), kjer so a; in b; lahko enaki M ali N.
Oznac¢imo koristnostne funkcije igralcev v prirejeni igri z Uiy, ..., Uiy, Usy, ..., Usp.

Ce so stiri mozne nagrade, velja:
Ull(Zl*NQ*N3*N4*7 N*IZ*ZN*?)N*ZL) = %xl + %l’Q .

V splosnem pa lahko koristnostne funkcije zapisemo v obliki:

Uri(ay, ..., a1, N, @1, ..., ap; by, ... by) = 4,
1
Uli(al,...,ai,l,M,aiH,...,an; bl,...,bn):xi—i——n 1 E (a:j—xi),
Ji
J#i
bj=M

UQj(CLl,...,CLn; bl,...,bjfl,N,bj+1,...,bn) =j,

1
Ugj(a1,...,an; bl,...,bj_l,M,bj+1,...,bn) :[L'j—|— n—1 Z (IL’Z —.’L'j).
i
a;=M

Profil (ay,...,a,,b1,...,b,) je torej ¢isto Bayesovo ravnovesje, ¢e so izpolnjeni na-
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slednji pogoji:

> (z—2) <0, Geje a; =N, (1)
Z(xj—xi)z(), Ceje a; =M, (2)

> (zi—a;) <0, e je b

%
1#£]
a; =M

Z(x,-—xj)zo, Ce je

%
1#]
ai:M

<
I
=
—
w
~

Q@‘
I
=

—~

=

Loc¢imo naslednje moznosti:

e Nobeden nikoli ne menja. V tem primeru so vse $tiri vsote enake ni¢ in imamo
Bayesovo ravnovesje.

e Fden od igralcev nikoli ne menja, drugi pa je v dolocenih primerih pripravijen
menjati. Recimo, da je prvi igralec tisti, ki nikoli ne menja. Tedaj se pogoji
(1)—(4) zreducirajo na:

Z(%‘—%)EO za vse 1.
I

st
Ce sem vstavimo ¢ = 1, dobimo, da mora biti b; = N za vse j > 1 (torej
by = M). Ni se tezko prepricati, da to dejansko je Bayesovo ravnovesje. Po-
dobno dobimo, ¢e igralca zamenjamo. Skratka, v Bayesovem ravnovesju smo,
¢e eden od igralcev ni pripravljen nikoli menjati, drugi pa je pripravljen menjati
nagrado z najnizjo vrednostjo.

e Oba igralca sta v dolocenth primerih pripravijena mengjati. V tem primeru
oznacCimo z ¢* oz. 7* dobitek z najvisjo vrednostjo, ki ga je prvi oz. drugi igralec
Se pripravljen zamenjati. Privzemimo najprej, da je i* < j*. Ce v pogoj (4)
vstavimo j = j*, dobimo:

Z (ZL’Z — .Z‘j) Z 0,
(5

i<j*

a; =M

ker ni res, saj je > (i —z;) < @ —xj» < 0. Podobno je izkljuCena
ii<j* a;=M
tudi moznost j* < ¥, torej mora biti i* = j* =: m. Pokazimo, da je m = 1.



86

M. RAIC: RESENE NALOGE I1Z TEORIJE IGER

Najprej, ¢e v pogoj (2) vstavimo i = m, dobimo:

Js

j<m

bi=M
kar je mozno le, e je b; = N za vse j < m. Ce bi bilo m > 1, bi torej veljalo
by = N, potem pa bi iz pogoja (3) za 7 = 1 dobili:

Z(l’i—lﬂl)ﬁoa

&
i>1
[ll':M

kar ni res, saj je Y. (x;—x1) > xpy — a1 > 0.
ii>la;=M
Sklep: c¢ista Bayesova ravnovesja so profili, kjer je vsak od igralcev pripravljen
zamenjati kve¢jemu nagrado z najnizjo vrednostjo. V c¢istem Bayesovem ravnovesju
torej ne pride do menjave.

. Stanja igre so vse mozne delitve kart. Za vsako delitev kart signal posameznemu

igralcu pove, kateri karti je dobil on. Strategija za vsakega igralca z znanima kar-
tama pove, katero naj odvrze: strategije so vse mozne kombinacije. Dovolj pa je
povedati, katero karto posamezen igralec odvrze v primeru, ko dobi dve razli¢ni
karti. Koristnostni funkciji sta jasni. Aposteriorne verjetnosti dobimo iz apriornih,
pri katerih so vse mozne delitve, kjer vse karte lo¢imo, enako verjetne.

Cisto Bayesovo ravnovesje je profil, pri katerem ima vsak od igralcev naslednjo
strategijo:

e Ce dobi kamen in skarje, odvrze skarje.

e Ce dobi skarje in papir, odvrze papir.

e Ce dobi papir in kamen, odvrze kamen.
Izracunajmo pricakovano koristnost posameznega igralca s signalom za ta profil.
Manj zanimiva moznost je, da je dobil dve enaki karti. Zaradi simetrije lahko brez
skode za splosnost privzamemo, da je dobil dvakrat kamen. Preostanejo Se dvakrat

skarje in dvakrat papir. Mozni nasprotnikovi nabori kart skupaj z aposteriornimi
verjetnostmi in dobitki igralca so naslednji:

] nasprotnikovi karti \ aposteriorna verjetnost \ dobitek ‘

skarje, papir 2/3 0
skarje, skarje 1/6 1
papir, papir 1/6 0
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Pric¢akovani dobitek znasa 1/6 tocke. ZanimivejSa pa je moznost, da je dobil dve
razli¢ni karti. Spet lahko zaradi simetrije brez skode za splosnost privzamemo, da je
dobil kamen in skarje. Preostanejo Se karte kamen, skarje in dvakrat papir. Mozni
nasprotnikovi nabori kart skupaj z aposteriornimi verjetnostmi in dobitki igralca so

naslednji:
’ nasprotnikovi karti ‘ aposteriorna verjetnost ‘ dobitek ‘
kamen, skarje 1/6 1/2
kamen, papir 1/3 0
skarje, papir 1/3 1
papir, papir 1/6 1

Pri¢akovani dobitek znasa 7/12 tocke.

Zdaj pa moramo pricakovane dobitke primerjati s pricakovanimi dobitki v primerih,
ko igralec s signalom zamenja strategijo. Formalno gledano strategija opisuje rav-
nanje v vseh primerih: tako opis strategije igralca, ki dobi kamen in skarje, zajema
tudi irelevantni primer, ko bi dobil Skarje in papir. Toda koristnostna funkcija se
bo spremenila le, ¢e se bo spremenil predpis, kako naj ravna, c¢e je dobil kamen in
skarje. Torej se bo namesto ‘odvrzi skarje’ glasil ‘odvrzi kamen’. V tem primeru je
situacija naslednja:

’ nasprotnikovi karti \ aposteriorna verjetnost \ dobitek ‘
kamen, skarje 1/6 1
kamen, papir 1/3 1/2
skarje, papir 1/3 0
papir, papir 1/6 0

in pricakovani dobicek znasa 1/3, kar je manj od prejsnjih 7/12.
Opomba. Ker je to simetri¢na igra s fiksno vsoto 1, mora apriorni pricakovani
dobicek vsakega igralca nujno znaSati 1/2. MozZno je izracunati, da posamezen

igralec dobi enaki karti z verjetnostjo 1/5 in razli¢ni z verjetnostjo 4/5. Apriorni

1 4 1
l = —. tako kot mora biti.

icak i dobicek torej S — - — 4 — . — = —
pricakovani dobicek torej znasa - - = + A TiabL
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9. Vsak od igralcev ima dve akciji: vreci ali ne vrec¢i karto. Stanja igre je mozno

podati na ve¢ nacinov. Lahko so to npr. kar razporeditve kart v kupu, za katere
privzamemo, da so oznacene: v tem primeru imamo 5! = 120 enako verjetnih stanj.
Lahko so to vsa mozna jemanja dveh oznacenih kart s kupa: v tem primeru imamo
6 - 5 = 30 enako verjetnih stanj. Lahko pa stanje le pove, kateri igralec ima kaksno
karto, npr. prvi igralec ima asa, drugi pa fanta (karte so neoznacene). V tem primeru
pa imamo 9 stanj, a niso vsa enako verjetna: stanja, kjer imata oba igralca enaki
karti, imajo verjetnosti 1/15, stanja, kjer imata razlicni karti, pa 2/15. Pri tej
definiciji stanj sta koristnostni funkciji naslednji:

FF FK FA

V| N vV | N vV | N
vV 10,0]0,0 VI-1,1]1,-1 VI-22]2 -2
N|0,0]0,0 N| 0,0 | 0,0 N| 0,0 | 0,0

KF KK KA

V | N vV | N V | N
VI[1,-1/0,0 V100 |11 VI -1,1]2 -2
N|=1,1[0,0 N|—=1,1] 0,0 N|—1,1] 0,0

AF AK AA

V | N vV | N V | N
V12, -210,0 VIl —1]1,-1 V10,0 |2 -2
N|—=2,2]0,0 N|—=22]0,0 N|=2,2] 0,0

Signal posameznemu igralcu pove, kaksno karto ima. Vsak igralec torej lahko dobi
tri signale — ‘fant’, ‘kralj’ ali ‘as’.

Iz tabele od¢itamo, da pri igralcu, ki dobi asa, akcija ‘vre¢i’ v vseh stanjih strogo
dominira akcijo ‘ne vreci’. Zato igralec asa vedno vrze.

Podobno je pri igralcu, ki dobi kralja: akcija ‘vre¢i’ v vseh stanjih dominira akcijo
‘ne vre¢i’. To pomeni, da, ¢e obstaja ¢isto Bayesovo ravnovesje, obstaja tudi tako,
pri katerem nobeden od igralcev ne vrze kralja. Mozno pa je tudi izracunati, da je
v prirejeni strateski igri dominacija stroga, torej dejansko ni Bayesovega ravnovesja,
pri katerem kaksSen od igralcev ne bi vrgel asa.

Konc¢no, ¢e zozimo igro, tako da igralec, ki dobi asa ali kralja, tega vrze, dobimo,
da pri igralcu, ki vrze fanta, akcija ‘ne vre¢i’ dominira akcijo ‘vreci’. Spet je mozno
izracunati, da je v prirejeni strateski igri dominacija stroga. Od tod sledi, da ima
igra Cisto Bayesovo ravnovesje (Npy Vi1 Va1, NrpaVigaVao): vsak od igralcev igra tako,
da fanta ne vrze, kralja ali asa pa vrze. Ce upostevamo strogost dominacij, dobimo,
da je to tudi edino mesano Bayesovo ravnovesje.

Opomba. Priizracunu Bayesovega ravnovesja nismo ¢isto ni¢ potrebovali aposteri-
ornih verjetnosti. To pomeni, da rezultat velja ne glede na to, koliko fantov, kraljev
ali asov je v kupu, z edino omejitvijo, da v kupu ni samih fantov. V slednjem
primeru se namre¢ enako splaca fanta vreci ali ne vredi.
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4. Ekstenzivne igre

1. Prirejena strateska igra:

CE|CF|DE|DF
AL 1]1,1]3,2]3,2
Bl2241]2241

ima naslednja meSana Nasheva ravnovesja:

DE DF 1 . CE DFE
: <g< — : < g <
<A’(1—q Q>) Vsasy ( (1—q )) V=as

2. Edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje je (A, DE), prirejena strateska igra pa ima
poleg tega Se ¢isto Nashevo ravnovesje (B,CFE). To pri vgnezdenih izpade, ker
drugi igralec ve, kaj je igral prvi.

DN | —

Opomba. Pomembno je, da vemo, kako ravna drugi igralec tudi v situaciji, do
katere dejansko sploh ne pride!

3. Drevo z ustreznimi vgnezdenimi Nashevimi ravnovesji podiger:

(AHK,CE)
(BHK,CE)
(AIK,CE)
(BIK,CE)
(BHL,CF)
(BIL,CF)

Igra ima torej Sest vgnezdenih Nashevih ravnovesij.
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4. Tu gre za igro s preferencno funkcijo, ki ima tri vrednosti: s > [ > m. Vsak kanibal
K; ima dve akciji: P, (poje misionarja ali kanibala) in N; (ne poje). Spodaj sta
prikazani drevesi igre za primer, ko je n sod, in primer, ko je n lih. Pri tem so
s pikcasto ¢rto oznacene akcije, ki jih kanibali ne izberejo, z neprekinjeno ¢rto pa
akcije, ki jih izberejo. Ce je n sod, je drevo igre z izbranimi akcijami naslednje:

Ky o— o (10,0, L)
P N
K, o (s, L LT
Py N
K, > (my s, 0, LD
Ps
L
Np_2
K, 20 o(m,m,m,...,m,s,111)
Paz o
Ky 4 6&——o (m,m,m,...,m,m,s,11)
Pn—1
Np,
K, ¢ o(m,m,m,...,m,m,m,s,I)
Py,
[¢]
(m,m,m,...,m,m,m,m,s)
Vgnezdeno Nashevo ravnovesje je (N1, Py, N3, ..., P,_o, N,_1, P,), torej misionar

ostane pri zivljenju. Ce je n lih, pa je drevo igre z izbranimi akcijami naslednje:

K, Mo, L LD
KQIH—M@(S,Z,Z,...,Z,Z,Z,Z,Z)
KBTPQ M tmys, L LD
P3
K, _» o Mz (m,m,m,...,m,s, 1 11)
K, 1 T o (m,m,m,...,m,m,s,l1)
K, IP’” Mo (m,m,m,...,m,m,m,s,l)
P,
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Vgnezdeno Nashevo ravnovesje je (Py, No, Ps, ..., P,_2, N,_1, P,), torej glavni kani-
bal poje misionarja, drugi kanibal pa prvega pusti pri zivljenju. Tako vsi kanibali
vselej ostanejo zivi.

5. a) Delitev v prvem koraku ponazorimo s Stevilom 0 < p < 1, kjer je recimo 1 — p
delez levega, p pa delez desnega kosa torte. Na drugem koraku ima drugi jedec na
voljo dve akciji, L in D — za jemanje levega in desnega kosa. Strogo gledano bi
morali gledati Se tretji korak, kjer prvi jedec vzame preostali kos torte, a ker je to
edina moznost, tega ne bomo narisali. Drevo igre:

Ji

P 1—p
I—p D

Na drugem koraku drugi jedec izbere L, ¢e je p < 1/2, in D, ¢e je p > 1/2; pri
p = 1/2 mu je vseeno. To moramo zdaj pokombinirati. Dobimo dve kombinaciji:
rekli bomo, da je drugi jedec levicarski, ¢e pri p = 1/2 vzame levi kos, in desnicarski,
¢e pri p = 1/2 vzame desni kos. Opisa ‘levicarski’ in ‘desnicarski’ dolocata ravnanje
drugega jedca za vse mozne p: pri p # 1/2 jedec seveda vzame vedji kos.

Ne glede na to, ali je drugi jedec levicarski ali desnicarski, pa prvi dobi p za p < 1/2
in 1 —pzap>1/2. Maksimum tega je dosezen pri p = 1/2. Igra ima torej dve
vgnezdeni Nashevi ravnoves;ji:

1 1
(5, 1eviéarski> in < 37 desniéarski)

in pri obeh vsak od jedcev dobi natan¢no polovico torte.

b) Ustrezni postopek za n jedcev je naslednji: najprej prvi jedec razdeli torto na n
kosov. Nato drugi jedec vzame enega izmed kosov, sledi mu tretji jedec, ki vzame
enega izmed Se preostalih kosov in tako naprej. Na koncu n-ti jedec vzame enega
izmed dveh kosov, ki sta Se na voljo, in prvi jedec dobi zadnji Se preostali kos.

Oznacimo delitev torte z n-terico (p1,pe,...,Pn), Kjer je p1,pe,...,pn > 01in p; +
po+ -+ p, = 1. V vgnezdenem Nashevem ravnovesju na vsakem od naslednjih
korakov jedec, ki je na potezi, vzame najvecji kos, ki je Se na voljo (lahko ima ve¢
moznosti). To pomeni, da je dobitek prvega jedca enak min{p;,pa,...,p,}. To pa
je maksimalno pri p; = ps = --- = p, = 1/n, torej res vsi dobijo enako velike kose.
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6. Gre za ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:

Ponudba: A
p
Odgovor: 1
S A
1—p 3(1-p)/4
p (1-p)/4

Oglejmo si najprej, kaj se splaca storiti Egonu. Ce je p < 1/5, se mu bolj splaca
zavrniti, ¢e je p > 1/5, se mu bolj splaca sprejeti, pri p = 1/5 pa se mu oboje enako
splaca.

Preden se lotimo vprasanja, kaj se najbolj splac¢a storiti Albertu, moramo pokombi-
nirati Egonove strategije v vseh moznih situacijah, v katerih se znajde. Mozni sta le
dve kombinaciji. Rekli bomo, da je Egon ustrezljiv, ¢e zavrne pri p < 1/5 in sprejme
pri p > 1/5. Nadalje bomo rekli, da je zloben, ¢e zavrne pri p < 1/5 in sprejme pri
p > 1/5.

Albertov dobitek v odvisnosti od njegove ponudbe p ima naslednji graf:

J |

N
—
NS

AN

]
T

1/5 1 P

pri ¢emer je vrednost pri p = 1/5 na zgornji ¢rti, ¢e je Egon ustrezljiv, in spodaj,
¢e je Egon zloben. Ce je Egon ustrezljiv, je maksimum v tej tocki tudi doseZen, ce
je Egon zloben, pa maksimum ni dosezen. Edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje je
torej (p = 1/5, Egon ustrezljiv).

7. Gre za ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:
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1. krog — ponudba: P

1. krog — odgovor: P

2. krog — ponudba:
I—p
P

2. krog — odgovor: £

e}

op2

o

Oglejmo si najprej odgovor v drugem krogu. Ce je py > 0, se prvemu igralcu splaca
ponudbo sprejeti, pri p» = 0 pa mu je vseeno. Recimo, da je prvi igralec vdan,
e sprejme vsako ponudbo (tudi ni¢elno), in ponosen, ¢e sprejme ponudbo py > 0
in zavrne ponudbo 0. V ta dva pojma zajamemo tudi prej omenjene nedvoumne
reakcije prvega igralca.

Oglejmo si zdaj, kaj se drugemu igralcu spla¢a ponuditi v drugem krogu. Ce je prvi
igralec vdan, drugi dobi §(1 — py), ¢e je prvi ponosen, pa drugi dobi §(1 — py), ¢e
je po > 0, in 0, & je p, = 0. Ce je prvi igralec ponosen, maksimum ni dosezen,
¢e je vdan, pa je maksimum dosezen pri p, = 0. To je edino vgnezdeno Nashevo
ravnovesje za to podigro.

Oglejmo si zdaj odgovor v prvem krogu. Ce prvi igralec ponudi veé kot §, se drugemu
splaca ponudbo sprejeti, ¢e ponudi manj kot ¢ (in je prvi igralec v drugem krogu
vdan), se mu jo splaca zavrniti (in postaviti protiponudbo 0). Ce pa prvi igralec
ponudi to¢no 9, je drugemu igralcu vseeno, ali ponudbo sprejme ali pa zavrne.
pripravi protiponudbo 0. V prvem primeru bomo rekli, da je ustreZljiv, v drugem
pa, da je zloben. V ta dva pojma zajamemo tudi prej omenjene nedvoumne reakcije
drugega igralca.

Konc¢no si oglejmo $e, kaj se prvemu igralcu splaca ponuditi v prvem krogu. Ce je
drugi igralec ustrezljiv (in nato prvi igralec v drugem krogu vdan), prvi dobi 0, ¢e
je pr < &,in 1 — py, Ce je p; > J. Ce je drugi igralec zloben, pa prvi dobi 0, ée je
p1 < J,in 1 —pq, ¢ je py > J. Ce je drugi igralec zloben, maksimum ni doseZen,
¢e je ustrezljiv, pa je maksimum doseZen pri p; = . Edino vgnezdeno Nashevo
ravnovesje igre je torej:

(p1 = 6, vdan; py = 0, ustrezljiv) .



94

M. RAIC: RESENE NALOGE I1Z TEORIJE IGER

8. Najprej je na potezi Herbert, ¢igar akcije so urejene trojice (hq, ho, h3) — glede na

to, koliko zlatnikov je dal posameznemu svetovalcu. Nato je na potezi Kaspar, ¢igar
akcije naj bodo urejene trojice (ki, ko, k3).

Naj bo H stevilo svetovalcev, ki so so Herberta dobili strogo ve¢ kot od Kasparja.
Nadalje naj bo K stevilo svetovalcev, ki so od Kasparja dobili strogo ve¢ kot od
Herberta. Velja H + K < 3: preostanek je stevilo svetovalcev, ki so od obeh dobili
enako.

Oznacimo z uy Herbertovo, z ux pa Kasparjevo koristnostno funkcijo. Njune vre-
dnosti so prikazane v naslednji tabeli:

’ MozZnost \ Kdo dobi posel \ Uy \ UK ‘
HZK+2 Herman 5—h1—h2—h3 —kl—kg—kg
HZZ,Kzl Herman 5—h1—h2—h3 —kl—kg—kg

3
S0 by —hy— hy | 3=k — ks — s

£ 4 4
4

Herman z verjetnostjo

H=1,K=0 Kaspar z verjetnostjo

H=K vsak z verjetnostjo 1/2 g —hy — hy — hs % — k1 — ko — ks

B . | Herman z verjetnostjo %L, 5 15
H=0K=1 Kaspar z verjetnostjo % e A
Hzl,KZQ Kaspar —hl—hg—hg 5—]{?1—]{?2—]{?3
HSK—Q Kaspar —hl—hg—hg 5—1{?1—]62—]63

Najprej si moramo ogledati, kaj se pri Herbertovi akciji (hq, ha, h3) najbolj splaca
narediti Kasparju. Opazimo, da ne more veljati 0 < k; < h;, saj se v tem primeru
Kasparju strogo bolj splaca i-temu svetovalcu ni¢ dati. Nadalje ne more veljati
k; > h; 41, saj se v tem primeru Kasparju strogo bolj splaca i-temu svetovalcu dati
h; + 1. A tudi primer k; = h; # 0 je izkljufen: podrobnosti so v naslednji tabeli (s
¢rtico, torej H', K’ u, so oznacene ustrezne koli¢ine po spremembi):

| ux [ k|
ks —ks | 0

H | K| e |

3
ks — ks Rt 1] 1

0

1

0

]

bRkt -h-h-h
A iy gy T
Y v ¥ — R To— S—
Yy v ¥ — g ro— S —

B— k| — kb — kb = ug + ki

5
4
S — ko —ky | K+ 1
B —ky — k| ki + 1

5—ky—ky— k3 0

o|lo| o~ || T
M»—»—OOON
ro| o ro| =] = of| =

Torej mora za vsak i veljati bodisi k; = 0 bodisi k; = h; + 1 (Kaspar svetovalca ne
podkupi ali pa podkupi). Ni tezko preveriti naslednje:

e Ce Herbert ne podkupi nobenega svetovalca, se Kasparju najbolj splaca z enim
zlatnikom podkupiti dva od treh svetovalcev. V tem primeru Herbert dobi 0.
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e Ce Herbert podkupi natanko enega svetovalca, se Kasparju najbolj splaca z
enim zlatnikom podkupiti preostala dva svetovalca. V tem primeru je Herbert
vV minusu.

e Ce Herbert podkupi natanko dva svetovalca in je m manjsi znesek, ki ga da
svetovalcu, lo¢imo tri podmnoznosti:

— Pri m < 3 se Kasparju najbolj splaca podkupiti Sse nepodkupljenega sve-
tovalca (z enim zlatnikom) in tistega, ki dobi manjSo podkupnino (z m+ 1
zlatniki). V tem primeru je Herbert v minusu.

— Pri m > 3 se Kasparju na splaca podkupiti nikogar. Herbert je spet v
minusu, saj dobi 5 — 2m ali manj.

— Pri m = 3 pa je Kaspar indiferenten med prejsnjima dvema moznostma.
Pri obeh je Herbert v minusu.

e Ce Herbert podkupi vse tri svetovalce z zneski m < s < M, spet lo¢imo tri
moznosti:

— Pri m + s < 3 se Kasparju najbolj splaca podkupiti tista dva, ki dobita
manj, torej m in s (z m + 1 in s + 1 zlatniki). V tem primeru je Herbert
vV minusu.

— Pri m + s > 3 se Kasparju ne splaca podkupiti nikogar. Spet je Herbert v
minusu, saj je bodisi m = s = 2 in Herbert dobi 5—m—s—M < 5—-2—-2—
2 = —1, bodisi je s > 3 in Herbert dobi 5—m—s—M <5—-1-3-3 = —-2.

— Prim+s = 3 pa je Kaspar indiferenten med prejsnjima dvema moznostma.
To je mozno le, ¢e je m = 1 in s = 2, se pravi, da Herbert dobi 5 —1—2 —
M<5-1-2-3<0.

Kasparjeva strategija je sestavljena iz vseh moznih kombinacij, ki zadostujejo zgor-
njemu opisu: Za vsako Herbertovo strategijo (hi, hs, hg) ima lahko Kaspar eno ali
ve¢ moznosti. V slednjem primeru bomo rekli, da je konservativen do Herber-
tove strategije (hq, he, h3), ¢e ne podkupi nikogar, in aktiven, ¢e ustrezno podkupi.
Vgnezdena Nasheva ravnovesja so naslednja:

e Herbert ne podkupi nikogar, Kaspar pa ubere katero koli od prej omenjenih
strategij (torej se zgodi, da izbere dva izmed treh svetovalcev in ju podkupi s
po enim zlatnikom).

e Herbert enega svetovalca podkupi z enim zlatnikom, preostala dva pa s po
dvema zlatnikoma, in Kaspar je do te Herbertove strategije konservativen (do
ostalih pa lahko kar koli).

9. Po izteku igre sta dobitka enaka:

u (g, ) =(17T-¢a — @)y — a, us(qr, ) = (17— 1 — @)+ — 1)

Najprej moramo raziskati, kdaj pri danem ¢ izraz wus(qi,q2) doseze maksimum.
Loc¢imo dve moznosti:

1. ¢1 > 17. V tem primeru je us(qi, ¢2) = —¢2 in maksimum je dosezen pri g, = 0.
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2. ¢ < 17. V tem primeru je:

16— =) s @<1T—q¢
U2l ) = { —q2 ;e > 17T —q1

Najprej opazimo, da drugi del funkcije doseze maksimum na levem krajiscu,
pri ¢ = 17 — ¢q;. Torej je maksimum dosezen za 0 < ¢, < 17 — ¢;. Na levem
krajis¢u je us(q1,0) = 0, na desnem pa je us(q1,17 — 1) = —(17—q1) < 0.
Stacionarna tocka je pri go = 8 — ¢1/2, a ta lezi znotraj intervala [0, 17 — ¢] le
za 1 < 16. Takrat je us(q1,8 — ¢1/2) = (8 — ¢1/2)* > 0, torej je maksimum
dosezen tam. Za q; > 16 pa znotraj danega intervala ni stacionarnih tock in
maksimum je dosezen pri ¢ = 0.

Vse primere lahko povzamemo tako, da je maksimum izraza us(qi,q2) po g2 (pri
danem ¢;) dosezen pri ¢o = (8 — ¢1/2)+. Ko to vstavimo v koristnostno funkcijo
prvega igralca, dobimo:

@ 8¢1 —qi/2 ; q1 <16
Uy (917 (8 — 5) ) =¢ 16—q)gn ;16<qn <17
* —1 ;g1 > 17

kar je maksimalno pri ¢; = 8.

V edinem vgnezdenem Nashevem ravnovesju torej prvi proizvajalec proizvede 8,
drugi pa 4 enote blaga. Dobicek prvega proizvajalca je torej enak 32, drugega pa
16. Glede na to, da imata oba proizvajalca enako funkcijo proizvodnih stroskov, je
torej bolje biti prvi proizvajalec.

Po izteku igre sta dobitka enaka:
(g @) = (G-a—a@)r—Da,  ula,e)=(6-a—a)—1)a.

Najprej moramo raziskati, kdaj pri danem ¢, izraz wus(qi,qe) doseze maksimum.
Vrednosti in najboljse odgovore lahko tabeliramo:

©=0@p=1¢=2|¢=3|¢@p=4¢p=25 1:13322213?
qgq =0 0 3 4 3 0 <0 2
=1 0 2 2 0 <0 <0 1,2
q =2 0 1 0 <0 <0 <0 1
g =3 0 0 <0 <0 <0 <0 0,1
G >4 0 <0 <0 <0 <0 <0 0
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11.

12.

Oznacimo strategije prvega proizvajalca z A;, i« = 0,1,2,..., glede na to, koliko
proizvede. Strategije drugega pa so vse kombinacije akcij B;j; za ¢ = 0,1,2,...,
kjer B;; pomeni, da, ¢e prvi proizvede 7, drugi proizvede j. Toda le za i = 1 in
1 = 3 imamo po dve moznosti, sicer vselej po eno. Zato v opisu strategije lahko
navedemo le By; ali By, in Se By ali B3y (tako recimo strategija By B3 v resnici
pomeni By B11Ba1 B3gByoBs - .. Koncno iz vrednosti koristnostne funkcije prvega
igralca za izbrane profile:

w(0,2) =0, w(l,1)=2, w(1,2)=1, w(21)=2,
u1(3,0) =3, u1(3, 1) =0, u1(4,0) =0,
u1(q1,0) <0 za g > 5

dobimo naslednja vgnezdena Nasheva ravnovesja skupaj s koristnostnimi funkcijami:

(As, B11Bsy) (A1, Bi1Bs1) (A, BiiBsi1)  (As, B12Bsg)  (Ag, B12Bsy)
(3,0) (2,2) (2,1) (3,0) (2,1)

Iz koristnostnih funkcij vidimo, da je bolje biti prvi proizvajalec (¢etudi ne strogo
bolje, ker pri profilu (Ay, B1; B31) oba dobita enako).

Prirejena strateska igra:

C | D
AE [2,1]2,1
AF [ 2,1]2,1
BE|2,2]3,0
BF|20/1,1

Opazimo, da mora, ¢e drugi igralec igra kolickaj strategije D, prvi igralec igrati BE.
Toda potem mora drugi igralec igrati C'. Torej drugi igralec v mesanem Nashevem
ravnovesju obvezno igra C'. Mesana Nasheva ravnovesja so oblike:

AE AF BE BF
a b c d

),C’) ; a,b,c,d>0, a+b+c+d=1, 2c>d.

Opomba. Strategiji AE in AF sta ekvivalentni: pri poljubni akciji drugega igralca
(C ali D) dasta obe enaki koristnostni funkciji. To je zato, ker je, ¢e prvi igralec
igra A, vseeno, ali bi na ustrezni informacijski mnozici igral E ali F, saj do nje v
tem primeru sploh ne pride.

Prirejena strateska igra z reduciranimi strategijami:

CE|CF|DE|DF
AGx[2,5]2,513,33,3
AH%[0,7/0,7]0,4]0,4
B+l | 0,4]1,1]0,4] 1,1
BxJ |4,3]0,7]4,3]0,7
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Strategiji AH* in BxI sta strogo dominirani. Ko ju odstranimo, je strategija DE
strogo dominirana. Po nekaj racunanja dobimo, da ima igra z reduciranimi strate-
gijami naslednja mesana Nasheva ravnovesja:

CE CF 1
AG : - <qg<1
< *’Q—q Q>> I
igra z nereduciranimi strategijami pa ima naslednja mesana Nasheva ravnovesja:
AGI AGJ CE CF 1
) ; 0<p<1l, ;<q¢g<l.
((1—p P ) <1—q Q)> ! 2 =1

Prirejena strateska igra:

CE|CF|DE|DF
AG|2,5(2,5|3,3]3,3
AH [0,7/0,7]0,4]0,4
BG 0,4 1,110,411
BH [4,3]0,7]4,3]0,7

Tu ni nobenih netrivialnih redukcij. Sicer pa je igra druga¢na od prirejene strateske
igre iz prejsnje naloge samo po imenih potez. Mesana Nasheva ravnovesja so torej:

CE CF 1
o =<qg<l1.
GW’Q—Q Q))’ 2 ==

Prirejena strateska igra:

c| D
Al0,2] 1,0
B[3,0]-1,2

) . ((A B ¢ D
Mesano Nashevo ravnovesje: ((1/2 1/2)’ (2/5 3/5))

Igralci v tej randomizirani ekstenzivni igri s popolno informacijo so lastnik (L),
posteni najemnik (Np) in goljufivi najemnik (NVg). V tem vrstnem redu so prikazani
tudi njihovi dobitki v drevesu igre:
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16.

-1 0 -1 -2
—1 0 0 0
0 0 -1 2

Lastnik ima moznost izbire, da najemnika, ki mu je rekel, da nima denarja, vrze iz
stanovanja (V') ali pa ga obdrzi Se en mesec (O). Posteni najemnik nima moznosti
izbire. Goljufivi najemnik pa ima moZnost izbire, da najemnino placa (P) ali pa je
ne placa (V).

Ker posteni najemnik nima nobene moznosti izbire, ga v prirejeni strateski igri ni
potrebno obravnavati. Prirejena strateska igra med lastnikom in goljufivim naje-
mnikom pa je:

P N
V]-1/3,0| —1,-2/3
O| 0,0 |-—4/3,4/3

o " . vV 0 P N
in ima mesano Nashevo ravnovesje , .

2/3 1/3 1/2 1/2
Popoln priklic imajo igre iz 11., 12. in 14. naloge, pri igri iz 13. naloge pa prvi igralec
nima popolnega priklica.

Pri 11. nalogi so behavioristi¢cno mesana Nasheva ravnovesja oblike:

A B E F 2
, C ; 0<p<l1l =<g¢g<l1.
((1—29 p) (1—q Q) ) b 3 =1

in vsa so tudi vgnezdena. Mesano Nashevo ravnovesje:

(@E i f/i) ’ C)

pa ni behavioristicno mesano.

Pri 12. nalogi so vsa mesana Nasheva ravnovesja tudi behavioristicno mesSana, saj
jih lahko zapisemo v obliki:

I J E F 1
AG , C ; 0<p<1l, -<¢g<l1.
( (1—p p) (1—q q)) P 5 =1
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Vgnezdeno pa je eno samo, in sicer:

(4¢ (asr 7)€ (s a15))

Pri 14. in 15. nalogi pa je edino mesano Nashevo ravnovesje tudi behavioristi¢no
mesano in vgnezdeno.
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5. Kooperativne igre

1. Pri izhodis¢u (0, —13/2) je mnozica {(z,y) € S ; * > —2,y > 0} neprazna, saj
vsebuje recimo tocko (0,1/4), torej bomo iskali maksimum Nashevega produkta
x(y + 27/4), in sicer na robu mnoZice S, torej za y = (1 — x?)/4. Torej bo Nashev
produkt enak:

x(27 — 2?)

1
kar doseze maksimum pri z* = 3 in y* = —2.
Pri izhodis¢u (—2,1/4) je {(z,y) € S ; x > =2,y > 1/4} = {(0,1/4)}, torej bo
Nashev sporazum pri z* = 0 in y* = 1/4.
Pri izhodis¢u (0,1) pa je {(z,y) € S; x > 0,y > 1} = 0, torej ostane status quo.
Prav tako ostane status quo pri izhodis¢u (0, 2).

2. Velja:

n <1—a:2 +1—x2 cR 5
= a. N ey a. - — —
c=max<sz+y;y< 1 max-< 1 P x 1

in sicer je maksimum dosezen v (2, —3/4). Nasheve resitve:

s Nasheva
Izhodisce .. Prenos
resitev
_13 31 _21 L lag 15
(0, 5 ) ( i ) Drugi placa prvemu 2.

(—2, %) (—%, ;Z) Prvi placa drugemu g

15

Prvi placa drugemu 2.

~—~
ja=)
—_
S~—
~—
|
w0l
SN—

(0,2) | status quo —

84+u—v 8—u-+v
. ) ;utv<38
3. a) (2%, y") = 2 2 :
(u,v) ;u+v>8
T B L R
b) Profilu grozenj , ripada pogajalsko izhodisce:
) g J(<1_p p) (1_q q))p pada pogaj
u=6—4p—5q+8pg, v=2+2p—q (%)

in zavezujo¢ sporazum:

" =6—3p—2q+4pq, Yy =2+3p+2q—4pq.
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Dobljena dvofazna igra je ekvivalentna naslednji igri z mesanimi strategijami, kjer

izplacilu (u,v) v prvotni igri odgovarja izplacilo (H%, 8_++”):

L| R
T16,24,4
B|3,5(5,3

To je igra s fiksno vsoto. Njeno meSano Nashevo ravnovesje je:

(G i) (i )

izkupicka igralcev pa sta 9/2 in 7/2. Igralca ju dosezeta s katero koli sporazumno
mesanico profilov (T, L) in (B, R) ter ustreznim prenosom dobrine.

¢) Mnozica dopustnih sporazumov:

Nasheve resitve skupaj s sporazumnimi mesSanicami:

Profil Pogajalsko | Nasheva Sporazumna
grozenj izhodisce | reSitev mesanica

T B 9 19 (B,L) (B,R)
<(1/2 1/2>’L) 43 | %) (1/6 5/6

L R 8 2% 14 (T,L) (B,R)

(7 (355 o)) | @ e (T8 G
(T R) (1,1) (5,3) (B, R)

d) Naj bo najprej (z*,y*) tocka v notranjosti daljice, ki je del roba mnoZice do-
pustnih sporazumov in katere nosilka je premica y = n — kx, k > 0. Torej je
y* = n—kx*. Is¢emo vsa pogajalska izhodis¢a (u,v), za katera je sporazum dosezen
ravno v (z*,y*). O¢itno je v < n— ku, sicer bi imeli status quo. Ker je tocka (z*, y*)
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v notranjosti daljice, mora biti tam dosezen maksimum Nashevega produkta na celi
premici y = n — kx, torej mora biti:

d

amz (x —u)(n—kx—v) =0,

x*

torej:
n—2kx*+ku—v=0.

7 upostevanjem, da je y* = n — kx*, dobimo Se lepso obliko:
v—y" = k(u—2z")

in ker mora biti v < n — ku, mora biti tudi v < z* in v < y*. Slika:

v—y* = k(u—z") y=n—kx

Od tod dobimo naslednjo Nashevo resitev pogajanja v odvisnosti od izhodisca:

v=u—2 v=u—4 u=6
O: status quo
A ot =2 Yyt =4
. Md+u—-3v |, 1d—-u+3v
B: f=—— — y=—
2 6
C: 2"=5 y* =3
D: g SFuzv . 8zufv
2 2
E: z" =6, Yt =2
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e) Za resitev pripadajoce dvofazne igre z obvezujo¢im sporazumom so pomembna le
pogajalska izhodisc¢a, ki izhajajo iz prvotne strateske igre. Mnozica le-teh je razli¢na
od mnozice moznih sporazumov in je prikazana na naslednji sliki:

Y
4 4
3+ —— : p narasca, ¢ fiksen
2+ —— : @ narasca, p fiksen
1 4

x

Pri pogajalskih izhodiscih namrec igralca mesata vsak zase, medtem ko pri spora-
zumu mesata vzajemno.

Su
o

Odvisnost sporazuma od grozilnih strategij dobimo iz odvisnosti od pogajalskih
izhodis¢ in zveze (x):

Del roba mnozice pogajalskih izhodis¢ je tudi ogrinjacda daljic, ki je dolo¢ena z relacijo (g—z, g—:) || (%Z s g—;’) oziroma

= 0.

IeeR

q,
5p—2
1 7 q:4£1
/C
¢= A/
17 |
— — ~,
1 b
7T+5 —4
B: x*=7-"5p—q-+4pq, * * ]H;)q Pd

y =
C: x2*=5 y =3
D: 2*=6-3p—2q+4pq, y* =2+ 3p+2q¢—4pq
7 vodoravnimi pusCicami je prikazana smer narascanja izkupicka prvega, z nav-

pi¢nimi puséicami pa drugega igralca. Tako dobimo mnozico Nashevih ravnovesij,
ki je prikazana Srafirano in je enaka:

{(p,g);0<p<2,

D=
IA

qgl}.
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4. Funkcija v je superaditivna za 3 < a < 7. Za a = 3 so imputacije in jedro prikazani
na naslednji skici:

To+x3>4

5. Imputacije tvorijo trikotnik z oglis¢i (9, 1,2), (2,8,2) in (2,1,9).
Jedro je prazno: iz x1 + 29 > 8, x1 +x3 > 9in x5 + 23 > 8 sledi 23 < 4, x5 < 3 in
x1 < 4, kar pomeni, da mora biti 1 + z9 + x3 < 11. Slika:

To+1x3>8

777
r1+22>8
xr3>2
747

(9,1,2 2,8,2)

x4 +x3>9
r1>2
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Za izracun Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:

Vr

stni red

1,2,3

1,3,2

2,1,3

2,3,1

3,1,2

3,2, 1

> = NN

DD W[ = =W O N

PO | bo| ~T| | ] | o

Povprecje

13/3

10/3

13/3

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢; = 13/3, ¢ = 10/3, ¢3 = 13/3.

6. Naj bo ¢ maksimalni skupni sporazumni dobitek. Za izra¢un Shapleyjevih vredno-
sti spet tabelirajmo prispevka obeh igralcev h koaliciji za oba mozna vrstna reda

pristopanja:
Vrstni red 1 2
1,2 U oc—1u
2,1 o—v v
Povpredje | &= | o=t

Tako vidimo, da se Shapleyjevi vrednosti res ujemata z Nashevim sporazumom.

7. Ce prvi igralec igra proti drugima dvema, igra igro (prikazani so le njegovi dobitki):

1513 | ToBs | BoTs | BoBs
Ty | 0O 2 1 1
Bl 1 1 2 1
in vrednost te igre je 1. Drugi igralec proti
T1T3 TlBg Bng BlBg
T, | 3 3 3 3
By| 4 3 3 4
in njena vrednost je 3. Tretji igralec proti prvima dvema
T2T3 TQBg BQTg BQBg
5| 6 6 7 6
By| 7 6 5 6

prvemu in tretjemu igra igro:

igra igro:

in njena vrednost je 6. Ce se prvi in drugi igralec zdruzita v koalicijo proti tretjemu,

igrata igro:

T5 | Bs
VI, | 3|5
TWBy | 5 | 4
BT, | 4| 4
BlBQ ) 5}
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katere vrednost je 5. Ce se prvi in tretji igralec zdruzita v koalicijo proti drugemu,
igrata igro:

T2 B2
Tl | 6 | 7
TiBs | 9| 7 |,
BiT; | 8| 8
BiBs| 6| 7

katere vrednost je 8. Ce pa se drugi in tretji igralec zdruzita v koalicijo proti prvemu,
igrata igro:

T1 B1
ToT5 | 9 | 10
TyBs | 10| 8 |,
B,T5 |10 9
ByBs| 9 | 10

katere vrednost je 19/2. Koncno, ¢e se vsi trije zdruzijo v koalicijo, si lahko zago-
tovijo najvecji skupni dobitek, ki znasa 12. Koalicijska oblika igre je torej:

Wh =1, wf2h =3, o{3p =6,
(L2 =5, w({L3=8, ({23 ="1
v({1,2,3}) = 12.

Imputacije tvorijo trikotnik z oglis¢i (3,3,6), (1,5,6) in (1,3, 8).
Jedro je petkotnik z oglisci (5/2,7/2,6), (2,4,6), (1,4,7), (2,3,7) in (5/2,3,13/2).
Slika:

To+1x3>19/2

z1+12>5
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Za izracun Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:

Vrstnired | 1 2 3
1,2,3 1 4 7
1,3,2 1 4 7
2,1,3 2 3 7
2,3,1 5/2 3 13/2
3,1,2 2 4 6
3,2, 1 5/2 | 7/2 6

Povprecje | 11/6 | 43/12 | 79/12

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢ = 11/6, ¢ = 43/12, ¢p3 = 79/12.

. Ce koalicija vsebuje Ambroza in $e vsaj enega mesarja, dobi toliko, kolikor najveé

iztrzi mesar, ki je v koaliciji. Sicer koalicija ne dobi nicesar. Torej velja:

v({A}) = v({B}) = v({C}) =v({B,C}) =0,
v({A,BY) =90,  v({A,C}) =v({A,B,C}) = 120.

Pri delitvi dobicka, ki je v jedru, Boris ne sme dobiti ni¢esar, sicer bi lahko Ambroz
in Cveto izstopila iz velike koalicije in bi dobila ve¢ (120 denarnih enot). Toda
Borisova prisotnost pomeni, da Cveto ne sme dobiti ve¢ kot 30 denarnih enot. V
nasprotnem primeru bi namre¢ lahko Ambroz in Boris izstopila iz velike koalicije in
bi dobila ve¢ (90 denarnih enot). Drugi izstopi iz koalicije pa pomenijo le, da na
koncu nihée ne sme biti v minusu, saj je izkupi¢ek drugih koalicij enak ni¢ (ni pa
negativen). Skratka, jedro predstavljajo natanko koalicije, pri katerih Ambroz dobi
a, Boris ni¢, Cveto pa 120 — a, kjer je 90 < a < 120.

Za izracun Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:

Vrstnirted| A | B | C
A B,C 0 |90 30

AC,B | 0 | 0 120
B,A,C | 90| 0 |30
B,C,A [120] 0 | 0
C.AB |[120] 0| 0
C B, A [120] 0| 0

Povprecje | 75 | 15 | 30

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢4 = 75, ¢p = 15 in ¢3 = 30, se pravi, da mora tudi
Boris dobiti nekaj denarja.

Shapleyjeva vrednost posameznega ¢lana odbora je tukaj kar verjetnost, da ta ¢lan
odlocilno prispeva k sprejetju projekta, ce si predstavljamo, da so najprej vsi proti,
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11.

nato pa v na slepo izbranem vrstnem redu drug za drugim spremenijo svojo odlo-

¢itev v pozitivno. Predsednik odlocilno prispeva, Ce je svoje mnenje spremenil kot

drugi ali tretji, torej ima Shapleyjevo vrednost % = % Vsak drug ¢lan pa odlocilno

prispeva, ¢e je bodisi spremenil svoje mnenje kot drugi in ga je pred njim zZe spre-

menil predsednik bodisi je spremenil svoje mnenje kot tretji, predsednik pa ga je
1_ 1

spremenil kasneje. Dobimo Shapleyjevo vrednost }l . % + i "3 =5

Podobno velja, ¢e je ¢lanov 2n in je projekt sprejet, ce se s tem strinja bodisi vec
kot polovica ¢lanov bodisi polovica ¢lanov, med katerimi pa je tudi predsednik.
Predsednik odlo¢ilno prispeva, ¢e je svoje mnenje spremenil kot n-ti ali kot (n+ 1)-
ti, torej ima Shapleyjevo vrednost % = % Vsak drug ¢lan pa odlocilno prispeva, ¢e
je bodisi spremenil svoje mnenje kot n-ti in ga je pred njim ze spremenil predsednik
bodisi je spremenil svoje mnenje kot (n+1)-ti, predsednik pa ga je spremenil kasneje.

Dobimo Shapleyjevo vrednost % . 2’:;11 + % . 2’1;11 = n(g;ll).

Za vse mozne vrstne rede pristopanja h koaliciji moramo izracunati, koliko posame-
zen igralec prispeva k skupnemu dobitku. Ce je Adrijan v koalicijo stopil kot i-ti,
je njegov prispevek enak i, ¢e je pred njim ze vstopila Brigita ali pa Cveto, sicer pa
je enak ni¢. Verjetnost tega dogodka je:

1 (2_1—1 (z—1)(z—2)) 1= —10

6 120

) 5-4

in je za i = 1 seveda enaka ni¢. Torej je Adrijanova Shapleyjeva vrednost enaka:

6 o
5i — % —4 8 14 18 20 20 35

L T 9. e i L2
ZZ 120 120 3 120 + 120 5 120 0 120 12

=2

Ce je Brigita vstopila v koalicijo kot i-ta, je njen prispevek enak 7, ¢e je pred njo ze
1—1 6—1
vstopil Adrijan, ne pa tudi Cveto. Verjetnost tega dogodka je 6 5 a1 i

za i = 1 in i = 6 seveda enaka ni¢. Ce sta pred Brigito vstopila tako Adrijan kot
1 i—1 (i—2
tudi Cveto, je njen prispevek enak 1. Verjetnost tega dogodka je 5 ZT : %

in je za i = 1,2 enaka ni¢. Sicer (¢e Adrijan ni vstopil pred Brigito) pa je njen
prispevek enak ni¢. Torej je Brigitina Shapleyjeva vrednost enaka:

in je

To je tudi Cvetova Shapleyjeva vrednost. Za vsakega od preostalih igralcev pa velja,
da je, Ce je pred njim Ze vstopil Adrijan ter tudi Brigita ali Cveto, njegov prispevek
enak 1, sicer pa je enak ni¢. Verjetnost, da se to zgodi in da je dani igralec hkrati
vstopil kot ¢-ti, je enaka:

i—1.(2.i—2 (@—2)(@—3)) _ (=111 -2 —18)

1
6 5 4 4.3 360 ’



110 M. RAIC: RESENE NALOGE 1Z TEORIJE IGER

in je za i = 1,2 enaka ni¢. Torej je Shapleyjeva vrednost enaka:

=360 360 360 360 12

26:(@—1)(112'—@'2—18) 12 30 48 60 5
- 360

35 11 5
Opomba. Vsota vseh Shapleyjevih vrednosti je 2 +2- Tz +3- 7= 6, kar je
natanc¢no skupni dobitek polne koalicije. Torej bi lahko enega od rac¢unov izpustili.
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