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Predgovor

Ta zbirka je nastala po vajah iz teorije iger, ki sem jih izvajal na prvi stopnji bolonjskega
studija finanéne matematike na Fakulteti za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani.
Vaje sem prevzel od Sergia Cabella Justa. Kar nekaj nalog iz te zbirke je njegovih, za kar
sem mu globoko hvalezen. Te naloge so zajete v gradivu [1], tu pa so dodane resitve.

Zbirka je namenjena Studentom na zacetnih tecajih iz teorije iger in pokriva vso po-
trebno snov za osnovni nivo. Velika vecina teorije je zajeta v [3], v pomo¢ pa so lahko tudi
ostala gradiva. Za lazji priklic pa je potrebna teorija povzeta tudi v okvirih pred sklopi
nalog; tam so definirane tudi oznake pojmov. Vse naloge so resene, bralcu pa seveda
priporocam, da ¢imvec resi sam.
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1. Strateske igre

Nashevo ravnovesje. Ekvivalentnost iger. Dominacija. Nekaj primerov uporabe.

Osnovni pojmi
Preferencna funkcija na mnozici A je preslikava iz A v linearno urejeno
mnozico.
Strateska igra (s ¢istimi strategijami) je dolocena:
e z mnozico igralcev, recimo kar {1,2,... ,n};
e z mnozicami akcij (strategij): i-ti igralec lahko ubira akcije iz mnozice
Ay
e s preferencnimi funkcijami na profilih: profil pove, katero akcijo bo ubral
vsak igralec in je torej n-terica (ai,...,a,), kjer a; € A;. Vsak igralec
ima svojo preferencno funkcijo u;(ay, . .., a,). Preferencne funkcije lahko
slikajo v razlicne linearno urejene mnozice.
Za profil a = (ay, as, ..., a,) in akcijo b; € A; oznac¢imo:
ui(a | bl) = UZ'(CLl, N 7 bi7 Aiily- - - ,an) .
Profil (ay, ... ,a,) je ¢isto Nashevo ravnovesje, ce za vsak i in vsak b; € A;
velja u;(a) > u;(a | b;).
Profil (a4, ...,a,) je strogo Cisto Nashevo ravnovesje, ce za vsak i in vsak
bi € A; \ {a;} velja ui(a) > u;(a| b;).

1. Razdeli ali ukradi. Dva igralca se potegujeta za nagrado, ki jo je mozno tudi razdeliti
na pol. Vsak igralec lahko ubere akcijo ‘ukradi’ ali ‘razdeli’. Ce oba igralca ubereta
‘razdeli’, si nagrado razdelita. Ce eden od igralcev ubere ‘ukradi’, drugi pa ‘razdeli’,
prvi dobi vse, drugi pa ni¢. Ce pa oba igralca ubereta ‘ukradi’, nobeden od njiju ne
dobi nic.

Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite Cista Nasheva ravnovesja. Ali obstaja
kaksno strogo Nashevo ravnovesje?

2. Dilema zapornikov. Dva storilca zalotijo pri nekem kaznivem dejanju in ju loc¢eno
zasliSujejo. Vsak od njiju ima moznost, da molci ali pa zatozi sostorilca. Kazni, ki jih
lahko dobi posamezen storilec, si sledijo glede na naslednje situacije (od najmilejse
do najhujse):

e storilec zatozi sostorilca, ki mol¢i;

e oba storilca molcita;

e vsak od storilcev zatozi sostorilca;

e storilec mol¢i, sostorilec pa ga zatozi.

Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite Cista Nasheva ravnovesja. Ali obstaja
kaksno strogo Nashevo ravnovesje?
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Ekvivalenca preferenc¢nih funkcij

Preferenc¢ni funkciji w in v na mnozici A (ki lahko slikata v razlicni linearno
urejeni mnozici) sta ekvivalentni, ¢e za poljubna a,b € A velja ekvivalenca
u(a) < u(b) <= v(a) < v(b). Definicija ekvivalentnosti se ne spremeni, ce
namesto < vzamemo >, < ali >. Iz ekvivalentnosti preferencnih funkcij sledi
u(a) = u(b) <= v(a) = v(b).

3. Delo na skupnem projektu. Vsak od dveh sodelavcev se mora odlociti, ali bo v
projekt vlozil doloc¢eno vsoto, ki je za oba igralca enaka, ali pa ne bo vlozil nicesar.
Zasluzek od projekta je enak s(1 4 r), kjer je s skupna vlozena vsota in r > 0.
Igralca si zasluzek vselej razdelita na pol.

Modelirajte to kot stratesko igro in poiscéite ¢ista Nasheva ravnovesja. Pri katerih
vrednostih parametra r obstaja kaksna smiselna ekvivalenca med to igro in dilemo
zapornikov? Glejte zgornjo definicijo ekvivalentnosti preferen¢nih funkcij.

Dominacija
Akcija b; pri i-tem igralcu dominira akcijo ¢;, ¢e za poljuben profil a velja
wi(a| b)) >ui(alcg).
Akcija b; strogo dominira akcijo c;, ¢e za poljuben profil a velja
wi(al b)) >ui(al ).
Akcije, ki so dominirane, ne morejo nastopati v strogih Nashevih ravnovesjih.
Akcije, ki so strogo dominirane, ne morejo nastopati v Nashevih ravnovesjih.

Ce je torej akcija strogo dominirana, se (stroga) Nasheva ravnovesja igre uje-
majo s (strogimi) Nashevimi ravnovesji igre z izloceno akcijo, ki je strogo do-
minirana.

Ce igri odstranimo dominirano akcijo in ¢e ima zoZena igra Nashevo ravnovesje,
je to tudi Nashevo ravnovesje izvirne igre (ki pa ima lahko se kaksno Nashevo
ravnovesje vec).

4. Ali se lahko zgodi, da z odstranitvijo dominirane akcije izgubimo vsa Nasheva rav-
novesja igre?

5. Dana je strateska igra za tri igralce, kjer ima i-ti igralec mozni akciji 7} in B;:

TQ B2 T2 Bg
T |3,4,4|1,3,3 Ty 14,0,5/0,1,6
B, [8,1,4[2,0,6 By [5,1,3[1,2,5|

CL3:T3 CL3:Bg

Doloc¢ite dominacije in ¢ista Nasheva ravnovesja igre.

6. Konstruirajte diskretno stratesko igro za tri igralce brez ¢istih Nashevih ravnovesij.
Preference vsakega igralca naj bodo za vse profile razlicne.
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7. Dana je strateska igra za tri igralce z naslednjimi preferen¢énimi funkcijami:

10.

11.

12.

X Y X Y X Y
A12,0,6|0b,1,6 Al14,0,5(1,3,3 A|8,5,4(1,6,4
B |8,b,4(4,2,a B|51,3|1,2,5 B|3,4,4]2,5,3/

as = L a3 =M a3 =R

Dolocite ¢ista Nasheva ravnovesja in dominacije v odvisnosti od parametrov a in b.
Najve¢ koliko je cistih Nashevih ravnovesij in pri katerih vrednostih parametrov a
in b je to stevilo dosezeno?

Dana je strateska igra za dva igralca. Mnozica akcij prvega je interval [0, 1], drugi
igralec pa ima na voljo akciji £ in r. Preference so podane v naslednji tabeli:

l r
a; € [0,1] | 2 —2ay,a1 | a1, 1 —ay |

Dolocite ¢ista Nasheva ravnovesja igre.

Dana je strateska igra za dva igralca, kjer vsak igralec izbere tocko iz daljice:
D={(z,y);z+y=122>0y2>0}.

Drugi igralec placa prvemu znesek, ki je enak skalarnemu produktu krajevnih vek-
torjev izbranih tock. Dolocite ¢ista Nasheva ravnovesja igre.

V regiji je Sest drzav, vse ustvarjajo enako dodano vrednost. Vsaka drzava doloci
stopnjo davka na dodano vrednost, in sicer 5% ali 18%. A ¢e drzava predpise
visjo davcéno stopnjo in vsaj Se katera druga drzava predpise nizjo davéno stopnjo,
se polovica dodane vrednosti v enakih delezih preusmeri v drzave z nizjo davéno
stopnjo, tako da one poberejo davek. Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite
¢ista Nasheva ravnovesja.

Iz spalnega naselja do poslovne ¢etrti se mora vsak dan pripeljati v sluzbo 5000 pre-
bivalcev. Vsakemu je pomemben le ¢as potovanja: hitreje kot pride, bolje je. Vsak
lahko izbere bodisi prevoz z osebnim avtomobilom bodisi prevoz z mestno zeleznico.
Ce z osebnim avtomobilom potuje z usluzbencev, je ¢as potovanja enak 20 + /200
minut. Nadalje, ¢e z javnim prevozom potuje y usluzbencev, je c¢as potovanja enak
154y/200+ 12 /v minut, kjer je v Stevilo vlakov, ki peljejo. Posamezen vlak sprejme
2000 usluzbencev, kar pomeni, da v primeru, ko vlak izbere od 1 do 2000 usluzben-
cev, pelje en vlak, ¢e vlak izbere od 2001 do 4000 usluzbencev, peljeta dva vlaka,
pri vec¢ kot 4000 usluzbencih pa peljejo trije vlaki.

Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite ¢ista Nasheva ravnovesja. Koliko casa
v njih potujejo posamezni usluzbenci?

Dani sta naslednji omrezji enosmernih cest:
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GORI
45 a/100 45

[CILJ|  [START| 0 CILJ
45 100 45 >\ 100
DOLI g DOLI g

Ob vsakem odseku je naveden ¢as potovanja, ¢e se po njej pelje a avtomobilov (to
si lahko zamisljamo tudi kot Stevilo avtomobilov na uro ali pa kot pretok bitov po
racunalniski mrezi).

4000 voznikov (vsak s svojim avtomobilom) Zeli priti od starta do cilja. Vsak voznik
je igralec in se mora odloc¢iti, po kateri poti bo Sel.

a) Oglejmo si najprej levo omrezje. Ali obstaja Nashevo ravnovesje? Ali jih je
vec¢? Koliko casa porabi vsak avto od starta do cilja, ¢e smo v Nashevem
ravnovesju?

b) Neverjetno hitra cesta, ki povezuje lokaciji GORI in DOLI, je kon¢no dograjena
(glej desno omrezje). Cas potovanja po novi cesti je enak ni¢. Kako je zdaj z
Nashevimi ravnovesji? Koliko ¢asa porabi vsak avto od starta do cilja?

Ta fenomen je poznan kot Braessov paradoks.

Zadostni pogoji za obstoj Nashevega ravnovesja

Naj bodo mnozice akcij A; kompaktne in konveksne podmnozice ev-
klidskih prostorov. Nadalje naj imajo preferencne funkcije u; vrednosti
v R in naj bodo zvezne. Za vsak nabor akcij ay,...,a;_1,0;11,...,ay
naj bo mnozica najboljsih odgovorov:

Bi(aly‘ sy Qi1 it 1, - - 7an) =
= {af € Ai; (Va; € Aj)ui(ar, ..., ai-1,05, 041, . .., 0p) <

S UZ‘(Cll, Ce ,ai_l,a;‘,aiﬂ, C. ,an)}

konveksna. Tedaj obstaja vsaj eno Nashevo ravnovesje.

Opomba. Konveksnost mnozice najboljsih odgovorov je zagotovo iz-
polnjena, ce je za vsak nabor akcij ay,...,a;_1,a0;41,...,a, izraz
wi(ay,...,a;_1,a;, 11, ..., a,) konkavna funkcija spremenljivke a;.

13. Dana je igra za dva igralca. Akcije vsakega tvorijo interval [0, 1], preferencni funkciji
pa sta:

U1(a1, az) = al(Ch - 3a2) ) U2(6L1, a2) = a2(a2 + 2a; — 2) .

Kako je z mnozico Nashevih ravnovesij in pogoji izreka o obstoju Nashevega ravno-
vesja?
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14.

15.

16.

17.

18.

Za isti vir se poteguje n plemen. Ce i-to pleme terja koli¢ino ¢; > 0 tega vira, je
njegov izkupicek enak:

ui(q1,q2, - @) = 6i(1 — Q)4 ,

kjer je Q@ = q1 + ¢ + - - - + g». Dolocite vsa Nasheva ravnovesja in pokazite, da
obstaja profil (¢i,...,q,), pri katerem vsa plemena dobijo ve¢, kot bi pri katerem
koli Nashevem ravnovesju.

Cournotov model duopola/oligopola

Duopol je sestavljen iz dveh, oligopol pa iz vec¢ (recimo n) proizvajalcev istega
produkta, od katerih vsak, ne da bi vedel za druge, doloc¢i koli¢ino ¢; > 0
produkta, ki ga proizvede. Ce je skupna koli¢ina blaga, ki ga proizvajalci dajo
na trg, enaka Q = ¢ + g2 + - -+ + qn, se na trgu oblikuje cena P(Q), kjer je P
neka funkcija. Posamezen proizvajalec ima s proizvodnjo svojega blaga stroske
Ci(q;). Njegov dobicek je tako enak:

ui(qrs -5 qn) = P(Q) ¢ — Cilaqi) -

Dan je Cournotov model duopola, kjer trzna cena na enoto blaga znasa a/+/@Q, kjer
je @ skupna koli¢ina blaga na trgu, proizvodni stroski na enoto blaga pa znasajo c¢;
za prvega in ¢y za drugega proizvajalca. Pri tem so a,cy,cy > 0 znane konstante.
Privzamemo, da vsak proizvajalec ustvari strogo pozitivno koli¢ino blaga. Poiscite
vsa Cista Nasheva ravnovesja tega modela.

Dan je Cournotov model oligopola, kjer je cena produkta doloc¢ena s formulo P(Q) =
(a — @)y, funkcija proizvodnih stroskov posameznega proizvajalca pa je enaka
Ci(q) = ¢iq. Tu je x4 := max{z,0}. Privzamemo, da je a > 0 in ¢; > 0.

a) Dokazite, da obstaja vsaj eno Nashevo ravnovesje.
b) Za duopol poiscite vsa Nasheva ravnovesja.
Poisc¢ite vsa cista Nasheva ravnovesja pri Cournotovem modelu duopola, kjer je

cena produkta prav tako dolo¢ena s formulo P(Q) = (a — @), funkcija proizvodnih
stroskov obeh proizvajalcev pa je enaka C;(q) = ¢°.

Poiscite vsa cista Nasheva ravnovesja pri Cournotovem modelu oligopola, kjer je
cena produkta spet doloc¢ena s formulo P(Q) = (a — Q)4, funkcija proizvodnih
stroskov pa je enaka za vse proizvajalce enaka C;(q) = cq.
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19.

20.

21.

Bertrandov model duopola/oligopola

Na razpis se prijavi n ponudnikov dolo¢enega blaga, vsak doloci svojo ceno p;.
Razpisodajalec kupi D(p) blaga po najnizji ponujeni ceni p = min{p1,...,pp}.
Od vsakega ponudnika, ki ponudi minimalno ceno p, kupi enako, od ostalih pa
ne kupi ni¢. Sele po kon¢anem razpisu ponudniki proizvedejo koli¢ino blaga, ki
jo bo razpisodajalec od njih kupil. Ce i-ti ponudnik proda ¢; blaga, je njegov
dobicek dolocen podobno kot pri Cournotovem modelu:

Uz'(pb e 7pn) = Pqi — Ci(Qi) .

Poiscite vsa c¢ista Nasheva ravnovesja v Bertrandovem modelu duopola, kjer je funk-

cija povprasevanja enaka:
1

(1+p)*’

proizvodni stroski ¢ enot blaga so za vsakega proizvajalca enaki ¢/4, dovoljene pa
so le nenegativne celostevilske cene.

D(p) =

Drazba prve cene z zaprtimi ponudbami. Za neki predmet se poteguje n kupcev.
Vsak pripisuje predmetu drazbe neko subjektivno vrednost. Oznacimo te vrednosti
Z v1,V9,...,v, > 0. Na drazbi vsak kupec ponudi ceno, po kateri je pripravljen
placati ta predmet: te cene oznac¢imo z by, bs, ..., b, > 0. Tisti, ki ponudi najvec,
dobi predmet po ceni, ki jo ponudi; ¢e je takih ponudnikov ve¢, pa privzamemo, da
zrebajo in vsak dobi predmet z enako verjetnostjo. V tem primeru za preferencno
funkcijo vzamemo pricakovani dobicek. Dolocite Nasheva ravnovesja igre, ki izhaja
iz take drazbe.

Drazba druge cene z zaprtimi ponudbami. Za neki predmet se spet poteguje n
kupcev, ki predmetu pripisujejo subjektivne vrednosti vy, vy, ..., v, > 0. Na drazbi
je vsak kupec pripravljen ponuditi dolo¢eno maksimalno ceno: te cene oznacimo z
bi,bs,...,b, > 0. Ce je cena, ki jo je dolo¢en kupec pripravljen ponuditi, strogo
najvisja, ta kupec dobi predmet, zanj pa placa drugo najvisjo ceno. To se zgodi,
Ce se cena na drazbi postopoma visa in brz ko preseze drugo najvisjo ceno, ostane
le Se kupec, ki je pripravljen ponuditi najvisjo ceno; temu kupcu se predmet tedaj
proda. Ce najvedji znesek ponudi ve¢ kupcev, pa se predmet proda enemu od
njih, vsakemu z enako verjetnostjo, po najvisji ceni; za preferencno funkcijo spet
vzamemo pricakovani dobicek.

Karakterizirajte Nasheva ravnovesja igre, ki izhaja iz take drazbe, pokazite, da ne
glede na subjektivne vrednosti v; za vsakega kupca obstaja Nashevo ravnovesje, v
katerem ta kupec zagotovo dobi drazbo.
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2. Igre z mesanimi strategijami

Preferencne funkcije za loterije, dobljene iz koristnostnih funkcij za Ciste strategije. Mesano
Nashevo ravnovesje, princip indiferentnosti. Izlocanje s pomocjo stroge dominacije. Bimatri¢ne
igre, igre m x 2. Matricne igre, stopnja varnosti, vrednost igre. Kvadratne, diagonalne in
simetri¢ne matricne igre.

Loterije in funkcije koristnosti

Loterija je verjetnostna porazdelitev na konc¢ni (ali Stevno neskonc¢ni) mnozici
A = {ay,aq,as, ...}, recimo na mnozici akcij. Opisemo jo z verjetnostno shemo:

((Il as ag -- )

p1 p2 p3 )

kjer je seveda py + py + p3 + - - - = 1. Mnozico loterij na A oznacimo z I1(A).
Posamezen element a mnozice A identificiramo z loterijo ., ki ima v tocki a
verjetnost 1.

Funkcija koristnosti na mnozici A je preslikava iz A v R. Vsaki funkciji
koristnosti u na konc¢ni ali Stevno neskoncéni mnozici A lahko priredimo von
Neumann—Morgensternovo preferen¢no funkcijo U: II(A) — R, ki lo-

teriji priredi pricakovano vrednost funkcije u. Natancneje, ce loterija m ustreza
shemi od prej, definiramo:

U(m) = pru(ar) + p2ul(az) + psu(as) + - -

To je edina razsiritev funkcije u do afine funkcije na mnozici loterij.

Se drugace, ce je o slucajen element mnoZice A, porazdeljen v skladu s 7, je
U(r) = E[u(a)].

1. Na mnozici A = {a,b,c} so definirane naslednje funkcije koristnosti:

u(a) =1, v(a) =3, w(a) =3,
u(b) =2, v(b) =5, w(b) =5,
u(c) =4, v(c) =9, w(c) =8.
Naj bodo U, V' in W pripadajoce preferencne funkcije na mnozici loterij na A.

a b c

032 05 018

b) Funkcije u, v in w so kot preferen¢ne funkcije ekvivalentne. Kaj pa U, V in
w?

a) Za loterijo m = < ) izracunajte U(m), V(m) in W(n).

2. Dokazite, da funkciji koristnosti u in v na isti mnozici dolocata ekvivalentni pre-
ferencni funkciji natanko tedaj, ko je v = cu + b za neki ¢ > 0 in b € R. Zaradi
enostavnosti lahko privzamete, da je mnozica A koncna.
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Mesanje strategij

Mesana razsiritev strateske igre, katere preferencne funkcije so tudi funkcije
koristnosti, je igra, katere akcije so loterije na akcijah prvotne igre (meSane
strategije), preferencne funkcije pa so definirane kot ustrezne pricakovane
vrednosti, pri cemer privzamemo, da igralci mesajo neodvisno. Natancneje,
definiramo:

Ui(my, Ty ooy Tp) = E[ui(al, as, . .. ,an)} ,

kjer so ay ~ w1, a9 ~ To, ..., a, ~ m, neodvisne slucajne akcije. Velja tudi:

Ui(7Tlv7TZa cee >7Tn) = E Uz’(aljla A5y -« - 7unjn)p1j1p2j2 © Pngy, -
J15J25-5dn

Funkcijo U; lahko gledamo tudi kot kompozitum razsiritve funkcije u; do afine
funkcije naTI(A; X - - - X A,,) in viozitve IT(Ay) x - - - X II(A,) < TI(A; x--- X A,).
Pri tem je vlozitev definirana tako, da so loterije med seboj neodvisne.
Nashevim ravnovesjem mesane razsiritve igre pravimo mesana Nasheva rav-
novesja igre.

Vsaka strateska igra s koncno mnogo akcijami ima vsaj eno mesano Nashevo
ravnovesje.

3. Dvaigralca igrata igro, pri kateri vsak izmed njiju pokaze eno stran svojega kovanca.
Ce oba pokazeta isto stran (oba cifro ali oba grb), drugi igralec placa prvemu en
evro, sicer pa prvi placa drugemu dva evra. Modelirajte to kot stratesko igro.
Pokazite, da cistih Nashevih ravnovesij ni, in pois¢ite mesana Nasheva ravnovesja.

Karakterizacija mesanega Nashevega ravnovesja

Profil mesanih strategij @ = (my,7a,...,m,) je meSano Nashevo ravnovesje
natanko tedaj, ko za vsak i = 1,2,... n velja, da so vrednosti U;(m | a) za vse
a s m;i(a) > 0 med seboj enake (princip indiferentnosti) in vecdje ali enake
vrednostim U;(m | a) za ostale a.

4. Poisc¢ite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X |Y
A{1,0]0,0|.
B10,0]2,1

5. V neki studiji (Palacios-Huerta: Professionals play minimax, Review of Economic
Studies 70 (2003), 395-415) so opazovali izvajanje ve¢ kot 1400 enajstmetrovk pri
nogometu. Tipicno strelec meri levo ali desno, vratar pa prav tako skoci na svojo
levo ali desno stran. V spodnji tabeli so podane empiri¢ne verjetnosti zadetka za
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vse mozne kombinacije:

Vratar

L D
L [ 94'97% | 58°30%
D | 69°92% | 92'91%

Strelec

(v resnici je bila studija Se natancénejsSa in je razlikovala levo- in desnonozne strelce:
oznaki L in D pomenita levo oz. desno stran pri desnonoznih strelcih, pri levonoznih
pa sta strani zamenjani; Studija je torej privzela, da vratarji dobro poznajo strelce).

Modelirajte to kot stratesko igro z mesanimi strategijami (ob predpostavki, da se
strelec in vratar vnaprej odlocita, kaj bosta storila) in poiséite Nasheva ravnovesja.
Primerjajte to z opazenimi frekvencami:

Strelci: L D Vratarii: L D
Gt 13998%  60702% atall A\ 57:69% 42'31%

6. Dolocite, pri katerih vrednostih parametrov a, b, ¢, d, e in f je profil:

(G 1) (s )

mesano Nashevo ravnovesje igre:

L | C | R
1,213,3|1,1
a,b|c,3 2,4
d,4|e 10,7

W =S

7. Poisc¢ite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X |Y
Ala,al2,4].
B|1,3a,a

v odvisnosti od parametra a.
8. Dolocite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X|v |z
A[0,4[3,3]5,0
B|1,3]27]35|
C13,0[1,2]1,3
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10.

11.

12.

13.

Dominacija pri mesanih strategijah

Naj bosta « in [ mesani strategiji i-tega igralca. Strategija « (strogo) domi-
nira strategijo 3 Ze, ce za vsak profil m, sestavljen iz Cistih strategij, velja

Ui(w | «) > Ui(w | B) oziroma U;(w | «) > Us(7 | B).

Izlo¢anje mesanih strategij s pomocjo (stroge) dominacije

Akcija (cista strategija), ki je strogo dominirana s kaksno mesano strategijo, ne
more nastopati v mesanem Nashevem ravnovesju (tj. njen delezZ je enak nic).
Mesana Nasheva ravnovesja igre, v kateri se to zgodi, se ujemajo z mesanimi
Nashevimi ravnovesji igre z izlo¢eno akcijo. Tako lahko tudi mesane strategije
izlocamo zaporedoma.

Ce so dolocene akcije dominirane, obstaja tudi mesano Nashevo ravnovesje,
kjer le-te ne nastopajo. Z drugimi besedami, ce je dovolj poiskati vsaj eno
Nashevo ravnovesje (ne pa vseh), lahko dominirane akcije izlo¢imo.

Raziscite, katere akcije v prejsnji nalogi so (strogo) dominirane; za vsako tako akcijo
poiscite Se vse mesane strategije, ki jo (strogo) dominirajo in ne vkljuc¢ujejo aktualne
akcije.

Denimo, da mesana strategija ( strogo dominira cisto strategijo C. Poi-

A B >
04 06
S¢ite meSano strategijo, ki strogo dominira mesano strategijo
A B C D ] . .o
(0'15 025 05 0'1) in ne vsebuje akcije C.

Dolocite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X|v |z
Al4,2(3,3]1,5
B|0,4[4,1[20/
Cl1,413,9[1,7

Poiscite vsaj eno mesano Nashevo ravnovesje igre:

X|v|z|w
3,6/3,5|4,85,7
3,613,5|5,04,3
2,63,5|5,0 4,3
3,6/2,9]5,0/5,7
2,614,5|3,8[7,7
561,919,013

| | O] Q] )|

Doloc¢ite meSana Nasheva ravnovesja igre:

X|Y |z
Al4,2(35[1,3
B|0,0[4,1[24]|
C

Y

1,4(3,1[3,2
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Ali je v tej igri kaksna akcija (strogo) dominirana?

Pois¢ite vsa mesana Nasheva ravnovesja igre:

X[ Y[ Z[W
A[0,0[3,3]3,2]3,1
B|2,110,0]/2,3[3,0]
C13,3[4,2(0,0]3,2

Dana je igra za dva igralca, ki imata oba na voljo vsak svoj nabor samih razli¢nih
kart. Oba nabora sta enaka. Vsaka karta ima neko strogo pozitivnho vrednost.
Hkrati pokazeta vsak svojo karto in ¢e sta karti enaki, drugi igralec placa prvemu
vrednost karte. Sicer nihc¢e ne placa ni¢. Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite
mesana Nasheva ravnovesja.

Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X Y X Y
T(12,1,1]2,2,1 T12,1,0(2,4,0
B|3,1,1]0,0,1 B|16,1,0]3,2,2]|

a3 =L as =R

Pois¢ite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X Y X Y
T1,2,3|1,1,3 T11,2,4]1,3,1
B[1,1,4]0,2,2 B10,4,211,2,3]

a3 =L a3 =R

Namig: razis¢ite, kdaj se prvemu igralcu dolocene akcije ne splaca vkljuciti.

Trije igralci hkrati obrnejo vsak svoj kovanec. Ce vsi trije obrnejo enako, nihée ne
placa ni¢. Ce eden od igralcev obrne grb, druga dva pa cifro, ta dva tistemu, ki je
vrgel grb, placata vsak po en evro. Ce pa eden od igralcev obrne cifro, druga dva
pa grb, ta dva tistemu, ki je vrgel cifro, placata vsak po dva evra. Poisc¢ite mesana
Nasheva ravnovesja te igre.

Podjetje povabi k skupnemu projektu pet sodelavcev. Vsak sodelavec lahko priza-
devno sodeluje, kar ga stane eno enoto, ali pa lenari, kar ga ne stane ni¢. Ce je
pri projektu p prizadevnih sodelavcev, le-ti ustvarijo dobicek v visini 151n(1 + p).
Dobicek si vseh pet sodelavcev razdeli na enake dele (ne glede na to, ali sodelujejo
ali ne).

a) Modelirajte to kot stratesko igro in poiscite ¢ista Nasheva ravnovesja. Koliko
jih je?

b) Ali obstaja kaksno mesano ravnovesje, kjer vsi sodelavci prizadevno sodelujejo
z enakimi verjetnostmi?
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20. V soseski se zgodi zlo¢in, ki ga vidi n mimoidoc¢ih. Vsak izmed njih ima moznost, da

21.

poklice policijo. To predstavlja dodatno delo in tveganje, kar vsak mimoidoc¢i oceni
s ¢; ta vrednost se odsteje od njegove koristnostne funkcije. Ce nihée ne poklice,
to predstavlja sramoto, ki od koristnostne funkcije vsakega mimoidocega odsteje s.
Privzemimo, da je s > ¢ > 0.

a) Modelirajte to kot stratesko igro.
b) Poiscite ¢ista Nasheva ravnovesja.

c¢) Dolocite simetricna mesana Nasheva ravnovesja (Nashevo ravnovesje je sime-
tricno, ¢e vsi igralci uberejo isto mesano strategijo).

d) Pokazite, da pri Nashevem ravnovesju iz prejsnje tocke verjetnost, da vsaj en
mimoidoci pokli¢e policijo, pada s stevilom mimoidocih.

Prizor iz filma A Beautiful Mind, biografskega filma o Johnu Nashu: skupini fantov
se v baru pridruzi skupina deklet, med katerimi izstopa privlacna blondinka. Vsak
fant ima na voljo dve akciji: lahko gre osvajat blondinko (akcija B) ali pa man]
privlacno dekle (akcija M). Ce gre osvajat manj privlacno dekle, jo zagotovo dobi;
korist od tega je enaka 2. Ce pa gre osvajat blondinko, uspeh ni zagotovljen: blon-
dinka bo namre¢ na slepo izbrala samo enega od tistih, ki jo bodo §li osvajat. Fant,
ki dobi blondinko, ima korist 3, fant, ki gre osvajat blondinko, a je ne dobi, pa ima
korist 0. Kot korist pri akciji, da gre fant osvajat blondinko, Stejemo pri¢akovano

vrednost glede na blondinkin odgovor.

a) Poiscite Cista Nasheva ravnovesja.

b) Dokazite, da se v nobenem meSanem Nashevem ravnovesju ne more zgodi-
ti, da gre kateri od fantov blondinko osvajat z gotovostjo, kateri drug pa z
verjetnostjo strogo med 0 in 1.

c) Za m = 1,2,3 pois¢ite vsa mesana Nasheva ravnovesja, kjer gre natanko m
fantov osvajat blondinko s strogo pozitivno verjetnostjo.

d) Dokazite, da v meSanem Nashevem ravnovesju vsi fantje, ki gredo s strogo
pozitivno verjetnostjo osvajat blondinko, to poc¢nejo z enakimi verjetnostmi.
Namig: za poljubna dva zapisite princip indiferentnosti in primerjajte.

e) Dokazite, da za poljubno neprazno podmnozico fantov mo¢i m obstaja natan-
ko eno mesano Nashevo ravnovesje, pri katerem gredo fantje iz te podmnozice
osvajat blondinko s strogo pozitivno verjetnostjo, ostali pa gredo z gotovo-
stjo osvajat manj privlacna dekleta. Pokazite, da je ta verjetnost natancno
dolocena Ze z m (torej neodvisna od Stevila vseh fantov) in da pada z m.

f) Koliko mesanih Nashevih ravnovesij ima formalno gledano igra?
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Igre m x2in 2 xn

Ce sta igralca dva in ima drugi na voljo le dve akciji (recimo X inY'), pogoji

za Nashevo ravnovesje, ki jih doloca koristnostna funkcija prvega igralca (Uy ),
X Y

l—q ¢
nice potem pogledamo, kje koristnostna funkcija drugega igralca (U,) ustreza
standardnim kriterijem:
e V profilih, ki ustrezajo posameznemu krajiscu ovojnice, mora biti Us
vecja ali enaka, kot ¢e bi zamenjali akcijo drugega igralca.
e V profilih, ki ustrezajo notranjosti ovojnice, mora biti U, enaka za obe
akciji drugega igralca (posebej gledamo notranjosti daljic in prelome).
Analogno obravnavamo tudi igre, kjer ima prvi igralec na voljo le dve akciji.

ustrezajo zgornji ovojnici daljic ¢ — U, <i, ( .V okviru te ovoj-

Racunanje zgornje ovojnice

V veliki meri pomaga, ce narisemo sliko: tako lahko v veliko primerih zgornjo
ovojnico kar uganemo. A v vsakem primeru moramo preveriti, da je to res
zgornja ovojnica. Pri tem si lahko pomagamo z izlocanjem.

Naj ima drugi igralec na voljo le akciji X in Y. Oznacimo 7, := (1 )_( . };) :
Osnovno nacelo je, da, ¢e sta A in B akciji prvega igralca, za kateri pri nekem
q € [0,1] velja Uy(A,m,) > Uy(B,m,), lahko akcijo B pri tem q izlocimo iz
zgornje ovojnice.
Naj bosta A in B akciji prvega igralca s strminama a = U;(A,Y) — Uy (A, X)
inb=U(B,Y)—U(B,X). Naj boa <b.

e Ce je Ui(A,7,) = Ui(B,m,,), lahko za vse q¢ < qo izlo¢imo B, za vse

q > qo pa A.

o Ce je Ui(A, ) < Ui(B,my,), lahko A izlo¢imo za vse q¢ > qo.

e Ceje U (B,7,) < Ui (A, 7,), lahko B izlo¢imo za vse q < qq.
Ce lahko doloceno akcijo na ta nacin izlo¢imo v celoti, to pomeni, da je strogo
dominirana z dolo¢eno mesanico drugih akcij. Zgornja ovojnica vseh akcij se
torej ujema z zgornjo ovojnico akcij brez izlocene akcije.

Privzemimo, da lahko akcije prvega igralca uredimo tako, da:
e strmine pripadajocih funkcij koristi tvorijo strogo narascajoce zaporedje;
e presecisca funkcij koristi dveh zaporednih akcij tvorijo (ne nujno strogo)
narascajoce zaporedje na intervalu [0, 1].
Tedaj akcije na zaprtih intervalih od presecisca s predhodno do presecisca z
naslednjo akcijo tvorijo zgornjo ovojnico. Pritem pri prvi akciji za levo krajisce
vzamemo q = 0, pri zadnji pa za desno krajisce vzamemo q = 1.

16
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22. Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre:

X| v
Al4,1] 0,3
B12,3] 1,5
C10,0] 6,2
D[22 3,1
E|6,2]—6,0

23. Poiscite mesana Nasheva ravnovesja igre:

I | J| K| L | M]|N
A[ 253,449 472623
B|3,11(2,12] 5,8 | 3,2 [4,10] 4,1
Cl 3541 [410]5,12] 2,8 2,12

Matric¢ne igre

Matricne igre so igre za dva igralca s koncno mnogo akcijami in nicelno vsoto:
pri vsakem paru akcij (in posledicno pri vsakem profilu) je dobitek drugega
igralca nasprotno enak dobitku prvega. Dobitke v taki igri lahko predstavimo
z matriko iz dobitkov prvega igralca, recimo A = [a,]]f;? =1 Ce akcije prvega
igralca oznacimo z Vi, ..., V,,, akcije drugega pa z Si, ..., S,, torej velja:

U1(V%, Sj) = Qg5 , UQ(Vu Sj) = —Q .

Mesane strategije lahko opiSemo kar z vektorji. Ce meSanima strategijama m
in p ustrezata vektorja p in q tako kot spodaj:

b q1
7T=<V1 V2mV’”>Hp= e p=<51 SQ'”S”)HqZ =l
P1 P2 Pm : q1 G2 " dn :

Pm an

velja Uy (m, p) = p" Agq.

Nashevo ravnovesje pri takih igrah pomeni vec¢: ne le, da je tam dosezen
maksimalni dobitek prvega igralca, ¢e drugi obdrzi svojo strategijo, tem-
vec je to tudi minimalni dobitek prvega igralca, ¢e obdrzi svojo strategijo.




M. RAIC: VAJE 1Z TEORLJE IGER

24.

25.

Vrednost igre je definirana kot:

dobitek prvega igralca v vseh MNR =
= stopnja varnosti za prvega igralca =
= minimalni dobitek prvega igralca, ce igra racionalno =

= minmax p’ Aq = min max eiTAq =
a P q i

= maksimalni dobitek prvega igralca, ¢e drugi igra racionalno =
= maxmin pt Aq = max miinAej
P 4 P J
Profil (p*, q*) je mesano Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja:
(T A T . TA o 1o T
min(p*) " Aq = maxminp Aq in maxp Aq" = minmaxp Agq.
q P 4 p a p

Pravimo, da je p* max-min strategija prvega, q* pa min-max strategija

drugega igralca.

Doloc¢ite vrednost in mesana Nasheva ravnovesja v matri¢ni igri:

01 21
4 4 3 4
6 0 1 1

Matricne igre m x 2

Tako kot pri splosnih igrah za dva igralca lahko tudi tu akcijam prvega igralca
priredimo daljice in poiscemo zgornjo ovojnico. Nashevo ravnovesje je na mi-
nimumu zgornje ovojnice (to je minimum koristi prvega igralca v min-max
strategiji drugega igralca; prvi igralec pa mesa tiste akcije, ki so vpletene v
ta minimum).
Namesto konstrukcije cele zgornje ovojnice pa lahko upostevamo tudi dejstvo,
da je min-max dosezen v eni izmed naslednjih tock:

e v levem krajiscu daljice s pozitivno ali nicelno strmino;

e v desnem krajiscu daljice z negativno ali nicelno strmino;

e na preseciscu daljice s pozitivno ali nicelno strmino in daljice z negativno

ali nicelno strmino.

Min-max je dosezen v tistih izmed zgoraj omenjenih tock, ki leZijo na zgornji
ovojnici, ali, ekvivalentno, tam, kjer je vrednost koristnostne funkcije najvisja.
Ta vrednost je tudi vrednost igre.

Poiscite mesana Nasheva ravnovesja in vrednost matric¢ne igre:

4 3
2 4
5 2

18
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26. Poiscite mesana Nasheva ravnovesja in vrednost matricne igre:

246 4 0
6 5 0 3 12

27. Doloc¢ite vrednost matri¢ne igre:

= O N
— o W
W = Ut
W W =~

28. Naj bo a,b,c,d € R. Dokazite, da je vrednost matri¢ne igre enaka

o & Ot
o 2 2
QU S o

. U b
vrednosti matricne igre [CCZ d}

Kvadratne matri¢ne igre s sticnimi tockami v simpleksu

Pri kvadratnih matricnih igrah se splaca najprej preuciti primer, ko oba igralca
vkljucita vse akcije. Ce ima namrec igra natancno eno tako mesano Nashevo
ravnovesje, je le-to tudi edino.

Po principu indiferentnosti so tovrstna mesana Nasheva ravnovesja pari (p, q),
ki zadoscajo sistemu:

pTA=al” (tj. Us(p, j) so enaki za vse j) (1)
Aqg =p1 (tj. Ui(i, q) so enaki za vse ). (2)

skupaj s splosnimi pogoji p'1 = 1Tq = 1, p > 0, q > 0; neenakost med
vektorji je tu misljena po komponentah.

Brz ko ima sistem (1), (2) resitev, ki izpolnjuje pogoj p*'1 = 1Tq =1, jea = j3.
Ce je tudip > 0 in q > 0, je (p, q) mesano Nashevo ravnovesje, a = 3 pa je
vrednost igre. Enolicnost mesanega Nashevega ravnovesja pa je zagotovljena
samo, ¢e jep > 0 in q > 0.

Ce je matrika A obrnljiva, ima sistem (1), (2) ob dodatnem pogoju p'1 =

1

1%q = 1 enoli¢no resitev, ki se izraza z o = 3 = v, pt =vl1TA!

) T1TA11
in ¢ = vA~'1. Ce v komponentah nobenega od vektorjev 1TA~! in A~11
ne pride do menjave predznaka, je (p,q) mesano Nashevo ravnovesje, v pa je

vrednost igre.

Opomba. Enacbi (1) in (2) imata lahko enoliéno resitev v R X H, tudi ¢e matrika A ni obrnljiva. Kljuéna je namreé obrnljivost matrike
T

g l‘A } Naslednje trditve so ekvivalentne:

e A je obrnljiva.

e Sistem (1) ima natanko eno resitev v o € R

e Sistem (2) ima natanko eno resitev v 8 € R,

|

, sistem (2) pa v obliki AT |:—qo<:| = |:1:|

Sistem (1) je namre¢ mozno zapisati v obliki A [ qﬁ] 0
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

[2 4 0
Izracunajte vrednost in meSana Nasheva ravnovesja igre |—2 6 2].

4 -1 3

1 -1 1]
Izracunajte vrednost in meSana Nasheva ravnovesja igre [—8 4 0

| 3 —1 —1]

[1 -1 0]
[zracunajte vrednost in mesana Nasheva ravnovesja igre | 3 2 5

—4 -1 -5

Dolocite vrednost in vsaj eno mesano Nashevo ravnovesje matricne igre:

W N = =
= =N
— RN W
N W —

Namig: racunanje skoraj ni potrebno.

Vrednost igre 2 x 2

< L. la b . e o
Ce v matriki o gl M nobene stroge dominacije in niso vsi njeni

elementi enaki, ima pripadajoca matricna igra vrednost:

ad — be
a—b—c+d’

Dolocite vrednost matricne igre [_1

3 . .
x} v odvisnosti od parametra x.

Alfred in Bernard igrata igro, pri kateri oba hkrati izbereta naravno stevilo od 1 do
n. Ce oba izbereta enako, Bernard placa Alfredu en evro. Ce Bernard izbere stevilo,
ki je za eno vecje od Alfredovega, Alfred Bernardu placa en evro. Sicer nihce ne
placa nic.
a) PoisCite mesana Nasheva ravnovesja igre, v katerih oba igralca vkljucita vse
akcije.
b) Koliko znasa vrednost igre za Alfreda?

c) Ali obstaja kaksno mesano Nashevo ravnovesje, kjer kateri od igralcev kaksne
akcije ne vkljuci?
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Vsako iskanje vrednosti igre se da (z manjso ali vecjo zahtevnostjo) prevesti na
eno ali ve¢ kvadratnih iger z enolicnima sticnima tockama v simpleksu.

e Ce ima matrika vec vrstic kot stolpcev, lahko odstranimo toliko vrstic,
kot znasa razlika, ni pa s tem povedano, katere.

e Ce ima matrika vec stolpcev kot vrstic, lahko odstranimo toliko stolpcev,
kot znasa razlika, ni pa s tem povedano, katere.

e Ce ima enacba (1) ni¢ ali pa neskoncno resitev v H, lahko odstranimo
neko vrstico.

e Ce ima enacba (2) ni¢ ali pa neskoncno resitev v H, lahko odstranimo
neki stolpec.

e Ceima enacba (1) resitev v H\II, lahko odstranimo neko vrstico. Ce ima
tedaj enacba (2) resitev v 11, lahko odstranimo neko vrstico, ki ustreza
negativni komponenti v p.

e Ce ima enacba (2) resitev v H\II, lahko odstranimo neki stolpec. Ce ima
tedaj enacba (1) resitev v II, lahko odstranimo neki stolpec, ki ustreza
negativni komponenti v q.

e Ce lahko odstranimo doloc¢eno stevilo vrstic, ne vemo pa, katere, je vre-
dnost igre enaka maksimumu vrednosti iger z matrikami, ki imajo od-
stranjenih ustrezno stevilo vrstic.

e Ce lahko odstranimo doloceno Stevilo stolpcev, ne vemo pa, katere, je
vrednost igre enaka mimimumu vrednosti iger z matrikami, ki imajo
odstranjenih ustrezno Stevilo stolpcev.

Sicer pa je iskanje vrednosti igre predmet linearnega programiranja.

Pojasnila

e Brz ko ima matrika veé vrstic kot stolpcev, ima enaé¢ba (1) ni¢ ali pa neskonéno resitev.

e Brz ko ima enacba (1) ni¢ ali pa neskon¢no resitev, obstaja tak vektor § # 0 z 1T6 =0, da je §TA =0. Ce je pri nekem p dosezena
vrednost igre (maksimum minimuma), se to ohrani, ¢e p premaknemo za kak veckratnik vektorja §. Potem pa se lahko premaknemo
za tak veckratnik, da se znajdemo na robu simpleksa, kar pomeni, da smo eno komponento vektorja p postavili na ni¢; z drugimi
besedami, odstranili smo eno vrstico.

e Naj enacbo (1) resi Po ¢ II. Vzemimo poljuben Py € IIin naj bo miny, p’erek, = prerej. Ker je pgAek enako za vse k, mora tudi za
vsak p na poltraku {(1 —t)pg + tp; } veljati miny pTAek = pTAe]u Ce je py v notranjosti simpleksa II, poltrak seka rob simpleksa
v dveh toc¢kah, recimo py = (1 — t2)pg + tapy in p3 = (1 — t3)pg + t3py, pri cemer lahko privzamemo, da je 0 < t3 < 1 < t3. Ce je
p?Aej > pgAeJ-, je tudi pEAej > p?Aej, torej ming, pgAek > miny p?Aek. Ce pa je p?Aej < pgAej, je pgAej > prerej,
torej ming, p;FAek > ming prerekA To pa pomeni, da je maxp ming pTAe;C zagotovo dosezen na robu simpleksa.

e Ce privzamemo prej$nje in ¢e obstaja Se q, € 1II, ki resi (2), velja prerej < p?Aql = pOTAql = pOTAeJ-, torej velja prejsnja druga
moznost, se pravi ming p;FAe;C > ming, prere;C. Od tod dobimo, da je maxp ming pTA(-:';C dosezen v tocki oblike pg + td, kjer je
1Ts = 0, t > 0 pa je najmanjsi tak, da je pg+td € II. Pri takem vektorju pa mora biti ena izmed komponent, ki je pri pg negativna,
enaka nié¢. Tisto vrstico lahko torej izlo¢imo.

e Pri vseh zgornjih argumentih lahko zamenjamo (1) in (2), hkrati pa tudi vrstice in stolpce.

0o 3 3
35. Izracunajte vrednost igre | 4 —5 —1
-8 7 -1

36. Doloc¢ite vrednost in mesana Nasheva ravnovesja diagonalne matricne igre, tj. take
z diagonalno matriko.

37. Matri¢na igra je simetricna, e je njena matrika poSevno simetri¢na, tj. AT = —A.
Dolocite vrednost take igre.
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3. Bayesove igre

Bayes—Nashevo ravnovesje. Obravnava dominacij. Igre, podane z apriornimi verjetnostmi.

Bayesova igra je igra z nepopolno informacijo, ki jo sestavljajo:

e mnozica igralcev in za vsakega igralca mnozica akcij;

e mnozica stanj in za vsako stanje strateska igra s koristnostnimi funkci-
jami;

e za vsakega igralca signalna funkcija, ki vsako stanje preslika v dolocen
signal: signal predstavlja informacijo o stanju igre, ki jo dobi igralec;

e za vsakega igralca in signal verjetnostna porazdelitev na mnozici stanj,
iz katerih prihaja ta signal; te verjetnosti so lahko tudi subjektivne —
igralec le verjame vanje.

Vsaki Bayesovi igri priredimo stratesko igro s popolno informacijo, kjer so:

e igralci pari (igralec, signal) iz izvirne Bayesove igre;
e koristi para (igralec, signal) pricakovane koristi igralca pri dani verjetno-
stni porazdelitvi na mnozici stanj, iz katerih izhaja signal.

Zaradi lazjega razlocevanja akcijam v prirejeni strateski igri navadno v inde-
ksu dodamo signale, ki jim pripadajo. Bayes—Nashevo ravnovesje (cisto
ali mesano) je ustrezno Nashevo ravnovesje prirejene strateske igre s popolno
informacijo.

1. Bayesova igra za dva igralca ima dve stanji, w; in ws. Prvi igralec od obeh stanj
dobi isti signal in verjame, da je igra v stanju wy z verjetnostjo 1/3, v stanju wy pa
z verjetnostjo 2/3. Drugi igralec pa dobi od vsakega stanja drugacen signal. Prvi
igralec lahko igra potezi A ali B, drugi pa potezi L ali D. Dobitki pri posameznih
stanjih in potezah so prikazani spodaj:

Stanje w;: Stanje ws:

L | D L | D
Al2,3]51 Al 5,122
B|1,1[4,3 B|10,2[7,1

Poiscite mesana Bayes-Nasheva ravnovesja igre.

Dominacije pri Bayesovih igrah

Ce je neka akcija v posameznem stanju strogo dominirana v smislu strateskih
iger z mesanimi strategijami, Se ne pomeni, da jo lahko izlocimo iz Bayesove
igre, saj tovrstna dominacija ne implicira nujno (stroge) dominacije v prirejeni
strateski igri s popolno informacijo. Pac¢ pa dominacija v prirejeni strateski
igri s popolno informacijo sledi iz dominacije v vseh stanjih Bayesove igre,
iz katerih igralec dobi dani signal. Implicirana dominacija je stroga, ce je v
izvirni Bayesovi igri stroga za vsaj eno stanje s strogo pozitivno aposteriorno
verjetnostjo.
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2. Bayesova igra za dva igralca ima tri stanja, wy, ws in ws. Prvi igralec ve, v katerem
stanju je igra, drugi igralec pa ne dobi nobene informacije o stanju, pa¢ pa verjame
v verjetnosti stanj P(w;) = 1/2, P(wy) = 1/4, P(ws) = 1/4. Prvi igralec lahko igra
potezi A ali B, drugi pa potezi L ali D. Dobitki pri posameznih stanjih in potezah
so prikazani spodaj:

Stanje wy: Stanje ws: Stanje ws:
L | D L D L | D
Al3,114,2 Al0,2] 4,5 Al0,0]1,1
B|2,3|1,4 B|3,4|1,—-11 B|22]53

Poiscite mesana Bayes—Nasheva ravnovesja igre.

3. Bayesova igra za dva igralca ima tri stanja, w;, wy in ws. Prvi igralec dobi en
signal od stanja w; in drugega od stanj ws in ws; v slednjem primeru verjame, da
je igra v stanju wy s pogojno verjetnostjo 3/4 in v stanju wz s pogojno verjetnostjo
1/4. Drugi igralec pa dobi en signal od stanja w, in drugega od stanj w; in ws; v
slednjem primeru verjame, da je igra v stanju w; z verjetnostjo 1/3 in v stanju ws
z verjetnostjo 2/3. Dobitki pri posameznih stanjih in akcijah so prikazani spodaj:

Stanje wy: Stanje ws: Stanje ws:

L | R L | R L | R
T12,2(3,5 T12,2(1,1 T11,2(2,8
B|1,5]238 B|24]3,2 B|25]3,2

Poiscite mesana Bayes-Nasheva ravnovesja igre.

4. Anita zeli prodati svoj avto, Bojan pa ga zeli kupiti. Avto je lahko v dobrem ali
slabem stanju. Anita pozna njegovo stanje, Bojan pa ne, vendar misli, da je avto
v dobrem stanju z verjetnostjo 2/3, v slabem pa z verjetnostjo 1/3. Ce je avto v
dobrem stanju, ima vrednost 6 za Anito in 9 za Bojana, ¢e pa je v slabem stanju,
ima vrednost 0 za Anito in 3 za Bojana. Ce je kupcija sklenjena, se sklene po trzni
ceni ¢ > 0. Privzamemo, da se obe stranki vsaka zase odlocita, ali gresta v prodajo
oz. nakup; kupcija je sklenjena, ¢e se oba odloc¢ita pritrdilno.

a) Modelirajte to kot Bayesovo igro in obravnavajte Cista Bayes—Nasheva ravno-
vesja v odvisnosti od c.

b) Pri katerih cenah ¢ obstaja Bayes—Nashevo ravnovesje, pri katerem je kupcija
lahko sklenjena za avto v dobrem oz. slabem stanju?

c) Pri katerih cenah je Bojan indiferenten med nakupom in odstopom pri vseh
strategijah, ki se tedaj (tj. pri tej ceni) pri obeh Bojanovih akcijah splacajo
Aniti?



M. RAIC: VAJE 1Z TEORLJE IGER 24

Pri Bayesovi igri lahko podamo tudi apriorne verjetnosti P(w), tj. verjetnosti
stanj, ki jih posamezen igralec privzema, preden dobi signal. Te verjetnosti so
lahko tudi objektivne, dane od mehanizma igre. Potem ko igralec dobi signal,
pa je smiselno, da privzame ustrezne aposteriorne, torej pogojne verjetnosti.
Ce je T signalna funkcija in 7(w) = s, so te verjetnosti enake:

P(w)

P(w|7=s):m.

Na to lahko gledamo tudi kot na poseben primer Bayesove formule.

5. Bayesova igra za dva igralca ima tri stanja, wy, wo in ws. Prvi igralec dobi en signal
od stanja wy, drugega pa od stanj wy in ws. Drugi igralec pa dobi en signal od stanja
wy, drugega pa od stanj w; in ws. Na zacetku oba igralca verjameta v verjetnosti
stanj P(wy) = 1/4, P(wy) = 1/4, P(ws) = 1/2. Prvi igralec lahko igra potezi A ali
B, drugi pa potezi L ali D. Dobitki pri posameznih stanjih in potezah so prikazani

spodaj:
Stanje wy: Stanje ws: Stanje ws:
L | D L | D L | D
Al20(3,1 Al1,11,3 Al7.0]1,4
B|1,5|0,7 B|1,2]1.4 B|1,3]4,1

Poisc¢ite mesana Bayes—Nasheva ravnovesja igre.

6. Bayesova igra za dva igralca ima tri stanja, wy, ws in ws. Igra je v vsakem stanju z
enako verjetnostjo. Prvi igralec ve le, ali igra je ali ni v stanju wy, drugi pa sploh
ne ve, v katerem stanju je igra. Prvi igralec lahko igra potezo A, B ali C, drugi pa
potezo L ali D. Dobitki pri posameznih stanjih in potezah so prikazani spodaj:

Stanje wy: Stanje ws: Stanje ws:
L | D L | D L | D
Al 5,2 14,3 A|b5, 77,9 A199|1,8
B|7,14(0,6 B [8,81]3,6 B|6,7]7,9
C|3,111]6,3 C 7,051 C'18,1/6,2

Poiscite mesana Bayes-Nasheva ravnovesja igre.

7. Dana je Bayesova igra za dva igralca, v kateri ima stanje sistema dve komponenti:
prva je lahko « ali 3, druga pa ~ ali 6. Verjetnosti posameznih stanj so podane v
naslednji tabeli:

¥ )

all1/3]1/6

g11/6]1/3

Prvi igralec ve, v katerem stanju je prva komponenta, drugi igralec pa, v katerem
stanju je druga komponenta. Prvi igralec ima na voljo akciji 7" in B, drugi pa L in
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R. Koristi obeh igralcev glede na stanje in akciji so prikazane v spodnji tabeli:

v )

L| R L| R
o T3,7]4,0 TI1,1123
B|2,4]5,2 B 4,651

L | R L| R
g Tl10,7[1,2| T[1L,1]L3
Bl 0,168 B|32]64

Poiscite mesana Bayes—Nasheva ravnovesja te igre.

Namig: zacnite s prvim igralcem, ki prejme signal, da je prva komponenta enaka «.

8. Dana je Bayesova igra za dva igralca, v kateri ima stanje sistema dve komponenti:
prva je lahko « ali 8, druga pa ~ ali §. Verjetnosti posameznih stanj so podane v
naslednji tabeli:

voo0

al1/3]1/6

B11/6]1/3

Prvi igralec ve, v katerem stanju je prva komponenta, drugi igralec pa, v katerem

stanju je druga komponenta. Prvi igralec ima na voljo akciji 7" in B, drugi pa L in
R. Koristi obeh igralcev glede na stanje in akciji so prikazane v spodnji tabeli:

v )
L | R L | R
a T13,714,0 T(1,1]2,3
B[2,4]5,2 B 14,651
L R L | R
g T|10,7|1,2| T|1,1]13
Bl0,1]6,8| B|3,264

Poisc¢ite mesana Bayes—Nasheva ravnovesja te igre.
Namig: zacnite s prvim igralcem, ki prejme signal, da je prva komponenta enaka «.
9. Dva igralca dobita vsak po eno izmed treh moznih nagrad; nagradi, ki ju dobita,

sta razliéni in izbrani na slepo. Vsak igralec ocenjuje vrednost nagrade po svoje —
v spodnji tabeli so podane subjektivne vrednosti posameznih nagrad:
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10.

11.

12.

] Nagrada H P \ P ‘
A 1| 4
B 311
C 4 1 2

Po razdelitvi igralca lahko izmenjata svoji nagradi, ¢e se oba s tem strinjata; pri
tem pa posamezen igralec ve samo, katero nagrado je dobil on, ne pa tudi, katero
nagrado je dobil drugi igralec.

a) Modelirajte to kot Bayesovo igro.
b) Dolocite, do katerih menjav lahko pride v ¢istih Bayes—Nashevih ravnovesjih.

c) Ali obstaja Cisto Bayes—Nashevo ravnovesje, pri katerem nikoli ne pride do
menjave?

Dva igralca sta spet dobila vsak svojo nagrado in spet sta bili nagradi izbrani na
slepo in brez vracanja iz iste mnozice nagrad. Tokrat oba igralca enako ocenjujeta
vrednost posamezne nagrade in vse nagrade imajo razlicne vrednosti. Spet ima-
ta igralca moznost, da nagradi izmenjata: vsak od njiju se odlo¢i, ali je nagrado
pripravljen zamenjati in do izmenjave pride, ¢e sta oba pripravljena zamenjati.

a) Modelirajte to kot Bayesovo igro.

b) Recimo, da so mozne stiri nagrade. ZapiSite vrednost koristnostne funkcije
prvega igralca, ki dobi prvo nagrado, ¢e je le-ta pripravljen zamenjati le prvo
(dobljeno) nagrado, drugi igralec pa je pripravljen zamenjati le drugo nagrado.

c) Poiscite cista Bayes—Nasheva ravnovesja igre (v splosnem).

Dana je igra s Sestimi kartami, kjer je na dveh kartah narisan kamen, na dveh
kartah skarje in na dveh kartah papir. Igro igrata dva igralca, ki najprej iz dobro
premesSanega kupa teh Sestih kart vzameta vsak po dve karti. Nato hkrati vrzeta
vsak eno od kart, ki ju imata. Kamen premaga skarje, Skarje premagajo papir, papir
pa premaga kamen. Ce karta katerega igralca premaga drugo, zmagovalec dobi eno
tocko, porazenec pa ni¢. Sicer oba dobita pol tocke.

Modelirajte to kot Bayesovo igro. Posebej natancéno opisite stanja, signale in stra-
tegije. Nato dokazite, da ima igra vsaj eno ¢isto Bayes—Nashevo ravnovesje: opisSite
ustrezni profil ter izracunajte koristnostne funkcije igralcev s signali in jih primer-
jajte z vrednostmi, ki jih dobijo, ¢e zamenjajo akcijo iz opisanega profila.

Dan je kup 6 kart, med katerima sta dva fanta, dva kralja in dva asa. Fant je vreden
nic¢ tock, kralj eno tocko, as pa dve tocki.

Dva igralca iz dobro premesanega kupa brez vracanja vzameta vsak eno karto. Nato
se vsak odlodi, ali bo karto vrgel ali ne. Ce oba vrzeta karto, igralec s karto nizje
vrednosti pla¢a nasprotniku razliko vrednosti obeh kart. Ce eden karto vrze, drugi
pa ne, tisti, ki je ni vrgel, placa nasprotniku vrednost svoje karte. Sicer nihce ne
placa nicesar.
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Modelirajte to kot Bayesovo igro. Ali obstaja kaksno ¢isto Bayes—Nashevo ravno-
vesje?



M. RAIC: VAJE 1Z TEORLJE IGER 28

4. Ekstenzivne igre

Prevedba na strateske igre. Vgnezdeno Nashevo ravnovesje. Stackelbergov model duopola. Igre
z nepopolno informacijo. Reducirane strategije. Randomizirane igre. Behavioristicno mesane
strategije, Kuhnov izrek, vgnezdena behavioristicno mesana Nasheva ravnovesja.

Ekstenzivne igre lahko predstavimo z drevesom s korenom: v vsakem vozliscu
(s korenom vred), ki ni list, je na potezi dolocen igralec, njegove poteze pa
predstavljajo povezave, ki gredo iz tega vozlisca stran od korena. Koren pred-
stavlja zacetek, listi pa mozne izteke igre. Za vsak moZen iztek igre morajo biti
dolocene preferencne funkcije posameznih igralcev.

Vsaki ekstenzivni igri priredimo obic¢ajno stratesko igro, kjer igralci ustrezajo
igralcem v dani ekstenzivni igri, akcije posameznega igralca pa so vse mozne
kombinacije potez v vseh vozlis¢ih ekstenzivne igre, ko je na vrsti. Nashevo
ravnovesje ekstenzivne igre je Nashevo ravnovesje prirejene strateske igre. Ce
pri iztekih igre podamo koristnostne funkcije, je mozno gledati tudi mesana
ravnovesja.

1. Dana je ekstenzivna igra:

Zapisite prirejeno stratesko igro in dolocite njena mesana Nasheva ravnovesja.

Klasi¢ni koncept Nashevega ravnovesja ekstenzivni igri ne ustreza povsem, saj ne
uposteva, da igralci sproti pridobivajo informacije. V klasi¢ni strateski igri z mesanimi
strategijami je mozno doseci le, da igralec ne more dobiti ve¢, ¢e akcije njegovih protii-
gralcev ostanejo popolnoma nespremenjene. V ekstenzivni igri pa je mozno doseci ve¢ —
glej spodaj.
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Vsakemu vozlisc¢u ekstenzivne igre priredimo podigro: to je ekstenzivna igra,
sestavljena iz vseh moznih potekov od tega vozlisca naprej. Podigram torej
pripadajo doloc¢ena poddrevesa. Vgnezdeno Nashevo ravnovesje (angl.
subgame perfect Nash equilibrium — SPNE) ekstenzivne igre je profil, ki nam da
Nashevo ravnovesje v vseh podigrah. Zaenkrat se omejimo le na ¢iste strategije.

Pri koncnih igrah je za vgnezdeno ravnovesje dovolj preveriti, da se v vsakem
vozliscu, kjer je dolocen igralec na potezi, njegova korist ne poveca, ¢e spremeni
potezo samo v tistem vozliséu. Temu pravimo princip enega odklona (angl.
one shot deviation principle).

Vgnezdeno Nashevo ravnovesje koncne ekstenzivne igre vedno obstaja in ga
lahko poiscemo z indukcijo po podigrah od iztekov proti korenu. Ko imamo
ze dolocena vgnezdena Nasheva ravnovesja podiger za vse naslednike posame-
znega vozlisca, za vsako kombinacijo teh ravnovesij po posameznih vozlisc¢ih
naslednikih poiscemo mnozico optimalnih potez in jih dodajamo prej omenje-
nim kombinacijam. Tako dobimo nove kombinacije, ki so vgnezdena Nasheva
ravnovesja podigre od tega vozliSca naprej.

2. Poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja igre iz prejsSnje naloge. Se le-ta ujemajo s
¢istimi Nashevimi ravnovesji?

3. Poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja igre:
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4. Hierarhi¢no pleme n kanibalov je ujelo misionarja. Hierarhija plemena je linearna:
na ¢elu plemena je glavni kanibal, sledi drugi kanibal, nato tretji in tako naprej do
n-tega kanibala. Glavni kanibal je edini, ki ima moznost, da poje misionarja. Ce
ga ne poje, je konec igre. Ce ga poje, pa bo Sel spat in potem je drugi kanibal edini,
ki ima moznost, da poje prvega. Ce ga ne poje, je konec igre, ¢e ga poje, bo Sel
spat in potem je na vrsti tretji kanibal. Tako se igra nadaljuje: ce ¢-ti kanibal poje
(¢ — 1)-tega, bo Sel spat in potem je (i + 1)-ti kanibal edini, ki ima moznost, da ga
poje. Edino zadnji kanibal lahko mirno zaspi, ¢e poje predzadnjega. Modelirajte to
kot ekstenzivno igro in poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja.

5. Skupina jedcev si mora razdeliti torto. Postopek delitve je sestavljen iz ve¢ korakov.
Koraki so lahko dveh vrst: rezanje ali jemanje. Ce je korak rezanje, mora igralec, ki
je na potezi, razdeliti enega od kosov, ki so Se na voljo, na predpisano stevilo delov.
Ce je korak jemanje, pa igralec, ki je na potezi, vzame enega od kosov, ki so e na
voljo.

a) Recimo, da sta jedca dva, postopek pa je naslednji: najprej prvi igralec razreze
torto na dva dela, nato drugi igralec vzame enega izmed kosov po lastni izbiri,
prvi igralec pa dobi preostali kos. Modelirajte to kot ekstenzivno igro. Kaksna
je razdelitev pri vgnezdenem ravnovesju?

b) Oblikujte postopek za n jedcev, pri katerem v vgnezdenem Nashevem ravno-
vesju vsak dobi enako velik kos torte.

6. Albert in Egon se potegujeta za torto. Najprej Albert ponudi Egonu kos torte, zase
pa zadrzi preostanek. Fgon lahko sprejme ponujeni kos, v tem primeru ga seveda
dobi, preostanek pa dobi Albert. Lahko pa Egon ponujeni kos zavrne: v tem primeru
Egon ponujeni kos unici in Albertu izpuli cetrtino njegovega kosa. Modelirajte to
kot ekstenzivno igro in poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja.

7. Dana je naslednja modifikacija igre ultimat, ki ima dva kroga. V prvem krogu prvi
igralec drugemu ponudi delez p; € [0, 1] neke dobrine, nakar drugi igralec ponudbo
sprejme ali zavrne. Ce drugi igralec ponudbo sprejme, je igre konec: drugi igralec
dobi py, prvi pa 1—p;. Ce pa drugi igralec ponudbo zavrne, v drugem krogu pripravi
protiponudbo, v kateri on ponudi prvemu igralcu delez py € [0,1]. Ce prvi igralec
sprejme to protiponudbo, je igre konec in prvi igralec dobi dps, drugi pa §(1 — ps);
parameter 6 € (0,1) interpretiramo kot zmanjSanje vrednosti dobrine (diskontni
faktor). Ce prvi igralec v drugem krogu ponudbo zavrne, pa nobeden ne dobi nic.
Dolocite vgnezdena Nasheva ravnovesja igre.

8. Trije jedci si delijo torto po naslednjem protokolu: najprej prvi odreze kos velikosti
p1 € [0,1], nato drugi od preostanka odreze kos velikosti po € [0,1 — p1], nato
tretji vzame enega od treh dobljenih kosov, nato enega izmed preostalih dveh kosov
vzame prvi, zadnji preostali kos pa dobi drugi jedec. Dolocite, najmanj koliko in
najvec koliko dobi prvi jedec v vgnezdenem Nashevem ravnovesju. Za najmanjso in
najvec¢jo mozno vrednost ustrezno vgnezdeno Nashevo ravnovesje tudi zapisite.
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9.

10.

Naj bo x > 0. Andreja organizira naslednjo igro za Bojana in Cirila: najprej Bojan
in Ciril Andreji placata vsak znesek x. V zameno za to dobi Bojan bon za 60,
Ciril pa za 90 evrov. Nato najprej Bojan in za njim Se Ciril izbere med dvigom
ali vlozitvijo svojega bona. Kdor se odloci za dvig bona, dobi znesek z njegovo
vrednostjo. Kdor pa se odlo¢i za vlozitev bona, dobi 2/3 vrednosti vloZenega bona,
Ce je edini, ki je vlozil, oziroma 1/3 skupne vrednosti obeh bonov, ¢e sta vlozila oba;
poleg tega pa vsakomur, ki se odloc¢i za vlozitev bona, Andreja doda Se znesek 2.

a) Pri z = 10 modelirajte to kot ekstenzivno igro za Bojana in Cirila in poiscite
vgnezdena Nasheva ravnovesja.

b) Modelirajte to Se kot ekstenzivno igro za vse tri igralce, pri Cemer naj bo z
Andrejina poteza. Katere izbire poteze x so za Andrejo najugodnejse, ¢e Bojan
in Ciril igrata racionalno? Ce je v okviru tega ve¢ moznosti za visini Andrejinih
stroskov, privzamemo najvisjo mozno vrednost.

Cesar potrebuje novo obleko, ki mu jo lahko sesije eden izmed dveh krojacev, Herbert
ali Kaspar. Ker se ne more odlociti, pri katerem krojacu bi jo narocil, povprasa tri
svetovalce in uposteva odlocitev vecine. Preden pa se to zgodi, krojaca stopita
do svetovalcev. Najprej pristopi Herbert. Vsakemu svetovalcu lahko da enega ali
ve¢ zlatnikov, ni pa nujno. Kaspar to budno opazuje in nato se sam pristopi do
svetovalcev, pri cemer jim lahko spet deli zlatnike, ni pa nujno.

Ce posamezen svetovalec od dolocenega krojaca dobi strogo veé kot drugega, se
odloéi v prid prvemu. Ce dobi od obeh enako, pa se za vsakega odloéi z verjetnostjo
1/2. Privzamemo, da so svetovalci pri tem neodvisni. Vemo Se, da kroja¢, ki dobi
posel, z njim zasluzi 5 zlatnikov.

Modelirajte to kot ekstenzivno igro, pri ¢emer privzemite, da krojaca gledata prica-
kovani dobicek in da so zlatniki nedeljivi. Pois¢ite vgnezdena Nasheva ravnovesja.

Namig: recimo, da Herbert kateremu od svetovalcev placa nenicelno podkupnino.
Ali se Kasparju splaca temu svetovalcu placati isti znesek?

Stackelbergov model duopola/oligopola

Stackelbergov model je podoben Cournotovemu: vsak proizvajalec doloc¢i ko-
licino ¢; produkta, ki ga proizvede, na trgu se oblikuje cena P(Q), kjer je
Q=q +q+- -+ q,, posamezen proizvajalec pa ima s proizvodnjo stroske
Ci(g;) in je njegov dobicek tako enak:

Toda v nasprotju s Cournotovim modelom proizvajalci blaga ne proizvedejo
hkrati: najprej blago proizvede prvi, nato drugi opazi, koliko je proizvedel
prvi, in proizvede svoje blago, nato tretji opazi, koliko sta proizvedla prva dva,
in proizvede svoje, in tako naprej do zadnjega proizvajalca, ki ima popolno
informacijo o tem, koliko so proizvedli drugi.




M. RAIC: VAJE 1Z TEORLJE IGER 32

11.

12.

13.

Poisc¢ite vgnezdena Nasheva ravnovesja v Stackelbergovem modelu duopola, pri ka-
terem so stroski proizvodnje za oba proizvajalca enaki kar g;, trzna cena enote blaga
pa je (17— Q). Je bolje biti prvi ali drugi proizvajalec?

Dana je razlicica Stackelbergovega modela duopola, pri kateri trzna cena enote blaga
znasa (5 — ¢1 — ¢a2)+, stroski proizvodnje na enoto blaga pa so enaki kar 1. Poleg
tega privzamemo, da lahko proizvajalca proizvedeta le nenegativno celostevilsko
koli¢ino blaga: 0,1, 2,.... Poiscite vgnezdena Nasheva ravnovesja te razli¢ice modela
duopola. Je bolje biti prvi ali drugi proizvajalec?

Randomizirane ekstenzivne igre

Randomizirana ekstenzivna igra je prav tako podana z drevesom, le da je lahko
v doloc¢enih vozliscih na potezi tudi slucaj. Tam mora biti predpisana poraz-
delitev vseh moznih potez. Tudi te igre lahko prevedemo na klasicne strateske
igre, pri cemer za koristnostne funkcije vzamemo pricakovane koristi. Prav
tako lahko gledamo vgnezdena Nasheva ravnovesja in pri konc¢nih igrah le-ta
vedno obstajajo.

Dva jedca se spet potegujeta za torto. Tokrat najprej slucajno izberemo igralca,
ki svojemu nasprotniku ponudi kos torte — ponudnika. Oba igralca sta izbrana z
enako verjetnostjo. Nasprotnik — odlo¢evalec — ponujeni kos sprejme ali zavrne. Ce
ga sprejme, dobi ponujeni kos, ponudnik pa dobi preostanek. Sicer pa je korist obeh
enaka nic.

a) Poiscite Nasheva in vgnezdena Nasheva ravnovesja te igre.

b) Podaljsajmo igro v dve fazi. V prvi fazi igra poteka tako kot prej, le da v
primeru, ko odloc¢evalec kos zavrne, igra preide v drugo fazo. Tam se spet tako
kot v prvi fazi dolo¢i ponudnik, ki spet ponudo kos torte. Ce njegov nasprotnik
sprejme ponudbo v velikosti p, njegova korist znasa dp, ponudnikova korist pa
znasa 0(1 — p), kjer je § € [0, 1] diskontni faktor. Sicer pa je korist obeh enaka
ni¢. Poisc¢ite vgnezdena Nasheva ravnovesja te igre.

c¢) Podaljsajmo igro v e ve¢ faz: do zadnje faze naj vse poteka tako kot prej, pri
¢emer naj se korist obeh v vsaki naslednji fazi pomno’zi z diskontnim faktorjem
0. V zadnji fazi pa naj bo, ¢e odloc¢evalec ponudbo zavrne, korist obeh enaka
ni¢. Pri 0 < 1 poiséite vsa vgnezdena Nasheva ravnoves;ja.

d) Podaljsajmo igro v neskonéno mnogo faz: ¢e je potek igre koncen, naj bosta
koristi taki kot v prejsnji tocki, sicer pa naj bo korist obeh igralcev enaka nic.
Poiscite dve vgnezdeni Nashevi ravnovesji dobljene igre.
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14.

Ekstenzivne igre z nepopolno informacijo

Ekstenzivna igra z nepopolno informacijo je prav tako podana z drevesom, a na
vozliscih je definirana ekvivalencna relacija. Ekvivalencnim razredom pravimo
informacijske mnozice. Pri tem mora biti na vseh vozliscih iz posamezne
informacijske mnozice na potezi isti igralec in v vsakem vozliS¢u mora imeti isti
nabor potez. Ideja je, da igralec ve le, da se nahaja v informacijski mnozici,
ne ve pa, v katerem vozliS¢u tocno se nahaja.

Taki igri prav tako priredimo stratesko igro, le da so akcije posameznega igralca
zdaj vse mozne kombinacije potez v vseh informacijskih mnozicah, v katerih je
na potezi. Zdaj ni ve¢ nujno, da obstaja ¢isto Nashevo ravnovesje, v konc¢nih
igrah pa seveda obstaja mesano.

33

Poisc¢ite mesana Nasheva ravnovesja naslednje ekstenzivne igre z nepopolno infor-

macijo:
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Reducirane strategije

Redukcija strategije danega igralca v ekstenzivni igri je zoZitev te strategije
na tiste informacijske mnozice, do katerih igralec, ¢e ubere dano strategijo,
lahko pride. Informacijska mnozica je torej zajeta v redukciji strategije na-
tanko tedaj, ko obstajajo take strategije ostalih igralcev, da dani igralec pride
do te informacijske mnozice. Reducirane strategije so redukcije vseh moznih
strategij.

Strategije z isto redukcijo so med seboj ekvivalentne: za poljuben fiksen nabor
strategij ostalih igralcev dobimo za take strategije danega igralca isti nabor
koristnostnih funkcij.

Vsaki ekstenzivni igri lahko tako priredimo stratesko igro, v kateri so akcije
reducirane strategije. Reducirano Nashevo ravnovesje (¢isto ali mesano)
dane ekstenzivne igre je Nashevo ravnovesje strateske igre z reduciranimi stra-
tegijami.

Primer: pri igri iz prejsnje naloge ima prvi igralec tri reducirane strategije, ki jih
oznacimo z Ax, BE in BF. Reducirana Nasheva ravnovesja so oblike:

((A* BE BF) , C> . b, d>0, btctd=1, 2e>d.

b ¢ d

15. Pois¢ite mesana reducirana in nereducirana Nasheva ravnovesja naslednje eksten-
zivne igre z nepopolno informacijo:

16. Poisc¢ite meSana reducirana Nasheva ravnovesja naslednje ekstenzivne igre z nepo-
polno informacijo:
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Behavioristicno mesane strategije

Behavioristicno mesana strategija posameznega igralca je mesana strate-
gija, ki jo dobimo z verjetnostno neodvisnim kombiniranjem mesanic potez v
posameznih informacijskih mnozicah (strategij tu ne reduciramo). Behavio-
risticno mesano Nashevo ravnovesje je mesano Nashevo ravnovesje, pri
katerem vsi igralci uberejo behavioristicno mesane strategije.

17. Poiscite vsa mesana Nasheva ravnovesja naslednje ekstenzivne igre z nepopolno
informacijo:
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Katera od njih so behavioristi¢na?

Igre s popolnim priklicem in
vgnezdena behavioristicno mesana Nasheva ravnovesja

V ekstenzivni igri z nepopolno informacijo ima dani igralec popoln priklic,
ce za vsako informacijsko mnozico, kjer je on na potezi, velja, da vsa njena
vozlisca izhajajo iz istega zaporedja predhodnih potez tega igralca. Z drugimi
besedami, igralec se spomni vseh svojih prejsnjih potez.

Ekstenzivna igra s popolnim priklicem je igra, kjer imajo vsi igralci popoln
priklic.

Kuhnov izrek pravi, da je, ¢e ima dolocen igralec popoln priklic, vsaka nje-
gova mesana strategija ekvivalentna kaksni behavioristicno mesani strategiji.
Mesani strategiji posameznega igralca sta ekvivalentni, ¢e za poljubne fiksne
mesane strategije ostalih igralcev pri obeh strategijah dobimo enako verjetno-
stno porazdelitev iztekov igre. Tako tudi vsako mesano Nashevo ravnovesje
ustreza dolocenemu behavioristicno mesanemu Nashevemu ravnovesju.

Podigra ekstenzivne igre s popolnim priklicem je igra, ki ustreza poddrevesu,
ki od vsake informacijske mnozice vkljucuje bodisi vsa vozlis¢a bodisi nobene-
ga. Vsako behavioristicno mesano strategijo lahko naravno zozimo na podigre.
Vgnezdeno behavioristicno mesano Nashevo ravnovesje je profil iz be-
havioristicno mesanih strategij, ki nam v vseh podigrah da mesano Nashevo
ravnovesje. Ekvivalentno, to je vgnezdeno Nashevo ravnovesje ekstenzivne igre,
katere poteze v posameznem vozliscu so vse mozne tamkajsnje mesanice potez
izvirne igre.

Vsaka koncna ekstenzivna igra s popolnim priklicem ima vgnezdeno behavio-
risticno mesano Nashevo ravnovesje.

18. Katere od prejsnjih ekstenzivnih iger z nepopolno informacijo imajo popoln priklic?
Nadalje:

e pri igrah s popolnim priklicem doloc¢ite behavioristicno mesana Nasheva rav-
novesja in dolocite, ali obstaja kaksno behavioristicno mesano Nashevo ravno-
vesje, ki ni vgnezdeno;

e priigrah z nepopolnim priklicem dolocite, ali obstaja kaksno mesano Nashevo
ravnovesje, kjer se dobitki igralcev ne ujemajo z dobitki pri nobenem behavio-
risticno mesanem Nashevem ravnovesju (torej za vsako behavioristiéno mesano
Nashevo ravnovesja obstaja igralec, katerega korist je drugacna od tiste v iz-
branem ravnovesju).

19. Leon in Mirko igrata naslednjo igro s tremi kartami — fantom, damo in kraljem:
najprej Leon da Mirku damo ali kralja, nakar eno izmed preostalih dveh kart odlozi
na mizo z licem navzdol, eno pa obdrzi zase. Nato Mirko odlozi svojo karto bodisi
z licem navzgor bodisi z licem navzdol. Ce jo odlozi z licem navzgor, je igre konec,
sicer pa Se Leon odlozi svojo karto bodisi z licem navzgor bodisi navzdol.



M. RAIC: VAJE 1Z TEORLJE IGER 37

Ce eden od igralcev zakljudi igro tako, da odlozi karto z licem nazvgor, le-ta dobi
vrednost odlozene karte, drugi igralec pa dobi 60% skupne vrednosti kart, ki so na
mizi z licem navzdol. Sicer pa vsak od igralcev dobi po 30% skupne vrednosti kart,
ki so na mizi z licem navzdol. Fant ima vrednost 15, dama 20, kralj pa 25.

a) Modelirajte to kot ekstenzivno igro z nepopolno informacijo, a popolnim pri-
klicem, in sicer tako, da prva poteza pove le to, katero karto je Leon dal Mirku.
Upostevajte, da so karte z licem navzdol videti vse enako.

b) Poiscite vgnezdena behavioristicno mesana Nasheva ravnovesja.

c¢) Ce Mirko igra racionalno, ali je Leonu zagotovljena vrednost karte, ki jo v
drugi potezi obdrzi zase?

Randomizirane ekstenzivne igre

Pri randomiziranih ekstenzivnih igrah dodamo Se vozlisca,
kjer je igralec nakljucje, ki vsako potezo ubere z doloceno
verjetnostjo. Ce je takih vozlis¢ vec, se privzeme, da so
izbire neodvisne. Gledajo se pricakovane koristi.

20. Poiscite mesana Nasheva ravnovesja naslednje randomizirane ekstenzivne igre z ne-
popolno informacijo:
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21. Lojze oddaja stanovanje. Zna se zgoditi, da mu najemnik nekega dne sporoci, da ne
more poravnati najemnine za tekoc¢i mesec, obljubi pa mu, da bo naslednji mesec
poravnal vse za nazaj.

Najemnik pa je lahko posten ali goljufiv. PoSteni najemnik tisti mesec res nima
denarja in mu naslednji mesec zagotovo poravna vse za nazaj. Goljufivi najemnik
pa ima dve moznosti: bodisi da lastniku posteno placa bodisi da se mu zlaze, da
nima denarja.

Ce (goljufivi) najemnik posteno placa, je konec igre in oba z lastnikom sta na nicli.
Ce pa (posteni ali goljufivi) najemnik sporoci, da ne more placati, se igra nadaljuje
in v drugem koraku je na potezi lastnik, ki ima dve moznosti. Prva je, da najemni-
ka takoj nazene iz stanovanja. V tem primeru imata oba z najemnikom eno enoto
izgube. Druga moznost pa je, da ga pusti notri Se en mesec. Ce je najemnik posten,
bo placal in bosta oba na nicli. Ce pa je najemnik goljufiv, ne bo pla¢al in Lojze
bo imel dve enoti izgube, najemnik pa dve enoti dobicka, saj je ze predvidel, kam
bo Sel.

Privzemimo, da je najemnik posten z verjetnostjo 1/3 in goljufiv z verjetnostjo 2/3.
Modelirajte to kot randomizirano ekstenzivno igro z nepopolno informacijo. Ce po-
steni ali goljufivi najemnik v dolo¢enem poteku igre ni udelezen, mu pripisite niclo.
Nato zapisite pripadajoco stratesko igro in poiSc¢ite mesana Nasheva ravnovesja te
igre.
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5.

Kooperativne igre
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Nashev model pogajanja s fiksnim izhodis¢em. Neprenosljive in prenosljive dobrine. Dvofazne
igre z zavezujoCim sporazumom. Koalicijske igre: imputacije, jedro, Shapleyjeve vrednosti.
Prevedba strateskih na koalicijske igre.

Medtem ko resitev strateske igre ali njene izvedenke sestoji
iz nabora akcij/strategij posameznih igralcev, se resitev
kooperativne igre izraza kot sporazum med igralci. Koo-
perativne igre cesto izhajajo iz strateskih; tedaj je spora-
zum navadno razsiritev nabora akcij posameznih igralcev.

Nashev model pogajanja s fiksnim izhodis¢em

Dva igralca imata moznost, da se sporazumeta, da prvi igralec dobi x, drugi
pa y, kjer je (x,y) € S, S C R? pa je mnozica dopustnih sporazumov. Ce
se ne sporazumeta, prvi dobi u, drugi pa v. Tocka (u,v) je torej pogajalsko
izhodisce. Privzamemo, da je mnoZica:

Suv ={(z,y) €S2 >uy>0v}

konveksna in kompaktna. Nasheva resitev tega modela pogajanja je, da v
primeru, ko je mnozica S,, prazna, igralca ostaneta v pogajalskem izhodiscu
(u,v) (status quo), sicer pa se sporazumeta za tocko (x,y) € S,., kjer je
Nashev produkt (z — u)(y — v) maksimalen. Obstaja natanko ena taka
tocka (z*,y*) in ta se vedno nahaja na robu mnozice S glede na kvadrant
{(z.y) ;2 > uy > v}

Pri Nashevi resitvi torej nobeden od igralcev ne izgubi glede na pogajalsko

izhodisce.

Nasheva resitev je edina resitev (u, v, S) — f(u, v;S), ki zado$¢a naslednjim aksiomom:

Glej [2].

1.

Dopustnost: za vsako izhodis¢e (u,v) je f(u,v;S) € S.

Optimalnost po Paretu: brz ko je (z,y) = f(u, v; S) za neko izhodis¢e (u, v) in ustrezno mnozico S ter (§,n7) € S, £ >z inn > vy,

je&=zinn=uy.

Simetrija: Ce je S simetri¢na okoli simetrale lihih kvadrantov in (z,y) = f(u, u; S), je z = y.

Neodvisnost od irelevantnih alternativ: ce je T C S zaprta in konveksna ter (u,v) € T in f(u,v;S) € T, je f(u,v;S)

f(u, v;T).

Invariantnost za translacije in raztege: za poljubne a,c¢ > 0 in b,d € R iz f(u,v;S) = (z,y) sledi f(au + b,cv + d;T)

(az + b, cy + d), kjer je T' = {(a + b,cn + d) ; (§,m) € S}.

Poiscite Nashevo resitev pogajanja pri mnozici dopustnih sporazumov:

Sz{(fv,y) ; yﬁl—Tﬁ}

za pogajalska izhodisca (0, —13/2), (—=2,1/4), (0,1) in (0, 2).
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Prenosljiva dobrina

Mnozica S dopustnih sporazumov ima prenosljivo dobrino, ¢e za vsak par
(z,y) € S in za vsak t € R velja (x+t,y—t) € S. Taka mnozica je vedno oblike
{(z,y) ; x +y € I}, kjer je I podmnozica realne osi. Ce je S konveksna, je I
interval. Ce obstaja maksimalni skupni sporazumni dobitek ¢ = max ] =
max{z+y ; (z,y) € S} in je (u,v) pogajalsko izhodise, je Nasheva resitev igre
kar (u,v), ¢e jeu+wv > o, sicer pa je to tista razdelitev maksimalnega skupnega
sporazumnega dobitka o, pri kateri se ohrani razlika dobitkov iz pogajalskega
izhodisca, to pa je:

. OFtu—v . Oo—u-+v
S T

2
Mnozica S dopustnih sporazumov s prenosljivo dobrino izhaja iz mnozice S,
e je enaka {(x +t,y —t); (z,y) € S}. Veljao = max{x +y; (z,y) € S}. V
sporazumu doloc¢imo, iz katere tocke mnozice S izhajamo ter koliko in v katero
smer znasa prenos dobrine.

2. Poiscite Nashevo resitev pogajanja pri mnozici dopustnih sporazumov, ki ima pre-
nosljivo dobrino in izhaja iz mnozice v prejsnji nalogi, in sicer za vsa izhodisca iz
prejsnje naloge.

Dvofazna igra z zavezujoCim sporazumom

Gre za stratesko igro za dva igralca, ki jo dobimo iz strateske igre za dva igralca
na naslednji nacin: najprej vsak od igralcev zagrozi z mesano strategijo v
prvotni igri. Dobitka, ki izhajata iz te tocke groznje, predstavljata pogajalsko
izhodisc¢e (u,v) Nashevega modela pogajanja s prenosljivo ali neprenosljivo
dobrino. Pri neprenosljivi dobrini je mnozica dopustnih sporazumov mnozica
parov dobitkov, ki pripadajo vsem moznim loterijam na profilih (ne le profilom
iz mesanih strategij). Igralca torej sporazumno mesata. Ekvivalentno, S
je konveksna kombinacija tock, ki predstavljajo pare dobitkov v vseh moznih
(¢istih) profilih. Ce pa je dobrina prenosljiva, je preprosto S = {(z,y) ; m <
x +y < o}, kjer je m minimalni, 0 pa maksimalni skupni dobitek.

Akcije igralcev v novi igri se ujemajo z mesanimi strategijami v prvotni igri.
Dobitka igralcev pa sta dobitka (z*,y*), ki prideta iz Nashevega sporazuma
glede na pogajalsko izhodisc¢e (u,v) (sporazum je torej zavezujoc). Vsaka tako
dobljena dvofazna igra ima Nashevo ravnovesje.

V dobljeni dvofazni igri je dobitek posameznega igralca vedno monotona funkcija, ¢e strategijo tega igralca spreminjamo linearno,
strategijo drugega igralca pa pustimo pri miru. Zato je mnozica najboljsih odgovorov konveksna, od koder sledi, da Nashevo ravnovesje
obstaja.

3. Dana je strateska igra:

L|R
T16,21,1
B|2,4]5,3

Privzemimo, da je dobrina prenosljiva.
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a) Pri splosnem pogajalskem izhodis¢u (u, v) poiscite Nashevo resitev pogajanja,
¢e mnozica dopustnih sporazumov izhaja iz dane strateske igre.

b) Resite pripadajoc¢o dvofazno igro z zavezujo¢im sporazumom. Zapisite tudi,
kako igralca implementirata sporazum.

Dvofazna igra z zavezujo¢im sporazumom in prenosljivo dobrino

Dvofazni Nashev model pogajanja z zavezujo¢im sporazumom in prenosljivo
dobrino resimo tako, da si ogledamo matricno igro, v kateri so dobitki enaki
razlikam med dobitki prvega in drugega igralca v prvotni igri. Konc¢na dobitka

igralcev sta enaka:

ct+tw . o—w
in ,

2 2

kjer je o najvecji skupni dobitek v prvotni igri, v pa je vrednost prirejene ma-
tricne igre. Igralca si najprej zagrozita s paroma mesanih strategij, ki tvorita
Nashevo ravnovesje v prirejeni matricni igri, nato pa se sporazumeta za strate-
giji, v katerih dosezeta najvecji mozni skupni dobitek, tega pa si razdelita tako

kot zgoraj.

4. Resite dvofazni Nashev model pogajanja s prenosljivo dobrino, ki izhaja iz naslednje
strateske igre:

X|y
A[2,505,2
B|5,1(2,4]
C 13,545

Zapisite tudi, kako igralca implementirata sporazum.

5. Dana je strateska igra:

L|R
T[1,4]0,2
B[1,0]31

a) Za vsako tocko groznje, ki izhaja iz Cistih strategij, poiséite resitev Nashevega
modela pogajanja, ¢e izhajamo iz pripadajocega para dobitkov, mnozica do-
pustnih sporazumov pa izhaja iz dane strateske igre in dobrina ni prenosljiva.
Navedite tudi, kako igralca implementirata sporazum.

b) Naredite enako Se za tocke groznje iz mesSanih strategij in resite pripadajoco
dvofazno igro z zavezujoc¢im sporazumom.

6. Spet je dana strateska igra:

L| R
T16,2[1,1
B|2,4]5,3

a tokrat privzamemo, da so dobitki neprenosljivi.
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Poisc¢ite Nashevo resitev pogajanja za pogajalska izhodisca, ki nastanejo, ce

igralca zagrozita s pari strategij <(1?2 1?2> ) L>, (T, (355 275)) in

(T, R). Poiscite tudi sporazumne mesanice profilov!

Spet pri neprenosljivi dobrini poiscite Nashevo resitev pogajanja Se za splosno
pogajalsko izhodisce.

Namig: razmisljajte v obratni smeri: za dano tocko (x*,y*) na zgornjem de-
snem robu mnozice dopustnih sporazumov raziscite, za katera pogajalska iz-
hodisca je sporazum dosezen ravno v (z*,y*).

Spet pri neprenosljivi dobrini poisc¢ite Nashevo resitev pogajanja Se za splo-
sen par grozilnih strategij in resite pripadajoco dvofazno igro z zavezujocim

sporazumom.

Koalicijske igre

Koalicijska igra na mnozici igralcev I je dolocena s predpisom, ki pove, koliko
vsaka podmnozica igralcev K C I skupaj dobi, c¢e sklene koalicijo. 'To je torej
preslikava v iz potencne mnozice mnozice K v R. Pravimo ji karakteristicna
funkcija. Pri tem mora veljati v(()) = 0 in Se superaditivnost: c¢e sta K in
L disjunktni koaliciji, mora veljati v(K U L) > v(K) 4+ v(L).

Zaradi superaditivnosti je skupno gledano vedno najdonosnejsa polna koalicija.
Kljucni problem pa je, kako naj si njeni ¢lani razdelijo skupni dobitek. Ce je
I ={1,2,...,n}, lahko delitev dobitka predstavimo z n-terico (x1, s, ..., Ty),
za katero velja x1 + xo + -+ - + 1, = v(I).

Imputacije so tiste delitve, za katere je x; > v({i}) za vse i (torej nihce ne
more profitirati, ¢e sam izstopi iz koalicije). Zaradi superaditivnosti je mnozica
imputacij vedno neprazna.

Jedro sestavljajo tiste delitve, za katere je ) .., v > v(K) za vse koalicije
K (torej nobena koalicija ne more profitirati, ¢e spodkoplje polno koalicijo).
Jedro je lahko tudi prazno.

. Dana je naslednja karakteristi¢na funkcija:

v(@) =0, v({1}) =1, v({2}) =2, v({3}) =1,
v{1,2) =a,  w({1,3) =3, ({23} =4, o({1,2,3)})=8.

Za katere a je ta funkcija superaditivna? Za najmanjsi tak a skicirajte imputacije
in jedro pripadajoce koalicijske igre.

8. Dana je koalicijska igra, v kateri so udelezeni ena Zenska in dva moska. V igri lahko
kvec¢jemu pridobijo, a posamezen igralec ne more iztrziti nicesar. Dva moska lahko
iztrzita skupaj dve enoti, moski in zenska skupaj tri enote, vsi trije pa skupaj a

enot.

a) Katere vrednosti parametra a so smiselne za to koalicijsko igro?

b) Pri katerih vrednostih a je igra brez jedra?



M. RAIC: VAJE 1Z TEORLJE IGER 43

Shapleyjeve vrednosti

Zamislimo si, da igralci h koaliciji pristopajo postopoma:
0 —={r(1)} = {r(1),n(2)} = - = {x(1),...,7(n—1)} = {1,2,...,n}.

Za vsak tak vrstni red lahko definiramo qzﬁl(w) kot prispevek i-tega igralca h
koaliciji: ¢e jei = w(l), je:

o = v({x(1),..., 7)) —o({m(1),..., 71— 1}).

Shapleyjeva vrednost ¢; je povprecni prispevek i-tega igralca h koaliciji ¢ez
vse mozne permutacije oziroma pricakovani prispevek, ¢e vzamemo enakomer-
no porazdeljeno slucajno permutacijo:

1 x
oF :EZ¢§ s

Shapleyjeve vrednosti so imputacija: zaradi superaditivnosti posamezen
igralec pri vsakem vrstnem redu pristopanja h koaliciji prispeva vsaj toliko,
kolikor dobi, ce je sam.

Shapleyjeve vrednosti so edina preslikava v — (¢1(v), ..., ¢n (v)), ki zados¢a naslednjim aksiomom:

Glej [2].

9.

10.

Uéinkovitost: >, ¢;(v) = v(I).

Simetrija: brz ko za vse koalicije K, ki ne vsebujejo i in j, velja v(K U {i}) = v(K U {j}), je ¢;(v) = ¢;(v).
Neopaznost: brz ko za vse koalicije K, ki ne vsebujejo i, velja v(K U {:}) = v(K), je ¢;(v) = 0.
Aditivnost: za poljubni karakteristi¢ni funkciji uw in v velja ¢;(u + v) = ¢;(u) + ¢;(v) za vse i € I.

Dan je Nashev model pogajanja s fiksnim izhodiséem (a, b) in prenosljivo dobrino,
ki ima maksimalni skupni sporazumni dobitek o.

a) Oglejmo si koalicijsko igro, pri kateri je dobitek posameznega igralca enak
njegovemu izhodisénemu dobitku, dobitek polne koalicije pa je enak o. Kdaj
je to zares koalicijska igra?

b) Koliko znasata Shapleyjevi vrednosti v zgoraj definirani koalicijski igri?

Dolocite imputacije, jedro in Shapleyjeve vrednosti koalicijske igre s karakteristi¢no
funkcijo:

v({1h) =2, o({2}) =1, ({3} =2,
v({1,2}) =8, o({1,3})=9, v({2,3}) =8,
v({1,2,3}) = 12.
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Koalicijske igre, ki izhajajo iz strateskih

Koalicijsko igro dobimo iz strateske tako, da v(K) definiramo kot stopnjo var-
nosti za koalicijo K v izvirni strateski igri. Z drugimi besedami, to je vrednost
matricne igre, ki jo dobimo, ¢e koalicija K igra proti svoji protikoaliciji I \ K,
pri ¢emer lahko obe koaliciji poljubno kombinirata svoje akcije, koristnostna
funkcija koalicije pa je enaka vsoti koristnostnih funkcij vseh njenih clanov.

11. Pretvorite igro:

15 By 15 By
T, 0,3,61,4,6 T, [2,3,7]1,3,6
B, |1,3,7|2,3,6 By |1,3,5]1,4,6 |

CL3:T3 CL3:B3

v koalicijsko obliko ter doloc¢ite imputacije in jedro. Dolocite Se Shapleyjeve vre-
dnosti.

12. Peter! izumi superrazprsilec, ki pa ga sam ne zna spraviti na trg. Dobi se z dvema
komercialistoma, Rudijem in Simonom. Rudi lahko od izuma iztrzi 90, Simon pa
120 denarnih enot dobicka. Glede na to, da Simon iztrzi vec, je, ¢e gledamo skupni
dobicek, najbolj smiselno, da superrazprsilec na trg spravi on (trg je le en). A za
koliko naj mu Peter proda svoj izum? Si tudi Rudi zasluzi del dobicka v zameno za
izgubljeni posel?

Modelirajte to kot koalicijsko igro ter na zgornji dve vprasanji odgovorite s staliSca
jedra in s staliS¢a Shapleyjevih vrednosti.

13. Student Antonio iz Argentine je v Ljubljani najel stanovanje, ki ga ta hip, ko v
njem zivi sam, stane 650€ na mesec, zato iS¢e sostanovalce. Stanovanje je primerno
za najve¢ tri osebe, vsak dodatni sostanovalec pa poveca stroske za 50€. Antoniu
se oglasita dva interesenta, ki se dnevno vozita iz oddaljenih krajev: Bojan, ki ga
voznja stane 200€, in Cveto, ki ga stane 300€ na mesec (¢e smo natan¢ni, pri obeh
gledamo razliko med cenami vsakodnevnih vozenj, ¢e ne se preseli v Ljubljano, in
cenami obc¢asnih vozenj, ¢e se preseli v Ljubljano).

a) Formulirajte to kot igro v koalicijski obliki in preverite superaditivnost (za
karakteristicno funkcijo vzemite negativno predznacene skupne stroske bivanja
oz. dodatnih vozenj, ki jih imajo studentje v koaliciji).

b) Kako naj si v skladu s Shapleyjevimi vrednostmi razdelijo stroske, ¢e se Bojan
in Cveto priselita k Antoniu?

c) Dolocite Se imputacije in jedro.

1Ta naloga je posvedena slovenskemu izumitelju Petru Florjanci¢u (1919-2020), ki je med drugim izu-
mil razprsilec na steklenicki za parfum, okvircke za diapozitive, plasti¢no zadrgo in vzigalnik za priziganje
ob strani.
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14.

15.

16.

Odbor ima stiri ¢lane, eden izmed njih je predsednik. Denimo, da odbor odloc¢a o
sprejetju doloc¢enega projekta, od katerega ima korist tudi odbor. Projekt je sprejet,
¢e ga podprejo vsaj trije clani ali pa predsednik in Se en ¢lan odbora.

Glede na to, da ima odbor od projekta korist, se ¢lani dogovorijo, da vsi podprejo
projekt. Kako naj si v skladu s Shapleyjevimi vrednostmi razdelijo korist od njega?

Posplosite Se na odbor iz 2n ¢lanov (n > 2).

Ima zamisljena koalicijska igra jedro?

Adrijan, Brigita, Cveto, Damjana, Erik in Fedora igrajo koalicijsko igro, v kateri
je vrednost koalicije enaka Stevilu igralcev, ki so v koaliciji, ¢e je res, da je notri
Adrijan, in je hkrati res, da je notri Brigita ali Cveto. Sicer je vrednost koalicije
enaka nic¢. Izracunajte Shapleyjeve vrednosti za vse igralce.

Lastniki petih sosednjih his dobijo neupravicen racun podjetja Oderuh d. o. o. za
odvajanje odpadne vode: dva dobita racun za 740€, trije pa racun za 440€. Na
voljo imajo dve moznosti: lahko racun placajo, lahko pa ga izpodbijejo. A za
slednje potrebujejo odvetnika, ki stane 1000€. Slednji strosek je skupen za vse, ki
ga najamejo. Modelirajte to kot koalicijsko igro, pri ¢emer koalicija vedno izbere
ugodnejso moznost — ali najamejo odvetnika ali pa placajo racune. Kako naj si v
skladu s Shapleyjevimi vrednostmi razdelijo stroske odvetnika?
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1.

Strateske igre

1. Zapis igre:

Ul R
Ul|0,0|1,0]
Rl0.1]L}

Nasheva ravnovesja: (U,U), (U, R), (R,U). Strogih Nashevih ravnovesij ni.

. MozZen zapis igre:

T M
T =3 -3[—1,-4|.
M| —4,—1]—2,—2

Profil (T, T) je edino Nashevo ravnovesje, in sicer strogo.

. Mozen zapis igre:

V P

r—1 r4+1
Vv r,r S |

P =L 0,0

2

Ce je r < 1, je edino Nashevo ravnovesje (P, P), in sicer strogo. Pri 7 = 1 so
vsi profili Nasheva ravnovesja, nobeno ni strogo. Pri r > 1 pa je edino Nashevo
ravnovesje (V, V), in sicer strogo.

Pri r < 1 je igra ekvivalentna dilemi zapornikov: akcija V' ustreza akciji M, akcija
P pa akciji T. Nadalje preference T;—l <0 <r«< % ustrezajo preferencam
—4<-3<-2<-1L

Pri r = 1 igra definitivno ni ekvivalentna dilemi zapornikov, ker ima drugac¢no Ste-
vilo Nashevih ravnovesij. Pri r > 1 pa ima igra sicer prav tako eno samo Nashevo
tem ko pri dilemi zapornikov dobita tretji najvisji (predzadnji) izkupicek oz. drugo
najstrozjo kazen.

. Da, to se lahko zgodi. Primer:

L| D
Al2,11,2
B|1,2]21
Cl2,270,1

Igra ima Nashevo ravnovesje (C, L) in akcija C' je dominirana z A. Ce jo izlo¢imo,
zozena igra nima ve¢ Nashevih ravnovesij.
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[lustrativna je tudi malenkost spremenjena zgornja igra, pri kateri dominacija po-
stane stroga:

A
B|1,2]21
C

Ta igra nima Nashevih ravnovesij.

5. Akcija B strogo dominira akcijo 77. Drugih dominacij ni. Edino Nashevo ravno-
vesje je (B, Ty, T3). Le-to je tudi strogo.

6. Tem pogojem ustreza npr. igra:

T2 B2 Tg B2
T, [8,1,1]5,2,2 Ti |4,5,51,6,6
B, [7,4,3]6,3,4 B, [3,8,7]2,7.8

(I3:T3 a3:B3

7. Nasheva ravnovesja so:

o (AY, L), ¢ejeb>4 (kije strogo, ¢e je b > 4);
e (B,X,L), cejeb>2;
e (B,Y, L), ¢cejeb<2ina>5 (kije strogo, ¢e je b < 2in a > 5)

e (B,Y,M), cejea<5h.
[gra ima lahko najvec tri Nasheva ravnovesja, saj se (A, X, L) in (B,Y, L) izkljucu-
jeta. Igra ima dejansko lahko tri Nasheva ravnovesja: pri a =5 in b = 2 so to prej
omenjeni profili z izjemo (A,Y, L), pri a <4 in b > 4 pa z izjemo (B,Y, L).

Ce je b < 2, akcija Y dominira akcijo X; dominacija je stroga, ¢e je b < 2.
Ce je a > 5, akcija L dominira akcijo M; dominacija je stroga, ¢e je a > 5.
Ce je a > 3, akcija L dominira akcijo R.

8. V Nashevem ravnovesju smo natanko tedaj, ko velja naslednje:

Ce drugi igralec igra ¢, prvi igralec igra 0.

Ce drugi igralec igra r, prvi igralec igra 1.

Ce prvi igralec igra a; < 1/2, drugi igralec igra 7.

e Ce prvi igralec igra a; > 1/2, drugi igralec igra .

e Ce prvi igralec igra a; = 1/2, ne dobimo omejitev za akcijo drugega igralca.

Slika:
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10.

aq -

0+ °
a =0 =T

Od tod zaklju¢imo, da ¢istih Nashevih ravnovesij ni.

. Akcija posameznega igralca je natanéno dolo¢ena s koordinato . Ce prvi igralec

igra x1, drugi pa xs, drugi igralec plac¢a prvemu 2x,zo — x; — x5 + 1. V Nashevem
ravnovesju smo natanko tedaj, ko velja naslednje:

o Cejexy<1/2 jex; =0.
o Cejexy>1/2 jex; =1.
o Cejex <1/2,jexy=1.
o Cejex; >1/2 jexy=0.
Od tod zakljué¢imo, da je edino Nashevo ravnovesje pri x1 = y; = 2o = yo = 1/2.

Slika:

a2

i

To je igra, kjer so igralci drzave in vsaka ima dve mozni akciji: nizja ali pa visja
davéna stopnja. Preferencna funkcija za posamezno drzavo je pobrani davek (od
domace in preusmerjene dodane vrednosti).

Premisljujmo najprej za splosnejsi primer, ko je n drzav, mozni davcni stopnji p; <
p2 in ko se delez ¢ dodane vrednosti preusmeri iz drzav z visjim davkom v drzave
z nizjim davkom. Denimo, da k drzav doloci nizjo, n — k drzav pa visjo davéno
stopnjo. Ce je enota za pobrani davek dodana vrednost, ki jo naredi ena drZava,
drzava z nizjo davéno stopnjo pobere p; (1 + ”T_k q) davka (ce je k = 0, take drzave
ni). Drzava z visjo davcno stopnjo pa pobere po(1 — ¢q) davka, ¢e je k > 0, in py
davka, ce je k = 0.

Vzemimo zdaj n = 6, p; = 0°05, p, = 018 in ¢ = 0°5 ter tabelirajmo preferencni
funkciji v obliki a — b, kjer je a pobrani davek posamezne drzave, b pa je pobrani
davek v primeru, ¢e drzava davéno stopnjo spremeni, ostale pa jo obdrzijo:
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11.

H nizja stopnja visja stopnja ‘
— 018 — 0175
0175 — 0718 009 —01
01 — 0709 009 — 0075
0075 — 009 009 — 00625
0°0625 — 009 009 — 0055
0055 — 009 009 —005
005 —009 —

T | W N~ O &

Od tod vidimo, da smo v Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko bodisi vse drzave
predpisejo visjo davéno stopnjo bodisi imamo dve davéni oazi z nizjo davéno stopnjo.
Tehni¢no gledano ima igra 1 4 (2) = 16 Nashevih ravnovesij.

Pripadajoca strateska igra ima 5000 igralcev — usluzbencev, od katerih lahko vsak
igra dve akciji (strategiji): vlak ali avto. Preferen¢na funkcija je lahko cas, ki ga
usluzbenec potrebuje za pot do sluzbe, a je urejena nasprotno kot mnozica realnih
stevil: vecje stevilo pomeni nizjo preferenco in obratno.

Ce se vsi usluzbenci peljejo z avtomobilom, vsak od njih za pot potrebuje 45 minut.
Ce se eden od njih namesto tega odlo¢i potovati z vlakom, bo za pot potreboval
27005 minute, kar je ugodneje, torej to ni Nashevo ravnovesje.

Privzemimo zdaj, da se vsaj en usluzbenec pelje z vlakom, torej da je y > 1.
Ce stevilo vlakov v predstavimo kot funkcijo spremenljivke y, dobimo, da smo v
Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko velja:

y+1 12 y 12 T+ 1

T
20+-2 <15 54 Y 4 12 g
200 =T 200 Toan 200 Tul) S 200

T4y = 5000.

Po krajsem rac¢unu dobimo, da je to (¢e obdrzimo zadnjo zvezo) ekvivalentno:

12 1 y 12 1
— — 5~ <30— < + o0
v(y) 200 100 ~ v(y+1) 200

Ce pogledamo samo skrajno levo in desno stran, dobimo:

1 < 1 . 1
v(y) ~v(y+1) 1200

Ker pa je v nepadajoca funkcija in lahko 1/v(t) zavzame le vrednosti 1, 1/2 in 1/3,
je ta zveza mozna le, Ce je v(y) = v(y + 1), torej je izkljuceno, da je y = 2000 ali
y = 4000. Vse skupaj se potem prevede na:

12 1 y 121
< < + .
v(y) 200 = 100 = v(y) = 200

Za 1l <y <1999, torej v(y) = 1, dobimo 17995 < y < 1800°5, torej y = 1800,
kar je v skladu z zacetnim pogojem. Za 2001 < y < 3999 dobimo 23995 < y <
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12.

2400°5, torej y = 2400, kar je prav tako v redu, za 4001 < y < 5000 pa dobimo
25995 < y < 2600'5, kar pa je v nasprotju z zacetnim pogojem. Igra ima torej
dve skupini Nashevih ravnovesij: pri prvi se z vlakom pelje 1800, z avtomobilom pa
3200 usluzbencev in oboji potujejo 36 minut, pri drugi pa se z vlakom pelje 2400, z
avtomobilom pa 2600 usluzbencev in oboji potujejo 33 minut.

Formalno gledano ima igra (‘;’288) + (2288) = 2'92 - 101! Nashevih ravnovesij.

a) Igralci so vozniki, vsak igralec ima dve mozni akciji, recimo G in D. Vsak profil
p = (p1,---,Pa000) je torej kombinacija 4000 akcij, ki so lahko G ali D. Oznac¢imo
s t;(p) cas, ki ga pri profilu p porabi i-ti voznik. Preferen¢na funkcija je potem
lahko u;(p) = —t;(p). Ce analogno kot pri u; definiramo #;(p | ¢;), je torej profil p
Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko za vsak 7 velja, da je, brz ko je p; = G, tudi
ti(p) < t;(p| D), in brz ko je a; = D, tudi t;(p) < t;(p | G).

Potovalni cas i-tega voznika lahko izrazimo Ze z akcijo, ki jo ubere on, in stevilom
vseh voznikov, ki uberejo denimo akcijo G: oznac¢imo to stevilo z g. Tedaj velja:

g 4000 — g + 1
=G ti(p) = —— + 45, tip|D)=45 4 — 2~
p (p) Tl (p| D) + 100
4000 — g g+1
i =D ti(p) =45+ ————, t; =2 445,

Profil je torej Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja dvoje:

e Brz ko je g > 0, je g <4000 — g + 1.
e Brz ko je g < 4000, je 4000 — g < g+ 1.

Krajsi premislek pokaze, da je to natanko tedaj, ko je g = 2000. Sklep: v edinem
Nashevem ravnovesju, ki je tudi strogo, polovica voznikov ubere zgornjo, polovica
pa spodnjo traso. Posamezen voznik v njem potrebuje 65 enot casa.

b) Sedaj lahko vozniki ubirajo tri trase: zgornjo (G), spodnjo (D) in “hitro” (z
uporabo hitre ceste — H). Recimo, da jih g ubere zgornjo, d spodnjo, in 4000 — g —d
pa hitro traso. Tedaj velja:

pi = G: ti(p)=%+45, ti(p|D):45+40001;009+17
ti(le):402%0_d+40001_009+17
p=D: t(p)=d5+ 0 Y bip 0y = D0 dHL s
ti(le):4000160d+1+40(1(())0—g.
po=H: i) = P DI )= PR g
t(p| D) =45+ 200 =9

100
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13.

14.

Krajsi premislek pokaze, da je v vsakem primeru ¢;(p | H) < t;(p | G) in t;(p |
H) <t;(p| D) (akcija H strogo dominira akciji G in D). Zato v edinem Nashevem
ravnovesju, ki je tudi strogo, vsi vozniki uberejo hitro traso. Toda zdaj vsak voznik
za pot potrebuje 80 enot casa, kar je ve¢ kot prej.

Do tega pride zato, ker nova hitra cesta razbremeni le cesti, pri katerih je potovalni
¢as neodvisen od koli¢ine avtomobilov. Cesti, pri katerih je potovalni cas vecji, vec
kot je avtomobilov, pa sta skupaj gledano z uvedbo hitre ceste obremenjeni Se bolj:
dokler hitre ceste ni, so vozniki uporabili kvec¢jemu eno od njih, voznik, ki uporabi
hitro cesto, pa uporabi obe prej omenjeni cesti.

Pri as < 1/3 se prvemu igralcu najbolj splaca akcija 1, pri as > 1/3 pa akcija 0 (tj.
pri as = 1/3 se enako splacata obe akciji). Nadalje se pri a; < 1/2 drugemu igralcu
najbolj splaca akcija 0, pri a; > 1/2 pa akcija 1 (spet se pri a; = 1/2 enako splacata
obe akciji). Slika:

Q2

Od tod zakljuc¢imo, da Nashevih ravnovesij ni.

Pogoji izreka o obstoju Nashevega ravnovesja niso vsi izpolnjeni. Mmnozici akcij
sta res konveksni in kompaktni in preferen¢ni funkciji sta zvezni. Toda mnozica
najboljsih odgovorov prvega igralca pri as = 1/3 ni konveksna, prav tako tudi ne
mnozica najboljsih odgovorov drugega igralca pri a; = 1/2.

Ozna¢imo @Q; = Q — ¢;. Tedaj lahko pisemo wu;(qy, ..., qn) = ¢(1 — Qi — ¢;)4. Ce
je Q; > 1, je u; = 0 ne glede na ¢;. Ce pa je Q; < 1, je funkcija u; (spremenljivke
¢;) znotraj intervala (0, Q;) strogo pozitivna, izven njega pa je enaka ni¢. Zato bo
maksimum dosezen v stacionarni tocki. Iz g—ZZ =1— @Q; — 2¢; dobimo, da bo to pri
¢ = (1 —Q;)/2. Lo¢imo tri moznosti.

Prva moznost: Q; > 1 za vse 7. Ni tezko videti, da je vsak tak profil Nashevo
ravnovesije.

Druga moznost: Q; < 1 za vse i. Tedaj za vse i velja ¢; = (1—@Q);)/2 ali ekvivalentno
¢ = 1 — @, torej so vse terjatve ¢; enake. To pomeni, da je ¢; = 1 — ng; oziroma
¢ =1/(n+1). Tedaj je tudi @; = (n —1)/(n + 1) in to je res Nashevo ravnovesje.
Tretja moznost: obstaja tak i, da je Q; < 1, a tudi tak j, da je Q; > 1. Tedaj
velja ¢; = 1 — ), obenem pa tudi @ > 1. To pa je mozno le, ¢e je Q =1 in ¢; = 0.
Toda potem je tudi @); = 1, kar je protislovje. V tem primeru torej ni Nashevih
ravnovesij.

Ce povzamemo — Nashevo ravnovesje je:
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15.

e kjer je ¢; = 1/(n + 1) za vse i; tam vsako pleme dobi 1/(n + 1)

e kjer je (Q; > 1 za vse 7; tam vsako pleme dobi 0.

Oglejmo si zdaj, koliko plemena dobijo, ¢e vsako terja enako koli¢ino vira ¢q. V tem
primeru vsako pleme dobi ¢(1 — ngq),, kar je maksimalno pri ¢ = 1/(2n), ko vsako
pleme dobi 1/(4n). Brz ko je n > 1, je to strogo vecje od 1/(n + 1)?, kolikor najve¢
dobi v Nashevem ravnovesju.

Oznac¢imo s ¢; in g9 kolic¢ini blaga, ki ju ustvarita proizvajalca. Koristnostni funkeiji
znasata:

aqy aqz

Ul(QlaQQ) = \/ﬁ — 41, Uz((ha(h) = \/ﬁ — C2qa .

Za vsak go > 0 je funkcija ¢ — u1(q1, ¢2) odvedljiva in velja lim,, o u1(¢1,¢2) = 0 in
limg, 00 41(q1, g2) = —o0. Odvajajmo:

du;  alq1 + 2g9) . Pur  alq +4g)
— —C1, - .
01 2(q1 + o) Oqt Aqr + g2)°
Iz drugega odvoda dobimo, da je funkcija strogo konkavna, torej globalni maksimum
na (0,00) ustreza tocki, kjer je ‘g—gi =0 (in ¢ > 0); taka tocka je kvecjemu ena.

Podobno dobimo tudi za uy. Nashevo ravnovesje je torej kvecjemu eno in to je

tocka, kjer je g—zll = g_Z; = 0 oziroma:
alq +2q2) a2 +q2)

— C1, 2

2(q1 + q2)3/? 2(q1 + q2)3/? N

kar je ekvivalentno:

200+ @) _a+20 _ 2q+a
a c1 cy

Sledi:
(201 — CQ)q1 = (262 - Cl)Q2 )

kar je v okviru nasih pogojev mozno le, ¢e sta izraza 2c¢; — co in 2c¢9 — ¢ oba istega
predznaka in nobeden ni enak ni¢. Spet v okviru nasih predpostavk je to mozno
samo, ¢e sta oba strogo pozitivna, tj. ¢e je ¢1/2 < ¢ < 2¢;. Ce definiramo:

t:= (201 — )1 = (2ca — ¢1)q2,
velja:

G20 20+q 3t

C1 - (&) (2C1 — CQ)<2CQ — Cl) ’

2q + @)*? 232 ¢+ ¢ 3/2
a a \(2c; — ) (2¢c — 1) '
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16.

[zenac¢imo in po krajSem rac¢unu dobimo:

~9a%(2¢1 — 2)(2¢; — 1)
N 4(01 + 02)3

)

od koder sledi:

~9a*(2¢; — 1) ~9a*(2¢; — )

B 4(01 + 02)3 n 4(01 -+ 02)3

To je torej edino Nashevo ravnovesje, ¢e so zgoraj omenjeni pogoji za c; in co
izpolnjeni. Sicer Nashevih ravnovesij ni.

q1 g2

a) Ocitno so preferencne funkcije u; zvezne. Mnozice akcij so konveksne, niso pa
kompaktne, torej izreka o obstoju Nashevega ravnovesja ne bomo mogli uporabiti
¢isto neposredno. Toda vse akcije iz intervala (a,c0) so strogo dominirane z akcijo
nic¢: proizvajalec, ki ubere akcijo ¢; > a, ima strogo izgubo, ¢e pa ubere ¢; = 0, je
na nicli. Zato se lahko pri akcijah omejimo na kompaktni interval [0, a]. Pisimo:

Ui(Qh ceey Qn) = (a — Qi — Qi)-i-Qi — G4,
kjerje Q; = q1 + -+ qi—1+ qiv1 + - - - + gn. Pois¢imo mnozico najboljsih odgovorov

1-tega proizvajalca pri danih akcijah ostalih. Loc¢imo dve moznosti:

1. Q; > a. V tem primeru je ui(qi,...,q,) = —¢;¢; in maksimum je dosezen pri
q; = 0.

2. @; < a. V tem primeru je:

a—¢—Qi—a¢)t ;6 <a—0Q;
ul(Qla 7qn> = { ( Q q)q I Q

—Cig ;i > a—Q;
Najprej opazimo, da drugi del funkcije doseze maksimum na levem kraji-
SCu, pri ¢; = a — ;. Torej je maksimum dosezen za 0 < ¢ < a — Q.
Na levem krajiscu je ui(qi,.--,¢i-1,0,¢41,---,¢,) = 0, na desnem pa je

wilqry -y Q1,0 — Qiy Gty - -, @) = —ci(a — @Q;) < 0. Stacionarna tocka je
pri ¢; = (a —¢; — Q;)/2, a ta lezi znotraj intervala [0,a — Q;] le za Q; < a —¢;.
Takrat je Uz‘(Qh o Gict, (@ =i — Q1) /2, Gist,s - - - 7%1) = (a—ci— Qi)2/4 > 0,
torej je maksimum dosezen tam. Za @Q); > a — ¢; pa znotraj danega intervala
ni stacionarnih tock in maksimum je dosezen pri ¢; = 0.

Ce vse skupaj povzamemo, dobimo, da je najbolj$i odgovor en sam, in sicer:
(a—ci—Qi)y
5 .

Torej je mnozica najboljsih odgovorov zagotovo konveksna. Skupaj z uvodnimi
ugotovitvami dobimo, da so pogoji izreka o obstoju Nashevega ravnovesja izpolnjeni,
zato obstaja vsaj eno Nashevo ravnovesje.

q; =

b) Iz prejsnje tocke dobimo, da Nashevo ravnovesje karakterizirata enacbi:

_(G—Cl—CI2)+ _(G—Cz—CI1)+
@1 = 9 ) Q2 = 5 .

Tako za posamezne primere dobimo naslednja Nasheva ravnovesja:
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. a—c¢ a— Co
e a—c<0alia—c <0: qlz%,%:%.
a—-c a—-c )
e 0<a—c < 1:q1: 1,q2:0.Shka:
2 2
a2
a—c1 5
a—cy |
2 ‘~“~1 “A
a—ci1a—cy a1
2

a—c a4+ co—2¢
e 0 < ga—02§2(a—cl):q1:—3 . G2
az
a—ci +
a—ca
2 Te.
T Tep
a—cy a—ci1 ai
2
a — Coy .
e 0<2(a—c))<a—cy: 1 =0, q= . Slika:
asz
a—ca
S
a—c1 + ~~“~~
“% §~~%
a—cq a—c1 ai
2
17. Najprej za Nashevo ravnovesje dobimo sistem enacb:
_ (a—q2)+ _ (a—qi)+
q1 = 4 ) q2 = 4 )

ki ima edino resitev ¢; = ¢z = a/5.

a+c; — 2c¢

3

11

. Slika:
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18. V 16. nalogi smo Ze izracunali, da smo v Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko za
vse 1 =1,2,...,n velja:
(@ —c— Qi)+

2
kjer smo oznacili Q; := @ — ¢;. Od tod naprej gre na vsaj dva nacina.

()

qi =

Prvi nacin. Ce je ¢ > a, mora biti ¢; = 0 za vse 7. RaziS¢imo Se primer, ko je ¢ < a.
Ce je q; > 0 za vse i, po sestetju enacb dobimo:

n
in od tod, da je
_a—c
qz_n—l—l

za vse 1. To je tudi Nashevo ravnovesje. Preostane nam le Se primer, ko natanko r
proizvajalcev ne proizvaja nic¢esar. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da
jeqn = q =+ = ¢ =0, medtem ko je ¢y11,¢r12,---,¢, > 0 (r > 0). Po sesStetju
enach tokrat dobimo:

od koder sledi ¢; = (a — ¢)/(n+r — 1) > 0, kar je protislovje.
Sklep: edino Nashevo ravnovesje je:

(a—c)+

o1 =1,2,...,n.
n+1

4 =
Drugi nacin. Enacbe (%) zapisemo v ekvivalentni obliki:

q4i = (CL—C—Q>+’
iz katere razberemo, da morajo biti vse koli¢ine ¢; enake, kar pomeni, da mora
veljati:

¢ =(a—c—ng)s,

to pa ima edino resitev ¢; = (a — ¢);/(n + 1), tako kot prej.

19. Iz:
( 4p —1
o D1 e <
P1 D(pl) - Z ;P11 < D2 4(1 +p1)2 y P1 D2
wlpp) = Ppp) B L pi=p = dp -1
2 8 8(1 +p1)2 y b1 D2
’ = 0 L p1L> o

ter dejstva, da za funkcijo f(p) = (4p—1)/(1+p)? velja max,en, f(p) = f(2) = 7/9
in f(1) > f(2)/2 sklepamo, da mora v Nashevem ravnovesju veljati naslednje:

o Cejepy >3, jep =2
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20.

o Cejepy=1lalip,=2jep =1.
e Cejepy=0,jep > 1.

Velja tudi obratno — ¢e zamenjamo p; in ps. Od tod po nekaj sklepanja dobimo, da
je edino Nashevo ravnovesje pri p; = py = 1.

Drazbo lahko modeliramo kot stratesko igro, kjer so akcije ponudbe b;, preferencna
funkcija posameznega kupca pa je v primeru, ko dobi drazbo, enaka razliki med
subjektivno vrednostjo v; in ceno, ki jo mora za predmet placati; sicer je enaka nic.

Naj bo m najvisja ponujena cena, k pa Stevilo kupcev, ki ponudijo to ceno. Prefe-

renc¢na funkcija posameznega kupca se za profil b = (by, b, ..., b,) izraza v obliki:
' f (vi—=m)/k 5 bi=m
Ul<b1,...,bn)—{ 0 ,b7,<m

Recimo, da i-ti kupec edini ponudi najvisjo ceno. Poglejmo, ali se mu splaca po-
nudbo spremeniti na b;. Velja:

v; — U ; b > meg
ui(b [ b)) = (vi —ma)/(ka +1) ;b =my
0 ;b;<m2,

kjer je my druga najvisja cena, ko pa je Stevilo kupcev, ki ponudijo to ceno. Tak
polozaj nikoli ni Nashevo ravnovesje, saj se kupcu ponudbo vselej splaca nekoliko
znizati.

Recimo zdaj, da i-ti kupec Se vedno ponudi najvisjo ceno, da pa ni edini s tako
ponudbo. Tedaj je:

v; — b} ;0 >m
ui(b | ) =1 (vi—m)/k ;b=m
0 ;b <m,

Ce Zelimo, da smo v Nashevem ravnovesju, mora biti (v; —m)/k > 0, torej v; > m,
obenem pa tudi (v; —m)/k > v; — b} za vse b, > m. Iz slednjega sledi (v; —m)/k >
v; — b; = v; —m. Ker je k > 2, mora biti v; < m. Torej mora veljati v; = m = 0b;.

Koné¢no recimo, da -ti kupec ne ponudi najvisje cene. Tedaj pa je:

v; — b ;b >m
ui(b | ) =q (vi—m)/(k+1) ;b=m
0 ;b <m,

od koder dobimo, da mora v Nashevem ravnovesju veljati v; < m.

Sklep: Nashevo ravnovesje lahko nastopi le tedaj, ko si najvisjo subjektivno oceno
vrednosti predmeta delita vsaj dva kupca. Med kupci, ki najbolj cenijo predmet,
morata spet vsaj dva ponuditi ceno, ki se ujema s subjektivno oceno vrednosti
predmeta, ostali pa morajo ponuditi manj.
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21. Oznac¢imo z m = max{b; ; j = 1. ,n} maksimalno ponudbo, s p pa ceno, po
kateri se proda predmet drazbe. Ce denimo i-ti kupec da maksimalno ponudbo, je
p=max{b, : j # i}.

Naj bo k,, étevzvilo kupcev, ki dajo maksimalno ponudbo m, k, pa stevilo kupcev, ki
ponudijo p. Ce je k,, = 1, je p < m, ¢e pa je k,, > 2, je p = m in posledi¢no tudi

kp = k.
Preferencna funkcija posameznega kupca se za profil b = (by,bs,...,b,) izraza v
obliki:
Vi — P ;bi=m>p
0 ; bz <m

Recimo zdaj, da i-ti kupec spremeni svojo maksimalno ponudbo z b; na b, ostali
pa ponudijo toliko kot prej. Novi dobitek i-tega kupca se potem izraza na naslednji

nacin.
v —p ;b >p
e Zabi=m>pjeu(b|b)=1< (v;—p)/(k,+1) ;b =p
0 ;b <p.
v —m ; 0 >m
o Zabi—m—piew(d|#) = (vi-m)kn i¥—m
0 ;b <m.
v, —m ;O >m
e Zabj=p<mijeu(b|b)=< (v;—=m)/2 ;b =m
0 ;b <m.
v —m ;0 >m
o Zab;<pijeui(b|b)=< (v;—m)/(km+1) ;b =m
0 ;b <m.

Od tod dobimo, da je profil (b1, ba, ..., b,) Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko za
vse 1 =1,2,...,n velja:

e Brz ko je b =m > p, je v; > p.

e Brzkojeb;,=m=np, jev,=p=m.

e Brz ko je b; < m, je v; < m.
Nashevo ravnovesje, v katerem posamezen kupec zagotovo dobi drazbo, torej na-
stopi, brz ko ta kupec ponudi ceno, ki je visja od vseh subjektivnih vrednosti za

ostale kupce, le-ti pa ponudijo ceno, ki je nizja tako od zmagovalne ponudbe kot od
subjektivne vrednosti za zmagovalca drazbe.

Primer Nashevega ravnovesja pri drazbi s tremi kupci, kjer predmet drazbe dobi
kupec, ki predmetu pripisuje najnizjo mozno vrednost:
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b1 2
Vs [}
(%) )
U1 [

bg ¢

b3 ¢

1. kupec 2. kupec 3. kupec
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2. Igre z mesanimi strategijami

1. a) U(x) = 204, V(r) = 508, W(r) = 49,

b) Preferen¢ni funkciji U in V' sta ekvivalentni, ker je v = 2u 4+ 1 in zato tudi
V = 2U 4 1. Funkcija W pa jima ni ekvivalentna, ker je npr. V(7)) > V(dy),
medtem ko je W(m) < W ().

2. Naj bosta U in V pripadajoéi preferenéni funkciji. Ce je mnozica, na kateri vse
funkcije delujejo, A = {ay,...,a,}, oznacimo u; := u(a;) in v; ;== v(a;). Oznacimo
izjavi, za kateri Zzelimo dokazati, da sta ekvivalentni:

e F: U in V sta kot preferencni funkciji ekvivalentni.
e [: Obstajata taka b € Rin ¢ > 0, da je v = cu + b, tj. vp = cuy + b za vse
indekse k.

Prvi korak: L = E. Ce je namreév:cu—i-binW:(Zl zn>,je tudi:
Lo pn

Vim) = Zpkvk = Zpk(cuk +b) = CZpiuk +b=cU(m)+0b,
k=1 k=1 k=1

zato sta U in V ekvivalentni.
V nadaljnjih korakih bomo dokazali nasprotno implikacijo, tj. £ = L.

Drugi korak. Implikacija velja, ce je ena od funkcij u in v konstantna. Ker sta
tudi u in v ekvivalentni, morata biti v tem primeru obe konstantni, denimo u = g
in v = vy. Tedaj pa lahko piSemo v = 1-u + (vy — up).

Od tod naprej lahko privzamemo, da sta u in v obe nekonstantni.

Tretji korak. Ce sta u in v nekonstantni, je izjava L ekvivalentna izjavi:
o D: obstajata taka indeksa i in j, da je u; < u;, v; < v in da za vsak k velja:

Vp — Vg Uk — Uy

e — ()

Uj—Ui Uj—'LLZ'

Najprej, ce sta w in v nekonstantni, gotovo obstajata taka ¢ in j, da je u; < u;.
Ce velja L, je tedaj tudi v; < v; in tudi (*) zlahka preverimo. Torej iz L sledi D.
Privzemimo zdaj D. Zvezo () lahko zapisimo v obliki:

V; — U; Vj —U;

U +v; — (17
uj—ui uj—ui

Vr =

Ker je % > 0, velja L.

J 7
Cetrti korak. Ce velja E, sta za poljubne koeficiente o, ..., an, za katere je
ay+ 4o, =0, Stevili v = Y10 ouuy in s =Yy v istega predznaka. Tu
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koeficienti a; predstavljajo spremembo loterije, r in s pa predstavljata spremembi
ustreznih preferen¢nih funkcij. Natancneje, privzemimo, da obstajata taki loteriji:

(a1 (05 CLn> . / (Cll (05 B an)

= in =/, ,

pP1 P2 - Dn by Py - Pn

in tak M > 0, da je a; = M(p, — p;) za vse i. Tedaj je r = M(U(ﬂ'/) — U(7r))
in s = M(V(7') — V(r)) in po trditvi £ morata biti ti dve koli¢ini res istega
predznaka. Preostane le Se dokazati, da taka profila in konstanta M obstajajo.
Zlahka se prepricamo, da konstrukcija:

a;

/
pi = —, M > n max{—ay, —ag, ..., —a,}, Pi= o

n
ustreza danim pogojem. S tem je korak zakljucen.
Peti korak. Ce velja E ter sta u in v nekonstantni, velja D. Opazili smo Ze, da
obstajata taka i in j, da je u; < u;. Ker sta tudi v in v kot preferenc¢ni funkciji
ekvivalentni, je tudi v; < v;. Dokazati moramo Se zvezo (x), ki jo lahko prepisemo
v obliki:
(uj — wi)(vk — vi) + (wi — we)(v; —v;) =0

oziroma a;v; + a;v; + agv, = 0, Kjer je oy = up — uj, o = u; — ug in ap = u; — u;.
Opazimo, da velja o; + a; + ap = 0, prav tako pa tudi a;u; + oju; + aguy = 0.V
Cetrtem koraku smo dokazali, da od tod sledi o;v; + a;v; + agvy, = 0, torej velja D.

Sklep. V prvem koraku smo dokazali, da velja L = E. V drugem koraku smo
dokazali, da E = L velja, ¢e je katera od funkcij u in v konstantna. Ce sta obe
nekonstantni, pa smo v petem koraku dokazali implikacijo £ = D, v tretjem pa
D = L. S tem je trditev dokazana.

3. Igro lahko opisemo s tabelo:

Cs G
Cy|1,-1]-22
G| —2,2[1,—1

iz katere hitro vidimo, da ¢istih Nashevih ravnovesij ni. Oglejmo si zdaj profil
mesanih strategij (71, 7o), kjer je:

. Cl G1 o 02 GQ
E\-p o p) T 0-q ¢)

Ur(my,m) =1 —3p—3q+6pg=1—3q+ (6g—3)p,
Uy(my,me) = —14+3p+3q—6pg=—1+3p+ (3 —6p)g

1z:

vidimo, da smo v mesanem Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko velja:
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e Cejeq<1/2,jep=0. Cejeq>1/2 jep=1. Ceje q=1/2, ni omejitev za
p.
e Cejep<1/2,jeq=1. Cejep>1/2 jeq=0. Cejep=1/2, ni omejitev za
q.
To pa je mozno natanko tedaj, ko je p=¢q = 1/2.
4. Najprej iz tabele razberemo, da sta (A, X) in (B,Y") ¢isti Nashevi ravnovesji. Poi-
s¢imo zdaj mesana Nasheva ravnovesja oblike (A, (1 )_( ‘ i;)), kjerje 0 < g < 1.

Princip indiferentnosti nam da pogoja:

ca(A,(ﬂfq g));zui(3,<£fq g)), Us(A, X) = Up(A,Y).

Drugi pogoj je o¢itno izpolnjen, iz prvega pa dobimo 1 — ¢ > 2¢ oziroma ¢ < 1/3.

Pregled preostalih treh skupin profilov oblike, kjer eden izmed igralcev ubere Cisto
strategijo, drugi pa vkljuci obe akciji, pokaze, da v nobeni ni Nashevega ravnovesja,
ker ne velja enakost, ki jo dobimo iz principa indiferentnosti.

Dikcija vkljuciti akcijo v teh zapiskih pomeni ‘igrati to akcijo s strogo pozitivno
verjetnostjo’.

Pois¢imo Se Nasheva ravnovesja, pri katerih oba igralca vklj¢ita obe akciji, torej

A B X Y
razis¢imo profile oblike , , kjer je 0 < p,qg < 1. Iz
b ((1—p p) <1—q q>) T

principa indiferentnosti dobimo:
l—qg=2q, O0=p,
kar pomeni, da takih Nashevih ravnovesij ni.

Sklep: mesana Nasheva ravnovesja so natanko profili oblike (A, ( 1 )_( . }q/)> , kjer
je 0 < ¢ <1/3,in se profil (B,Y).

5. Koristnostna funkcija za strelca je verjetnost, da pride do gola, koristnostna funkcija
za vratarja pa, da do gola ne pride. Zato lahko to modeliramo z naslednjo stratesko
igro (z mesanimi strategijami):

L, D,

Lg | 94°97,5°03 | 5830,41°70 |.
D, {6992,30°08 | 9291,7°09

Iz tabele hitro razberemo, da ni ¢istih Nashevih ravnovesij, prav tako tudi ne takih,
kjer bi kateri od igralcev ubral cisto strategijo. Torej moramo mesana Nasheva

L D L D
ravnovesja iskati med profili s 1, v Y"1 ]. Iz principa indiferen-
: b ((1—p p) <1—q Q)) prnep
tnosti dobimo enacbi:

503 +2505p=41"70—3461p, 94'97 — 36'67q = 6992 + 2299 ¢,



M. RAIC: VAJE 1Z TEORLJE IGER 19

ki imata resitvi p = 61'46%, ¢ = 41°99%. Edino mesano Nashevo ravnovesje je
torej:

Strelci: L D Vratarii: L D
G\ 38'54%  61°46% atalll A\ 58:01% 41'99% ) -

kar je zelo blizu opazenim frekvencam.

6. Iz principa indiferentnosti dobimo:

(5 (s ofs)) = (2 (s ofs)) 20 (0 (s o))
Us ((3?4 174) ’C> = U ((3?4 174) ’R> 2 Us ((3?4 1?4) ’L) )

od koder dobimo, da je dani profil mesano Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko je
c<1,e=>5in f = 1. Vrednosti ostalih parametrov so lahko poljubne.

7. Pois¢imo najprej ¢ista Nasheva ravnovesja. Profil (A4, X) je Nashevo ravnovesje za
a >4, profil (A,Y) za a < 2, profil (B, X) za a < 1, profil (B,Y) pa za a > 3.
Drugace povedano, ¢ista Nasheva ravnovesja so:

e Zaa<1: (AY)in (B, X).
e Zal<a<2: (AY).
e Za 2 < a < 3 ni cistih Nashevih ravnovesij.
e Za3<a<4: (B)Y).
o Zaa>4: (A, X)in (B,Y).
Oglejmo si zdaj Nasheva ravnovesja, kjer eden izmed igralcev igra cisto strategi-

jo, drugi pa vkljuci obe akciji. Iz principa indiferentnosti dobimo, da se to zgodi
kvecjemu takrat, ko je a € {1,2,3,4}. Podrobnosti:

Zdaj pa si oglejmo Se primer, ko oba vkljucita obe akciji, torej profile oblike

A B X Y
, , kjer je 0 < p,q < 1. Iz principa indiferentnosti po
(B 1 5 ko <o < e :

krajsem racunu dobimo:

4—a 1—a
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Verjetnost p pripada intervalu (0, 1), ¢e je a € (—o0,3) U (4, 0), verjetnost ¢ pa, ¢e
je a € (—00,1) U (2,00). Strogo mesano Nashevo ravnovesje torej obstaja natanko
tedaj, ko je a € (—00,1) U (2,3) U (4, c0).

Mesana Nasheva ravnovesja glede na a so torej:

e a<1: (AY), (B,X)in ((gAa 4Ba),(2Xa 1Ya>).

7—2a 7—2a 3—2a 3—2a

T (R R
l<a<2: (AY).

A B
— 2. Y ), p<2/3.
°e ((1—P p) ) P2
2<a<3: ((3{1(1 4?(1),(2)_(& 1}—/zz>)-
7—2a 7—2a 3—2a 3—2a
X Y
—3: (B, Lq>2/3.
‘ ( (1—9 Q)) 722/

3<a<4 (BY)
=4 (B,Y)in (A, (1)_( g)),q§3/5.

q

.« a4 (A,X),(B,Y)m((;i 41_1),(2)_2 f_/a)).

7—2a 7—2a 3—2a 3—2a

8. Iz tabele hitro razberemo, da ni ¢istih Nashevih ravnovesij, prav tako tudi nobenega
Nashevega ravnovesja, kjer bi kateri izmed igralcev ubral ¢isto strategijo. Razis¢imo
Se ostale moznosti. Privzemimo splosni profil:

(GG 9)

Najprej razis¢imo pogoje, ki izhajajo iz funkcije U;. To je potrebno narediti glede
na to, katere akcije vkljuc¢i prvi igralec, dobljeni pogoji pa se nanasajo na profil
drugega igralca. Izrazili bomo z = 1 — y — 2. Izhodis¢e bo torej:

A YV 7 3y + 5z
U,y ,( ) =|14+y+2z
cl \* Y~ 32y — 2z

Ce prvi igralec vkljudi natanko akciji A in B, iz principa indiferentnosti dobimo:
3Yy+o52=14+y+22>3 -2y —2z.

[z enacbe dobimo y = (1 — 32)/2. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z < —1, kar
ne sodi v profil.
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Ce vklju¢i natanko akciji A in C, dobimo:
3y+5z2=3-2y—22>14+y+2z.

Iz enacbe dobimo y = (3 — 72)/5. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z > —1,
kar je res za vsak profil. Poleg tega pa iz splosnih omejitev sledi tudi z < 3/7. Ce
torej prvi igralec vkljuci natanko A in C', nam njegova funkcija koristnosti postavi

pogoje:
3 3—Tz 2+ 22
_Z_7’ y 5 Y a,: 5

Ce vkljudi natanko akciji B in C, dobimo:

1+y+22=3—-2y—222>3y+5z.
[z enacbe dobimo y = (2 — 42)/3. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z < —1, kar
ne sodi v profil.
Ce pa vkljudi vse akcije, dobimo:

y+oz=14+y+22=3-2y— 2z,

kar ima resitev y = 2,z = —1, kar spet ne sodi v profil (no, do tega bi lahko prisli
brez resevanja sistema: pogoji za y in z so namrec¢ tu strozji kot v primeru, ko
prvi igralec vklju¢i npr. natanko A in B, za ta primer pa vemo, da nima resitve v

profilih).

V mesanem Nashevem ravnovesju mora torej prvi igralec vkljuciti natanko akciji A
in C', torej lahko povsod postavimo b = 0. Iz resitev za profil drugega igralca pa
dobimo Se, da mora le-ta nujno vkljuciti akcijo X.

Razis¢imo zdaj Se pogoje, ki izhajajo iz funkcije U,. To je potrebno narediti glede
na to, katere akcije vkljuc¢i drugi igralec, pri ¢emer upostevamo, da mora nujno
vkljuciti akcijo X, kar smo dobili iz U;. Dobili bomo pogoje, ki se nanasajo na
profil prvega igralca. Upostevamo tudi, da prvi igralec vkljuci le A in C, torej bo

=0 in a = 1 — c¢. Izhodisc¢e bo torej:

Ug((‘;1 l: f),[x Y Z]):[4—4c 3—c 3.

Ce drugi igralec vkljuci natanko X in Y, iz principa indiferentnosti dobimo:
4—4c=3—c> 3c,
kar ima za reSitev ¢ = 1/3, torej a = 2/3. Nadalje, ko upostevamo, da je z = 0,
dobimo Se z = 2/5 in y = 3/5. To je mesano Nashevo ravnovesje.
Ce vkljuéi natanko X in Z, dobimo:
4—4c=3c>3—c,

kar nima resitve. Od tod dobimo tudi, da drugi igralec ne more vkljuciti vseh akcij,
saj iz tega dobimo Se strozje pogoje za b in c.

o (A CN (X ¥
Sklep: edino mesano Nashevo ravnovesje je ((2/3 1/3) ) (2/5 3/5)).
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10.

11.

12.

13.

. Akcija A ne more biti dominirana, ker je U1(A,Z) > Uy(B,Z) in Uy(A, Z) >

Uy(C,Z). Podobno tudi akcije C'; X, Y in Z ne morejo biti dominirane. Pac
pa je akcija B strogo dominirana z meSano strategijo ((1 ilp i)), brz ko je
3p>1,3—2p>2in5—4p > 3, torej brz ko je 1/3 <p < 1/2.
Oznacimo z u(X) korist, ki izvira iz akcije X. Vemo, da je:
04u(A)+06u(B) >u(C).
Sledi:
015u(A)+025u(B)+05u(C)+01u(D) <
< 015u(A) +025u(B) + 05 (04u(A) + 06u(B)) +01u(D) =
=035u(A) +035u(B) +055u(D),

torej strategija:

A B D\ (A B D
015+05-04 025+05-06 01) \035 055 01

strogo dominira dano strategijo.

Najprej opazimo, da je akcija C' strogo dominirana z mesano strategijo

((11;12 1?2)) Ko le-to izlo¢imo, dobimo, da je v novi igri (ki ima ista Nasheva

X Z
ravnovesja) akcija Y strogo dominirana z mesano strategijo ((1 21 /2)) ; Ceprav
v prvotni igri n¢ dominirana, jo zdaj lahko izlo¢imo iz iskanja Nashevih ravnovesij.

. .. . . . . A B X 7 .
Po nekaj nadaljnjega rac¢unanja dobimo, da je ((4/7 3/7> , (1/5 4/5)> edino

mesano Nashevo ravnovesje.

F

E e 1
2/3 1/3). Ko jih izlo¢imo,

Akcije A, B, C' in D so dominirane z mesanico (

dobimo, da je akcija X dominirana z mesanico ( ) , akcija W pa z meSanico

Y Z
2/3 1/3

1/3 2/3

akcije nastavimo princip indiferentnosti, dobimo, da je profil:

(G a70)- (o 17))

mesano Nashevo ravnovesje igre.

( y oz ) (v obeh primerih gre celo za ekvivalenco glede na Us). Ko za preostale

V tej igri nobena akcija ni dominirana in je tako pri iskanju Nashevih ravnovesij ne
moremo izlociti. Iz tabele razberemo, da cistih Nashevih ravnovesij ni. Med me-
Ssanimi Nashevimi ravnovesji, pri katerih eden izmed igralcev ubere cisto strategijo,



M. RAIC: VAJE 1Z TEORLJE IGER 23

moramo pogledati profil, pri katerem prvi igralec vklju¢i A in C', drugi pa igra Y.
Toda v tem primeru se prvemu igralcu bolj splaca igrati B, zato ta profil ne more
biti mesano Nashevo ravnovesje.

Razis¢imo Se ostale moznosti. Privzemimo splosni profil:

(GG )

Najprej razis¢imo pogoje, ki jih dobimo iz U;. Izrazili bomo x = 1 —y — 2. Izhodiscée

bo torej:
A 4—y—3z
ARE ,(X v Z) — | 4yt
cl \* Y~ 1+ 2y + 22

Ce prvi igralec vklju¢i natanko akciji A in B, iz principa indiferentnosti dobimo:
4—y—-32z2=4y+222>1+4+2y+2z2.

Iz enacbe dobimo y = 4/5 — z. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z < 3/10 in
za vsak 0 < z < 3/10 tudi dejansko dobimo profil. Ce torej prvi igralec vkljuci
natanko A in B, nam funkcija koristnosti prvega igralca postavi pogoje:

3 4 1

0<z2<— _: _ -
=*=>70 Y757 73

Ce vkljuéi natanko akciji A in C, dobimo:
4—y—32=14+2y+22z2>4y+2z2.

Iz enacbe dobimo y = 1 — 52z/3. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z > 3/10. Iz
splo$nih omejitev dobimo e z < 3/5. Funkcija koristnosti nam torej postavi pogoje:

3 3 Dz
—<z< y=1-—

_22
1 5’

, r=—.

3 3

Ce vklju¢i natanko akciji B in C, dobimo:
dy+22=14+2y+22>24—-y—3z2.

Iz enacbe dobimo y = 1/2. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z > 3/10. Iz
splosnih omejitev dobimo Se z < 1/2. Funkcija koristnosti nam torej postavi pogoje:
3 1

—<z<

-, T==-—2.
1 2

1

Yoo 2

Ce pa vkljuci vse tri akcije, dobimo:
4—y—32z2=4y+22=1+42y+ 2z,

kar ima edino resitev z = 1/5, y = 1/2, z = 3/10.
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14.

Oglejmo si zdaj Se pogoje, ki jih dobimo iz Us,. Izrazili bomo a = 1 —b—c. Izhodisc¢e
bo torej:

Ug((A b C),[X y Z}):[2—2b+2c 5—4b—de 34+b—c.

a b c

Ce drugi igralec vkljuéi natanko akciji X in Y, iz pogojev za U, sledi, da prvi igralec
vkljuci kve¢jemu akciji A in B, se pravi, da je ¢ = 0. Iz principa indiferentnosti
dobimo:

2—2b=5—4b>3+b,
kar med profili nima resitve.
Ce drugi igralec vkljuéi natanko akciji X in Z, iz pogojev za U, sledi, da prvi igralec
vkljuci kvecjemu akciji A in C, se pravi, da je b = 0. Iz principa indiferentnosti
dobimo:

242c=3—c>5—4c.
kar prav tako nima resitve.
Ce drugi igralec vklju¢i natanko akeciji Y in Z, iz pogojev za U, sledi, da prvi igralec
vkljuci kvecjemu akciji B in C', se pravi, da je b = 1 — ¢. Iz principa indiferentnosti
dobimo:

1=4—2¢>4c.

kar prav tako nima resitve med profili.

Ce pa drugi igralec vkljuci vse tri akcije, iz principa indiferentnosti dobimo:
2—2b+2c=5—4b—4c=3+b—c,

kar ima edino resitev a = 5/12, b = 1/8, ¢ = 11/24. To pomeni, da mora v tem
primeru tudi prvi igralec vkljuciti vse tri akcije. Dobimo edino mesano Nashevo

ravnovesje:
((5/[{12 1?8 11?24)’ (1)/(5 1?2 3/Z10>>'

Najprej opazimo, da pri drugem igralcu mesanica strogo dominira ak-

X Y
1/2 1/2
cijo W, torej lahko slednjo odstranimo. Drugih dominacij ni. Profil (C, X) je edino
¢isto Nashevo ravnovesje. Ni nobenega Nashevega ravnovesja, kjer bi eden od igral-

cev ubral cisto strategijo, drugi pa bi vkljucil vsaj dve akciji.

Razis¢imo se moznosti, kjer vsak od igralcev vkljuci vsaj dve akciji. Privzemimo

splosni profil:
A B C XY Z
a b c)’'\x y =z '

Najprej razis¢imo pogoje, ki izhajajo iz funkcije U;. To je potrebno narediti glede
na to, katere akcije vkljuci prvi igralec, dobljeni pogoji pa se nanasajo na profil
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drugega igralca. Izrazili bomo x = 1 — y — 2. Izhodisce bo tore;j:

A 3y + 3z
C y 3+y—3z

Ce prvi igralec vkljuéi natanko A in B, iz principa indiferentnosti dobimo:
3y+32=2—-2y>3+y—3z.

Iz enacbe dobimo z = (2—5y)/3. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo y < 1/8. Brz
ko je 0 <y < 1/8, se to sklada tudi s splosnimi omejitvami. Ce torej prvi igralec
vkljuéi natanko akciji A in B, nam njegova funkcija koristnosti postavi pogoje:

2-5y 1+

3 0 T3

Drugi igralec mora torej tedaj nujno vkljuciti akciji X in Z.

0<y<

, z

0| —

Ce prvi igralec vkljuci natanko akciji A in C, dobimo:
y+3z=3+y—32>2-2y.

Iz enacbe dobimo y = 3/2 — 3z. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z < 11/24. Iz
splo$nih omejitev dobimo $e z > 1/4. Ce torej prvi igralec vkljud¢i natanko akciji A
in C', nam njegova funkcija koristnosti postavi pogoje:

. < 11 3 5 _o 1
15755 V=3 2, T=2—3.
Drugi igralec mora torej tedaj nujno vkljuciti akciji ¥V in Z.

Ce prvi igralec vklju¢i natanko akciji B in C, dobimo:
2-2y=3+y—32>3y+3z.

Iz enac¢be dobimo y = z — 1/3. Ko to vstavimo v neenacbo, dobimo z < 11/24. Iz
splosnih pogojev dobimo e z > 1/3. Ce torej prvi igralec vkljuci natanko akciji B
in C', nam njegova funkcija koristnosti postavi pogoje:

1 . < 11 1 4 5

- <z< — =z—=, x==-—2z2.

3 == Y 3 3
Spet torej dobimo, da mora tedaj drugi igralec nujno vkljuciti akciji X in Z.
Ce pa prvi igralec vkljudi vse tri akcije, dobimo:

3y+3z2=2—-2y=3+y— 3z,

kar ima resitev z = 5/12,y = 1/8,z = 11/24, se pravi, da mora tudi drugi igralec
vkljuciti vse tri akcije.

Iz pogojev, ki izhajajo iz funkcije Uy, smo dobili, da imamo pri Nashevih ravnovesjih
kvecjemu Se naslednji dve moznosti:
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15.

e Prvi igralec vkljuc¢i natanko A in B ali pa vklju¢i natanko B in C', drugi pa
vkljuc¢i natanko X in Z.

e Prvi igralec vkljuci natanko A in C, drugi pa vkljuci natanko Y in Z.

e Drugi igralec vkljuci vse tri akcije.

Razis¢imo zdaj Se pogoje, ki nam jih postavlja funkcija U,. Ce izrazimo a = 1—b—c,

velja:
b+ 3c
UQ((‘j f f),[X Y Z}): 3-3b—c
2+b—2c

Ce drugi igralec vklju¢i natanko akciji X in Z, velja:
b+3¢c=2+b—-2c>3—-3b—c

Iz enacbe dobimo ¢ = 2/5. Iz prejsnjih ugotovitev zdaj sledi, da prvi igralec vkljuci

natanko akciji B in C. Torej b = 3/5, velja pa tudi neenacba. Ko v pogoje pri U;

' . 5 . B C X Z
vstavimo y = 0, dobimo mesano Nashevo ravnovesje ((3/5 2/5) , <2/3 1/3) > )

Ce drugi igralec vkljuéi natanko Y in Z, prvi vkljudi natanko A in C, torej je b = 0.
Dobimo:
3—c=2—2c> 3c

Iz enacbe dobimo ¢ = —1, kar ni v redu.

Ce pa drugi igralec vkljudi vse tri akcije, velja:

b+3c=2+b—2c=3—-3b—c,
kar ima reSitev a = 1/4,b = 7/20, ¢ = 2/5. Tedaj mora tudi prvi igralec vkljuciti in
dobimo Se eno mesano Nashevo ravnovesje.

Sklep: mesana Nasheva ravnovesja so:

(€, X), ((3?5 275) ’ (2)/(3 1?3)) "
((11;14 7/320 2?5) ’ (55(12 1}//8 11?24))'

Najprej si oglejmo, katere akcije igralca v Nashevem ravnovesju vkljucita. Opazimo
naslednje:

e Prvemu igralcu se splaca vkljuciti le tiste akcije, ki jih vkljuci drugi igralec.
Natancneje, ¢e bi v dolocenem profilu prvi igralec v mesanico vkljucil tudi
akcijo, ki je drugi igralec ne bi, bi obstajala mesana strategija, kjer bi prvi
igralec dobil strogo vec¢. Zato tak profil ne more biti Nashevo ravnovesje.

o Ce prvi igralec ne vkljuci vseh akcij, se drugemu splaca vkljuciti le tiste akcije,
ki jih prvi igralec ne vkljuci.
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16.

Od tod najprej dobimo, da mora prvi igralec vkljuciti vse akcije, nato pa se, da mora
vse akcije vkljuciti tudi drugi igralec. Oznacimo vrednosti kart z vy, v, ..., v,,. Naj
prvi igralec izbere i-to karto z verjetnostjo p;, drugi pa z verjetnostjo ¢;. Iz principa
indiferentnosti za koristnostno funkcijo prvega igralca dobimo enacbhe:

q1V1 = q2U2 = - = mUm ,

ki imajo edino resitev:

1

Vi .
G = 7 I s =L2....,m.
T e

Iz koristnostne funkcije drugega igralca pa dobimo analogne enacbe za verjetnosti
pi, torej mora biti p; = ¢;.

Opomba: kasneje bomo videli, da je to kvadratna igra z nicelno vsoto. Za te igre
velja, da je, ¢e imajo eno samo mesano Nashevo ravnovesje, kjer oba igralca vkljucita
vse akcije, to edino mesano Nashevo ravnovesje. Poleg tega je to diagonalna igra —
glej 36. nalogo.

Najprej razberemo ¢ista Nasheva ravnovesja (B, X, L), (T,Y,L) in (B,Y,R). Iz
tabele tudi hitro razberemo, da ni Nashevih ravnovesij, pri katerem bi dva igralca
igrala cCisti strategiji, eden pa bi vkljucil obe svoji akciji. Pregledati moramo torej
Se primere, ko vsaj dva igralca vkljucita obe svoji akciji. Oznacimo splosni profil:

(G50 G2 0)- 65 D)

Ce prvi igralec igra T', druga dva pa vkljucita obe svoji akciji, dobimo:

(]G5 D) =ba]

od koder sledi, da takega Nashevega ravnovesja ni.

Ce prvi igralec igra B in druga dva vklju¢ita obe svoji akeiji, dobimo:
X L R 1
(e L GE )] = e
X Y\ I|L 1
v <B’ (1—q Q) M’) - _261} 1=
U T X Y L R ]2
"\|B]\1/2 1/2) \1/2 1/2)) " (3]

‘ _ X Y L R
od koder dobimo Nashevo ravnovesje <B, (1/2 1/2> 5 (1/2 1/2>>'

Y

N~ DN~

Y

Ce drugi igralec igra X, prvi in tretji pa vkljucita obe svoji akciji, dobimo:

o la] > G2 7)) =l
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od koder sledi, da takega Nashevega ravnovesja ni.

Ce drugi igralec igra Y ter prvi in tretji vkljucita obe svoji akciji, dobimo:

) (2 - [] -
(7, )0 ) ] -
(&) BC A)-Ba)

‘ _ T B L R
od koder dobimo Nashevo ravnovesje <(1/2 1/2> Y (1/3 2/3))'

Ce tretji igralec igra L, prva dva pa vkljucita obe svoji akciji, dobimo:

ln) (24 0) )=l 2] = o5
(B L R e
Us ((1?2 1?2)’ (2)/(3 11//3)’ [}L%D - _1}6] ’

. . T B X Y
od koder dobimo Nashevo ravnovesje <(1/2 1/2> , <2/3 1/3) , L).

Ce tretji igralec igra R, prva dva pa vklju¢ita obe svoji akciji, dobimo:

a(ls] (20 3) 7)) =[]

od koder sledi, da takega Nashevega ravnovesja ni.

Y

)

N — Wb

Privzemimo zdaj, da vsi trije igralci vkljuc¢ijo obe svoji akciji. Velja:
I T X Y L R\ | 2 g —i—l
"\IBl'\1—¢ ¢)’ \1=7r r ~3-3¢+3r 1=rT3
I T B X L R\ | 1 I —I—l
\\1—=p p)2 Y| \01=7r r 2-2p+2r p=rTg:

(7, 5 ) )L =

Ko prvi dve enacbi vstavimo v tretjo in uredimo, dobimo kvadratno enacbo 612 +
5r—2 = 0, ki ima reSitvi r1 5 = (—5=£+/73)/12, a samo resitev s pozitivnim korenom
nam da profil. To je Se zadnje Nashevo ravnovesje:

T B X Y L R
11-v73  14+v73 |2 \ 13—v73 —1++73 | > | 17=V73 —5+73

12 12 12 12 12 12
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ali priblizno:

T B X Y L R
0205 0795) 7 \0371 0629/ \0705 0295 '

17. Opazimo, da pri prvem igralcu akcija 7' dominira akcijo B. Dominacija sicer ni
stroga, nam pa vseeno pomaga izlociti kar nekaj profilov. Iz:

(2, 0) G )
Ui (B, (1)_(q 1;) , (1fr f)) =(1—q)(1—r)+gqr

sledi, da lahko akcijo B izlo¢imo, brz ko je (1—¢)(1—r)4qr < 1. Zaradi dominacije
je nujno (1 — ¢q)(1 —r) + gr < 1, torej lahko drugi igralec igra akcijo B s strogo
pozitivno verjetnostjo samo, ¢e je (1 —q)(1 —r)+ gr = 1. Nekaj analize pokaze, da
je v okviru splosnih omejitev za ¢ in r to res samo v dveh primerih: ko jeg =7 =10
in ko je ¢ = r =1 ali z drugimi besedami, ko drugi in tretji igralec igrata (X, L) ali
(Y, R). Loc¢imo torej tri moznosti:

1. Pruviigralec igraT’. V tem primeru hitro vidimo, da morata oba igralca vkljuciti
obe svoji akciji. Ce se drzimo oznak od prej, iz principa indiferentnosti dobimo
2=143rin 3 =4 — 3q, od koder dobimo mesano Nashevo ravnovesje:

T X Y L R
"\2/3 1/3) 7 \1/2 1/2 '
2. Drugi igralec igra X, tretji pa L. 1z pogojev:
(7, ) )=, ) ve)
lL—p »p L—p »p
(0L, ) xe)ze (L, ) )
IL—p »p L—p »p

dobimo druzino mesanih Nashevih ravnovesij:

T B 1
X, L|; =<p<
(<1—p p)’ ) 3=

3. Drugi igralec igra 'Y, tretji pa R. Tu pa pogoja za koristnostni funkciji drugega
in tretjega igralca nista izpolnjena in ne dobimo mesanih Nashevih ravnovesij.

DO | —

18. Locimo moznosti glede na to, koliko igralcev igra ¢isto in koliko jih vkljuci obe akciji.

Prva moznost: vsi igrajo ¢isto. Ce vsi obrnejo enako, se vsakemu splaca zamenjati
akcijo, saj pred zamenjavo ne dobi ni¢, po zamenjavi pa vsaj dva evra (seveda
ob predpostavki, da druga dva igralca akcije ne zamenjata). Zato to ni Nashevo
ravnovesje. Ce dva igralca obrneta grb, eden pa cifro, se tistemu, ki obrne grb, prav
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tako splaca zamenjati akcijo: pred zamenjavo placa dva evra, po zamenjavi pa le
en evro. Zato tudi to ni Nashevo ravnovesje. Konc¢no si oglejmo se primer, ko dva
obrneta cifro, eden pa grb. Igralec, ki obrne grb, dobi dva evra, ¢e bi zamenjal akcijo,
pa ne bi dobil nicesar. Igralec, ki obrne cifro, pa placa en evro; ¢e bi zamenjal akcijo,
bi placal dva evra. Zato ta moznost je Nashevo ravnovesje. Formalno gledano ima
torej igra tri ¢ista Nasheva ravnovesja, pri katerih dva vrzeta cifro, eden pa grb.

Druga moznost: dva igrata cisto, eden pa vkljuci obe akciji. Takih Nashevih rav-
novesij ni, ker za tistega, ki mesa, nikoli ne dobimo indiferentnosti (glej prejsnji
primer).

Tretja mozZnost: eden igra cisto, dva pa vkljucita obe akciji. Recimo najprej, da prvi
vedno obrne cifro, drugi obrne grb z verjetnostjo ps, tretji pa z verjetnostjo ps. Iz:

(e e (5 3) =L

in principa indiferentnosti za drugega igralca dobimo, da mora biti p3 = 2/3. Podob-
no iz principa indiferentnosti za tretjega igralca dobimo, da mora biti tudi p, = 2/3.

A le] () (0 5)) = [

dobimo, da je v redu tudi za prvega igralca.

Ne obstaja pa mesano Nashevo ravnovesje, kjer bi eden od igralcev vedno obrnil
grb, preostala dva pa bi vkljucila obe akciji. Recimo spet, da prvi vedno obrne grb,
drugi obrne grb z verjetnostjo po, tretji pa z verjetnostjo ps. Iz:

N B O ) B e

in principa indiferentnosti za drugega igralca dobimo, da bi moralo biti p3 = —1/3,
kar ni ustrezno.

Cetrta moZnost: vsi trije vkljucijo obe akciji. Naj i-ti igralec obrne grb z verjetnostjo

P1- Iz:
U (|:C:| ( C G> ( C G)) |: (;p2p3 — P2P3
! G|’ 1-— P2 P2 ’ 11— P2 P2 6p2p3 - 4]72 - 4p3 + 2

in principa indiferentnosti za prvega igralca dobimo, da mora biti ps + p3 = 2/3.
Podobno dobimo, da mora biti tudi p; +p3 = 2/3 in p; + p = 2/3. To ima enoli¢no
reSitev p; = po = p3 = 1/3. Vsak od igralcev torej obrne grb z verjetnostjo 1/3 in
cifro z verjetnostjo 2/3.

Opomba. Ta naloga je poucna, ker predstavlja protiprimer, ki pokaze, da se dolo-
¢ene lastnosti iger z nic¢elno vsoto za dva igralca, ki bodo omenjene v nadaljevanju
razdelka, ne dajo posplositi na vec igralcev:
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19.

20.

e To je simetri¢na igra z nicelno vsoto, a vendar obstajajo Nasheva ravnoves-
ja, kjer je prisoten transfer. Pri le dveh igralcih do tega ne more priti (glej
37. nalogo).

e Pricakovani dobitek posameznega igralca ni v vseh mesSanih Nashevih ravno-
vesjih enak.

e [gra ima eno samo Nashevo ravnovesje, kjer vsi igralci vkljucijo obe akciji, to
pa ni edino mesano Nashevo ravnovesje.

a) Ce je sodelavec prizadeven, je njegova koristnostna funkcija enaka 3 In(1+p) — 1,
¢e pa se iz prizadevnega spremeni v lenega, je njegova nova koristnost enaka 3 In p.
Podobno, ¢e je sodelavec len, je njegova koristnostna funkcija enaka 31In(1 + p), ce
pa se spremeni v prizadevnega, je nova koristnost enaka 31n(2 + p) — 1. Profil je
torej Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja:

3In(14+p)—1>3Inp, brz koje p>1,
3In(14+p)>3In(2+p) —1, brz ko je p <4,

Ce je p > 0, je prvi pogoj ekvivalenten p < 1/(e'/3 — 1) = 253, drugi pa p >
(2 —e'/%)/(e'/® — 1) = 1'53. Nashevo ravnovesje torej nastopi natanko tedaj, ko

sta prizadevna delavca natanko dva. Takih profilov je (g) = 10.

b) Naj bo delavec prizadeven z verjetnostjo ¢ in len z verjetnostjo 1 — ¢, kjer je
0 < g < 1. Po principu indiferentnosti mora veljati:
3[4¢(1 — ¢)’In2+46¢°(1 — ¢)*In3 +4¢*(1 — ¢) In4 + ¢*In5] =
=3[(1-¢)'In2+4¢(1 — ¢)’In3+6¢*(1 — ¢)°Ind +4¢°(1 —¢) In5+ ¢*In6] — 1

oziroma:
4 3, 3 2 2y 4 3 5 a4 0
31(1—¢q)"In2+4¢(1—q) ln§+6q (1—q) ln§+4q (1—q)ln1—|—q lng =1.

Ce vstavimo ¢ = 0, je leva stran enaka 3In2 = 2°079, ¢e pa vstavimo ¢ = 1, je
enaka 31n(6/5) = 0'547. Ker je leva stran enacbe zvezna funkcija spremenljivke ¢,
ima zgornja enacha za 0 < ¢ < 1 vsaj eno resitev. Podrobnejsa numeri¢na analiza
pokaze, da ima enacba natanko eno resitev, in sicer ¢ = 0°470.

a) Igralci so mimoido¢i, vsak ima dve akciji: K (klicati policijo) in I (ignorirati).
Funkcije koristnosti lahko zapisemo s formulo:

ui(ar, ag,...,a,) =—clla; = K)—sl{ay=ays=---=a,=1),
kjer je 1(A) = 1, Ce je izjava A pravilna, in 1(A) = 0, Ce je napacna.
b) Loc¢imo ve¢ primerov glede na to, koliko mimoido¢ih pokli¢e policijo.

1) Nihce ne poklice policije. V tem primeru so koristnostne funkcije vseh mi-
moidoc¢ih enake —s; Ce se posamezen mimoidoc¢i premisli in naslednji¢ klice
policijo, se njegova funkcije koristnosti poveca za s —c¢ > 0, torej to ni Nashevo
ravnovesje.
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21.

2) Natanko eden poklice policijo. Koristnostna funkcija tistega, ki poklice policijo,
je —c in se zmanjsa za s — ¢, ¢e se premisli. Koristnostna funkcija tistega, ki ne
poklice policije, pa je 0 in se zmanjsa za c, ¢e se premisli. Torej je to Nashevo
ravnovesje.

3) Vsaj dva pokliceta policijo. V tem primeru pa se koristnostna funkcija tistega,
ki poklice policijo, poveca za ¢, ¢e se premisli, kar pomeni, da to ni Nashevo
ravnovesje.

c¢) Gledamo profil, pri katerem vsak pokli¢e policijo z verjetnostjo p € (0,1). Ce
posamezni mimoido¢i svojo strategijo zamenja s Cisto strategijo K, je njegova ko-
ristnostna funkcija enaka —c, ¢e jo zamenja z I, pa je enaka —s(1 — p)"~!. Po
principu indiferentnosti mora biti oboje enako, kar je res za:

p:1_ n—1 —
S

d) Verjetnost, da vsaj eden poklice, je enaka:

1 (E)n/(n—l) |
S

kar je res padajoca funkcija stevila mimoidocih n.

a) Oznac¢imo s k Stevilo fantov, ki gredo osvajat blondinko. Fant, ki gre osvajat
blondinko, ima korist 3/k, Ce se premisli, pa korist 2. Torej smo v Nashevem
ravnovesju kvecjemu za k = 0 ali k = 1. Fant, ki ne gre osvajat blondinke, pa ima
korist 2, Ce se premisli, pa korist 3/(k+1). Dobimo, da smo v Nashevem ravnovesju
natanko za k& = 1: igra ima n Cistih Nashevih ravnovesij.

b) Naj bo 7 profil, ki ustreza predpostavki. Izberimo fanta, ki strogo mesa — naj
bo to i-ti fant. Stevilo ostalih fantov, ki gredo osvajat blondinko, predstavimo s
sluéajno spremenljivko X. Velja:

3
U; M)=2 in U B)=E(——— .
=2 i Ui | B) =B (o)
Po principu indiferentnosti bi moralo biti to dvoje enako. Toda iz predpostavke

sledi, da je X > 1, torej je E(Xiﬂ) < %7 kar je protislovije.

c¢) Naj bo najprej m = 1: privzemimo, da gre i-ti fant osvajat blondinko z verjetno-
stjo p > 0, preostali pa gredo z gotovostjo osvajat manj privlacna dekleta. Ce je
p =1, vemo, da je to (Cisto) Nashevo ravnovesje. Za p < 1 pa mora veljati princip
indiferentnosti, ki nam v tem primeru da 2 = 3, torej takih Nashevih ravnovesij ni.

Naj bo m = 2: privzemimo, da gresta i-ti in j-ti fant osvajat blondinko z verje-
tnostma p, q > 0, preostali pa gredo z gotovostjo osvajat manj privlacna dekleta. Iz
tock a) in b) vemo, da je tudi p,q < 1. Po principu indiferentnosti za i-tega fanta
velja 2 = 3(1 — ¢) + 3q/2, torej ¢ = 2/3. Podobno iz principa indiferentnosti za
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j-tega fanta sledi p = 2/3. Preveriti je treba Se korist fantov, ki gredo z gotovostjo
osvajat manj privlacna dekleta. Ce se tak fant premisli, njegova korist znasa:

1\? 1 2 3 2\ 2 13
2] -3492.2.2. Z 2] 1= =
<3> tergrg 2+(3) 9’

kar je manj kot 2, torej je tak profil res mesano Nashevo ravnovesje.

Premislimo Se za m = 3: privzemimo, da gredo i-ti, j-ti in k-ti fant osvajat blondinko
z verjetnostmi p, q oziroma r, preostali pa gredo z gotovostjo osvajat manj privlacna
dekleta. Iz tock a) in b) spet vemo, da je tudi p, q,r < 1. Iz principa indiferentnosti

sledi:
2=3(1-q)(1—r)+ 3q(12_ r) 30 S (L
—3(1—p)(1—r)+ 3p(12‘ r) 3 ;p)r =
=3(1-p)(1—q)+ 3p(12— ) + 30 ;p)q +pq .

[zenac¢imo drugi in tretji izraz in po krajSem ra¢unu dobimo:

(»—q) (;—7’) =0,

kar pomeni, da mora veljati p = ¢. Podobno, ¢e izenac¢imo tretji in Cetrti izraz,
dobimo ¢ = r. Torej mora biti p = ¢ = r. Princip indiferentnosti se potem prevede
na enacbo 2 = 3(1 — p)? + 3p(1 — p) + p* oziroma p> — 3p+ 1 = 0, ki ima reSitvi
p= (3 + \/5)/2 Samo resitev p = (3 - \/5)/2 = 0382 je ustrezna.

Spet je treba preveriti Se korist fantov, ki gredo z gotovostjo osvajat manj privlacna
dekleta. Ce se tak fant premisli, njegova korist znasa:

<\/52_1> .3+3.<\/5_1> .3_\/5.§+

2 2 2

+3

‘ﬁ2_1.<3_2¢g> _1+<3—2¢3) %:%gim??,

kar je manj kot 2, torej je tak profil res mesano Nashevo ravnovesje.

d) Izberimo dva fanta, ki gresta osvajat blondinko z verjetnostma p, ¢ > 0: naj bosta
to i-ti in j-ti. Iz tock a) in b) spet sledi, da mora biti tudi p, ¢ < 1. Nadalje stevilo
ostalih fantov, ki gredo osvajat blondinko, ponazorimo s slucajno spremenljivko X.
Po principu indiferentnosti za i-tega fanta mora potem veljati:

2:(1—q)E<XLH)+qE(XL+2> |

Uredimo in dobimo:
( X—q+2 ) 2
E =—.
(X+1)(X+2) 3
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Podobno iz principa indiferentnosti za j-tega fanta dobimo:

E (<Xﬁ5f;i 2)) - ;

Odstejemo in po ureditvi dobimo:

(p_q)E((X+1)1(X+2)) =0,

od koder sledi, da mora biti p = q.

e) Za m = 1,2,3 smo trditev ze dokazali v tocki b). Privzeti torej smemo, da je
m > 2. V prejsnji tocki smo ze dokazali, da gre v mesanem Nashevem ravnovesju
vseh m fantov osvajat blondinko z enako verjetnostjo p. Iz tock a) in b) sledi, da je

tudi p < 1.

Brez skode za splosnost privzemimo, da gredo z verjetnostjo p blondinko osvajat
fantje 1,2,...,m, preostali pa gredo z gotovostjo osvajat manj privlacna dekleta.
Za i=1,2,...,m definirajmo sluc¢ajno spremenljivko:

@ ._ 1 ; i-ti fant gre osvajat blondinko
i1 0 sicer.

Iz principa indiferentnosti za m-tega fanta dobimo:

3
2=E{ 5 ®) ®)
X7+ X A X ]

Preveriti moramo torej, da ima za m > 2 funkcija:

3
fm(p) =E -2
X+ XP 4+ X2+ 1

m—1

natanko eno niclo na (0,1). Ker je f,,(0) =1, f,,(1) = 2—2 < 0 in ker je funkcija f,,
zvezna, saj je polinom, ima na (0, 1) vsaj eno niclo. Enoli¢nost bomo dokazali tako,
da bomo pokazali, da je f,, strogo padajoca. Za ta namen vse slucajne spremenljivke

Xl(p), Xép), - ,Xr(,f) prikazimo na istem verjetnostnem prostoru (tudi za vse p). Naj
bodo Uy, Us, ..., U,, neodvisne sluc¢ajne spremenljivke, porazdeljene enakomerno na

intervalu [0, 1]. Brez skode za splosnost smemo privzeti, da je:

X(p):{l Ui <p

‘ 0 ; sicer.

Ce je p < q, je z gotovostjo Xi(p) < Xi(q) za vse i. Ce pa je p < ¢, poleg tega s strogo
pozitivno verjetnostjo velja Xi(p) < X!

iQ). Torej z gotovostjo velja:

3 3
> )
XP e xP e x® 1 T XD e x X9
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22.

poleg tega pa s strogo pozitivno verjetnostjo velja:

3 3
> .
XV x® 4 x® 1T X0 x4+ X9

Sledi f,.(p) > fin(q), torej je funkcija f,, re strogo padajoca in ima na (0, 1) natanko
eno niclo. Oznacimo jo s p,,. Ta verjetnost ni odvisna od celotnega stevila fantov.

Pokazimo Se, da za vsak p € (0,1) velja f,11(p) < fim(p). To podobno kot prej
sklepamo iz dejstva, da z gotovostjo velja:
3 < 3
XOLxP o x®P 1T XP e xP o x® ]

poleg tega pa s strogo pozitivno verjetnostjo velja:

3 3
< .
XPox® o xW i xP X x® 4

m—

Zelena neenakost sledi. Med drugim to pomeni tudi, da je fi1(pm) < 0. Zdaj pa
opazimo, da je fy,11(pm) + 2 ravno korist fanta, ki bi Sel z gotovostjo osvajat manj
privlacno dekle, a se premisli in gre z gotovostjo osvajat blondinko. Sledi, da smo
res v mesanem Nashevem ravnovesju.

[z neenakosti f,,11(pm) < 0 pa sledi tudi, da je p,11 < pm, torej iskane verjetnosti
res padajo z m.

f) Ce je n Stevilo vseh fantov in m = 1,2,...,n, ima torej igra formalno gledano
(:1) mesanih Nashevih ravnovesij, kjer gre natanko m fantov osvajat blondinko s
strogo pozitivno verjetnostjo. Videli smo zZe, da profil, v katerem gredo vsi fantje
z gotovostjo osvajat manj privlacna dekleta, ni Nashevo ravnovesje. Igra ima torej
2™ — 1 mesanih Nashevih ravnovesij.

Najprej tabeliramo koristnostno funkcijo Uy, kjer prvi igralec igra cisto strategijo,

drugi pa mesa:
X Y
o (a’ (1 4 q»

4 —4q
2—q
6q
2+4+q
6 —12¢q

O QW =

Nato narisemo sliko:
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Ul (7, Q)

6

Akcija B v zgornji ovojnici ne nastopa, saj je Uy(B,X) < Uy(E,X), za ¢ > 0
X Y X Y
a velja Uy | B, < U (D, akcija B je torej strogo
pa velj 1<v (1_q q)) 1( (1_q q))( ja B j j strog
dominirana). Ce presecis¢a ostalih akcij uredimo po narasc¢ajocih strminah glede na
q (torej E, A, D, C'), pa njihova zaporedna presecisca (¢ = 1, ¢ = %, q= %) tvorijo
naras¢ajoce zaporedje na intervalu [0, 1]. Zgornjo ovojnico torej tvorijo:

Eza0§q<%;
° EinAzaq:i;

1 2.
Azaz<q<5,
A,C’inDzaqz%;
C’za§<q§1.

Zdaj pa pogledamo, kako se na zgornji ovojnici obnasa koristnostna funkcija drugega
igralca. Za 0 < ¢ < 1/4 upostevamo Us(F, X) > Uy(FE,Y), kar pomeni, da mora
biti ¢ = 0. Dobimo ¢isto Nashevo ravnovesje:

(B, X).

1

Za q = 7 iz principa indiferentnosti dobimo mesano Nashevo ravnovesje:

()G Y)

Za 7 < q < £ ne dobimo nicesar, saj ni indiferentnosti. Za q = % po principu

indiferentnosti dobimo druzino mesanih Nashevih ravnovesij:

A C D X Y 1
(<%—c c )( )> I=c=3.
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23.

24.

25.

Konéno za 2 < ¢ < 1 upostevamo Us(C, X) < Us(C,Y), kar pomeni, da mora biti
q = 1, in dobimo ¢isto Nashevo ravnovesje:

(C,Y).

Najprej opazimo, da je akcija A strogo dominirana z mesSanico (1 fp (;), brz ko
je 1/2 < p < 1. Akcije, urejene po strminah pripadajoc¢ih funkcij koristi, so J, I,
M, K, L in N, zaporedna presecisca teh funkcij pa so pri ¢ = %, %1, %, %, 1, kar je
narascajoce zaporedje na intervalu [0, 1]. Zgornjo ovojnico koristnostne funkcije Us
torej tvorijo:

e Jza0<p<i;

e Jinlzap= %;

o [za+<p<i;

o [in Mzap= i;

e Mzalt<p<i;

o M in K zap= %;

o K za % <p< %;

e KinLzap= %;

o [ 7a % <p<l

e LinNzap=1.

Mesana Nasheva ravnovesja:

(G2 ) ) ms=r=o (Gh o) (s 1))

1
4
L N
(C, (1—q q)) za0 <qg<1/2.

Vrednost je 3, dosezena pa je v Cistem Nashevem ravnovesju, ko prvi igralec igra
drugo, drugi pa tretjo akcijo. To ravnovesje je tudi edino mesano Nashevo ravno-
vesje: brz ko bi drugi igralec mesal kako drugace, bi lahko prvi igralec dobil strogo
ve¢ kot 3. Torej mora drugi igralec igrati tretjo akcijo, potem pa mora prvi nujno
igrati drugo akcijo.

Narisemo sliko in izracunamo, da je:

08 5) -0 (e (5 5) 00 (3 5) -

S1 Sy
1/3 2/3
ovojnice. Torej je vrednost igre enaka 10/3, v mesanem Nashevem ravnovesju pa

Ker ima V; strmino —1, V5 pa strmino 2, je v ( ) dosezen minimum zgornje
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26.

27.

28.

prvi igralec vkljuéi vrstici V4 in V5. Po krajsem racunu dobimo, da je edino mesano
Nashevo ravnovesje:

(5 5) - (55 55)) o ([ [4]

To je igra z dvema vrsticama (namesto z dvema stolpcema); pri takih igrah lahko
iS¢emo max-min strategije prvega igralca. Narisemo sliko in izra¢unamo, da je:

(s 395900 22)-5) -0 (0 ) ) -2
((fh 2552 (5 )52

i W

3/5 2/5

spodnje ovojnice koristnostne funkcije prvega igralca. Torej je vrednost igre enaka
18/5, v mesanem Nashevem ravnovesju pa drugi igralec igra strategijo oblike

( S Ss Sy

Ker ima S; strmino 4, S3 pa strmino —6, je v ( ) dosezen maksimum

ot » ¢ ) . Iz principa indiferentnosti dobimo 2 + 4z 4+ 2t = 6 — 6z — 3t,

torej z = % — % Nasheva ravnovesja so torej oblike:
3 _ 1
52
Vi Vi S S S 2 0 4
2 3 4 . 5
((21 2),(5_11 2 4 t)) oziroma [2], %—% : ogtgg
5 5 5 2 5 2 £ "
0

Tretja vrstica je dominirana z mesanico iz polovice prve in polovice druge. Ko jo
odstranimo, je zadnji stolpec dominiran z mesanico iz polovice drugega in polovice
tretjega (dominacije tu razumemo glede na koristnostno funkcijo ustreznega igralca
in ne glede na elemente matrike: dominacija pri stolpcih gre torej v nasprotno smer
kot pri vrsticah). Vrednost igre: 3'4.

Oznac¢imo z ~ enakost vrednosti iger. Za a > 5 iz dominacij dobimo:
5 a b a a b a b
a a b| ~ ~ ’
c c d c d
c ¢ d

za a < 5 pa iz dominacij dobimo:

a2 o
SRR
L
2
o e e
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

1/4] 1/3

Dobimo p = [1/4| € Il in q = |1/3| € 1II, torej je v = 2. Glede na to, da je
1/2 1/3

matrika igre, oznac¢imo jo z A, obrnljiva, lahko to storimo tudi s pomocjo inverzne
L [0 -6 4

matrike A=t = — | 7 3 —2/|, a se bolj splaca neposredno resiti oba sistema.
111 9 10

Matrika igre ni obrnljiva, torej inverz ne obstaja. Lahko sicer vsem elementom
matrike pristejemo doloceno Stevilo (vsem isto), tako da je nova matrika obrnljiva;
vrednost nove matri¢ne igre je vsota vrednosti stare in Stevila, ki smo ga pristeli.
Vendar pa je veliko ugodneje neposredno resSiti sistem. Njegova resitev je

2/5 1/4
p=|1/5| €ellinq= |1/2| €1, torej je v =0.
2/5 1/4
1/3 1
Dobimo p = |1/3| € Ting = | 1 | ¢ II, kar pomeni, da ne moremo sklepati,
1/3 -1

da je vrednost igre enaka p*Aq = 0. V resnici je v drugi vrstici in drugem stolpcu
sedlo, kar pomeni, da je vrednost igre enaka 2. Tam je tudi edino mesano Nashevo
ravnovesje (ki je ¢isto).

Ker je vsaka vrstica in vsak stolpec matrike igre permutacija istih stevil 1, 2, 3 in

4, jep=q= mesano Nashevo ravnovesje igre. Vrednost igre je 5/2.

N N TN N

; { 3 ;x<3
= 3+4x . .
24z ’ng

a) Naj Alfred izbere Stevilo i z verjetnostjo p;, Bernard pa z verjetnostjo ¢;. Iz
principa indiferentnosti za Alfreda dobimo:

g1 —q2 =42 — 43 = =(n-1 — 4n = Qn,
kar ima za resitev ¢; = (n — i 4+ 1)g,. Ker mora biti vsota verjetnosti enaka 1, je
y 2n—1+1)
konc¢no ¢; = ————=
n(n+1)

Iz principa indiferentnosti za Bernarda pa dobimo:

—Pr=P1—P2=P2—P3=" """ =Pn-1"Pn,

) . 21
od koder podobno kot prej sledi p; = ——.
n(n+1)

b) Vrednost igre za Alfreda je ﬁ
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35.

36.

37.

¢) Opazimo, da je to kvadratna igra z ni¢elno vsoto (matri¢na igra) z enim samim
mesanim Nashevim ravnovesjem, kjer oba igralca vkljucita vse akcije. Teorija pa
pravi, da je to v tem primeru edino meSano Nashevo ravnovesje nasploh, torej
zahtevano mesano Nashevo ravnovesje ne obstaja.

1/4 1
Dobimop = |1/2| €ling= | 1 | ¢ 1L
1/4 -1

To pomeni, da lahko odstranimo tretji stolpec (éeprav ni dominiran), dobimo igro
3 X 2 in velja:
v = min max{3p,4 — 9p, —8 + 15p} = 1.
p

Oznacimo diagonalne elemente z d;,ds,...,d,. Brz ko je d; > 0 in d; <0, je v i-ti
vrstici in j-tem stolpcu sedlo; tamkajsnji element je enak 0, torej je v = 0.

Pois¢imo Se meSana Nasheva ravnovesja za ta primer. Ce prvi igralec vkljuéi same
akcije i z d; > 0, se drugemu igralcu splaca vkljuciti kve¢jemu akcije j z d; < 0 (take
po predpostavki obstajajo). Na ta nac¢in lahko doseze nicelni pri¢akovani dobitek;
kar koli drugega bi naredil, bi bil njegov pricakovani dobitek negativen. Brz ko
pa prvi igralec vkljuc¢i kaksno akcijo ¢ z d; < 0, lahko drugi igralec zase doseze
strogo pozitiven pricakovani dobitek, tako da je prvi igralec na izgubi. Strategija
prvega igralca je torej max-min natanko tedaj, ko vkljuci kvec¢jemu akcije ¢ z d; > 0.
Podobno je strategija drugega igralca min-max natanko tedaj, ko vkljuci kvecjemu
akcije j z d; < 0. Taki profili so torej meSana Nasheva ravnovesja igre.

Preostane Se primer, ko je bodisi d; > 0 za vse ¢ bodisi d; < 0 za vse i. Tedaj imata
enachi pTA = a1t in Aq = S1 resitvi:

P1 q1 1

. . lior 1 , ;
Pp=|:]|, ga=|:|, Kerje pp=¢="——7F I a=0==—7-
Pn n 2o 3 213

Vidimo, da je p = q € II, torej je v tem primeru v = (2?21 dj’l)_l. Dobljeni profil
je edino mesano Nashevo ravnovesje igre.

Velja:
v = max min p’ Aq = max min(pTAq)T = maxming  A'p =
P q P q P q
= max min(—qTAp) = —minmaxq Ap = —minmaxp'Aq =
P q P q a P
= —v,

torej je v = 0.
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3.

Bayesove igre

1. Prirejeno igro s popolno informacijo lahko zapisemo takole:

LiLy | LDy | DiLy | Dy Dy
A |4:3,112:3,2]5;1,1]3;1,2 1,
B | 7:1,25:1,1]8:3,26:3,1

pri Cemer prva Stevilka pomeni (pricakovano) korist prvega igralca, druga Stevilka
korist drugega igralca, ki ve, da je v stanju wy, tretja pa korist drugega igralca, ki
ve, da je v stanju wo. Opazimo, da akcija Bjy strogo dominira akcijo Ajs (Ceprav
v izvirni igri to velja le v stanju wsy, v stanju w; pa velja ravno nasprotno). Torej
lahko problem prevedemo na iskanje mesanih ravnovesij naslednje igre:

Ly | Dy
Ly | 1,2]1,1].
D, |3,2]3,1

V tej igri akcija D; strogo dominira akcijo Ly, akcija Ly pa strogo dominira akcijo
D;. Edino mesano Bayes—Nashevo ravnovesje je torej ¢isto ravnovesje (Bia, D1 Ls).

. Najprej opazimo, da pri prvem igralcu, ki dobi signal stanja w;, akcija A dominira

akcijo B, ¢e dobi signal stanja w3, pa akcija B dominira akcijo A. Za prvega igralca
s tema dvema signaloma je torej strategija jasna, za prvega igralca s signalom stanja
wy in drugega igralca pa dobimo stratesko igro z naslednjima funkcijama koristnosti:

L123 D123
Ay | 0,2 ] 4,3
By | 3,2 1,—1

Iz tabele razberemo, da sta (A, D1s3) in (Bs, Lia3) Cisti Bayes—Nashevi ravnovesji in
da Bayes—Nashevih ravnovesij tipa ¢isto-mesano ni. Nadalje iz principa indiferen-
. . Ay Bz) (L123 D123)) o
tnosti razberemo, da je profil , , kKjerje 0 < p,q < 1,
jep <<1_p » 1—q ¢ jer j P, q
mesano Bayes-Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja % + %p =3 —4pin
4q = 3 — 2q, torej p = % inq= % Sklep: mesana Bayes—Nasheva ravnovesja nase

. . Ay B L D
igre so (A142 By, Dizg), (A1B2Bg, Ligs) in <A1 ( ) 12> Bs, ( 1 i23>>'
3 3 2 2

. Opazimo, da pri prvem igralcu, ki ve, da je v prvem stanju, akcija T" strogo dominira

akcijo B. Podobno pri drugem igralcu, ki je v drugem stanju, akcija L strogo
dominira akcijo R. Tako lahko med akcijama izbirata le Se prvi igralec, ki je v
stanju wo ali w3, in drugi igralec, ki je v stanju w; ali ws. Za ta dva igralca dobimo
naslednjo prirejeno stratesko igro:

L13 R13
Tos | 2,2 12,7 |
By |2,412,3
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Vidimo, da akcija Bz strogo dominira akcijo To3 (medtem ko v imamo v stanju ws
izvirne igre le navadno dominacijo). Ko akcijo Tag izlo¢imo, vidimo, da se drugemu
igralcu bolj splaca igrati Li3. Edino meSano Bayes—Nashevo ravnovesje igre je torej
(T, Bag; Lo, Ly3).

4. a) Anita ima na voljo akciji ‘prodaj’ (recimo P) in ‘zadrzi’ (recimo Z), Bojan pa
ima na voljo akciji ‘kupi’ (recimo K) in ‘odkloni’ (recimo O). Igra ima dve stanj,
recimo d, ¢e je avto v dobrem stanju, in s, ¢e je v slabem stanju. Tedaj lahko to
zapisemo kot naslednjo Bayesovo igro:

Stanje d: Stanje s:
K O K O
Plc—6,9—¢|0,0 Plc¢,3—¢|0,0
Z 0,0 0,0 Z| 0,0 10,0

b) Prirejena strateska igra s popolno informacijo je:

Kas Ous
PP, | ¢c—6,c,7—c¢ ]0,0,0
P,Z, c—6,0,6—§c 0,0,0
Z4Ps| 0,c,1—3c¢ ]0,0,0
YAV 0,0,0 0,0,0

Posamezni profili so ¢ista Bayes—Nasheva ravnovesja pri naslednjih cenah:
Ks Ous

PP |6<c<T|c>T7
P 7, nikoli c>9
Zq Py c<3 c>3
YAV nikoli vedno

b) Za avto v dobrem stanju je kupcija lahko sklenjena pri 6 < ¢ < 7, za avto v
slabem stanju pa pric <3 inpri 6 <c < 7.

c) Bojan je lahko ob primerni ceni indiferenten pri vsaki Anitini strategiji. Toda
strategiji z Z, se Aniti ne splacata pri nobeni ceni, zato ju lahko izlo¢imo. Pri stra-
tegiji P;P; je Bojan indiferenten pri ceni ¢ = 7 in pri tej ceni je to edina strategija,
ki se pri tej ceni splaca Aniti. Pri strategiji Z;P; pa je Bojan indiferenten pri ceni
¢ = 3 in to je spet edina strategija, ki se pri tej ceni splaca Aniti. Iskani ceni sta
torej c=3inc=171.

5. Najprej opazimo, da pri prvem igralcu, ki dobi signal stanja wy, akcija A strogo
dominira akcijo B, pri drugem igralcu, ki dobi signal stanja ws, pa akcija D strogo
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dominira akcijo L. Za igralca s tema signaloma je torej strategija jasna, torej se
lahko omejimo na prvega igralca, ki dobi signal stanj ws in ws, in drugega igralca, ki

dobi signal stanj w; in ws3. Prvi ima aposteriorno porazdelitev 1&;23 2733 , drugi

pa (wl w3 ) Dobimo stratesko igro z naslednjima funkcijama koristnosti:

1/3 2/3
Lis | D3
As3 | 5,0 1,3 .
By | 1,2 3.1

S primerjanjem funkcij koristnosti hitro ugotovimo, da ¢istih Bayes—Nashevih rav-

novesij ni, prav tako tudi ne kombinacij ¢isto-mesano. Iz principa indiferentnosti
. A3 323) ( Ly D13)> oo .

razberemo, da je profil , , kjer je 0 < p,q < 1, mesa-

jep ((1_p ) 1 —q ¢ jer j p.q

no Bayes—Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja 5 —4qg = 1+2q in 2p = 3 —2p,

torej p = % in q = % Edino mesano Bayes—Nashevo ravnovesje dane igre je torej

Ays B Lis D
(W 3 5)
4 4 3 3

6. Pri prvem igralcu, ki ne ve, ali je v wy ali ws, akcija C' strogo dominira obe ostali
akciji. Tako se igra zreducira na naslednjo igro med prvim igralcem, ki ve, da je v
stanju wy, in drugim igralcem:

L123 D123
A 5,11 4,2
B, | 7503
Ci| 3,462

Oglejmo si zgornjo ovojnico koristnostne funkcije prvega igralca, ¢e drugi igralec
. (L D .
mesa ( 123q ;23). Dobimo:

Byza0<q<1/3;
By in Ay za q=1/3;
Ay zal/3<qg<1/2;
Ay in Cy za g =1/2;
Crzal/2<qg<]1.

Zdaj pa pogledamo, kako se na zgornji ovojnici obnasa koristnostna funkcija drugega
igralca. Za0 < q << 1/3 upoétevamo, daje U2;123(Blcm, L123) > U2;123<31012; D123),
kar pomeni, da mora biti ¢ = 0. Dobimo ¢isto Bayes—Nashevo ravnovesje:

(310127 L123) .

Za q = 1/3 iz principa indiferentnosti dobimo mesano Bayes—Nashevo ravnovesje:

(s o) e (53 T8))-
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Za 1/3 < q < 1/2 ne dobimo nicesar, saj ni indiferentnosti. Za ¢ = 1/2 pa spet iz
principa indiferentnosti dobimo mesano Bayes—Nashevo ravnovesje:

A Gy C Ligs Dias
2/3 1/3) 72 \1/2 1/2) )"
Kon¢no za 1/2 < ¢ < 1 upostevamo Us.123(B1Clh2, L123) > Uszq23(B1Ch2; D1ag), kar

pomeni, da mora biti ¢ = 0, to pa je protislovie — ne dobimo Bayes—Nashevega
ravnovesja.

7. Najprej za vsakega igralca z vrednostjo komponente, ki jo pozna (to je njegov signal)
izracunajmo pogojno porazdelitev druge komponente in nato pripadajoco koristno-
stno funkcijo:

LyLs | L,Rs | RyLs | R, Rs

Y 0 T 2 2
Pl,a: ( ) Ta 23 23 3 33
2/3 1/3) . 2¢ | 3 | 42 5

LyLs | LRy | R, Ls | R, Ry

vy o0 s
Pl,ﬁ: ( ) Tﬁ 4 4 1 1
1/3 2/3 Bs| 2 4 4 6

L’Y ‘P'éV

T,T; | 7] 2

_ a p >

Pt (3h 1) R AR
alp

B.Bs| 3] 4

Ls | Rs

T.T5 | 1] 3

o p 2 [ 22

Pys: T,Bs | 1232

” (1/3 2/3) NP

@ 3 3

BoBs |3z ] 3

Sledimo namigu in opazimo, da pri igralcu P, , akcija B, strogo dominira akcijo 7,.

Ko slednjo izlo¢imo, dobimo, da pri igralcu P, 5 akcija Ls strogo dominira akcijo Rs

(¢e ne izlo¢imo T,, pa te dominacije ni). Preostane le Se naslednja igra med P 4 in
P,

Pig\Poy | Ly | R,

T3 4,51,2

Bg 2,314,4

Ta igra ima ¢isti Nashevi ravnovesji (13, L) in (Bg, R,). Ker nikjer ni ustreznega
ujemanja vrednosti, kombinacij ¢isto-mesano ni. Preostane le Se, da oba vkljucita
obe svoji akciji. Iz principa indiferentnosti dobimo, da je profil
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lL—p p l—q ¢
4—3¢g=2+2qin 5 —2p =2+ 2p, torej p=3/4 in ¢ = 2/5. Izvirna igra ima torej
naslednja tri Bayes—Nasheva ravnovesja:

) Ts Bg L, R,
(BT, LyLs),  (BaBg, RyLs) in <B“ (1/4 3/4) ’ (3/5 2/5) ") -

8. Najprej za vsakega igralca z vrednostjo komponente, ki jo pozna (to je njegov signal)
izracunajmo pogojno porazdelitev druge komponente in nato pripadajoco koristno-
stno funkcijo:

(( Ts By ) , ( Ly Rw)) mesano Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja

LoLs | LRy | RyLs | R, Rs

Y 5 1 2 1
Pl,a: ( ) Ta 25 25 3 35
2/3 1/3) B, 22 | 3 | 42 5

L,Ls | LyRs | RyLs | R,Rs

O A)
Py ( ) Ty | 4 | 4 | 1 1
U3 283) g5 1 1 6

LV }EV

T, T, | 7] 2

. o p 2

Fo (2/3 1/3) i
atp

B.Bs| 3 | 4

Ls | Rs

T.Ts | 13

: «Q B 2 92

Pys: (1/3 2/3) T,Bs [ 1232

B, T [ 2% ] 21

B.Bs |35 | 3

Sledimo namigu in opazimo, da pri igralcu P, , akcija B, strogo dominira akcijo 7,.

Ko slednjo izlo¢imo, dobimo, da pri igralcu P 5 akcija Ls strogo dominira akcijo Rs

(¢e ne izlo¢imo T,, pa te dominacije ni). Preostane le Se naslednja igra med P, s in
Pgﬁi

Plﬁ\P?ﬁ L, | R,

T3 4,51,2

Bg 2,3|4,4

Ta igra ima ¢isti Nashevi ravnovesji (13, L) in (Bg, R,). Ker nikjer ni ustreznega
ujemanja vrednosti, kombinacij ¢isto-mesano ni. Preostane le Se, da oba mesata. Iz
o . ) i Ts B L .
principa indiferentnosti dobimo, da je profil (( A A ) , ( K RA’)) mesa-
L=p p l—q ¢
no Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja 4 — 3¢ = 2+ 2¢ in 5 — 2p = 2 + 2p,
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10.

torej p = 3/4 in ¢ = 2/5. Izvirna igra ima torej naslednja tri mesana Bayes—Nasheva
ravnovesja:

. Ty Bs\ (L, R,
(BaTs,LyLs),  (BaBs,R,Ls) in <£i¥(1/4 3/4>, (3/5 25) Lo )

a) Igra ima 6 stanj glede na to, katero nagrado dobi posamezen igralec — recimo
AB, AC, BA, BC, CA in C'B. Prvi igralec lahko dobi signale Ax, Bx in C'x, drugi
igralec pa *A, *B in *C, pac glede na to, katero nagrado je posamezen igralec dobil.

Ce prvi igralec prejme signal Ax, je aposteriorna (pogojna) porazdelitev stanj enaka

(f/g f /g) in podobno tudi za ostala dva signala in za drugega igralca.

Vsak igralec ima dve mozni akciji: menjati (M) ali ne menjati (N). Do menjave
pride, Ce sta obe akciji enaki M. Od tod dobimo naslednje tabele koristnostnih
funkcij po stanjih:

AB AC BA

N | M N | M N | M
N[1,1]1,1 N|1,2][1,2 N [3,4]3,4
M|1,1]3,4 M| 1,2]4,4 M|3,4]1,1

BC CA CB

N | M N | M N | M
N [3,2]3,2 N [4,4]4,4 N [4,1]4,1
M|3,2]4,1 M| 4,4]1,2 M| 4,1]3,2

b) V Bayes—Nashevem ravnovesju prav gotovo ne pride do menjave nagrad, ki ima-~
ta za igralca najvisjo mozno vrednost, tj. prvi igralec ne bo zamenjal nagrade C,
drugi igralec pa ne nagrade A. Oglejmo si zdaj profil, pri katerem je vsak igralec
pripravljen zamenjati vsako nagrado razen najvisje, tj. profil:

(MA*MB*NC*a N*AM*BM*C') .

Koristnostne funkcije igralcev z ustreznimi signali v prirejeni strateski igri s po-
polno informacijo so za ta profil enake (3'5,3°5,4;4,2°5,2°5), kar je vecje ali enako
(1,3,35;25,1,2) — koristnostnim funkcijam posameznih igralcev s signali za primer,
ko zamenjajo akcijo. Zato je profil (M a«Mp.Ncw, NasMp.Mc.) Bayes—Nashevo rav-
novesje, v njem pa lahko pride do vseh menjav, ki jih nismo izkljuc¢ili. Mozne so
torej menjave A <> B, A<> C'in B < C.

c¢) Profil, pri katerem nobeden ni nikoli pripravljen menjati, je Bayes—Nashevo rav-
novesje, ker se, ¢e je dolocen igralec pri dolocenem signalu (tj. dolo¢eno nagrado)
pripravljen menjati, njegova koristnostna funkcija ne spremeni. Ta profil je torej
¢isto Bayes—Nashevo ravnovesje, pri katerem nikoli ne pride do menjave.

Vsak igralec ima dve akciji: menjati (recimo M) in ne menjati (recimo N). Mnozica
stanj je mnozica parov dobitkov, ki jih lahko dobita igralca. Ce dobitke oznac¢imo
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kar z 1,2,...,n, so torej stanja urejeni pari (i, ), kjer je i,5 € {1,...,n} in 7 # j.
Porazdelitev na mnozici stanj je enakomerna, vsa stanja imajo verjetnost ﬁ Iz
stanja (i, ) dobi prvi igralec signal i*, drugi pa signal *j.
Oznacimo vrednosti dobitkov z x1, xs, . . ., x,,. Brez skode za splosnost bomo privzeli,
da je xr1 < x9 < -+ < x,. Koristnostni funkciji Bayesove igre sta tedaj v stanju
(i,7) enaki:
U1<N,N>:U1<N7M):U1(M7N):QCZ, U1<M,M):$J,
Uy(N,N) =Uy(N,M) =Uy(M,N) = z;, Uy(M, M) = z; .
Prirejena igra s popolno informacijo pa ima 2n igralcev: prvega igralca skupaj s
svojo nagrado in Se drugega igralca skupaj s svojo nagrado. Profili v tej prirejeni
igri bodo torej vektorji (ai,...,an,b1,...,b,), kjer so a; in b; lahko enaki M ali N.
Oznacimo koristnostne funkcije igralcev v prirejeni igri z Uiy, ..., Ur,, Usy, ..., Usp.

Ce so §tiri mozne nagrade, velja:
UH(Zl*NQ*N3*N4*7 N*lz*2N*3N*4> = %xl + %172 .

V splosnem pa lahko koristnostne funkcije zapisemo v obliki:

Uli(al,...,ai,l,N,aiH,...,an; bl,---ybn)::ﬂi’
1
Uri(at, .. ai—1, M, aigq, .., an; bl,---,bn)zxrf'm g (zj — i),
i
J#
bj=M

U2j(a17"'7an; bla'"abj—laN7bj+17"'7bn) =Tj,

1
Ugj(al,...,an; bla-uabjfl;M;bj#»l,”-7bn) = fL‘j + Z (xz —I‘j).

n—1

i

i)
a; =M

Profil (aq,...,an,b1,...,b,) je torej Cisto Bayes—Nashevo ravnovesje, ¢e so izpolnjeni

naslednji pogoji:

Z(xj—:ci)go, Ceje a;=N, (1)

Z(:vj—a:i)ZO, ceje a;, =M, (2)

<
I
=
—
w
N—

Z(xi—xj)g(), Ce je b,

<
I
<
Py
Noin?

;i —xz;) >0, e je b
Z( i) J

l;J

a; =M

Loc¢imo naslednje moznosti:
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Nobeden nikoli ne menja. V tem primeru so vse stiri vsote enake ni¢ in imamo
Bayes—Nashevo ravnovesje.

Eden od igralcev nikoli ne menja, drugi pa je v dolocenih primerih pripravijen
menjati. Recimo, da je prvi igralec tisti, ki nikoli ne menja. Tedaj se pogoji
(1)—(4) zreducirajo na:

Z(wj—xi)go za vse i.

I

Ria?

Ce sem vstavimo i = 1, dobimo, da mora biti bj = N za vse j > 1 (torej

by = M). Ni se tezko prepricati, da to dejansko je Bayes—Nashevo ravno-

vesje. Podobno dobimo, ¢e igralca zamenjamo. Skratka, v Bayes—Nashevem

ravnovesju smo, ¢e eden od igralcev ni pripravljen nikoli menjati, drugi pa je
pripravljen menjati nagrado z najnizjo vrednostjo.

Oba igralca sta v dolocenih primerih pripravijena menjati. V tem primeru
oznac¢imo z i* oz. j* dobitek z najvisjo vrednostjo, ki ga je prvi oz. drugi
igralec Se pripravljen zamenjati. Privzemimo najprej, da je i* < j*. Ce v
pogoj (4) vstavimo j = j*, dobimo:

Z(%—%‘)ZU,

ker ni res, saj je > (i —zj) <z —xj» < 0. Podobno je izkljucena
151<J* ,a; =M

tudi moznost j* < ¢*, torej mora biti i* = j* =: m. Pokazimo, da je m = 1.

Najprej, ¢e v pogoj (2) vstavimo ¢ = m, dobimo:

Z (xj - .fL'm) > 07

s

<m

by=M
kar je mozno le, ¢e je b; = N za vse j < m. Ce bi bilo m > 1, bi torej veljalo
b1 = N, potem pa bi iz pogoja (3) za j = 1 dobili:

Z(l’z‘—%)ﬁoa

13
i>1
a; =M

kar ni res, saj je Y. (z;—x1) >z — 21 > 0.
w1>1,a;, =M

Sklep: cista Bayes—Nasheva ravnovesja so profili, kjer je vsak od igralcev pripravljen
zamenjati kve¢jemu nagrado z najnizjo vrednostjo. V ¢istem Bayes—Nashevem rav-
novesju torej ne pride do menjave.
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11. Stanja igre so vse mozne delitve kart. Za vsako delitev kart signal posameznemu
igralcu pove, kateri karti je dobil on. Strategija za vsakega igralca z znanima kar-
tama pove, katero naj odvrze: strategije so vse mozne kombinacije. Dovolj pa je
povedati, katero karto posamezen igralec odvrze v primeru, ko dobi dve razli¢ni
karti. Koristnostni funkciji sta jasni. Aposteriorne verjetnosti dobimo iz apriornih,
pri katerih so vse mozne delitve, kjer vse karte lo¢imo, enako verjetne.

Cisto Bayes—Nashevo ravnovesje je profil, pri katerem ima vsak od igralcev naslednjo
strategijo:

e Ce dobi kamen in $karje, odvrze Skarje.

e Ce dobi gkarje in papir, odvrze papir.

e Ce dobi papir in kamen, odvrze kamen.
[zracunajmo pricakovano koristnost posameznega igralca s signalom za ta profil.
Manj zanimiva moznost je, da je dobil dve enaki karti. Zaradi simetrije lahko brez
skode za splosnost privzamemo, da je dobil dvakrat kamen. Preostanejo Se dvakrat

skarje in dvakrat papir. Mozni nasprotnikovi nabori kart skupaj z aposteriornimi
verjetnostmi in dobitki igralca so naslednji:

] nasprotnikovi karti \ aposteriorna verjetnost \ dobitek ‘
skarje, papir 2/3 0
skarje, skarje 1/6 1
papir, papir 1/6 0

Pri¢akovani dobitek znasa 1/6 tocke. ZanimivejSa pa je moznost, da je dobil dve
razlicni karti. Spet lahko zaradi simetrije brez skode za splosnost privzamemo, da je
dobil kamen in skarje. Preostanejo Se karte kamen, skarje in dvakrat papir. Mozni
nasprotnikovi nabori kart skupaj z aposteriornimi verjetnostmi in dobitki igralca so
naslednji:

’ nasprotnikovi karti \ aposteriorna verjetnost \ dobitek ‘

kamen, skarje 1/6 1/2
kamen, papir 1/3 0
skarje, papir 1/3 1
papir, papir 1/6 1
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12.

Pricakovani dobitek znasa 7/12 tocke.

Zdaj pa moramo pricakovane dobitke primerjati s pricakovanimi dobitki v primerih,
ko igralec s signalom zamenja strategijo. Formalno gledano strategija opisuje rav-
nanje v vseh primerih: tako opis strategije igralca, ki dobi kamen in skarje, zajema
tudi irelevantni primer, ko bi dobil skarje in papir. Toda koristnostna funkcija se
bo spremenila le, ¢e se bo spremenil predpis, kako naj ravna, ¢e je dobil kamen in
skarje. Torej se bo namesto ‘odvrzi skarje’ glasil ‘odvrzi kamen’. V tem primeru je
situacija naslednja:

’ nasprotnikovi karti ‘ aposteriorna verjetnost ‘ dobitek ‘
kamen, skarje 1/6 1
kamen, papir 1/3 1/2
skarje, papir 1/3 0
papir, papir 1/6 0

in pricakovani dobicek znasa 1/3, kar je manj od prejsnjih 7/12.

Opomba. Ker je to simetri¢na igra s fiksno vsoto 1, mora apriorni pricakovani
dobicek vsakega igralca nujno znasati 1/2. Mozno je izracunati, da posamezen

igralec dobi enaki karti z verjetnostjo 1/5 in razli¢ni z verjetnostjo 4/5. Apriorni
1 4 7

pricakovani dobicek torej znasa — - = + - - — = 1, tako kot mora biti.
5 6 5 12 2

Vsak od igralcev ima dve akciji: vreci ali ne vrec¢i karto. Stanja igre je mozno
podati na ve¢ nacinov. Lahko so to npr. kar razporeditve kart v kupu, za katere
privzamemo, da so oznacene: v tem primeru imamo 5! = 120 enako verjetnih stanj.
Lahko so to vsa mozna jemanja dveh oznacenih kart s kupa: v tem primeru imamo
6 - 5 = 30 enako verjetnih stanj. Lahko pa stanje le pove, kateri igralec ima kaksno
karto, npr. prvi igralec ima asa, drugi pa fanta (karte so neoznacene). V tem
primeru pa imamo 9 stanj, a niso vsa enako verjetna: stanja, kjer imata oba igralca
enaki karti, imajo verjetnosti 1/15, stanja, kjer imata razli¢ni karti, pa 2/15. Pri
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tej definiciji stanj sta koristnostni funkciji naslednji:

FF FK FA

V| N V | N vV | N
vV 10,0]0,0 VIi-1,1[1,—-1 V1-22]2 -2
N[0,0]0,0 N| 0,0 | 0,0 N| 0,0 | 0,0

KF KK KA

vV | N vV | N vV | N
VI1,-1]0,0 V10,0 [1—-1 VI -1,1]2 -2
N[ —1,1]0,0 N|=1,1] 0,0 N|=1,1] 0,0

AF AK AA

V | N vV | N vV | N
V12,-2(0,0 VIl -1[1,-1 V10,0 [2-2
N|[=2,2]0,0 N|[=2,2] 0,0 N|[=2,2] 0,0

Signal posameznemu igralcu pove, kaksno karto ima. Vsak igralec torej lahko dobi
tri signale — ‘fant’, ‘kralj’ ali ‘as’.

Iz tabele odc¢itamo, da pri igralcu, ki dobi asa, akcija ‘vreci’ v vseh stanjih strogo
dominira akcijo ‘ne vreci’. Zato igralec asa vedno vrze.

Podobno je pri igralcu, ki dobi kralja: akcija ‘vre¢i’ v vseh stanjih dominira akcijo
‘ne vrec¢i’. To pomeni, da, ¢e obstaja ¢isto Bayes—Nashevo ravnovesje, obstaja tudi
tako, pri katerem nobeden od igralcev ne vrze kralja. Mozno pa je tudi izracunati,
da je v prirejeni strateski igri dominacija stroga, torej dejansko ni Bayes—Nashevega
ravnovesja, pri katerem kaksen od igralcev ne bi vrgel asa.

Koné¢no, ¢e zozimo igro, tako da igralec, ki dobi asa ali kralja, tega vrze, dobimo,
da pri igralcu, ki vrze fanta, akcija ‘ne vre¢i’ dominira akcijo ‘vrec¢i’. Spet je mozno
izracunati, da je v prirejeni strateski igri dominacija stroga. Od tod sledi, da ima
igra ¢isto Bayes—Nashevo ravnovesje (NpiVi1Var, NeaVikaVas): vsak od igralcev
igra tako, da fanta ne vrze, kralja ali asa pa vrze. Ce upostevamo strogost dominacij,
dobimo, da je to tudi edino mesano Bayes—Nashevo ravnovesje.

Opomba. Pri izracunu Bayes—Nashevega ravnovesja nismo ¢isto ni¢ potrebovali
aposteriornih verjetnosti. To pomeni, da rezultat velja ne glede na to, koliko fantov,
kraljev ali asov je v kupu, z edino omejitvijo, da v kupu ni samih fantov. V slednjem
primeru se namre¢ enako splaca fanta vreci ali ne vreci.
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4. Ekstenzivne igre

1. Prirejena strateska igra:

CE|CF|DE|DF
AL 1[1,1]3,2]3,2
B|2,24,1]22 4,1

ima naslednja mesana Nasheva ravnovesja:

DE DF 1 CE DFE 1
A : <g< - i B : <g< —.
(’(1—q Q)) Vsa=5 W (’(1—q q)) 0=a=3

2. Edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje je (A, DE), prirejena strateska igra pa ima
poleg tega Se ¢isto Nashevo ravnovesje (B, CE). To pri vgnezdenih izpade, ker drugi
igralec ve, kaj je igral prvi.

Opomba. Pomembno je, da vemo, kako ravna drugi igralec tudi v situaciji, do
katere dejansko sploh ne pride!

3. Drevo z ustreznimi vgnezdenimi Nashevimi ravnovesji podiger:

(AHK,CE)
(BHK,CE)
(AIK,CE)
(BIK,CE)
(BHL,CF)
(BIL,CF)

[gra ima torej Sest vgnezdenih Nashevih ravnovesij.
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4. Vsak kanibal lahko iz dogajanja izide sit, lacen ali mrtev. To so vrednosti njegove
preferencne funkcije, oznac¢imo jih z s, [ in m. Smiselno je privzeti, da je kanibal
raje sit kot lacen, a tudi raje lacen kot mrtev, torej da je s > [ > m. Vsak kanibal
K; ima v posameznem vozlis¢u dve potezi: P; (poje misionarja ali kanibala) in N;
(ne poje). Spodaj sta prikazani drevesi igre za primer, ko je n sod, in primer, ko
je n lih. Pri tem so s pikcasto ¢rto oznacene poteze, ki jih kanibali ne izberejo, z
neprekinjeno ¢rto pa poteze, ki jih izberejo. Ce je n sod, je drevo igre z izbranimi
potezami naslednje:

Ny

Ky o0—— (L, 1,1,..., 1,1, 1,1,1)
P N
K, o (s, L LT
Py N
K, > o (mys, 0,
P
:Pn—3
Nn72
K, 50 o(m,m,m,...,m,s,l,1,1)
Pn—2
anl
K, 1 o——o (m,m,m,...,m,m,s,lI)
Pn—l
Np
K, o o(m,m,m,...,m,m,m,s,l)
Py,
(m,m,m,...,m,m,m,m,s)
Vgnezdeno Nashevo ravnovesje je (N1, Py, N3, ..., P,_o, N,,_1, P,), torej misionar

ostane pri zivljenju. Ce je n lih, pa je drevo igre z izbranimi potezami naslednje:

Ny

K, o (1,1, 11, 0,0,0)
Py
KQI—@NQ (50,0, 1,1,1,1,1)
P
Ky g Mty sl LD
Ps
:Pn—B
No_
K, o ‘o (m,m,m,...,m,s,1,1,1)
Pn—2
No_
K, 1 - (m,m,m,...,m,m,s,l1)
Pnfl
KnI M (m,m,m,...,m,m,m,s,l)
P,
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Vgnezdeno Nashevo ravnovesje je (Py, No, Ps, ..., P2, N1, P,), torej glavni kani-
bal poje misionarja, drugi kanibal pa prvega pusti pri zivljenju. Tako vsi kanibali
vselej ostanejo zivi.

5. a) Delitev v prvem koraku ponazorimo s Stevilom 0 < p < 1, kjer je recimo 1 — p
delez levega, p pa delez desnega kosa torte. Na drugem koraku ima drugi jedec na
voljo dve potezi, L in D — za jemanje levega in desnega kosa. Strogo gledano bi
morali gledati Se tretji korak, kjer prvi jedec vzame preostali kos torte, a ker je to
edina moznost, tega ne bomo narisali. Drevo igre:

Ji

P I—p
I—p P

Na drugem koraku drugi jedec izbere L, Ce je p < 1/2, in D, ¢e je p > 1/2; pri
p = 1/2 mu je vseeno. To moramo zdaj pokombinirati. Dobimo dve kombinaciji:
rekli bomo, da je drugi jedec levicarski, ¢e pri p = 1/2 vzame levi kos, in desnicarsks,
¢e pri p = 1/2 vzame desni kos. Opisa ‘levi¢arski’ in ‘desnic¢arski’ dolo¢ata ravnanje
drugega jedca za vse mozne p: pri p # 1/2 jedec seveda vzame vecji kos.

Ne glede na to, ali je drugi jedec levic¢arski ali desnicarski, pa prvi dobi p za p < 1/2
in1—pzap>1/2. Maksimum tega je dosezen pri p = 1/2. Igra ima torej dve
vgnezdeni Nashevi ravnovesji:

(%, leviéarski) in <%, desniéarski)

in pri obeh vsak od jedcev dobi natan¢no polovico torte.

b) Ustrezni postopek za n jedcev je naslednji: najprej prvi jedec razdeli torto na n
kosov. Nato drugi jedec vzame enega izmed kosov, sledi mu tretji jedec, ki vzame
enega izmed Se preostalih kosov in tako naprej. Na koncu n-ti jedec vzame enega
izmed dveh kosov, ki sta Se na voljo, in prvi jedec dobi zadnji Se preostali kos.

Oznac¢imo delitev torte z n-terico (p1, pa,---,Pn), Kjer je pi,pa, ..., pp > 0in p; +
P2+ -+ p, = 1. V vgnezdenem Nashevem ravnovesju na vsakem od naslednjih
korakov jedec, ki je na potezi, vzame najveéji kos, ki je Se na voljo (lahko ima veé
moznosti). To pomeni, da je dobitek prvega jedca enak min{py,ps,...,p,}. To pa
je maksimalno pri p; = ps = -+ = p, = 1/n, torej res vsi dobijo enako velike kose.
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6. Gre za ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:

Ponudba: A
p
Odgovor: 17
S A
1—p 3(1-p)/4
p (1-p)/4

Oglejmo si najprej, kaj se splaca storiti Egonu. Ce je p < 1/5, se mu bolj splaca
zavrniti, e je p > 1/5, se mu bolj splaca sprejeti, pri p = 1/5 pa se mu oboje enako
splaca.

Preden se lotimo vprasanja, kaj se najbolj splaca storiti Albertu, moramo pokom-
binirati Egonove strategije v vseh moznih situacijah, v katerih se znajde. Mozni
sta le dve kombinaciji. Rekli bomo, da je Egon ustrezljiv, ¢e zavrne pri p < 1/5 in
sprejme pri p > 1/5. Nadalje bomo rekli, da je zloben, ¢e zavrne pri p < 1/5 in
sprejme pri p > 1/5.

Albertov dobitek v odvisnosti od njegove ponudbe p ima naslednji graf:

Qo
~
ISy

J |

AN

]
T

1/5 1 P

pri ¢emer je vrednost pri p = 1/5 na zgornji ¢rti, ¢e je Egon ustrezljiv, in spodaj,
e je Egon zloben. Ce je Egon ustrezljiv, je maksimum v tej tocki tudi doseZen, ¢e
je Egon zloben, pa maksimum ni dosezen. Edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje je
torej (p = 1/5, Egon ustrezljiv).

7. Gre za ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:
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1. krog — ponudba: P

1. krog — odgovor:

2. krog — ponudba:

2. krog — odgovor: £

o

0p2

e}

Oglejmo si najprej odgovor v drugem krogu. Ce je p, > 0, se prvemu igralcu splaca
ponudbo sprejeti, pri po = 0 pa mu je vseeno. Recimo, da je prvi igralec vdan,
¢e sprejme vsako ponudbo (tudi ni¢elno), in ponosen, ¢e sprejme ponudbo ps > 0
in zavrne ponudbo 0. V ta dva pojma zajamemo tudi prej omenjene nedvoumne
reakcije prvega igralca.

Oglejmo si zdaj, kaj se drugemu igralcu splaca ponuditi v drugem krogu. Ce je prvi
igralec vdan, drugi dobi §(1 — py), ¢e je prvi ponosen, pa drugi dobi §(1 — ps), ce
je po > 0, in 0, ¢e je po = 0. Ce je prvi igralec ponosen, maksimum ni doseZen,
¢e je vdan, pa je maksimum dosezen pri p; = 0. To je edino vgnezdeno Nashevo
ravnovesje za to podigro.

Oglejmo si zdaj odgovor v prvem krogu. Ce prvi igralec ponudi veé kot d, se drugemu
splac¢a ponudbo sprejeti, ¢e ponudi manj kot ¢ (in je prvi igralec v drugem krogu
vdan), se mu jo splaca zavrniti (in postaviti protiponudbo 0). Ce pa prvi igralec
ponudi to¢no ¢, je drugemu igralcu vseeno, ali ponudbo sprejme ali pa zavrne.
pripravi protiponudbo 0. V prvem primeru bomo rekli, da je ustreZljiv, v drugem
pa, da je zloben. V ta dva pojma zajamemo tudi prej omenjene nedvoumne reakcije
drugega igralca.

Konéno si oglejmo $e, kaj se prvemu igralcu splaca ponuditi v prvem krogu. Ce je
drugi igralec ustrezljiv (in nato prvi igralec v drugem krogu vdan), prvi dobi 0, ¢e
je p1 < 6,in 1 — py, ¢e je p; > 6. Ce je drugi igralec zloben, pa prvi dobi 0, ¢e je
pr < 6, in 1 —py, e je pp > 6. Ce je drugi igralec zloben, maksimum ni doseZen,
¢e je ustrezljiv, pa je maksimum dosezen pri p; = 0. Edino vgnezdeno Nashevo
ravnovesje igre je torej:

(p1 = 9, vdan; p = 0, ustrezljiv) .
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8.

9.

Postavimo se najprej v vlogo drugega jedca takrat, ko odreze kos. V vgnezdenem
Nashevem ravnovesju pripadajoce podigre drugi jedec dobi najmanjSega izmed na-
stalih kosov, torej min{p;, p2, 1 — p1 — p2}. Velja:

)—-O
~s|/\

. ; <4
m1n{p2, 1—m —p2} = { & p2 P

2
1—pi—p t<p <1-p

in maxXo<p,<i—p, = 1;“. Ce je torej p; > 1;“ ali ekvivalentno p; > 1/3, je tudi:

P2 1 0< Pz_ 2

min{pq, p2, 1 — p1 — =
{p1, P2 p1— P2} {1—p1—p2 ;1 <pp < n

V vgnezdenem Nashevem ravnovesju torej drugi jedec odreze kos velikosti %.

Tako velik kos dobita prvi in drugi jedec, medtem ko tretji jedec dobi kos velikosti
pPi1-
Ce pa je p; < 1/3, velja:

D2 ; 0<p2<p1
min{py,pa, 1 —p1 — po} = D1 i1 <p2<1-pm
I—pi—p2 ;1=p1<pp<1.

Tedaj lahko drugi jedec v vgnezdenem Nashevem ravnovesju odreze kos katere koli
velikosti iz intervala [p1, 1 — pq] in dobi py, prvi jedec pa dobi min{py, 1 — p; — p2}.
Slednje mora pripadati intervalu [pl, L pl}.

Postavimo se sedaj v vlogo prvega jedca, ko odreze kos velikosti p;. Videli smo, da,
¢e je p1 < 1/3, dobi kos velikosti iz intervala [pl, —2 1], odvisno od volje drugega
jedca, ¢e pa je p1 > 1/3, dobi kos velikosti p;. Sledl da prvi jedec v vgnezdenem
Nashevem ravnovesju dobi najve¢ 1/2. Dobi pa tudi najmanj 1/3, saj to doseze, e
odreze p; = 1/3. Natancneje, ¢e bi odrezal kako drugace in bi bil drugi jedec take
volje, da bi prvi pri tem p; dobil manj kot 1/3, bi se prvi premislil in bi raje odrezal
1/3.

Postavili smo zgornjo in spodnjo mejo za dobitek prvega jedca v vgnezdenem Na-
shevem ravnovesju. Dokazati moramo Se, da sta obe meji dosezeni, torej za obe
poiskati ustrezno vgnezdeno Nashevo ravnovesje. Dovolj je povedati za prvi dve
potezi, saj v neslednjih jedec, ki je na vrsti, vselej vzame najvec¢ji preostali kos
(natancneje, enega od najvecjih).

e Vgnezdeno Nashevo ravnovesje, pri katerem prvi jedec dobi 1/3, je tisto, pri
katerem prvi jedec odreze p; = 1/3, drugi pa odreze ps = p; pri p; < 1/3 in
po = S prip; > 1/3.

e Vgnezdeno Nashevo ravnovesje, pri katerem prvi jedec dobi 1/2, je tisto, pri
katerem prvi jedec odreze p; = 0, drugi pa vedno odreze p; = 1;21"1.

a) Drevo igre:
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50 20 20 60
80 70 80 60

Igra ima vgnezdeni Nashevi ravnovesji (V, DpDy) in (V, DpDy).

b) Igra ima zdaj naslednje drevo:

2z — 150 —120 —130 —2x — 100
60 — x 60 — x 404+ x 50 +
90 — x 60+« 90 —z 50 4+ x

Obravnavajmo igro od Bojanove poteze naprej v odvisnosti od Andrejine poteze x:
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10.

] H Vgnezdeno NR \ Andrejin izdatek ‘
x < 10 (D, DpDy) 150 — 2z
0 (D, DpDy) 130

(V,DpDy) 130

100<z <15 (V,DpDy) 130
oy (V, DpDy) 130
(V. VoDy) 130

b<z<20| (V,VpDy) 130
(V,VoDy) 130

T (V,VpWy) 140

Od tod vidimo, da se Andreji najbolj splaca izbrati 10 < z < 20.

Najprej je na potezi Herbert, ¢igar poteze so urejene trojice (hq, ho, h3) — glede na
to, koliko zlatnikov je dal posameznemu svetovalcu. Nato je na potezi Kaspar, ¢igar
poteze naj bodo urejene trojice (ki, ko, k3).

Naj bo H stevilo svetovalcev, ki so od Herberta dobili strogo ve¢ kot od Kasparja.
Nadalje naj bo K stevilo svetovalcev, ki so od Kasparja dobili strogo vec¢ kot od
Herberta. Velja H + K < 3: preostanek je stevilo svetovalcev, ki so od obeh dobili
enako.

Oznacimo z uy Herbertovo, z uyx pa Kasparjevo koristnostno funkcijo. Njune vre-
dnosti so prikazane v naslednji tabeli:

’ Moznost \ Kdo dobi posel \ Uy \ UK ‘
HZK+2 Herbert 5—h1—h2—h3 —1{31—1{?2—]{73
HIQ,Kzl Herbert 5—h1—h2—h3 —kl—kg—kg

. . §
H=1K=0 Herbert z verjetnostjo ¢ % By — By — By 2 ey — Ey— s
4

Kaspar z verjetnostjo
H=K vsak z verjetnostjo 1/2 g
Herbert z verjetnostjo le 5

1

— T —hy—hs | 3=y —ky— ks

_ _ _ _ _ 15 _ _
H=0K=1 Kaspar z verjetnostjo % hn—hy = hs | P =Ry — ke — ks
H:LKZZ Kaspar —hl—hg—hg 5—]€1—]€2—k3

H<K-2 Kaspar —hy — ha — hs 5—ky — ko — ks

Najprej si moramo ogledati, kaj se pri Herbertovi potezi (hy, he, h3) najbolj splaca
narediti Kasparju. Opazimo, da ne more veljati 0 < k; < h;, saj se v tem primeru
Kasparju strogo bolj splaca i-temu svetovalcu ni¢ dati. Nadalje ne more veljati
k; > h; +1, saj se v tem primeru Kasparju strogo bolj splaca i-temu svetovalcu dati
h; + 1. A tudi primer k; = h; # 0 je izkljucen: podrobnosti so v naslednji tabeli (s
¢rtico, torej H', K', uy, so oznacCene ustrezne koli¢ine po spremembi):



60

M. RAIC: VAJE IZ TEORIJE IGER
| H | K| Uk k. [H K] e |
1O [3—hi—ko—kg|hi+1| 1|1 |-k —k=k=3—k —k—ky
0[0|2—ki—ko—hs|ki+1[0 |1 |-k -k —K="—k—k —k
1] 1|2~k —ko—ks|ki+1] 1] 2 |5—k—ki—ki=4—k —ky— ks
0|1 [~k —ko—ks|hi+1]0 | 25—k —k—k=4—k —k —ky

Torej mora za vsak ¢ veljati bodisi k; = 0 bodisi k; = h; + 1 (Kaspar svetovalca ne
podkupi ali pa podkupi). Ni tezko preveriti naslednje:

e Ce Herbert ne podkupi nobenega svetovalca, se Kasparju najbolj splaca z enim

zlatnikom podkupiti dva od treh svetovalcev. V tem primeru Herbert dobi 0.

e Ce Herbert podkupi natanko enega svetovalca, se Kasparju najbolj splaca z

enim zlatnikom podkupiti preostala dva svetovalca. V tem primeru je Herbert
vV minusu.

e Ce Herbert podkupi natanko dva svetovalca in je m manjsi znesek, ki ga da

svetovalcu, lo¢imo tri podmnoznosti:

— Pri m < 3 se Kasparju najbolj splaca podkupiti Se nepodkupljenega sve-
tovalca (z enim zlatnikom) in tistega, ki dobi manjso podkupnino (z m+ 1
zlatniki). V tem primeru je Herbert v minusu.

— Pri m > 3 se Kasparju na splaca podkupiti nikogar. Herbert je spet v
minusu, saj dobi 5 — 2m ali manj.

— Pri m = 3 pa je Kaspar indiferenten med prejsnjima dvema moznostma.

Pri obeh je Herbert v minusu.

e Ce Herbert podkupi vse tri svetovalce z zneski m < s < M, spet lo¢imo tri

moznosti:

— Pri m 4+ s < 3 se Kasparju najbolj splaca podkupiti tista dva, ki dobita
manj, torej m in s (z m + 1 in s + 1 zlatniki). V tem primeru je Herbert

VvV minusu.

— Pri m+ s > 3 se Kasparju ne splaca podkupiti nikogar. Spet je Herbert v
minusu, saj je bodisi m = s = 2 in Herbert dobi 5—m—s—M < 5—-2—-2—
2 = —1, bodisi je s > 3 in Herbert dobi 5—m—s—M <5—-1-3—-3 = —2.
— Prim+s = 3 pa je Kaspar indiferenten med prejsSnjima dvema moznostma.
To je mozno le, ¢e je m = 1 in s = 2, se pravi, da Herbert dobi 5 — 1 —
2-M<5-1-2-3<0.

Kasparjeva strategija je sestavljena iz vseh moznih kombinacij, ki zadostujejo zgor-
njemu opisu: Za vsako Herbertovo strategijo (hy, he, h3) ima lahko Kaspar eno ali
ve¢ moznosti. V slednjem primeru bomo rekli, da je konservativen do Herberto-
ve strategije (hy, hs, h3), ¢e ne podkupi nikogar, in aktiven, ¢e ustrezno podkupi.
Vgnezdena Nasheva ravnovesja so naslednja:
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11.

12.

e Herbert ne podkupi nikogar, Kaspar pa ubere katero koli od prej omenjenih
strategij (torej se zgodi, da izbere dva izmed treh svetovalcev in ju podkupi s
po enim zlatnikom).

e Herbert enega svetovalca podkupi z enim zlatnikom, preostala dva pa s po

dvema zlatnikoma, in Kaspar je do te Herbertove strategije konservativen (do
ostalih pa lahko kar koli).

Po izteku igre sta dobitka enaka:

u(q,32) = (17—q — @)+ —Da,  wla,e)=(17T-¢a—¢)r—1)¢.

Najprej moramo raziskati, kdaj pri danem ¢ izraz us(qi,q2) doseze maksimum.
Loc¢imo dve moznosti:

1. ¢ > 17. V tem primeru je us(q1, g2) = —¢2 in maksimum je dosezen pri gz = 0.

2. ¢ < 17. V tem primeru je:

66— @) s @e<1T—-q
us(qr, q2) = { — > 17— q

Najprej opazimo, da drugi del funkcije doseze maksimum na levem krajiscu,
pri g = 17 — ¢q;. Torej je maksimum dosezen za 0 < ¢o < 17 — ¢;. Na levem
krajiscu je uz(qi,0) = 0, na desnem pa je us(qr,17 — 1) = —(17 — ¢1) < 0.
Stacionarna tocka je pri ¢ = 8 — ¢1/2, a ta lezi znotraj intervala [0,17 — ¢;] le
za q1 < 16. Takrat je uz(q1,8 — q1/2) = (8 — ¢1/2)? > 0, torej je maksimum
dosezen tam. Za q; > 16 pa znotraj danega intervala ni stacionarnih tock in
maksimum je dosezen pri ¢o = 0.

Vse primere lahko povzamemo tako, da je maksimum izraza us(qi,q2) po go (pri
danem ¢;) dosezen pri g3 = (8 — ¢1/2)+. Ko to vstavimo v koristnostno funkcijo
prvega igralca, dobimo:

o 8¢1 — /2 ;1 <16
0 <q1, (3-%) )— (16-a)a 5 16<q <17
* —q s> 17

kar je maksimalno pri ¢; = 8.

V edinem vgnezdenem Nashevem ravnovesju torej prvi proizvajalec proizvede 8§,
drugi pa 4 enote blaga. Dobicek prvega proizvajalca je torej enak 32, drugega pa
16. Glede na to, da imata oba proizvajalca enako funkcijo proizvodnih stroskov, je
torej bolje biti prvi proizvajalec.

Po izteku igre sta dobitka enaka:

u(g, ) =(06-a-—e)+—a, wl@e) =(0-—qa—¢@):—1)e¢.

Najprej moramo raziskati, kdaj pri danem ¢, izraz us(qi,q2) doseze maksimum.
Vrednosti in najboljSe odgovore lahko tabeliramo:
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2=0|@=1e=2|¢=3|@p=4¢p=25 N()Z‘g;iléil
g1 =0 0 3 4 3 0 <0 2
g =1 0 2 2 0 <0 <0 1,2
g =2 0 1 0 <0 <0 <0 1
=3 0 0 <0 <0 <0 <0 0,1
q >4 0 <0 <0 <0 <0 <0 0
Oznacimo strategije prvega proizvajalca z A;, ¢ = 0,1,2,..., glede na to, koliko

proizvede. Strategije drugega pa so vse kombinacije potez B;j; za 1 = 0,1,2,.. .,
kjer B;; pomeni, da, ¢e prvi proizvede 7, drugi proizvede j. Toda le za i = 1 in
1 = 3 imamo po dve moznosti, sicer vselej po eno. Zato v opisu strategije lahko
navedemo le Bj; ali Byy in Se Bsg ali B3 (tako recimo strategija B3 Bsg v resnici
pomeni By Bi1 Boy B3gByoBso - .. Konéno iz vrednosti koristnostne funkcije prvega
igralca za izbrane profile:

w(0,2) =0, w(1,1)=2, w(l,2)=1, wuw(21)=2,
U1(3,0):3, u1(3,1):O, U1(4,0):0,
ur(q1,0) <0 za g1 >5

dobimo naslednja vgnezdena Nasheva ravnovesja skupaj s koristnostnimi funkcijami:

(A3, BllB?)O) (Ah BllB?)l) <A27 BllB31> (A37 BlQB3O> (A27 BIZB31)
(3,00 7 (2,2) 7 (2,1 (3,00 7 CRVE

Iz koristnostnih funkeij vidimo, da je bolje biti prvi proizvajalec (¢etudi ne strogo
bolje, ker pri profilu (Ay, B11 Bs1) oba dobita enako).

Prirejena strateska igra:
C | D

AE 2,121
AF (2,121
BE[2,2]3,0
BF 2,011

Opazimo, da mora, ¢e drugi igralec igra kolickaj strategije D, prvi igralec igrati BE.
Toda potem mora drugi igralec igrati C. Torej drugi igralec v mesanem Nashevem
ravnovesju obvezno igra C'. Pogledamo se koristnostno funkcijo drugega igralca in
dobimo, da so mesana Nasheva ravnovesja oblike:

((AE AF BE BF

),C> ; a,b,c,d>0, a+b+c+d=1 2c>d.
a b c d

Opomba. Strategiji AE in AF sta ekvivalentni: pri poljubni potezi drugega igralca
(C ali D) dasta obe enaki koristnostni funkciji. To je zato, ker je, ¢e prvi igralec
igra A, vseeno, ali bi na ustrezni informacijski mnozici igral £ ali F', saj do nje v
tem primeru sploh ne pride.
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15. Prirejena strateska igra z reduciranimi strategijami:

16.

17.

CE|CF|DE | DF
AG* | 2,5]2,5|3,3 3,3
AH*[0,7/0,7]0,4]0,4
B+l | 0,4 1,1]0,4 1,1
BxJ [4,3]0,7]4,30,7

Strategiji AH* in Bx[ sta strogo dominirani. Ko ju odstranimo, je strategija DFE
strogo dominirana. Po nekaj ra¢unanja dobimo, da ima igra z reduciranimi strate-
gijami naslednja mesana Nasheva ravnovesja:

CE CF 1
AG ; - <g<l1
( - (1—q Q)) 2=y
igra z nereduciranimi strategijami pa ima naslednja mesana Nasheva ravnovesja:
AGI AGJ CE CF 1
; ; 0<p<1l, ;<qg<l.
((1—P p) (1—q Q)) ! 2 =1

Prirejena strateska igra:

CE|CF|DE|DF
AG[2,52,513,33,3
AH[0,7]0,7]0,4]0,4
BG|0,4[1,1]0,4]1,1
BH [4,3]0,74,3]0,7

Tu ni nobenih netrivialnih redukcij. Sicer pa je igra drugacna od prirejene strateske
igre iz prejSnje naloge samo po imenih potez. Mesana Nasheva ravnovesja so torej:

CE CF 1
: —<g<l.
(AG’(l—q Q>) -og=esl

Prirejena strateska igra:

CE|CF|DE|DF
Al5,25,2]3,0]6,2
B11,3]70(45]|70

v . . . : L B
Pois¢imo zgornjo ovojnico strategij drugega igralca, ko prvi mesa 1—p »)

e Strategiji C'F' in DF' drugemu igralcu prinasata isto korist.

e Ker ima pri p = 0 drugi igralec isto korist, ¢e igra CE, C'F ali DF, prip=1
pa ima strogo vecjo korist pri C'E kot pri C'F oziroma DF, sta CF in DF v
zgornji ovojnici le pri p = 0.
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e Ceje p=1/2, ima drugi igralec pri CE in DFE isto korist. Ker ima strategija
DE vecjo strmino, je le-ta izloCena za p < 1/2; C'E pa je izlo¢ena za p > 1/2.

Zgornjo ovojnico torej tvorijo:
e C'E, CFin DF za p = 0;
e CEzal0<p<1/2
e CEin DE zap=1/2;
e DEzal/2<p<1.

Oglejmo si se korist prvega igralca.

e Naj bop=0. Iz

U1<A’( CE CF DF>):5+y
l—2z—y = Y

U1(B,( CE CF DF>):1+6x+6y
l—2z—-—y = Y

dobimo, da mora v mesanem Nashevem ravnovesju veljati 6o + 5y < 4, seveda
poleg splosnih pogojev z,y > 0, z +y < 1. A slednji pogoj je odve¢, saj ob
ostalih pogojih velja z +y = @ < @ < % < 1.

e Naj bo 0 < p < 1/2. Ce drugi igralec igra CE, prvi ni indiferenten, torej tam
ni mesanega Nashevega ravnovesja.

e Najbop=1/2. Iz
U, (A, <1C_Eq DqE)> 59

CE DFE
(b (8 DY) 1

dobimo, da je mesano Nashevo ravnovesje dosezeno, ce je ¢ = 4/5.

e Naj bo 1/2 < p < 1. Ce drugi igralec igra DE, prvi ni indiferenten, torej tam
ni mesanega Nashevega ravnovesja.

e Naj bo p = 1. Ker je Ui(B,DE) > Uy(A,DE), je v (B, DE) dosezeno ¢isto

Nashevo ravnovesije.

Vsako ¢isto Nashevo ravnovesje je behavioristicno. Behavioristicno je tudi mesano
Nashevo ravnovesje:

(G i) G ) = (G i) (s ) )

CE CF DF
—r—y

C D E F
: < <
(1—q q) (1—7’ 7‘)’ O<grs=l,

Strategija (1 ) pa je behavioristi¢na, ¢e je oblike:
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18.

kar pomeni, da mora veljati:

(I-¢(l-r)=1-a—y,
(1-gr==z,
qg(l—r)=0,

qr=uy.

Spomnimo se Se, da smo v Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko je 6z + by < 4,
torej (6—q)r < 4. Iz tretje enacbe dobimo, da mora biti bodisi ¢ = 0 bodisir = 1. V
prvem primeru smo v Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko je r < 2/3, v drugem
primeru pa nismo nikoli v Nashevem ravnovesju. Dobimo torej Se behavioristi¢no
mesana Nasheva ravnovesja:

E F 2
(10(,E, 7)) osre?

Popoln priklic imata igri iz 14. in 15. naloge, igri iz 16. in 17. naloge pa ga ni-
mata. Natancneje, pri igri iz 16. naloge prvi igralec nima popolnega priklica, pri
igri iz 17. naloge pa ga nima drugi igralec (Ce se drugi igralec znajde v zgornjem
vozliscéu leve informacijske mnozice, poprej ni povlekel nobene poteze, ¢e se najde v
spodnjem, pa je poprej ze povlekel potezo E).

Pri 14. nalogi so behavioristicno mesana Nasheva ravnovesja oblike:

A B FE F
,C)y 0<qg,r<1.
((1—p p)(l—q q) ) o

Iz resitve naloge razberemo, da je tak profil Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko
je 2p(1 — q) > pgq, kar je res natanko tedaj, ko je p = 0 ali ¢ < % Za vgnezdeno
Nashevo ravnovesje pa gre, ¢e je Nashevo ravnovesje dosezeno tudi v podigri, ki jo
F

) , C) Nashevo ravnovesje igre:
l—q ¢
C | D
E 12230
F120/1,1

zacne drugi igralec, torej ce je <(

to pa je natanko tedaj, ko je ¢ < 2/3 (ne glede na to, ali je p = 0 ali ne). Cisto
Nashevo ravnovesje (AF, C') je torej behavioristi¢no, ni pa vgnezdeno.

Pri 15. nalogi so vsa mesSana Nasheva ravnovesja tudi behavioristicno mesana, saj
jih lahko zapisemo v obliki:

I J E F 1
AG , C : 0<p<1, =
( (1—p p) (1—q Q)> P 2

Vgnezdeno pa je eno samo, in sicer:

(19 e o) € (s is))

IA

g<1.
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Pri 16. nalogi so prav tako vsa mesana Nasheva ravnovesja tudi behavioristi¢no
mesana, saj jih lahko zapiSemo v obliki:

E F 1
—<qg<
(AG,C(l_q q)) 5 <a<l,

zato je dodatno vprasanje brezpredmetno.

Oglejmo si zdaj dobitke v behavioristicno mesanih Nashevih ravnovesjih v 17. nalogi:

e V ravnovesju (B, DE) prvi dobi 4, drugi pa 5.

) A B ¢ D . . .
e V ravnovesju <(1/2 1/2) , (1/5 4/5> E) prvi dobi 17/5, drugi pa 5/2.

E

e V ravnovesjih (A, C (
1—r

f)) prvi dobi 5, drugi pa 2.

V mesanem Nashevem ravnovesju (B, (ffg Z];)) pa prvi igralec dobi 29/5,

drugi pa 2. To se ne zgodi v nobenem behavioristicno mesanem Nashevem ravno-
vesju. To je mozno zato, ker igra nima popolnega priklica.

Opomba. Tu sicer drugi igralec nima popolnega priklica, drugacen pa je dobitek
prvega igralca. A ekvivalentnost mesSane strategije z behavioristicno mesano pri
posameznem igralcu velja za dobitke wvseh igralcev.

a) Narisimo drevo igre. Tanke ¢rte predstavljajo poteze, ki se ne splacajo, debele
pa poteze, ki se splacajo.
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KM?O M?O

20 20
G / !/
IQ QK KQJ K IKQ QKJ

25 18 15 18
27 18 21 18 27 18 24 18

b) Z upostevanjem potez, ki se splacajo oz. ne splacajo, podigri, ki pride iz poteze
@, ustreza naslednja strateska igra:

Gq | Dq

JQK | 15,20 | 18,18
KQJ| 9,20 25,21

Ta igra ima mesana Nasheva ravnovesja:

(JQK.Gq). (KQJ.Dq) in ((Jf%( [g%l) (7(/;523 61/)f3>)

in v njih Leon dobi 15, 25 oziroma 213 = 16%. Podigri, ki pride iz poteze K, pa

13
ustreza naslednja strateska igra:

Gr | Dk
JKQ| 12,25 18,18
QKJ| 9,25] 20,24

ki ima le ¢isto Nashevo ravnovesje (JKQ,Gg), v katerem Leon dobi 12.

Zdaj pa primerjamo, koliko Leon dobi, ¢e v prvi potezi Mirku da damo oziroma
kralja, in dobimo naslednja mesana vgnezdena behavioristicno mesana Nasheva rav-
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20.

21.

novesja:

(@, JQK, JKQ, Do, Gor Dikor Gowsi Go,Gi)
(Q7KQJ7 JKQan]QKaG/KQJan]KQ7G/QKJ; DQﬂGK) )

JQK KQJ , , ) . (Gqa Dq
(Q7(1/3 2/3>=JKQ’DJQK7GKQJ7DJKQ’ QKJ> (7/13 6/13 vGK :

c¢) Ce Leon v drugi potezi igra strogo mesano strategijo, mu karta, ki jo je obdrzal
zase, seveda ni zagotovljena: to bi se zgodilo le, ¢e bi Mirko igral glede na njegovo
drugo potezo, a o le-tej on nima informacije. Omejimo se torej na Ciste strategije.
Ce Leon v prvi potezi da Mirku damo, mu je karta, ki jo obdrzi zase, zagotovljena
—ne glede na to, ali je fant ali kralj. To se zgodi tudi v vgnezdenem behavioristi¢no
mesanem Nashevem ravnovesju. Ce pa bi Leon v prvi potezi dal Mirku kralja, mu
karta, ki bi jo obdrzal zase, ne bi bila zagotovljena — niti fant niti dama.

Prirejena strateska igra:

C D
A10,2] 1,0
B|3,0]—-1,2

) » A B ¢ D
Mesano Nashevo ravnovesje: ((1/2 1/2>’ (2/5 3/5)>'

Igralci v tej randomizirani ekstenzivni igri z nepopolno informacijo so lastnik (L),
posteni najemnik (Np) in goljufivi najemnik (Ng). V tem vrstnem redu so prikazani
tudi njihovi dobitki v drevesu igre:

=N
— =
o O O
| = |
— —
|
N O N
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Lastnik ima moznost izbire, da najemnika, ki mu je rekel, da nima denarja, vrze iz
stanovanja (V') ali pa ga obdrzi Se en mesec (O). Posteni najemnik nima moznosti
izbire. Goljufivi najemnik pa ima moznost izbire, da najemnino placa (P) ali pa je
ne placa (N).

Ker posteni najemnik nima nobene moznosti izbire, ga v prirejeni strateski igri ni
potrebno obravnavati. Prirejena strateska igra med lastnikom in goljufivim naje-
mnikom pa je:

P N
V]-1/3,0| —-1,-2/3
O| 0,0 |-4/3,4/3

- . Nash . V0 P N
in ima mesano Nashevo ravnovesje 23 173) \1/2 12) )
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5.

Kooperativne igre

1. Pri izhodiséu (0, —13/2) je mnozica S_s neprazna, saj vsebuje recimo tocko

70

(0,1/4), torej bomo iskali maksimum Nashevega produkta z(y + 27/4), in sicer na
robu mnoZice S, torej za y = (1 — z?)/4. Torej bo Nashev produkt enak:

x(27 — %)
4 Y

kar doseze maksimum pri * = 3 in y* = —2.

Pri izhodis¢u (—2,1/4) je S_o1/2 = {(0,1/4)}, torej bo Nashev sporazum pri z* = 0

iny* =1/4.

Pri ostalih dveh izhodis¢ih pa je So1 = Sp2 = 0, torej ostane status quo.

5
;xER}—

. Velja:

a—max{x—l—y;yg

1— a2 +1—x2
= max< z
4 4

in sicer je maksimum dosezen v (2, —3/4). Nasheve resitve:

vy Nasheva Kon¢éna
[zhodisce . . o

resitev izkupicka

( _Q) Igralca se sporazumeta za (2, —%), (ﬂ _2>
T2 nakar drugi placa prvemu 12 8’ 8

?.

Igralca se sporazumeta za (2, —3),
nakar prvi placa drugemu g

(_

N |=

1)

Igralca se sporazumeta za (2, —%),

nakar prvi placa drugemu %.

Ni sporazuma,
status quo.

3. a) (¢7,y") = ( 2

b) Profilu groZenj ((

84+u—v 8—u-+wv

in zavezujo¢ sporazum:

¥ =06 —

’ 2

(u, v)

) cu+v<8

;u+v>8

3p —2q +4pq,

v=2+2p—q

Yy =24+3p+2q¢—4pq.

4

Y

T B L R
, ripada pogajalsko izhodisce:
1—p p) (1_q q))pp poga)

u=6—4p — 5q + 8pq,

(*)
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Dobljena dvofazna igra je ekvivalentna naslednji igri z mesanimi strategijami, kjer

izplacilu (u,v) v prvotni igri odgovarja izpladilo (3=t  S=4tv):.

L | R

T16,2]4,4
B|3,55,3

To je igra s fiksno vsoto. Njeno mesano Nashevo ravnovesje je:

(G2 ) G o))

izkupicka igralcev pa sta 9/2 in 7/2. Igralca ju dosezeta s katero koli sporazumno
mesanico profilov (7, L) in (B, R) ter ustreznim prenosom dobrine.

4. Izhodisce dvofaznega modela pogajanja dobimo iz Nashevega ravnovesja matricne
igre iz razlik:

X|Y
Al-3| 3
B| 4 | =2
cC|-2]-1

V tej igri meSanica <11;12 1?2 strogo dominira akcijo C, igra pa ima vrednost
1/2 in edino mesano Nashevo ravnovesje ((11;12 1?2> , (5j<12 7/Y12>): s tema
strategijama si zagrozita igralca. Pri teh strategijah bi prvi dobil 7/2, drugi pa 3:
to je pogajalsko izhodisce. Nato pa se igralca sporazumeta, da prvi igra C', drugi
pa Y: pri tem paru akcij imata najvecji mozni skupni dobitek 9. Ko dobita vsak
svoje, drugi placa prvemu 3/4, tako da prvi dobi 19/4, drugi pa 17/4.

5. a) Najprej skicirajmo mnozico dopustnih sporazumnih parov dobitkov:
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Optimalne po Paretu so le tocke na daljici s krajis¢ema (1,4) in (3, 1), ki izhajata
iz. profilov (T, L) in (B, R): samo za te tocke se lahko igralca sporazumeta ali pa
ostane status quo. Daljico opisujejo zveze:

11 -3z
= 5
Do tocke sporazuma na tej daljici igralca prideta, ¢e sporazumno mesata:

<(T, L) (B,R)) ' ()

I—p D

1<x<3.

Y

Pri tockah groznje (7, L) in (B, R) sta izhodis¢na para dobitkov Ze na daljici, tore;
ostane status quo.

Pri tocki groZznje (T, R) je izhodis¢ni par dobitkov (0,2). Nashev produkt je torej
enak: . "

xr — 3w
kar je maksimalno pri z = % iny = %. Poiskati moramo Se, kako igralca implemen-
tirata sporazum, torej poiskati sporazumno mesanico. Pri sporazumni mesanici (x)
dobimo x = 1 + 2p, torej mora biti 1+ 2p = %, torej p = % Iskana implementacija

je torej:
(T,L) (B,R)
11/12  1/12 ) -
Pri tocki groznje (B, L) pa je izhodis¢éni par dobitkov (1,0). Nashev produkt je zdaj
enak: A )
—11+4 142 — 3z
kar je maksimalno pri x = % in y = 2. To je dosezeno pri sporazumni mesanici (x),

pri kateri je 1 4+ 2p = %, torej p = % Iskana implementacija je zdaj:

(52 5

b) Za vsako pogajalsko izhodisce (u,v), ki izhaja iz nekega profila mesanih strategij
dane strateske igre, lezi Nasheva resitev na daljici, izracunani v resitvi prejSnje
tocke. Maksimizirati je torej treba izraz:

11 -3z —32% + (11 4 3u — 2v)x — 11u + 2uv
(x —u) 5 )= 5

in maksimum je dosezen pri z = z* := W, y=y* = %. Opazimo, da
je vedno 1 < z* < 3, torej je maksimum res dosezen v tocki (z*,y*): tam je tocka
sporazuma.

.. . T BY). L R .
Za par meSanih strategij (1 _ b) in (1 . r) dobimo:

u=1—r+3br, v=4—4b— 2r + 3br
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in posledi¢no:

. 68047+ 3br

x Y
6

y_

*

_16—86—r—3b7’

4

73

Opazimo, da je prirejena igra ekvivalentna strateski igri z mesanimi strategijami:

L

R

[@NEN|

Y

T
B

oI~y =

4
2

w
e

U

ta pa ima edino mesano Nashevo ravnovesje (B, L): na to izhodis¢e se morata na
zacetku postaviti igralca, nakar dosezeta sporazum, v katerem prvi dobi %, drugi

pa 2. To implementirata z ze izracunano sporazumno mesanico <<€}§) (27/2};))
Opomba. (B, L) ni Nashevo ravnovesje v izvirni strateski igri.
6. a) Mnozica dopustnih sporazumov:
Y
4 4
3 4
2 -+
1 4
1 2 3 4 5 6 7
Nasheve resitve skupaj s sporazumnimi mesanicami:
Profil Pogajalsko | Nasheva Sporazumna
grozenj izhodis¢e | resitev mesanica
T B 9 19 (B,L) (B, R)
((1/2 1/2) ’ L) (4,3) (%) ( 1/6  5/6
L R 8 26 14 (T7 L) (B7R)
(T’ <3/5 2/5>> (+3) | (3%) 1/5  4/5
(T R) (1,1) (5,3) (B, R)

b) Naj bo najprej (z*,y*) tocka v notranjosti daljice, ki je del roba mnozice do-
pustnih sporazumov in katere nosilka je premica y = n — kz, £ > 0. Torej je
y* = n — kx*. IS¢emo vsa pogajalska izhodisca (u,v), za katera je sporazum dose-
zen ravno v (z*,y*). O¢itno je v < n — ku, sicer bi imeli status quo. Ker je tocka
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(z*,y*) v notranjosti daljice, mora biti tam dosezen maksimum Nashevega produkta
na celi premici y = n — kz, torej mora biti:

d

(x —u)(n—kx —v) =0,

T*

torej:
n—2kzr*+ku—v=0.

Z upostevanjem, da je y* = n — kx*, dobimo Se lepso obliko:
v—y" =k(u—zx)

in ker mora biti v < n — ku, mora biti tudi v < x* in v < y*. Slika:

v—y*=k(u—zx%) y=n—kx

Od tod dobimo naslednjo Nashevo resitev pogajanja v odvisnosti od izhodisc¢a:

v=u—2  v=u—4 u=6
O: status quo
A ot =2, Yyt =4
14 +u—3v 14 —u+ 3v
B: "= — y=—
2 6
C: zt=5 y =3
., S+u—w . S8—u+twv
D: z°= 5 , Y= 5
E: 2" =6, Yyt =2
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¢) Za resitev pripadajoce dvofazne igre z zavezujofim sporazumom so pomembna le
pogajalska izhodisca, ki izhajajo iz prvotne strateske igre. Mnozica le-teh je razli¢na
od mnozice moznih sporazumov in je prikazana na naslednji sliki:

Y
4+
3T ——: p narasca, ¢q fiksen
2T —— : ¢ narasca, p fiksen
1+

1 2 3 4 5 67

Pri pogajalskih izhodiscih namrec igralca mesata vsak zase, medtem ko pri sporazumu
mesata vzajemno.

Ou Ou
Del roba mnozice pogajalskih izhodisé¢ je tudi ogrinja¢a daljic, ki je dolo¢ena z relacijo (g—”;, g—;) Il (g—";, g—Z) oziroma gg gg =0.
op Dq

Odvisnost sporazuma od grozilnih strategij dobimo iz odvisnosti od pogajalskih
izhodis¢ in zveze (x):

q
1 ¢= T
3p—1
q9= 42—2
T D
(_
| 1P
T+5p+q—4
B: a"=T7-5p—q+4pg, y = p3q =

C: z-=5 y =3
D: x2*=6-3p—2q+4pq, y* =2+ 3p+2q—4pq

7 vodoravnimi puséicami je prikazana smer narasc¢anja izkupicka prvega, z navpic-
nimi puséicami pa drugega igralca. Tako dobimo mnozico Nashevih ravnovesij, ki
je prikazana Srafirano in je enaka:

N
IN

{(pg);0<p<? i<q<i).
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7. Funkcija v je superaditivna za 3 < a < 7. Za a = 3 so imputacije in jedro prikazani
na naslednji skici:

ro+x3>4

8. a) Upostevajo¢, da posameznik sam ne more dobiti nicesar, dobimo, da so smiselne
tiste vrednosti, pri katerih vsi trije skupaj dobijo najmanj toliko kot katera koli dva,
ki sta skupaj, torej, ce je a > 3.
b) Naj bo (z,y, z) imputacija, pri Cemer naj x oznacuje dobitek Zenske, y in z pa
dobitka moskih. Imputacija pomeni, da velja z,y,2 > 0inx +y+ 2 = a.
Imputacija (z,y, z) je v jedru natanko tedaj, kojex+y >3, z+2>3iny+z > 2.
Ekvivalentno, to je natanko tedaj, kojez <a—2,y <a—3in z < a—3. Sestejemo
in dobimo a < 3a—8 oziroma a > 4. Dokazimo Se obratno: pri a > 4 konstruirajmo
imputacijo, ki je v jedru. Glede na prej dognano jo nastavimo v obliki:

r=a—-2-90, y=a—3—-6, z=a—3-9,

kjer § nastavimo tako, da je x +y + 2z = a. To se zgodi pri 6 = 2(a — 4)/3. Ker
jea >4, je d > 0, torej zahtevane neenacbe veljajo. Preverimo Se, da gre res za
imputacijo, torej da je x,y,z > 0. To bo res, brz ko bo a — 3 — 9 > 0, kar je
ekvivalentno a > 1, to pa velja za vse smiselne vrednosti parametra a.

Sklep: Igra je brez jedra natanko tedaj, ko je a < 4, sicer pa je v jedru vsaj delitev:

a+2 a—1 a—1

9. a) Za koalicijsko igro gre natanko tedaj, ko je 0 > a + b.

b) Za izra¢un Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevka obeh igralcev h koaliciji
za oba mozna vrstna reda pristopanja:
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Vrstni red o

()
1

(7)
2

0l1l: a >a 2:0—a

012: b >b l1: 00

g

;>
)

V

Povprecje

og—a+b

7

Shapleyjevi vrednosti se torej ujemata z dobitkoma v Nashevi resitvi prvotnega

modela pogajanja.

10. Imputacije tvorijo trikotnik z oglisci (9, 1,2), (2,8,2) in (2,1,9).

Jedro je prazno: iz x1 + 29 > 8, 1 + 23 > 9 in x5 + 23 > 8 sledi 3 < 4, x5 < 3 in
r1 < 4, kar pomeni, da mora biti z; + x5 + x5 < 11. Slika:

To+x3>8

xr3>2

x1+x2>8

147
(

9,1,2
TA+x32>9

2,8,2)

x1>2

Za izracun Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji

za vse mozne vrstne rede pristopanja:
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11.

Vrstni red 7 o™ | gl ¢§”)

A A A
01:2>22:6>83:4>m 2 | 6 | 4
01:2>23:7>92:3>m 2 | 3 | 7

14 14 14
02:1>11 7>83:4>m 71 | 4

14 14 14
02;1>13:7>81:4>u 4] 1| 7
0l3: 2>31 7>9 2. 3>m 7 3 | 2
0l3: 2>32 6>8 1: 4>m 4 | 6 | 2
Povprecje 13/3 1 10/3 | 13/3

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢ = 13/3, ¢o = 10/3, ¢3 = 13/3.

78

Ce prvi igralec igra proti drugima dvema, igra igro (prikazani so le njegovi dobitki):

T2T3 TQB3 BQTg Bng
T 0 2 1 1
By 1 1 2 1

in vrednost te igre je 1. Drugi igralec proti prvemu in tretjemu igra igro:

T\Ty | T\Bs | BiTs | B1B;s
T | 3 3 3 3
By | 4 3 3 1

in njena vrednost je 3. Tretji igralec proti prvima dvema igra igro:

1515 | 15Bs | BTy | BoBs
5| 6 6 7 6
Bs| 7 6 5 6

in njena vrednost je 6. Ce se prvi in drugi igralec zdruzita v koalicijo proti tretjemu,

igrata igro:

15 | Bs
I, | 315
TWBy | 5 | 4
BTy, | 4| 4
BiBy| 5| 5
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katere vrednost je 5. Ce se prvi in tretji igralec zdruzita v koalicijo proti drugemu,
igrata igro:

T2 BQ
T1T3 6 7
T\Bs | 9| 7 |,
BiT; | 8 | 8
BBy | 6|7

katere vrednost je 8. Ce pa se drugi in tretji igralec zdruzita v koalicijo proti prvemu,
igrata igro:

T1 B1
ToTs | 9 |10
T,B; | 10| 8 |,
B,T5 | 10| 9
ByBs | 9 | 10

katere vrednost je 19/2. Koncno, ¢e se vsi trije zdruzijo v koalicijo, si lahko zago-
tovijo najvecji skupni dobitek, ki znasa 12. Koalicijska oblika igre je torej:

W) =1, 2h=3.  o({3)=o.
w2 =5, w{1sh=s, {23 =5,
v({1,2,3}) = 12.

Imputacije tvorijo trikotnik z ogliséi (3,3,6), (1,5,
Jedro je petkotnik z ogliséi (5/2,7/2,6), (2,4,6), (
Slika:

6) in (1,3,8).
1,4,7), (2,3,7) in (5/2,3,13/2).

x2+13219/2

142225

z32>6
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12.

Za izracun Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:

Vrstni red 7 ngYr) (;) éﬂ)
o1:1>124>53;7>121 4 | 7
14 14
01:1>13:7>8 00 4 V12| 1 | 4 | 7
02;3>31:2>53:7>122 3 | 7
; ;
0/2: 3 >3 3:13/2>19/2 1:5/2 V12| 5/2 | 3 |13/2
; ;
03:6>61:2>8 20 4 Y120 2 | 4 | 6
0/3: 6 >6 2. 7/2 >19/2 10502 V12| 52 | 72| 6
14 14
Povprecje 11/6 [43/12(79/12

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢; = 11/6, ¢ = 43/12, ¢p3 = 79/12.

Ce koalicija vsebuje Petra in Se vsaj enega komercialista, dobi toliko, kolikor najveé
iztrzi komercialist, ki je v koaliciji. Sicer koalicija ne dobi nicesar. Torej velja:

v({A}) = v({B}) = v({C}) =v({B,C}) =0,
v({A,BY) =90,  v({A,C}) =v({A, B,C}) = 120.

Pri delitvi dobicka, ki je v jedru, Rudi ne sme dobiti nicesar, sicer bi lahko Peter
in Simon izstopila iz velike koalicije in bi dobila ve¢ (120 denarnih enot). Toda
Rudijeva prisotnost pomeni, da Simon ne sme dobiti ve¢ kot 30 denarnih enot. V
nasprotnem primeru bi namre¢ lahko Peter in Rudi izstopila iz velike koalicije in
bi dobila ve¢ (90 denarnih enot). Drugi izstopi iz koalicije pa pomenijo le, da na
koncu nihée ne sme biti v minusu, saj je izkupic¢ek drugih koalicij enak ni¢ (ni pa
negativen). Skratka, jedro predstavljajo natanko koalicije, pri katerih Peter dobi a,
Rudi ni¢, Simon pa 120 — a, kjer je 90 < a < 120.

Za izracun Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:
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13.

Vrstni red 7 L O

0|P: 0A>o R: 90A> 9 |s: 30) 120 0 | 90 | 30

0P 0A>o S:120A> 120 |R: 0)120( 0 | 0 | 120
/ /

0| R: 0A>o p: 90A> 9 |s: 30)120] 90 | 0 | 30
/ ;

0|R: 0A>0 s 0A> 0 |P:120)120] 120 | 0 | 0

0ls: 0A> 0|P: 120A> 120 |[R: 0)120 120 | 0 | 0

0ls: 0A>0 R: 0A> 0 |P:120)120] 120 | 0 | 0

V Povpr:aéje 75 15 30

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢op = 75, ¢pr = 15 in ¢g = 30, se pravi, da mora tudi
Rudi dobiti nekaj denarja.

Da mora s stalis¢a Shapleyjevih vrednosti tudi Rudi dobiti nekaj denarja, si lahko
razlagamo tako, da lahko Rudi rece, da bi, ¢e bi on prisel pred Simonom, on dobil
posel. Teorija iger tako pomaga pri obracunavanju provizij in odskodnin.

a) Karakteristicna funkcija je:
v(@) =0, v({A})=-650, o({B})=-200, v({C})=-300,

v({A,B}) = —700, v({A,C})=-700, v({B,C})=—500,
v({A, B,C}) = =750,

b) Za izrac¢un Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:
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Vrstni red 7 ¢EZ) S;T) g )
0]A: —650 ) —650 | B: —50 ) =700 |C': —50 ) —=750| —650| —50 | —50
0]A: =650 ) =650 |C': =50 ) =700 | B: —50 ) —=750| —650| —50 | —50
0|B:—-200 ) =200 | A: =500 ) =700 |C: =50 ) —750| —500|—200| —50
0|B:—=200 ) =200 |C': =300 ) —500 | A: =250 ) —750| —250| —200 | —300
0C:—=300 ) —300 | A: —400 ) —700 | B: —50 ) —750|| —400| —50 | —300
0|C:—=300 ) —300 | B: —200 ) —500 | A: —250 ) —750| —250 | —200 | —300

Povprecje —450 | —125| —175

V skladu s Shapleyjevimi vrednostmi bi moral torej Antonio v skupno blagajno

prispevati 450€, Bojan 125€, Cveto pa 175€.

¢) Imputacije in jedro so prikazani na naslednji sliki:

rp+xc>—500

(—500,—200,—50) —650,—50,—50)

xA+x>—T00

(—250,—200,—300) (—650,200,—300)

r>—650
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14.

15.

Shapleyjeva vrednost posameznega ¢lana odbora je tukaj kar verjetnost, da prav ta

¢lan pretehta pri odlocitvi za projekt, ce si predstavljamo, da se o podpori izrekajo

drug za drugim v povsem naklju¢nem vrstnem redu. Predsednik pretehta, ce se

je izrekel kot drugi ali tretji, torej ima Shapleyjevo vrednost % = % Vsak drug

¢lan pa pretehta, ce se je bodisi izrekel kot drugi in se je pred njim Ze izrekel

predsednik bodisi se je izrekel kot tretji, predsednik pa se je izrekel kot cetrti.
1

Dobimo Shapleyjevo vrednost ;11 . % + }1 . % =5

Podobno velja, ¢e je ¢lanov 2n in je projekt sprejet, ¢e se s tem strinja bodisi vec¢
kot polovica ¢lanov bodisi polovica ¢lanov, med katerimi pa je tudi predsednik.
Predsednik pretehta, ce se je izrekel kot n-ti ali kot (n+ 1)-ti, torej ima Shapleyjevo
vrednost % = % Vsak drug ¢lan pa pretehta, c¢e se je bodisi izrekel kot n-ti in se je
pred njim Ze izrekel predsednik bodisi se je izrekel kot kot (n + 1)-ti, predsednik pa

se je izrekel za njim. Dobimo Shapleyjevo vrednost % : 27;__11 + % : ;n—__ll = n(;;_ll).

[gra nima jedra. Brz ko namrec¢ dolocen ¢lan dobi ve¢ kot nic, se lahko koalicija
ostalih ¢lanov upraviceno upre delitvi.

Za vse mozne vrstne rede pristopanja h koaliciji moramo izracunati, koliko posame-
zen igralec prispeva k skupnemu dobitku. Ce je Adrijan v koalicijo stopil kot i-ti,
je njegov prispevek enak i, ¢e je pred njim ze vstopila Brigita ali pa Cveto, sicer pa
je enak ni¢. Verjetnost tega dogodka je:

1(2'2'—1_@—1)(@—2)):112'—@2—10

6 5 5.4 120

in je za i = 1 seveda enaka ni¢. Torej je Adrijanova Shapleyjeva vrednost enaka:

6 .
51 — % — 4 8 14 18 20 20 35
L —9. I/ R it L2

ZZ 120 120 3 120+ 120 o 120+6 120 12

=2
Ce je Brigita vstopila v koalicijo kot i-ta, je njen prispevek enak i, ¢e je pred njo ze
t1—1 6—1

vstopil Adrijan, ne pa tudi Cveto. Verjetnost tega dogodka je 6 5 1

za i = 1in i = 6 seveda enaka ni¢. Ce sta pred Brigito vstopila tako Adrijan kot

1 i—1 (1—2
tudi Cveto, je njen prispevek enak 1. Verjetnost tega dogodka je g ZT . (@ 1 )

in je za ¢ = 1,2 enaka ni¢. Sicer (¢e Adrijan ni vstopil pred Brigito) pa je njen
prispevek enak ni¢. Torej je Brigitina Shapleyjeva vrednost enaka:

L Gi—1D)6—0) ~(i-1)3i-2) 11
;Z' 120 2 120 12

=3

in je

To je tudi Cvetova Shapleyjeva vrednost. Za vsakega od preostalih igralcev pa velja,
da je, ¢e je pred njim ze vstopil Adrijan ter tudi Brigita ali Cveto, njegov prispevek
enak 1, sicer pa je enak ni¢. Verjetnost, da se to zgodi in da je dani igralec hkrati
vstopil kot -ti, je enaka:

1.¢—1_<2_¢—2 (z’—2)(i—3)):(i—l)(lli—i2—18)

4 4-3

6 5 360 :
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16.

in je za i = 1,2 enaka ni¢. Torej je Shapleyjeva vrednost enaka:

zﬁ:(i—1)(11z‘—z’2—18)_12 30 48 60 5
360 B

360 7360 360 360 12

=3

35 11
Opomba. Vsota vseh Shapleyjevih vrednosti je D +2- D +3- Tz

84

= 6, kar je

natanc¢no skupni dobitek polne koalicije. Torej bi lahko enega od racunov izpustili.

Lastnike, ki so dobili racun za 440€, imenujmo mali, lastnika, ki sta dobila racun

za T40€, pa naj bosta velika.

e Posameznemu lastniku se ne splaca najeti odvetnika, torej karakteristi¢na
funkcija zanj znasa —440€, ce je mali lastnik, in —740€, ce je veliki lastnik.

e Prav tako se odvetnika ne splaca najeti dvema malima lastnikoma: zanju

karakteristicna funkcija znasa —880€.

e Vsem ostalim koalicijam pa se splaca najeti odvetnika in karakteristicna funk-

cija za tako koalicijo znasa —1000€.

[zracunajmo zdaj Shapleyjevo vrednost za velikega lastnika.

e Ce vstopi v koalicijo kot prvi, njegov prispevek znasa —740€. To se zgodi z

verjetnostjo %

e Ce vstopi v koalicijo kot drugi, prvi, ki vstopi, pa je veliki lastnik, njegov

prispevek znasa —260€. To se zgodi z verjetnostjo % . % = 2—10.

e Ce vstopi v koalicijo kot drugi, prvi, ki vstopi, pa je mali lastnik, njegov

prispevek znasa —600€. To se zgodi z verjetnostjo % . % = 2%.

e Ce vstopi v koalicijo kot tretji, prva dva, ki vstopita, pa sta mala, njegov

prispevek znasa —120€. To se zgodi z verjetnostjo % . % = 1—10.

Veliki lastnik mora torej za odvetnika prispevati:
! T40€ + ! 260€ + k 600€ + ! 120€ = 257€
5 20 20 10 B ’

mali lastnik pa mora prispevati:

1000€ — 2 - 257€

= 162€.
3
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