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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 25. 11. 2020

1. Smiselno je privzeti, da bodo kurili tako, da bodo v ¢istem Nashevem ravnovesju
igre s funkcijami koristi:

u1(z1, 22, 22) = 5In(1 + 4z + z3) — 21,
ug(21, 22, 22) = HIn(l 4 21 + 429 + 23) — 29,
ug(21, 22, 22) = HIn(1 + 29 + 423) — 23.

Odvajamo:
ouy 20 Ouy 80
0z 144z +20 022 __(1—|—4z1—|—z2)2
Quy 20 Puy 80
029 142 +429+25 022 (142 + 420 + 23)2
dus 20 O*uy 80
Oz 14 29+423 022 (14 29 +423)2

Stacionarne tocke so reSitev sistema:
421+22 :Zl+422+23 :Zz+423 =19

in ta sistem ima edino reSitev z; = 57/14, zo = 19/7, z3 = 57/14. Ker so drugi
odvodi negativni, imajo tam vse funkcije koristi maksimum. Tako bodo torej kurili.

2. Tabelirajmo dobitke igralcev v primeru, ko igrajo ciste strategije. Vrstica naj pove,
koliko igralcev obrne rdeco in koliko dobi zeleno, stolpec pa akcijo, za katero je
prikazan dobitek:

| | Z | R |
17 0 | —
3Z,1R| —6 | 18
27 2R | 14 | —14
1Z3R || —12| 4
AR || — 10

Iz tabele je razvidno, da cisto Nashevo ravnovesje nastopi, ¢e bodisi vsi pokazejo
rdeco karto bodisi eden pokaze rdeco, trije pa zeleno.

Oglejmo si Se primer, ko vsak od igralcev pokaze rdeco karto z verjetnostjo r € (0, 1).
Ce se premisli tako, da z gotovostjo pokaZe zeleno karto, je njegov pri¢akovani
dobitek enak:

—18(1 — r)?r +42(1 — r)r* — 1213



¢e pa se premisli tako, da z gotovostjo pokaze rdeco karto, je njegov pricakovani
dobitek enak:
18(1—7)* —42(1 —r)r +12(1 — r)r?.

Po principu indiferentnosti se morata ta dva dobitka ujemati. Po ureditvi dobimo
enacbo:
72r* —T8r +18 =0,

ki ima resitvi r; = 1/3 in 7, = 3/4. To sta Se dve iskani meSani Nashevi ravnovesji.

. Oznacimo z V; akcijo, ki ustreza ¢-ti vrstici, in z .S; akcijo, ki ustreza j-temu stolpcu.

Najprej opazimo, da za 1/7 < p < 3/10 kombinacija (15;1p SpQ) strogo dominira
akcijo S3. Ko slednjo izlo¢imo, pois¢emo minimum zgornje ovojnice akcij prvega
igralca. Naj drugi igra (15;1q 5;) Tedaj velja (v matri¢nem zapisu):
Vi 8 —Tq
U Vs St 52 | 4+2q
sl \l-g ¢) | [6-2¢
Vi 14 10q

S pomocjo slike:

opazimo in izracunamo:
S S )\ _ 6l Sy S \) 29
Ui (Vl’ (7/12 5/12)) " U (‘/2 (7/12 5/12)) T 6
Sl SQ o 51 SQ o 31
Ui <V3 (7/12 5/12)) =0 <V4’ (7/12 5/12)) "6



Ker ima akcija V3 negativno, akcija Vj pa pozitivno strmino, 31/6 pa je najveéje
izmed zgoraj izracunanih Stevil, je to vrednost igre, drugi igralec pa v mesanem
Nashevem ravnovesju igra (7%2 5%2), prvi pa mora igrati (1‘6’]) ‘;4) Iz
principa indiferentnosti dobimo 6 — 5p = 4 + 7p, torej p = 1/6. Edino meSano
Nashevo ravnovesje igre je torej:

((5‘;36 1‘;46) ’ (77i2 57%2)) '



Resitve kolokvija in izpita iz teorije iger z dne 18. 1. 2021

. a) Korist posameznika znasa:

( ) + L Var+ g+
Ui (X1, Toy ..., Tp) = —1; T+ To+ -+, =
b T
Ti
= —x; +

VIt re AT,

Posebej je Se 4;(0,0,...,0) = 0. Opazimo, da gre u;(xy, ..., x,) pri fiksnih z;, j # 1,
proti minus neskonc¢no, ko gre x; proti neskon¢no. Poleg tega je funkcija u;, brz ko
zneski x; niso vsi enaki ni¢, parcialno zvezno odvedljiva. Pri fiksnih z;, j # i, torej
w;(z1, ..., r,) doseze maksimum bodisi pri x; = 0 bodisi v stacionarni tocki.

V Nashevem ravnovesju so torej morda doloceni x; enaki 0, dolocCeni pa so stacio-
narne tocke, strogo veéje od ni¢. Za vsaj en i dobimo taksno stacionarno tocko. Ce
bi bili namrec¢ vsi x; enaki ni¢, bi se lahko i-ti igralec premislil, investiral = in dobil
—x + +/z, kar je pri z € (0, 1) strogo pozitivno.

Naj ima wu; v x; > 0 stacionarno tocko. Odvajanje nam da:

Ou; n 28 — x;
or; 253/2 7
kjer je s := xy + o + --- + x,. Pri tistih ¢, kjer je stacionarna tocka, je torej

25 — x; = 2552, Naj bo m Stevilo tistih indeksov i, kjer u; doseZe stacionarno
tocko; za ostalih n — m indeksov j je torej x; = 0. SesStejemo po vseh indeksih ¢ s
stacionarno to¢ko in dobimo 2(m — 1)s = 2ms/2, od koder dobimo:

(2m — 1)?

S =
4m?

Sledi:
(2m — 1)?

4m3

Oglejmo si Se tiste indekse j, za katere je x; = 0. Za te j pa je:

T; = 25 — 253/ =

Ou, 2s — x; 1 2m 1

Ox; e + NG T om 1T a1
torej tam ni dosezen maksimum. Torej takih indeksov ni: profil (zq,...,xz,) je
Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko je z; = (QZ;; 2 a vse i (po dejstvu, ki ga pri-

vzamemo kot znanega, je tam res Nashevo ravnovesje, torej funkcije u; res dosezejo
globalni maksimum).

b) V edinem Nashevem ravnovesju korist posameznika znasa:

(2n—1)2+2n—1_2n—1
4n3 2n2  4nd



Ce pa se dogovorijo, da vsi investirajo isto znesek x, korist posameznika znasa

L T . . . ’ o 1 .. . -
u(z) := —z+,/Z. Odvajamo in dobimo u'(x) = —1+ 5=, tore] je stacionarna tocka
xr = ﬁ. Tam korist posameznika znasa ﬁ, kar je ve¢ kot v Nashevem ravnovesju

pri n > 1 strogo vec).

. a) Najprej skicirajmo mnozico dopustnih sporazumnih parov dobitkov:

Optimalne po Paretu so le tocke na daljici s krajis¢ema (1,4) in (5, 1), ki izhajata
iz profilov (T, L) in (B, R): samo za te tocke se lahko igralca sporazumeta ali pa
ostane status quo. Daljico opisujejo zveze:

_19—395‘

1 ;o 1< <5,

Y

Pri tockah groznje (T, L) in (B, R) sta izhodis¢na para dobitkov Ze na daljici, torej
ostane status quo. Pri tocki groznje (T, R) je izhodis¢ni par dobitkov (0, 1). Nashev
produkt je torej enak: )

15z — 3z

kar je maksimalno pri x = g iny = 2873; opazimo, da je 1 < x < 5. Pri tocki groznje
(B, L) pa je izhodis¢ni par dobitkov (1,0). Nashev produkt je zdaj enak:

—19 + 222 — 32
4 b

(z =1y =

kar je maksimalno pri z = 13—1 in y = 2; opazimo, da je 1 <z < 5.

Ker vsi sporazumi lezijo na isti daljici, iz mesanih grozenj nastanejo na enak nacin
mesani sporazumi. Prirejena strateska igra je torej:

L | R
T[51]32
B| X2 1,4

ta pa ima edino ¢isto Nashevo ravnovesje (T, R).
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. ) ) . . T,L) (B, .
Ustrezni sporazum igralca implementirata z mesanico ((1 —p) ( pR)). Ce izena-
¢imo koordinato x, dobimo:

5
5(1—p)+p=5—4p=§,

kar je izpolnjeno pri p = 5/8. Iskana sporazumna mesSanica je torej

(58 58)

Opomba. (7, R) ni Nashevo ravnovesje v izvirni strateski igri.

. Najprej opazimo, da pri drugem igralcu s signalom iz stanja wy akcija L strogo
dominira akcijo D, zato lahko slednjo eliminiramo iz vseh nadaljnjih postopkov.

Signal iz stanj wy in w3 da prvemu igralcu aposteriorno porazdelitev 20?23 1(73?)),
signal iz stanj w; in w3 pa da drugemu igralcu aposteriorno porazdelitev 1072 1?32 :

Dobimo stratesko igro z naslednjimi funkcijami koristi:

L13 D13
A Ay | 3,2:4 4,41
A1By3 | 3,1;5 | 4,3;3
BlA23 1,2,0 5,4,2
Blng 1,1,1 5,3,4

Iz tabele je razvidno, da akcija Asz strogo dominira akcijo B (Ceprav je v izvirni
Bayesovi igri v stanju wy ravno obratno — akcija B strogo dominira akcijo A). Tako
dobimo igro za dva igralca, od katerih ima vsak po dve akciji. Mesana Bayesova
. A, B Liz D
ravinovesja: (A1B23, L2L13>, (Blng,Lngg,), (( 21 §1) B23, L2 ( 113 213)) .

5 5 3 3

. Prirejena strateska igra:
CE|CF|DE|DF

Al5,2[52](3,0]6,2
B|1,3[7,0[45]70

o . . . ) L B
Pois¢imo zgornjo ovojnico strategij drugega igralca, ko prvi mesa 1—p p)

e Strategiji CF' in DF drugemu igralcu prinasata isto korist.

e Ker ima pri p = 0 drugi igralec isto korist, ¢e igra CE, C'F ali DF, prip =1
pa ima strogo vecjo korist pri C'E kot pri C'F oziroma DF', sta CF in DF v
zgornji ovojnici le pri p = 0.

e Ce je p = 1/2, ima drugi igralec pri CE in DE isto korist. Ker ima strategija
DE ve€jo strmino, je le-ta izlocena za p < 1/2, C'E pa je izlo¢ena za p > 1/2.



Zgornjo ovojnico torej tvorijo:

e CE,CFin DF za p = 0;
CFEza0<p<1/2;

CE in DE zap=1/2;
DE za1/2 <p<1.

Oglejmo si se korist prvega igralca.

e Naj bop=0. Iz

U1(A7( CE CF DF)>:5+y
l—2z—y = Y

U1(B,( CB CF DF)>:1+6x+6y
l—2z—y = Y

dobimo, da mora v meSanem Nashevem ravnovesju veljati 6x 4+ 5y < 4, seveda
poleg splosnih pogojev z,y > 0, z +y < 1. A slednji pogoj je odvec, saj ob
. y . _ 5a+5 6215 4
ostalih pogojih velja z +y = 22 < >4 <= < 1.
e Naj bo 0 < p < 1/2. Ce drugi igralec igra CE, prvi ni indiferenten, torej tam
ni mesanega Nashevega ravnovesja.

e Najbop=1/2. Iz
U, (A7 (1C_Eq DqE)) _ 59

CE DE
UI(B, (1_q . )):1+3q

dobimo, da je mesano Nashevo ravnovesje dosezeno, ¢e je ¢ = 4/5.

e Naj bo 1/2 < p < 1. Ce drugi igralec igra DE, prvi ni indiferenten, torej tam
ni mesanega Nashevega ravnovesja.

e Naj bo p = 1. Ker je Uy(B,DE) > U,(A,DE), je v (B, DE) dosezeno ¢isto
Nashevo ravnovesije.

Vsako ¢isto Nashevo ravnovesje je behavioristi¢no. Behavioristi¢no je tudi mesano
Nashevo ravnovesje:

((1;12 1?2) ’ (1C/€ f/g)) - ((11;12 1?2) ’ (1(;5 41/)5) E) '

CFE CF DF
—-r—y =z

¢ D E F
(1—q q)(l—r r)’ O<gr=<1,

Strategija (1 ) pa je behavioristi¢na, ce je oblike:



kar pomeni, da mora veljati:

(I-¢(l-r)=1-z—y,
(1-—qr=uz,
qg(1—r)=0,

qr=y

Spomnimo se Se, da smo v Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko je 6z + by < 4,
torej (6—q)r < 4. Iz tretje enac¢be dobimo, da mora biti bodisi ¢ = 0 bodisir = 1. V
prvem primeru smo v Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko je r < 2/3, v drugem
primeru pa nismo nikoli v Nashevem ravnovesju. Dobimo torej Se behavioristi¢no
mesana Nasheva ravnovesja:

E F 2
(1c(,%, F))s osrs?.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 21. 11. 2019

1. Najboljsi odgovor prvega igralca je:

e 1, e drugi igra A;
e 1/2, ¢e drugi igra B;
e 0, Ce drugi igra C.

Nadalje:

e Ce drugi igra A in prvi glede na to igra optimalno, je to optimalno tudi za
drugega. Torej je (1, A) Nashevo ravnovesje.

e Ce drugi igra B in prvi glede na to igra optimalno, je to optimalno tudi za
drugega. Torej je (%, B) Nashevo ravnovesje.

e Ce drugi igra C in prvi glede na to igra optimalno, se drugemu bolj splaca
igrati B. V tem primeru torej ne dobimo Nashevega ravnovesja.

2. Cistih Nashevih ravnovesij ni, prav tako tudi ni Nashevih ravnovesij, pri katerem
bi dva igralca igrala Cisti strategiji, eden pa bi vkljucil obe svoji akciji. Pregledati
moramo torej Se primere, ko vsaj dva igralca vkljucita obe svoji akciji. Oznacimo

splosni profil:
T B X Y L R
l—=p p) " \1l=q q)  \1—=1r 1))
Ce prvi igralec igra T, druga dva pa vkljucita obe svoji akciji, dobimo:
X L R 3—2r
a3 G5 T) - [
Indiferentnost je dosezena pri r = 1/3. Nadalje je:
X Y Li\ [1+4+3¢
a(r (5 3) () - [555)
Indiferentnost je dosezena pri ¢ = 1/2. Nadalje je Se:
I T X Y L R ~20/6
"\UB|"\2/3 1/3)\1/2 1/2)) " |15/6]

. . X Y L R . .
kar pomeni, da je (T, (1/2 1/2) , (2/3 1/3>) mesano Nashevo ravnovesje.

Ce prvi igralec igra B, druga dva pa vkljucita obe svoji akciji, dobimo:

(o B ) B

Indiferentnost je dosezena pri r = 1/3. Nadalje je:

(20 ) ) = bl

12



Indiferentnost je dosezena pri ¢ = 1/2. Podobno kot prej je:

U ({Jg] <2)/(3 11//3)’ (1?2 172)) - ﬁgfg} :

kar pomeni, da tam ni mesSanega Nashevega ravnovesja.

Ce drugi igralec igra X, prvi in tretji pa vkljucita obe svoji akciji, dobimo:

o(le] G2 7)1

od koder sledi, da takega mesanega Nashevega ravnovesja ni.

Ce drugi igralec igra Y ter prvi in tretji vkljucita obe svoji akciji, dobimo:

o(le] - G5 ) =[]

od koder spet sledi, da takega meSanega Nashevega ravnovesja ni.

Ce tretji igralec igra L, prva dva pa vkljuéita obe svoji akciji, dobimo:
T X Y _|1+4q
() G 0)- ) = la)
Indiferentnost je dosezena pri ¢ = 3/7. Nadalje je:
T B X 3—p
L) = :
(G R RN
Indiferentnost je dosezena pri p = 1/2. Nadalje je Se:

(e ) (e ) [ =]

od koder sledi, da tam ni meSanega Nashevega ravnovesja.

Ce tretji igralec igra R, prva dva pa vkljucita obe svoji akciji, dobimo:

a(le] (5 5) #) -]

Indiferentnost je doseZena pri ¢ = 2/7. Nadalje je:

(5, ) B ) =553

Indiferentnost je dosezena pri p = 1/2. Nadalje je Se:

(e 12) (o 2rr)- [#]) = s

od koder dobimo Se zadnje mesano Nashevo ravnovesje

(2 1) (37 2r)- )

13



. . . . .. .. A B .
3. Najprej opazimo, da je akcija C' strogo dominirana z mesSanico (1 _p p)’ brz

ko je 3/8 < p < 1/2. Zgornjo ovojnico koristnostne funkcije Us; na meSanicah

( A B> tvorijo:
I-p p 10

X za0<p<1/3

e X, ZinWzap=1/3;
o Wzal/3<p<3/4;
e WinY zap=3/4

e Yza3/d<e<l.

Mesana Nasheva ravnovesja:

(A, X), ((;/‘3 1?3)’ (Q_XGw 2 Vg)) l/5<w<1/3, (BY).

14



Resitve kolokvija in izpita iz teorije iger z dne 22. 1. 2020

. Ce je na trgu d dobrih in 100 —d slabih izdelkov, Nashevo ravnovesje nastopi natanko
tedaj, ko velja:

1 2
> cd>1
103+d ~ 103+ 3(100 — d + 1) 0=

2 1
>
103+3(100—d) ~ 103 +d + 1

Y

;d<99.

Po ureditvi dobimo 39 < d < 40, torej d = 40. Cisto Nashevo ravnovesje torej
nastopi v dveh primerih: ko je na trgu 40 dobrih in 60 slabih izdelkov ali ko je na
trgu 39 dobrih in 61 slabih izdelkov.

. Postavimo se najprej v vlogo drugega jedca takrat, ko odreze kos. V vgnezdenem
Nashevem ravnovesju pripadajoce podigre drugi jedec dobi najmanjsega izmed na-
stalih kosov, torej min{p;, p2, 1 — p1 — po}. Velja:

»—‘O
~3|/\

) ; <1
mln{an 1—p —pz} = { b2 p2 P

o
1—pi—p2 ; L<p <1-p

in maxo<p,<i_p, = ~52. Ce je torej p; > 122 ali ekvivalentno p; > 1/3, je tudi:

D2 ;Oépz_
Il—p1—p2 ; 1}p1 <Sp1 < D1

l\')

min{p17p2a I—p —pQ} = {

V vgnezdenem Nashevem ravnovesju torej drugi jedec odreZe kos velikosti *=22.

Tako velik kos dobita prvi in drugi jedec, medtem ko tretji jedec dobi kos velikosti
P1-
Ce pa je p; < 1/3, velja:

D2 ; 0<p2<p
min{py, ps, 1 —p1 — p2} = p1 s <pp<l—pm
Il—pi—p2 ;1=—p1 <pp<1.

Tedaj lahko drugi jedec v vgnezdenem Nashevem ravnovesju odreze kos katere koli
velikosti iz intervala [p;, 1 — p;] in dobi py, prvi jedec pa dobi min{ps, 1 — p; — pa}.
Slednje mora pripadati intervalu [pl, 1op 1}.

Postavimo se sedaj v vlogo prvega jedca, ko odreze kos velikosti p;. Videli smo, da,
¢e je p1 < 1/3, dobi kos velikosti iz intervala [pl, pl], odvisno od volje drugega
jedca, ¢e pa je p; > 1/3, dobi kos velikosti p;. Sledi, da prvi jedec v vgnezdenem
Nashevem ravnovesju dobi najve¢ 1/2. Dobi pa tudi najmanj 1/3, saj to doseze, ¢e
odreze p; = 1/3. Natanc¢neje, ¢e bi odrezal kako drugace in bi bil drugi jedec take
volje, da bi prvi pri tem p; dobil manj kot 1/3, bi se prvi premislil in bi raje odrezal
1/3.
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Postavili smo zgornjo in spodnjo mejo za dobitek prvega jedca v vgnezdenem Nashe-
vem ravnovesju. Dokazati moramo Se, da sta obe meji dosezeni, torej za obe poiskati
ustrezno vgnezdeno Nashevo ravnovesje. Dovolj je povedati za prvi dve potezi, saj
v neslednjih jedec, ki je na vrsti, vselej vzame najvecji preostali kos (natancneje,
enega od najvedjih).

e Vgnezdeno Nashevo ravnovesje, pri katerem prvi jedec dobi 1/3, je tisto, pri
katerem prvi jedec odreze p; = 1/3, drugi pa odreze p; = p; pri p1 < 1/3 in
Py = 1_2p1 pri p; > 1/3.

e Vgnezdeno Nashevo ravnovesje, pri katerem prvi jedec dobi 1/2, je tisto, pri

katerem prvi jedec odreze p; = 0, drugi pa vedno odreze p, = 1;” L.

. Pri prvem igralcu, ki ne ve, ali je v wy ali w3, akcija C' strogo dominira obe ostali
akciji. Tako se igra zreducira na naslednjo igro med prvim igralcem, ki ve, da je v
stanju wy, in drugim igralcem:

L123 D123
A, 10,11 6,3
B |23 4,2
C.16,3 6,1

Oglejmo si zgornjo ovojnico koristnostne funkcije prvega igralca, ¢e drugi igralec

mesa (L123 D123>. Dobimo:
l—q ¢

Crza0<q<2/T;

Cyin By za q = 2/7;

By za2/7T<q<1/2;

By in Ay za ¢ =1/2;

Alza1/2<q§1

Zdaj pa pogledamo, kako se na zgornji ovojnici obnasa koristnostna funkcija drugega
igralca.

[ Za O S q < 2/7 upoétevamo, da je U2;123(01012,L123) > U2;123(01012;D123),
kar pomeni, da mora biti ¢ = 0. Dobimo cisto Bayes—Nashevo ravnovesje:

(010127 L123) .

e Ceje ¢ = 2/7, prvi mesa B in C, toda ¢e se omejimo na ti dve akciji, akcija
L pri prvem strogo dominira akcijo D, kar je v protislovju s pogojem, da je
q = 2/7. Torej tam ni meSanega Bayes—Nashevega ravnovesja.

e Za 1/3 < ¢ < 1/2 ne dobimo nicesar, saj ni indiferentnosti.

e Za q = 1/2 iz principa indiferentnosti dobimo mesano Bayes—Nashevo ravno-
vesje:
A B Loz Dias
C12 ) .
1/3 2/3 /2 1/2
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Koncéno za 1/2 < q < 1 upostevamo U2;123(A1012, L123) < U2;123(A1012; Dlgg),
kar pomeni, da mora biti ¢ = 1, od koder dobimo se Bayes—Nashevo ravnovesje:

(A10127 D123) .

4. Naj Jaka pristopi h koaliciji kot k-ti. Strosek njegovih predhodnikov je vedno enak
10(k — 1). Z Jakom vred pa je strosek enak:

10k, e je k € {1,2,...,7};

75, ¢e je k € {8,9,10};

75+ 10(k — 10), e k € {11,12,...,17};
150, &e je k € {18,19,20}.

Ce je torej vrednost koalicije negativna vrednost njenega strogka, je Jakov prispevek
enak:

—10, ¢e je k € {1,2,...,7};

10k — 85, ¢e je k € {8,9,10};
15, e k € {11,12,...,17);

10k — 160, e je k € {18,19,20}.

Povprecni Jakov prispevek je 7 evrov. V toliksnem znesku si torej on zasluzi nagrado,
preostalih 19 pa si strosek v visini 157 evrov razdeli na enake dele.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 30. 6. 2020

1. Igralci v igri so prodajalci in vsak ima dve mozni akciji: ali prodaja originalen
ali pa ponarejen med. Za korist je smiselno postaviti dobic¢ek minus pricakovano
kazen. Kdor prodaja originalen med, ima torej vedno korist 1000. Kdor pa prodaja
ponarejen med, ima korist 3000 — 20000(1 — 0'99"3), kjer je k stevilo prodajalcev,
ki prodajajo ponarejen med. Cisto Nashevo ravnovesje torej nastopi natanko tedaj,
ko velja:

3000 — 20000(1 — 0°99%) > 1000 > 3000 — 20000(1 — 0°99**1)

oziroma
0.99% > 0.9 > 0.99*+!

Ker je logy 9909 = ll)oggoo_ggg = 1048, v Nashevem ravnovesju natanko 10 prodajalcev

prodaja ponarejen med.

2. Drevo igre:

/m\\

2122
[o]2]3] [2]2]2]
01213

/) /N

IE-"-I-I T T
3

2
(15,2) (12,5) (17,0)  (14,3) (1547//// / \

3] Le) o] [2] 2] [2]2] [o]2

(8,9) (9,8) (8,9) (6,11)

[\
[\
[\

[\
[\
[\

\

2

\

2|2 [2][2]2]

7,10)

//ML\
CREN
N

—~

2] [2] [2] [2] [o] [2] 2]

(13,4) (12,5) (13,4) (12,5)(10,7) (10,7) (11,6)

Edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje je oznaceno z odebeljenimi povezavami. Opa-
zimo, da se prvemu igralcu v prvi potezi bolj splaca odlomiti kos z vrednostjo 11
kot pa kos z najvisjo vrednostjo 12.
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3. Izhodisce dvofaznega modela pogajanja dobimo iz Nashevega ravnovesja matri¢ne
igre iz razlik:

XY
Al 4 |-3
B|—-4| 3 |
cl 2|1

Ce drugi igralec igra mesano strategijo ( q)’ je najboljsi odgovor prvega

l1—yq
igralca naslednji:

Aza0<q<1/3;

Ain C za q =1/3;

Czal/3<q<3/4;

e C'in Bzaq=3/4;

e Bza3/4<qg<1.

Minimum, torej Nashevo ravnovesje, nastopi pri ¢ = 3/4. Iz principa indiferentnosti
za drugega igralca dobimo, da je to:

(G is) (i o)

Izhodis¢na dobitka igralcev sta torej:

11 1 3 71 7 3 39
— .. 14=.2. R 2. 2. 5222
u=g gz ltg gty oty i3
11 1 3 71 7 3 29
——._. 2294 L2 L2422
v=grattyattyittyg 8

Nato se igralca sporazumeta, da prvi igra C, drugi pa Y: pri tem paru akcij imata
najvecji mozni skupni dobitek 9. Nato prvi igralec dobi:

1( 39 29> 41
_ 9_|____ —_

2 8 8 8’
drugi igralec pa dobi:

1 9 39 n 29\ 31

2 8 8) 8

4. a) Koristnostna funkcija prvega igralca pri signalu, ki ga dobi iz stanj wy in ws, je
glede na akcijo drugega igralca enaka:

L C R
14+2a 24+2a
T 1—a 1—a 3
6a 10a 9a
B l—a l1—a l1—a
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(in je seveda neodvisna od akcije prvega igralca, ki dobi signal iz stanja wq). Akcija
T sibko dominira akcijo B natanko tedaj, ko veljajo neenakosti:

14 2a > 6a, 2+ 2a > 10a, 3—3a> 9,

vse pa so ekvivalentne neenakosti a < }L. Tedaj torej akcija T" sibko dominira akcijo
B, pria < i pa je dominacija stroga.

b) Gledamo a = }1. Iskana mesSana Bayes—Nasheva ravnovesja ustrezajo meSanim

Nashevim ravnovesjem naslednje igre med prvim igralcem, ki dobi signal iz stanja
w1, in drugim igralcem:
Loz | Chiaz | Rizs

T.|6,6| 78|15
Bi|2,2]4,7]6,

N [©

Akcija Co3 strogo dominira obe preostali akciji. Ko slednji izlo¢imo, akcija 77 strogo
dominira akcijo B;. Edino Bayes—Nashevo ravnovesje prvotne igre iskane oblike je
torej (T1T23, 0123).
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 8. 5. 2019

1. Najboljsi odgovor prvega igralca pri akciji y drugega igralca je:

0 ;0<y<i
Bi(y)=} 4y—1 ;1<y<3;
1 i<y<a,

0 ;0<z<3
By(z) =< 3x—1 ;%Sxﬁ%
1 ;2<a2<1

Od tod dobimo Nasheva ravnovesja (0,0), (2, ) in (1,1).

2. Ce se s razbojnikov loti plena, imajo tisti, ki se ga lotijo, korist % — s, ostali pa
imajo korist 0. Ce se nihée ne loti plena, se vsakemu strogo splaca premisliti, saj
ima tedaj korist 15. Tudi Ce se vsi lotijo plena, se vsakemu splaca premisliti, saj
ima tedaj vsak, ki se loti plena, korist —15. Torej nobeden od teh dveh profilov ni
¢isto Nashevo ravnovesje.

Naj bo zdaj 0 < s < 16. Razbojnik, ki se loti plena, ima korist 15—6 — s, Ce se premisli,

pa ima korist 0. Razbojnik, ki se ne loti plena, pa ima korist 0, ¢e se loti plena, pa

ima korist 51_61 — s — 1. Nashevo ravnovesje nastopi natanko tedaj, ko je:

16 16
— —s5>0>
S s+

—s—1.

Ker je funkcija s — % —sza 0 < s < 16 strogo padajoca in ima niclo pri s = 4,
Nashevo ravnovesje nastopi, ¢e je s = 3 ali s = 4, torej ¢e se plena lotijo trije ali
stirje razbojniki.

. i . . . B .
3. Opazimo, da je akcija T strogo dominirana z mesSanico (1 . p)’ brz ko je
21; <p< % Ko jo izlo¢imo, pois¢emo zgornjo ovojnico koristnostne funkcije drugega

. . M B
igralca na mesanicah :
L=p p

Lza0§p<%.
° LinC’zap:%;
C’za%<p<§'
e Cin Rzap=

Rza§<p§1.

[SS] )

Y
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Mesana Nasheva ravnovesja:

s ((f (5 1) wn

. Ce oba igralca izbereta $tevilo 1, dobimo sedlo, ki je je ¢isto Nashevo ravnovesije,
vrednost igre pa je enaka 0.

Glede na to, da gre za kvadratno matri¢no igro, pa lahko iS¢emo tudi mesana Na-
sheva ravnovesja, v katerih so zastopane vse akcije. Ce prvi igralec igra

1 2 3 4 5 . 1 2 3 4 5\ . . . .. .

, drugi pa , iz principa indiferentnosti do-
b1 P2 P3 Ps+ D5 91 492 43 44 Qs

bimo sistem enacb:

—p2 = 2p1 — Pp3 = 2pa — Py = 2p3 — ps = 2p4,
200 = —q1 +2q3 = —q2 + 2q4 = —q3 + 2¢5 = —qu,

ki ima ob splo$nih pogojih Z?:l p1 = Z?:l ¢; = 1 enoli¢no resitev p; = ¢5 = %,

Po=q=ps=qu =0, p3 =¢q3 = % inps =q = %. Ker so to res verjetnosti, je to
res meSano Nashevo ravnovesje in spet dobimo, da je vrednost igre enaka 0.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 5. 6. 2019

1. Najprej opazimo, da pri prvem igralcu, ki dobi signal stanja w;, akcija B strogo
dominira akcijo A. Ko slednjo izlo¢imo, si ogledamo funkcijo koristi drugega igralca,
ki prejme signal iz stanj w; in w3. Pogojno na signal je v stanju w; z verjetnostjo
2/3 in v stanju ws z verjetnostjo 1/3. Dobimo:

Lz | Dy
BiAy | 4 | F
BoBay | B | 4

in vidimo, da strategija L3 strogo dominira strategijo D;3. Nadalje izracunamo
funkcijo koristi prvega igralca, ki prejme signal iz stanj ws in ws; pogojno na ta
signal je igra v vsakem od teh stanj z verjetnostjo 1/2:

L13L2 L13D2

A23 ) 6
Bas 7 5

Razresiti moramo igro tega igralca v prirejeni strateski igri z drugim igralcem, ki
dobi signal iz stanja wo:

Ly | Dy
Ay | 5,16,4
Bos | 7,6 | 5,2

Ta igra ima tri mesana Nasheva ravnovesja, ki dajo naslednja tri Bayes—Nasheva
ravnovesja izvirne igre:

A B Ly D
(B1Ags, L13Ds),  (B1Bas, L13Ls), (Bl (4/2; 3/2;) » Lns (1/23 2/?%)) ’

2. V vozliscu, kjer se P5 odloca med F in F, le-taigra E/, cejex > 4, in F, Ce je x < 4;
pri x = 4 je indiferenten. V vozlis¢u, kjer je P; odloca med C'in D, le-ta igra C', ¢e
jexr < 2,in D, ¢e je x > 2; pri x = 2 je indiferenten.

Postavimo se zdaj v vozlisce, kjer se P, odlo¢a med A in B. Ne glede na to, kako
se P3 odloci, kjer je indiferenten, dobitek igralca P, znasa:

4 <2
6—x ;x>2,
Ce igra A, in = + 1, ée igra B. Torej P, igra A, ¢e je x < 5/2, in B, ¢e je x > 5/2;
pri x = 5/2 je indiferenten.

Koncno se postavimo na zacetek igre, kjer P, izbere x. Ne glede na to, kako igra
P,, dobitek igralca P, znasa:

T <2
4—z ;2<x<5/2
r—1 ;5/2<x<4
15—-3z ;z>4,
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kar je maksimalno pri x = 4. To je edina vrednost, ki pripada vgnezdenemu Nashe-
vemu ravnovesju te igre.

3. Resitev lezi na daljici med tockama (1,4) in (3,1) — glej sliko:

11-3z

Nosilka te daljice je premica y = , torej maksimiziramo izraz:

2

(x —1)(11 — 3x)

5 = —32° + 14z — 11
in maksimum je dosezen pri x = % in y = 2: to sta dobitka igralcev v dosezenem
. : s ((T,L) (B,R)
sporazumu. Le-tega implementirata s sporazumno mesanico 1/3 2/3 )"

4. Ce Evgen pristopi h koaliciji kot i-ti, je njegov prispevek enak i, ¢e pred njim ni
Darje, in ¢ + 1, Ce je pred njim Darja; Darja pa je pred njim s pogojno verjetnostjo
(1 — 1)/4. Evgenova Shapleyjeva vrednost je torej enaka:

5 .
1 o1 —1 7
gz(+ -1

Nadalje je Darjin prispevek h koaliciji enak 2, ¢e Evgen pristopi pred njo, sicer pa je
enak 0. Ker je verjetnost, da Evgen pristopi pred Darjo, enaka 1/2, je Darjina Sha-
pleyjeva vrednost enaka 1. Za Ambroza, Betko ali Ceneta pa velja, da je prispevek
enak 1, ¢e Evgen pristopi prej, sicer pa je enak 0. Ti igralci imajo torej Shapleyjevo
vrednost 1/2.

Opomba: dovolj je izracunati Shapleyjevo vrednost za dva od teh treh primerov,

saj je vsota vseh Shapleyjevih vrednosti enaka dobitku polne koalicije, ta pa je enak
6.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 27. 6. 2019

1. a) Ce so vse kuharice stiskaske, ima vsaka korist 1/3. Kuharica, ki se premisli,
da bo radodarna, ima po novem korist 1/4 + z. Nashevo ravnovesje dobimo, ¢e je
z < 1/12.

Ce pa so vse kuharice radodarne, ima vsaka korist 1/6+ 2. Kuharica, ki se premisli,
da bo stiskaska, ima po novem korist 1/5. Nashevo ravnovesje dobimo, ¢e je z >
1/30.

b) Mesano Nashevo ravnovesje dobimo, ¢e velja princip indiferentnosti, t. j. e je za
vsako kuharico vseeno, Ce se premisli, da bo stiskaska, ali pa ¢e se premisli, da bo
radodarna. Ce se kuharica premisli, da bo stiskagka, bo imela korist:

(1—p)*  2p(1-0p)
5 T4

2
P
+ = ’
5
¢e se premisli, da bo radodarna, pa bo imela korist:

(L=p?*  20(1—p) P
1 + 5 +6—i—z.

Odstejemo in po krajsem rac¢unu dobimo enacbo:

P> —4p+5—60z=0,
ki ima resitvi:

pr2=2=xv60z -1,

¢e je z > 1/60. Med 0 in 1 je lahko kvedjemu resitev p = 2 — /602 — 1, to pa se
zgodi za 1/30 < z < 1/12.

2. V spodnji tabeli so izracunani pricakovani dobitki prvega igralca, ¢e se pri posamezni
karti odlo¢i za doloceno akcijo, pri ¢emer se drugi igralec drzi strategije, opisane v
nalogi:

igra ne igra
as a+%-0—%- —%-42@—% 0
fant a+%-0—%- —%-42&—% 0
dama a+%-0—%~ —%-42@—% 0
kralj la+3-0—5-0+3-4=a+3| O

Strategija se prvemu igralcu splaca, ¢e je 0 > a — g, a—% > 0in a~|—§ > 0, kar je res

za % <a< g Ker je igra simetri¢na, smo takrat res v Bayes—Nashevem ravnovesju.
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3. Ce se Bogdan prijavi, se Cirilu splaca prijaviti, ¢e je 2 < 1/3, in ne splaca, ¢e je
z > 1/3; pri z = 1/3 je Ciril indifereten. Ce pa se Bogdan ne prijavi, se Cirilu
splaca prijaviti, ¢e je z < 1/2, in ne splaca, ¢e je z > 1/2; pri z = 1/2 je indifereten.

Ciril je torej lahko ob Bogdanovi prijavi dinamicen, kar pomeni, da se pri z = 1/3
prijavi, ali pa konservativen, kar pomeni, da se pri z = 1/3 ne prijavi. Podobno je
lahko Ciril ali dinamicen ob Bogdanovi neprijavi — glede na to, kako se odlo¢i pri
z = 1/2. Cirilove strategije so torej v vgnezdenem Nashevem ravnovesju kvecjemu 4
— glede na to, ali je ob Bogdanovi prijavi oz. neprijavi dinamicen ali konservativen.

Postavimo se v tocko, ko je na potezi Bogdan.

e Ceje z < 1/3, se bo Ciril v vgnezdenem Nashevem ravnovesju prijavil ne glede
na Bogdanovo odlocitev, prijavil pa se bo tudi Bogdan.

e Naj bo 1/3 < z < 1/2. Ce se Bogdan prijavi, se Ciril ne bo prijavil in Bogdan
bo dobil 1 — 2z. Ce pa se Bogdan ne prijavi, se bo Ciril prijavil in Bogdan bo
dobil 0. Torej se bo Bogdan prijavil.

e Ceje z > 1/2, se Ciril v vgnezdenem Nashevem ravnovesju ne bo prijavil in
tega tudi Bogdan ne bo storil.

e Ce je z = 1/3 in je Ciril ob Bogdanovi prijavi dinami¢en, Bogdan tako ob
prijavi kot neprijavi dobi 0, torej je indiferenten. Ce pa je Ciril ob Bogdanovi
prijavi konservativen, Bogdan ob prijavi dobi 1/3, ob neprijavi pa 0, torej se
bo prijavil.

e Ce je z = 1/2 in se Bogdan prijavi, se v vgnezdenem Nashevem ravnovesju
Ciril ne prijavi in Bogdan dobi 0, enako, kot ¢e se ne bi prijavil. Torej je
indiferenten.

Bogdan je torej lahko tako pri z = 1/3 kot pri z = 1/2 dinamicen ali konservativen.

V primerih, ko ni dvoma, kako bosta kandidata za delo ravnala, Adrijanova korist
znasa:

e 8z—2 Cejez<1/3;
o dx—1,¢ejel/3<z<1/2
e 0, Cejez>1/2.

Supremum koristi dobimo, ko gre z proti 1/2. Ta supremum je pri z = 1/2 tudi
doseZen, ¢e je Bogdan pri z = 1/2 dinamicen (v ostalih situacijah indiferentnosti pa
lahko Bogdan in Ciril ravnata kakor koli). To je torej vgnezdeno Nashevo ravnovesje
igre.

4. Igra je superaditivna za a > 6. Ce je delitev (r1,x9,23) 2 T1 + T9 + w3 v jedru, je
1+ 20 <5, 21 +x3 < 3in x9 + 23 < 4, kar je ekvivalentno zahtevam xy > a — 4,
To > a—3in x5 > a—5. Ceto sestejemo, dobimo a = z; + x5 + x3 > 3a — 12
oziroma a < 6. Jedro je torej neprazno kvecjemu za a = 6. V tem primeru jedro
dejansko ni prazno, saj vsebuje delitev (2,3,1): zanjo so izpolnjeni vsi pogoji za
jedro.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 15. 12. 2017

1. Oznacimo s ¢; in ¢y koli¢ini blaga, ki ju ustvarita proizvajalca. Koristnostni funkciji
znasata:

aqi aqs

u1(Q17Q2) = \/ﬁ — 1, U2(Q1,Q2) = \/ﬁ —Cq2 .

Za vsak gy > 0 je funkcija ¢; — u1(q1, ¢2) odvedljiva in velja lim,, 1o u1(g1,¢2) = 0 in
limg, 00 1(q1, g2) = —00. Odvajajmo:

Ouy  alq + 2q2) 9%uy alq +4g0)

oq 2(q1 + q2)3/? ’ oq} B 4(q1 + o)/

Iz drugega odvoda dobimo, da je funkcija strogo konkavna, torej globalni maksimum
na (0, 00) ustreza tocki, kjer je 88—211 =0 (in ¢; > 0); taka tocka je kvedjemu ena.
Podobno dobimo tudi za us. Nashevo ravnovesje je torej kvecjemu eno in to je

tocka, kjer je g—le = % = 0 oziroma:
algr +2¢2) _ a2 +42) _
2(q1 + q2)?/? 7 2(q1 + q2)3? ’

kar je ekvivalentno:

21 +@)? _ e t+2e _2q+a
a c c

Iz zadnje enacbe po krajsem racunu sledi ¢; = ¢». Vstavimo v enacbo in spet po
krajSem racunu dobimo edino Nashevo ravnovesje:

o 9a?
q1 = G2 = 392
2. Oznacimo zgornjo pot z G, spodnjo pot z D, pot z “navpi¢no” cesto, ki vzame 10
casovnih enot, pa z N: to so mozne akcije v ustrezni strateski igri. Naj g voznikov
ubere pot G, d voznikov pot D, preostalih 4000 — g — d pa pot N. Naj bo p; akcija,
t; pa potovalni ¢as i-tega voznika (to je preferen¢na funkcija, le da velja urejenost
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v nasprotno smer). Naj bo Se p profil vseh akcij. Tedaj velja:

pi=G:
ti(p)zémOQOTo_dJrZLO, ti(p|D):4O+4000+.6q—|—1’
ti(p\N)_‘m?To—dHM%,
pi=D:
ti(p):40+40(iOT0_g, ti<p|G):%+4o’
pi=N:
ti(p):%ulwr%v ti<p|G):40(;0T0_d+407
ti(pID)=40+40010TO—Q

Profil je Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko so izpolnjeni naslednji pogoji:
e Brz ko je g > 0, je 2g —d <4002 in g < 1001.
e Brzkojed>0,je29g—d>3999 in d < —1999.
e Brz ko je g + d < 4000, je g > 1000 in d > —2000.
Iz drugega pogoja dobimo, da je d = 0. Pogoja se tako zreducirata na:
e Brz ko je g > 0, je g < 1001.
e Brz ko je g < 4000, je g > 1000.

Edini moznosti sta g = 1000 in g = 1001. Dobimo torej dve skupini ¢istih Nashevih
ravnovesij:

e Pot GG ubere 1000, pot N pa 3000 voznikov.
e Pot GG ubere 1001, pot N pa 2999 voznikov.

. Opazimo naslednje:

e MesSanica < B

- ¢ g) strogo dominira akcijo G, brz ko je 2/5 < ¢ < 1/2.

. . . B . .. .
e Ko odstranimo akcijo G, mesanica ( p> strogo dominira akcijo C', brz

ko je 1/3 < p < 2/3.

I—p

Pri prvem igralcu torej ostaneta samo akciji A in B. Zgornja ovojnica akcij drugega

. . . o N A B
igralca glede na njegovo koristnostno funkcijo je pri mesani strategiji 1—p p)
naslednja:

e Fza0<p<2/T;
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FEin H zap=2/T,
e Hza2/T<p<T7/9
e Hin Fzap=717/9;
e Fza7/9<p<1.

Ko pogledamo sSe koristnostno funkcijo prvega igralca, dobimo naslednja mesana
Nasheva ravnovesja:

(4, E), ((279 71/39)’ <1§2 172)) in (B, F).

. Ce je strategija, ki jo uporabljajo investitorji, ¢ista, sta dve moznosti:

e Nihce ne investira. Tedaj so vsi na nicli. Kdor bi se premislil, da bi investiral,
bi imel izgubo. Torej je to ¢isto Nashevo ravnovesje.

e Investirajo vsi trije. Tedaj imajo dobicek, ki ga ne bi imeli, ¢e ne bi investirali.

Torej je to Cisto Nashevo ravnovesje.

Oglejmo si Se primer, ko je ta strategija mesana, torej ko vsak investira z verjetnostjo
p € (0,1). Ce bi se premislil in zagotovo ne bi investiral, bi bil na ni¢li. Ce pa bi se
premislil in bi zagotovo investiral, bi njegov pricakovani dobicek znasal:

(1—p)? (- +2p(l1—p)-14p*-2=—p*+4p—1.

Po principu indiferentnosti mora biti oboje enako. Enac¢ba —p? + 4p — 1 ima resitvi
P2 =2=% V3, ustrezna pa je le resitev z negativnim korenom. Torej vsak investira
z verjetnostjo 2 — v/3 = 0°268.
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Resitve kolokvija in izpita iz teorije iger z dne 12. 2. 2018

. Igra ima Stiri stanja, ki jih lahko oznacimo s GG, GC, CG in CC. Vsa so enako
verjetna. Prvi igralec dobi en signal iz stanj GG in GC' in drugega iz stanj C'G in
CC, drugi igralec pa dobi en signal iz stanj GG in C'G in drugega iz stanj GC in
C'C'. Ustrezna signala oznac¢imo kar z GG in C' ter skladno s tem tudi oznac¢imo akcije
igralcev s signali.

V skladu z namigom si oglejmo koristnostno funkcijo prvega igralca, ki vidi cifro:
LgLg | LgRc | RoLg | RoRe

Ac 4 4 1 1
Be| 45 5 65 7

in opazimo, da akcija B¢ strogo dominira akcijo A¢, torej lahko slednjo odstranimo.
Nato si ogledamo koristnostno funkcijo drugega igralca, ki vidi grb, pri ¢emer akcije
Ac ni treba gledati:

Lc | Rg
AgBc | 351 45
BgBc | 45|55

Sledi, da akcija Rg strogo dominira akcijo Lg (tega ne moremo sklepati, preden
odstranimo akcijo A¢, saj se pri kombinacijah AgA¢ in BgAc akcija Lg strogo bolj
splaca kot Rg). Preostane le Se igra med prvim igralcem, ki vidi grb, in drugim
igralcem, ki vidi cifro:

Le | Re
Ag| 6.,4] 3.3
Bs 1 35,3]55,5

Iz Nashevih ravnovesij te igre dobimo naslednja Bayes—Nasheva ravnovesja prvotne
igre:

(Ach,RG'Lc), (BG'Bc,RgRC) in
A¢ Bg Lc Re
<(2/3 1/3> Be, Ha (1/2 1/2)) '

. 'V dobljeni ekstenzivni igri delodajalec na koncu dobi m(z — 1), kjer je m Stevilo
delavcev, ki so sprejeli sluzbo, za delavce pa je jasno, koliko dobijo. Ce posamezen
delavec igra racionalno, zagotovo sprejme sluzbo, ¢e je njegova korist od tega strogo
pozitivna, in zagotovo zavrne, ¢e je strogo negativna. V primeru, ko je enaka ni¢, pa
je indiferenten med obema moznostma. Tako ima glede na to, ali v primeru indife-
rentnosti sprejme sluzbo ali ne, dve mozni racionalni strategiji. Ce v primeru nicelne
koristi sprejme sluzbo, bomo rekli, da je dinamicen, sicer pa, da je konservativen.

Za vecino vrednosti z je korist delodajalca, ¢e delavci ravnajo racionalno, natanéno
dolocena, tako kot je opisano s spodnjo formulo in prikazano na sliki:
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4/3 -
(4(z—1) ;2<2z<1 1T //
3z—1) ;1<z<j3

u(z)=4¢ 2(z—1) ;3<z<3 1 L

z—1 ;g<z<2 2 4 5 9 %
3 3 3
L 0 ;2> 2.

Korist v ostalih tockah pa je odvisna od strategij delavcev. Ce grafu funkcije priklju-
¢imo tocko (5/3,4/3), je tam dosezen maksimum. To se zgodi, e je tretji delavec
dinamicen. Vgnezdeno Nashevo ravnovesje torej nastopi natanko tedaj, ko deloda-
jalec postavi zahtevo 5/3, tretji delavec pa je dinamicen. Za preostale delavce je
vseeno, kaksno strategijo postavijo, torej imamo formalno gledano 2% = 8 vgnezde-
nih Nashevih ravnovesij. V njih sta zaposlena dva delavca — eden ima korist nic,
drugi pa 1/6, delodajalec pa ima korist 4/3.

. Izhodisc¢e dvofaznega modela pogajanja dobimo iz Nashevega ravnovesja matri¢ne
igre iz razlik:

XY
Al—-4] 3
B| 4 |-3
c|-2|-1
e A B . . . . . .
V tej igri mesanica 12 1/2 strogo dominira akcijo C', igra pa ima edino mesano
. A B X Y oy ) .
Nashevo ravnovesje ((1 2 1 /2) , (3 7 4 /7)) Izhodis¢na dobitka obeh igral-

cev sta 23/7. Nato se igralca sporazumeta, da prvi igra C, drugi pa Y: pri tem
paru akcij imata najvecji mozni skupni dobitek 9. Le-tega si razdelita na pol, ker sta
njuna izhodis¢na izkupicka enaka: potem ko dobita vsak svoje, drugi placa prvemu
1/2 enote.

. Zaradi simetrije je dovolj izra¢unati Shapleyjevi vrednosti Stevil 1 in 2: velja x; = 4
in ro = r3. Izracunajmo najprej ;.

e Ce stevilo 1 pristopi h koaliciji kot prvo, ne spremeni dobitka koalicije.
Ce pristopi kot drugo, poveca dobitek za y — 1, kjer je y tevilo, ki je pristopilo
kot prvo.

Ce pristopi kot tretje, se dobitek poveca za 1, ¢e je prej Ze pristopilo §tevilo 2,
sicer pa se dobitek poveca za 2.

Ce pristopi kot zadnje, se dobitek poveca za 1.
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Sledi:

13
(1+24+3)+—-- -1+ -2+ 1:5.

1
xr1 = Z

Wl
o |
Wl
Ry
W =

1
T
Podobno izra¢unamo Se xs:
e Ce stevilo 2 pristopi h koaliciji kot prvo, ne spremeni dobitka koalicije.
e Ce pristopi kot drugo, poveca dobitek za 1, e je pred njim Stevilo 1 ali 3; &e
je pred njim 4, poveca dobitek za 2.
o Ce pristopi kot tretje, se dobitek poveca za 1, ¢e sta pred njim pristopili stevili
3 in 4; sicer se dobitek ne spremeni.
o Ce pristopi kot zadnje, se dobitek ne spremeni.
Sledi:

11 )

1 2
To=—-=-1+ 24— lzﬁ.

11
43 43 43
V resnici bi bilo dovolj izracunati le eno Shapleyjevo vrednost, saj dobitek polne
koalicije znasa x1 + x5 + x3 + x4 = 2(x1 + x2) = 3.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 18. 4. 2017

1. a) Naj i-ta druzina redi k; koz. Njen dobitek bo enak:

k. 6—0-4(k’1+k2+~~+k¢n)
i .

Ne glede na to, koliko koz redijo preostale druzine, bo dobitek i-te druzine maksi-
malen, ko bo vrednost k; e~%** maksimalna. Po krajsem rac¢unu dobimo, da se to
zgodi pri k; = 3. V edinem cistem Nashevem ravnovesju torej vsaka druzina redi
tri koze.

b) Naj vse druzine skupaj redijo k koz in si razdelijo mleko. Tedaj je korist posa-
mezne druzine enaka %e_o"““ , kar je maksimalno pri k£ = 3. Z drugimi besedami,
za skupno dobro bi bilo optimalno, ¢e bi vse druzine skupaj redile tri koze. Tedaj
bi imela vsaka druzina korist %6_1'2. V Nashevem ravnovesju pa ima posamezna
druzina korist 3e~12". Pri n = 1 je to enako, pri n > 1 pa ne, saj velja neenakost
%6*1'2 > 3e 12" ki je ekvivalentna neenakosti e!2=1) > n, slednjo pa lahko po-
kaZemo z indukcijo po n: za n = 2 dobimo e!? > 2, kar je res, indukcijski korak pa

je veriga neenakosti e!2" = e!2e! 2" > pnel? > 2 > n 4+ 1.

Sklep: Nashevo ravnovesje je za skupno dobro optimalno le pri n = 1.

o . . B . ..
2. Najprej opazimo, da za 1/2 < p < 2/3 meSanica < p) strogo dominira akcijo

1—

C'. Ko slednjo izlo¢imo, vidimo, da za 1/3 < ¢ < 2/3 meSanica (1 )_( ¢ Vq[/) strogo

B
, je najboljsi odgovor drugega
1—p p) J Jbolj g geg

dominira akcijo Z. Ce prvi igralec mesa <

igralca:

Y za0<p<2/5
Y in X za p=2/5;
X za2/b<p<l1/2
XinWzap=1/2
Wzal/2<p<Ll

Zdaj pa pogledamo, kako se na tej zgornji ovojnici obnasa koristnostna funkcija
prvega igralca. Za 0 < p < 2/5 upostevamo U;(A,Y) > Uy(B,Y), kar pomeni, da
mora biti p = 0. Dobimo ¢isto Nashevo ravnovesje:

(A,Y).

Za p = 2/5 iz principa indiferentnosti dobimo mesano Nashevo ravnovesje:

(s 25) (o 2))

Za 2/5 < p < 1/2 ne dobimo nicesar, saj ni indiferentnosti. Prav tako tudi nicesar
ne dobimo pri p = 1/2. Konéno za 1/2 < p < 1 upostevamo U; (A, W) < Uy(B, W),
kar pomeni, da mora biti p = 1, in dobimo ¢isto Nashevo ravnovesje:

(B,W).
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3. Najprej opazimo, da tretji stolpec dominira drugega, torej lahko drugi stolpec iz-
lo¢imo. V zozeni igri druga vrstica dominira tretjo. Tako se problem prevede na
vrednost matric¢ne igre:

a 5
5

Ce je a > 3, prva vrstica dominira drugo in vrednost igre je min{a,5}. Za a < 3 pa

ni dominacij in vrednost igre je enaka ‘1(1_—_175 Sklep: vrednost igre je enaka:
o ;as3
v = a 1 3<a<h
) ra > b,
4. Gre za matri¢no igro z matriko:
0 1 0 0 0 0]
1 0 -1 0 0 0
0o -1 0 1 0 O
o 0 1 0 —-120
o 0 0 -1 0 1
o 0 0 0 1 0

Oglejmo si najprej ravnovesja, kjer oba strogo mesata vse akcije. Oznacimo s p;
verjetnost, da prvi igralec pove Stevilo 4, s ¢; pa verjetnost, da drugi igralec pove
stevilo j. Iz principa indiferentnosti za drugega igralca dobimo:

P2 =pP1 —P3=—P2+Ps=pP3 —P5=—Ps+DPs=Ds,

od koder po krajsem rac¢unu (ob uposStevanju, da je vsota verjetnosti enaka ena)
dobimo:

_1 _1 _1 _1 _1 _1
p1_47 p2_127 p3_67 p4_67 p5_12a p6_4
Na enak nacin dobimo tudi:
_1 _1 _1 _1 _1 _1
Q1_4> Q2*127 %*67 q4*67 %*127 QG*4

Igra ima torej eno samo Nashevo ravnovesje, kjer oba igralca strogo mesata vse
akcije. Pri takih igrah pa to pomeni, da je to tudi edino mesano Nashevo ravnovesje.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 6. 6. 2017

1. Opazimo, da pri prvem igralcu v stanju w; akcija B strogo dominira obe preostali
akciji. Preostaneta prvi igralec v stanju wsy in drugi igralec. Za ta dva dobimo
naslednjo stratesko igro:

L12 D12
A, [8,410,3
By | 1,3|7,4]
Cy 6,254

Naj drugi igralec mesa L1, z verjetnostjo 1 —p in Di5 z verjetnostjo p. S primerjavo
koristnostnih funkcij prvega igralca dobimo naslednje moznosti na zgornji ovojnici:

e Ceje 0 < p < 2/7, prviigralec nujno igra A, takrat pa mora drugi nujno igrati
L, kar ustreza predpostavki o p. Dobimo ¢isto Bayesovo ravnovesje (B; Ay, Lis).

e Cejep = 2/7, je prviigralec indiferenten med A in C. A tudi drugi igralec mora
biti indiferenten med L in D, od koder dobimo mesano Bayesovo ravnovesje

B Ay Oy Lz Drz
"\2/3 1/3) \5/7 2/7) )

e Ceje 2/7T < p < 5/7, mora prvi igralec nujno igrati C, tedaj pa mora drugi
nujno igrati D. To pa je v nasprotju s predpostavko o p.

e Cejep=5/T7,je prviigralec indiferenten med B in C'. Pri kakrsni koli meganici
teh dveh akcij mora drugi igralec nujno igrati D, kar je spet v nasprotju s
predpostavko o p.

e Ceje 5/7 < p < 1, mora prvi igralec nujno igrati B, takrat pa mora drugi

igralec nujno igrati D, kar ustreza predpostavki o p. Dobimo ¢isto Bayesovo
ravnovesje (B Bs, Dis).

2. Poisc¢imo najprej vgnezdena Nasheva ravnovesja.

e Za x < 3 je edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje (AEH, C') in vektor koristno-
sti je (2,1).

e Za x > 3 je edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje (BEH, D) in vektor koristno-
sti je (3, z).

e Za x = 3 imamo dve vgnezdeni Nashevi ravnovesji, in sicer (AEH,C) z vek-
torjem koristnosti je (2,1) in (BEH, D) z vektorjem koristnosti (3, 3).
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Pripadajoca strateska igra ima tabelo:

C | D
AEG [2,1]2,1
AEH [2,1]2,1
AFG [2,1]2,1
AFH [2,1] 2,1
BEG | 1,3]0,1
BEH [1,33,x
BFG|0,1]0,1
BFH | 0,13,z

Ta igra ima pri vseh z ¢ista Nasheva ravnovesja (AEG,C), (AEH,C), (AFG,C) in
(AFH,C) in tam je vektor koristnosti (2,1). Pri z > 1 igra pridobi Se ¢isto Nashevo
ravnovesje (BF H, D), pri x > 3 pa Se ¢isto Nashevo ravnovesje (BEH, D). V obeh
slednjih je vektor koristnosti (3, ).

Od tod vidimo, da pri 1 < z < 3 v ¢istem Nashevem ravnovesju (BF H, D) oba
igralca dobita strogo vec¢ kot v edinem vgnezdenem Nashevem ravnovesju (AFH, C).
Pri ostalih x pa za vsako ¢isto Nashevo ravnovesje obstaja vgnezdeno Nashevo
ravnovesje, kjer oba igralca dobita vec ali enako kot v prvem ravnovesju.

. Pri neprenosljivi dobrini moramo izrac¢unati maksimum Nashevega produkta (z +
9)(y+4) v S. Ta bo dosezen na robu mnozice, torej tam, kjer je y = 1/z. Funkcija:

f(z) = (z+9) <é+4> :37+4x—|—2

doseze maksimum pri x = —3/2; tam je y = —2/3 in to je sporazum.
Pri prenosljivi dobrini pa moramo izracunati maksimum vsote x + y na mnozici S.
Le-ta bo spet dosezen na njenem robu, torej maksimiziramo x + 1/x. Maksimum je

dosezen pri x = —1 in je enak —2. V sporazumu je potem:
_—2-9+44 7 _—2+9-4 3
R L S R

Igralca to izvedeta tako, da izhajata iz (—1, —1), nakar prvi igralec drugemu placa
5/2.

. Lastnike, ki so dobili racun za 400€, imenujmo mali, lastnika, ki sta dobila racun
za 7T40€, pa naj bosta velika.

e Posameznemu lastniku se ne splaca najeti odvetnika, torej karakteristi¢na funk-
cija zanj znasa —400€, Ce je mali lastnik, in —740€, ce je veliki lastnik.

e Prav tako se odvetnika ne splaca najeti dvema malima lastnikoma: zanju ka-
rakteristicna funkcija znasa —800€.

e Vsem ostalim koalicijam pa se splaca najeti odvetnika in karakteristi¢na funk-
cija za tako koalicijo znasa —1000€.
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Izracunajmo zdaj Shapleyjevo vrednost za velikega lastnika.

o Ce vstopi v koalicijo kot prvi, njegov prispevek znasa —740€. To se zgodi z
verjetnostjo %

o Ce vstopi v koalicijo kot drugi, prvi, ki vstopi, pa je veliki lastnik, njegov

prispevek znasa —260€. To se zgodi z verjetnostjo % . }l = %.
e Ce vstopi v koalicijo kot drugi, prvi, ki vstopi, pa je mali lastnik, njegov pri-

spevek znasa —600€. To se zgodi z verjetnostjo % . % = %.

e Ce vstopi v koalicijo kot tretji, prva dva, ki vstopita, pa sta mala, njegov

prispevek znasa —200€. To se zgodi z verjetnostjo % . % = %.

e V vseh ostalih primerih prispevek velikega lastnika znasa 0€.
Veliki lastnik mora torej za odvetnika prispevati:

1 1 3 1
Z.74 — .2 = — . 200€ = 271
= TA0E€ + 5+ 260€ + - - G00€ + - - 200€ = 27T1€,

mali lastnik pa mora prispevati:

1000€ — 2 - 271€

= 152,67€.
3 Y
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 26. 6. 2017

Finan¢éna matematika

1. a) Oglejmo si nekega studenta. Ce med preostalimi $tudenti dva piseta hitro, dva
pa pocasi, se mu bo bolj splacalo pisati pocasi, pri vseh ostalih cistih strategijah
ostalih studentov pa se mu bolj splaca pisati hitro. Od tod dobimo dve vrsti ¢istih
Nashevih ravnovesij:

e vsi pisejo hitro (1 ravnovesje);

e dva piseta hitro, trije pa pocasi (10 ravnovesij).

b) Denimo, da vsak Student z verjetnostjo 1 —p piSe hitro, z verjetnostjo p pa pocasi
(0 < p < 1). Ce se posamezen $tudent premisli in pise hitro, je njegov pricakovani
izkupicek enak:

(1 —p)* +4p(1 — p)* + 6p*(1 — p)?] - 0% + [4p*(1 — p) + p*] - 100%,
¢e se premisli in piSe pocasi, pa je njegov pricakovani izkupicek enak:
[(1—p)* +4p(1 — p)*] - 65% + [6p*(1 — p)*> +4p* (1 — p) + p*] - 95%.
Po principu indiferentnosti mora biti oboje enako. Izenac¢imo in po ureditvi dobimo:

1

1—p)?=—.
p*(1-p) 36

Ta enacba ima Stiri resitve, od katerih sta naslednji dve med 0 in 1:

3++3
6

P2 = oziroma p; = 0211, py=0789.

2. Pri prvem igralcu, ki ne ve, ali je v wy ali w3, akcija C strogo dominira obe ostali
akciji. Tako se igra zreducira na naslednjo igro med prvim igralcem, ki ve, da je v
stanju wy, in drugim igralcem:

Li23 | Dia3
A 15,1142
B 175103
C, 134162

Oglejmo si zgornjo ovojnico koristnostne funkcije prvega igralca, ¢e drugi igralec
mesa <L123 D123>. Dobimo:
l—q ¢
e Byzal<q<1/3;
e Byin Ay za q=1/3;
e Ajzal/3<q<1/2
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e A in Cy za qg=1/2;

e C1zal/2<qg<1.
Zdaj pa pogledamo, kako se na zgornji ovojnici obnasa koristnostna funkcija drugega
igralca. Za( S q < ]_/3 upoétevamo, daje U2;123(31012, L123) > U2;123(31012; D123),
kar pomeni, da mora biti ¢ = 0. Dobimo ¢isto Bayesovo ravnovesje:

(B1Ch2, La3) -

Za q = 1/3 iz principa indiferentnosti dobimo mesano Bayesovo ravnovesje:

A B C Lyss  Diog

2/3 1/3) 72 \2/3 1/3)) "
Za 1/3 < g < 1/2 ne dobimo nicesar, saj ni indiferentnosti. Za ¢ = 1/2 pa spet iz
principa indiferentnosti dobimo mesano Bayesovo ravnovesje:

A G C Ly23 Dias

2/3 1/3) 72 \1/2 12 ) )"
Koné¢no za 1/2 <q< 1 upoétevamo U2;123(31012, L123) > U2;123(Blclz; D123>, kar
pomeni, da mora biti ¢ = 0, to pa je protislovje — ne dobimo Bayesovega ravnovesja.

. Ko so v igri Se vsi trije kovanci, ima Alfred mozne akcije A;, Ay in A3. Nato
lahko Bernard ponudbo sprejme ali pa zavrne: oznac¢imo to z B;s oziroma B;y,
kjer je i prvotna Alfredova ponudba. Ce Bernard ponudbo zavrne, lahko pripravi
protiponudbi B;; in B;,. Nato lahko Alfred ponudbo sprejme ali zavrne, oznac¢imo
to z A;js oziroma A;;z, kjer je i spet prvotna Alfredova, j pa Bernardova akcija.

Igro zacnemo resevati tako kot vse ekstenzivne igre: od spodaj navzgor. Ko ostaneta
le Se dva kovanca, ne glede na prvotno Alfredovo ponudbo, ki jo Bernard zavrne,
dobimo naslednje drevo igre:
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Ta igra ima edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje (A;1s, Bi1), kjer vsak od igralcev
dobi po en kovanec.

Postavimo se sedaj na zacetek igre in v primeru, ko Bernard ponudbo zavrne, za
dobitka postavimo kar tista iz vgnezdenega Nashevega ravnovesja nadaljnje igre.
Dobimo drevo:

(¢rte so treh debelin: najdebelejSe so poteze, ki se jih igralcu splaca povleci pri
vseh vgnezdenih Nashevih ravnovesjih nadaljnje podigre, najtanjse so tiste, ki se jih
igralcu ne splaca povleci pri nobenem vgnezdenem Nashevem ravnovesju nadaljnje
podigre, srednje debele pa tiste, ki se jih igralcu pri doloc¢enih vgnezdenih ravnovesjih
nadaljnje podigre splaca, pri dolo¢enih pa ne splaca povle¢i). Vgnezdena Nasheva
ravnovesja so:

(A1A115 A5 As1s, BigBaosBssB11Ba1 Bs1)
(A1A115AnsAsis, BizBagBssBi1Bo1Bsp) in
(AsAj1sA21sAsis, BizBagBssBi1B21Bsy) .

. Funkcija v je superaditivna za 6 < a < 8. Za a = 6 so imputacije in jedro prikazani
na naslednji skici:
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T1+x2>6
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 22. 8. 2017

Finan¢éna matematika

1. Oznacimo s p(k, ) pricakovani dobitek igralca, ki izbere [ $tevilk, pri ¢emer njegova
protiigralca izbereta k Stevilk. Nashevo ravnovesje nastopi, ko je p(k, k) > p(k,1)
za vse [. Iz

p(171)—f—o'%-l<p(1,2)_%.%.g.2,
p(2>1):%'g-%-l<p(2,2):%.g.%.g.2>
>p(2,5):1%-g-1%.g.g.%.%.5>
>p(2,6):%.g.%.gé.%%é.&
p(2,1) =0 zavse l > 6,
p(3,2)=1—70-8-%%%-2>p(3,3)—E.g.g.%.g.g.g,
p(4,1):%~g-§%%-1>p(4,4):o,

p(k,l) =0 zavsek>4invse ! >0

dobimo, da Nashevo ravnovesje nastopi, ¢e bodisi vsak igralec izbere dve Stevilki
bodisi vsak igralec izbere vec kot stiri Stevilke.

2. Najprej za vsakega igralca z vrednostjo komponente, ki jo pozna (to je njegov signal)
izracunajmo pogojno porazdelitev druge komponente in nato pripadajoco koristno-
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stno funkcijo:

L,Ls | LyRs | RyLs | RyRs

2 2
.| 22 | 3 | 42 | 5
L s L,Ls | L,Rs | R,Ls | R,R;
e (o o) BT
B8
L’Y }E’Y
T.Ts | 7 | 2
) 7
fao (2/3 1/3) e
atp
B.Bs| 3 | 4
Ls | Rs
T.T5 | 1|3
=% ( a B ) T.Bs | 12 | 32
1/3 2/3 BT (ool
ad 3 3
BoBs |33 ] 3

Sledimo namigu in opazimo, da pri igralcu P, , akcija B, strogo dominira akcijo 7.

Ko slednjo izlo¢imo, dobimo, da pri igralcu P, s akcija Ls strogo dominira akcijo s

(¢e ne izlo¢imo T,, pa te dominacije ni). Preostane le Se naslednja igra med P; s in
PQWZ

Plﬁ\PM L’r Rv

T3 4,5 11,2

Bg 2,314,4

Ta igra ima ¢isti Nashevi ravnovesji (1, L,) in (Bg, R,). Ker nikjer ni ustreznega
ujemanja vrednosti, kombinacij ¢isto—mesano ni. Preostane le Se, da oba mesata.
s B L
Iz principa indiferentnosti dobimo, da je profil (( p h ) , < K RV))
L—=p p l—q ¢
mesano Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja 4—3q¢ = 24+2¢q in 5—2p = 2+ 2p,
torej p = 3/4in ¢ = 2/5. Izvirna igra ima torej naslednja tri mesana Bayes—Nasheva
ravnovesja:

. Ts Bs L, R,
(BuTs, Lo Ls),  (BaBs,R,Ls) in <£i¥(1/4 3/4> : (3/5 25) L)

3. Ce drzava B proizvede koli¢ino ¢, ima od tega korist:

(14 q)%*

_ 4
2 Y
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¢e je ¢ > 0, in 0, ¢e je ¢ = 0. Opazimo, da je lim,oup(p,q) = 1/(1 + p) in
lim, o0 up(p, q) = —o0. Iz parcialnega odvoda:

auB 3 1

——(p,q) = 715

Jq 41+ p)(1+q) 2
in pogoja, da je p < 1/2, dobimo, da je funkcija ¢ — wug(p,q) najprej narasca-
joca. Ker gre proti minus neskoncno, ko gre ¢ proti neskon¢no, doseze maksimum v
stacionarni tocki. Ko odvod izenac¢imo z ni¢, po krajsem racunu dobimo:

- [aa)

Zdaj pa si oglejmo Se korist drzave A:

P
ua(p,q) = T+, (1+¢q)%*,

U —3 ' -1 = ﬁ p

S G BT R
Iz totalnega odvoda:

d [ 3 r ) 27 1-3p

—u | = =

dp "\ 2001 p) 8 (1+p)p
dobimo, da je maksimum doseZen pri p = 1/3. Vgnezdeno Nashevo ravnovesje je
torej:

[l e
= 20+ p) Py

. a) Iz v({1,3}) > v({1}) +v({3}) sledi a > 5, iz v({1,2,3}) > v({1,3}) + v({2}) pa
a < 7. Hitro preverimo, da so ostali pogoji za superaditivnost izpolnjeni, torej je
funkcija superaditivna za 5 < a < 7.

b) Za izrac¢un Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:

Vrstni red 1 2 3
12253 1 3 | 5
BRI NN [ 2 6
2y 251253 2 | 2 | 5
2eo- 3 21| 3 | 2 | 4
L3 2122 3 | 2 | 4
2322251 3 | 2 | 4

Povprecje 13/6 | 13/6 | 14/3

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢; = ¢ = 13/6, in ¢3 = 14/3.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 6. 9. 2017

Finan¢éna matematika

1. a) Gre za kvadratno matri¢no igro. Ce Amalijine akcije predstavimo z vrsticami,
Bogdanove pa s stolpci, dobimo matriko:

6 6 6

Z. z.l Z.l
Z. Z.Q Z.1
7l 71 %2

Splaca se najprej pogledati ravnovesja, kjer oba igralca strogo mesata vse akcije.
Oznac¢imo z a; verjetnost, da Amalija izbere Stevilo i, z b; pa verjetnost, da Bojan
izbere Stevilo j. Iz principa indiferentnosti dobimo enacbe:

5 4 6 5 4
1+?'26L2+7CL3 7@14‘7@24—?'2&3,

g-2a1+§a2+%a3:$a =

2 (261 + by + bs)

Ob upostevanju, da je vsota verjetnosti enaka ena, po krajsem ra¢unu dobimo:

=

_ 10 1 _ 15, _ 3 1 _ 23
=37, Q2=32, a3=3; bi=2%, b , b3=3%2

a1 = 37"

w
3

Ker je to edino Nashevo ravnovesje, kjer vsi strogo mesajo, in ker gre za kvadratno
matri¢no igro, je to tudi edino mesano Nashevo ravnovesje nasploh.

b) Postena cena igre bi bila:

6 10 4 512 4 415 __610 45 9 12 4 415 __ 610 4 512 4 4 o 15 _
2 g tein i Ta gt gty T ottt 25
—6(9.3 4 1L 4 23y __5(3 Iy 23y 4 (3 4 11 23
_7(2 37+37+37)_7(37+2 3+7)_7 37 T 37 T2 37)_
— 240 - oy
= 559 = 07927

2. Akcija B pri prvem igralcu v stanju a strogo dominira obe preostali akciji. Ko jo
odstranimo, dobimo naslednjo igro med prvim igralcem v drugem stanju in drugim
igralcem:

Lag Ca,B Rag

Ts | 1,5 | 4,6 | 8,7

Mg |5,53,35] 4,3

Bg | 4,3] 54|75

f’jﬁq R;/g)’ kjer je 1/2 < q < 5/6, strogo dominirajo akcijo

Cop. Ko jo izlo¢imo, lahko pois¢emo zgornjo ovojnico koristnostne funkcije prvega
Lagp Raﬁ).

l—q q )

o Mzza0<gq<1/4;

e Mg in Bg za qg=1/4;

V tej igri mesanice

igralca, ¢e mesa (
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e Bgzal/d<q<3/4

e Bgin Ty za q¢ = 3/4;

o Tzza3/4<q<l.
Zdaj pa pogledamo, kako se na zgornji ovojnici obnasa koristnostna funkcija drugega
igralca. Za 0 < ¢ < 1/4 upostevamo Us o3(BaMga, Lag) > Usap(BaMp, Rap), kar
pomeni, da mora biti ¢ = 0. Dobimo ¢isto Bayes—Nashevo ravnovesje:

(BaMg, Log) -

Za q = 1/4 iz principa indiferentnosti dobimo meSano Bayes—Nashevo ravnovesje:

B (Ms Bs\ (Las Ras
«\1/2 1/2) " \3/4 1/4) )"
Za 1/4 < q < 3/4 ne dobimo nicesar, saj ni indiferentnosti. Prav tako ne mo-
remo dobiti indiferentnosti za ¢ = 3/4. Koncno za 3/4 < ¢ < 1 upoStevamo

Us,ap(BaTp, Lag) < Usap(Balp, Rag), kar pomeni, da mora biti ¢ = 1, in dobimo
¢isto Bayes—Nashevo ravnovesje:

(B3, Rag) -

3. Drevo igre:

60 — x 60 — x - 90 + 3
120—x 120+ % 120—2 90+ 3
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Tu smo z V' oznacili vnov¢itev, z S pa vlozitev v sklad. Jasno je, da, ¢e prvi igralec
igra V, drugi igra Sy. Ce prvi igralec igra S, pa moramo lo¢iti tri moznosti: pri
xr < 20 drugi igra Vs, pri > 20 igra Vi, pri x = 20 pa je indiferenten. Te tri
moznosti moramo lociti tudi, ko iS¢emo vgnezdena Nasheva ravnovesja v podigri,
ki jo zacne prvi igralec: pri z < 20 je to (V, Sy Vs), pri > 20 je to (S, SySs), pri
x = 20 pa sta oba profila vgnezdeni Nashevi ravnoves;ji.

Oglejmo si zdaj $e igro od zacetka. Ce je x < 20, organizator placa 180 — 5 Ce je
x > 20, organizator placa 180+ z. Ce pa je = 20, je strosek organizatorja odvisen
od vgnezdenega ravnovesja podigre: pri (V, Sy Vs) placa 180 — 3, pri (S, SySs) pa
placa 180 + x. Le v prvem primeru je dosezen globalni minimum. Igra ima torej
eno samo vgnezdeno Nashevo ravnovesje, ki ga lahko zapisemo kot:

" (5, 5vSs) ;x>20 )

. a) Resitev igre izhaja iz maksimalne vsote dobitkov, ki je enaka 7, in vrednosti
pripadajoce matri¢ne igre razlik:

-3 6

B

ki je enaka 3 in je dosezena v mesanem Nashevem ravnovesju:

(G o) (i 2i)-

To pomeni, da prvi igralec dobi % = 5, drugi pa % = 2. To lahko realizirata

tako, da se dogovorita za profil (B, L), nakar prvi igralec drugemu placa 1.

b) Mnozica dopustnih sporazumov je naslednji lik:

Iz mesanega Nashevega ravnovesja pri prejsnji tocki dobimo pogajalsko izhodisce

(%, g), ki je na zgornji sliki oznaceno s kvadratkom. Ker se to izhodisce nahaja v

mnozici dopustnih sporazumov, je Nasheva resitev tega pogajanja tista tocka (x,y)
v tej mnozici, kjer je Nashev produkt (m — %, Yy — %) maksimalen. Znano je, da je to
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na robu te mnozice, ocitno pa tudi tam, kjer je x > % iny > % Vse taksne tocke
pa so na premici y = 4 — x/2. Ko vstavimo v Nashev produkt, dobimo izraz:

222 — 19z — 45
4 )

ta pa je maksimalen pri z = %. Iskana resitev je torej (%, %), igralca pa jo lahko
realizirata tako, da sporazumno mesata:

(G0 @)

o1
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 20. 11. 2015

Finan¢éna matematika

1. Pois¢imo najboljsi odgovor posameznega plemena pri danih akcijah ostalih plemen.
Zgolj od njih je odvisna koli¢ina @); = () —¢;. Pri fiksnem (); moramo maksimizirati:

U = ¢ €_Q$_2Qi%_qi2 ]

Pri ¢; =0 je u; = 0. Pri ¢; > 0 je u; > 0, a gre proti nic¢, ko gre ¢; proti neskonc¢no.
Zato je maksimum doseZen v stacionarni tocki. Odvajamo:
8ui
0q;

2

=(1-2Q;q; — 2%‘2) e~ Qi 2Qiai—q} (1 —-2Qq¢) e 9

Nashevo ravnovesje je torej dosezeno, ¢e je 1 — 2Q)q; = 0 za vse 7. SeStejemo in
dobimo n — 2Q? = 0, torej Q = /n/2. Spet upostevamo, da je 1 — 2Qq; = 0, in

dobimo:
1 1

q4 = — = — .

Y20 Von
To je torej edino Nashevo ravnovesje in je simetricno — vsako pleme terja enako
koli¢ino. Zdaj pa opazimo, da, ¢e vsako pleme zahteva ¢, vsako dobi:

u:=q e
Ta koli¢ina je spet pri ¢ = 0 enaka nic, pri g > 0 strogo vec¢ja od nic¢, a gre proti nic,
ko gre ¢ proti neskon¢no. Zato je maksimum dosezen v stacionarni tocki. Odvajamo:

d
o= (L2t g
1
in dobimo, da je maksimum dosezen pri ¢ = ¢* = 5 Pri vsaki drugi vrednosti
n

g-ja je u strogo manjsi. Ker je terjana koli¢ina vira v edinem Nashevem ravnovesju
razlicna od ¢*, pri profilu, ko vsako pleme terja ¢*, res vsa dobijo strogo vec¢ kot v
edinem Nashevem ravnovesju.

2. Naj 5 — k igralcev izbere belo, k igralcev pa ¢rno barvo. V spodnji tabeli je za vsak
k prikazan pogoj, ki morajo veljati za igralca, ki izbere belo oz. ¢rno, da se mu ne
splaca premisliti:

|

H belo \ ¢rno ‘
0> 4 —
—-1>-3] 4> 0
2> 2|-3>-1
3> -1 2> 2
4> 0|-1>-3
— 0> 4

QY = W N —| D]
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Vidimo, da je vse izpolnjeno le pri k = 1 in k = 4. Cisto Nashevo ravnovesje torej
nastopi, ¢e eden od igralcev izbere eno, stirje pa drugo barvo. Formalno gledano je
takih ravnovesij deset.

Poisc¢imo Se simetricna mesana ravnovesja, pri katerih posamezen igralec izbere belo
z verjetnostjo % —t in ¢rno z verjetnostjo % +t. Ce se premisli tako, da vedno izbere
belo, je njegov pricakovani dobitek enak:

4E =0’ G+t - () +6(E =) (E+t) 244 =) (B +0) - (=3)+ (L +0)" -4,
¢e se premisli tako, da vedno izbere ¢rno, pa je enak:
A=) a4 =G+ - (=3)+6(5 =) (3 +1)° - 24+4( =) (3 +1)° - (-1).

Po principu indiferentnosti mora biti to dvoje enako. Po krajsem rac¢unu dobimo
32t3 = 0, kar pomeni, da je edino meSano Nashevo ravnovesje tisto, pri katerem
vsak igralec z verjetnostjo 1/2 izbere belo in z verjetnostjo 1/2 ¢érno.

. Cisto Nashevo ravnovesje je kvedjemu (T, L), in sicer le pri @ > 3. Kvecjemu pri
a = 3 lahko nastopi Nashevo ravnovesje, pri katerem eden od igralcev igra cisto
strategijo, drugi pa strogo mesa. Natancneje, pri a = 3 bi lahko prvi igralec igral

mesano strategijo < 5), drugi pa igral ¢isto L. Za drugega igralca dobimo

1 —
3—3p>1+6p, torej p < 2/9. Takrat je ta profil res mesano Nashevo ravnovesje.

Oglejmo si se, kdaj lahko oba igralca strogo mesata — natancneje, prvi igra

I—p
dobimo 3 — 3p = 1 + 6p, torej p = 2/9, iz principa indiferentnosti za prvega igralca
pa dobimo a(1 — q) + 3¢ = 3 — q, torej ¢ = =3 (za a = 2 enacba nima resitve). To

a—4
stevilo je strogo med 0 in 1 pri a < 3.

T B . L o . .
( p)’ drugi pa (1 _yq ]j) Iz principa indiferentnosti za drugega igralca

Ce povzamemo, so meSana Nasheva ravnovesja:

cmios<a (g o) (1 )

e pria>3: (T,L).
. Najprej opazimo, da je akcija Z strogo dominirana z meSano strategijo

X Y . ) . .
((1 4 q))’ brz ko je 1/5 < ¢ < 1/3. Ko jo odstranimo, gledamo zgornjo
ovojnico koristnostne funkcije prvega igralca pri prej omenjeni mesani strategiji
drugega igralca. Dobimo:

e Bza0<gq<1/4
e Bin Czaq=1/4
o Czal/d<q<2/3;
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e Ain C za q=2/3;
e Aza2/3<q<1.

Zdaj pa pogledamo, kako se na zgornji ovojnici obnasa koristnostna funkcija drugega
igralca. Za 0 < ¢ < 1/4 upostevamo Uy(E, X) > Uy(E,Y), kar pomeni, da mora
biti ¢ = 0. Dobimo ¢isto Nashevo ravnovesje:

(B, X).

Za q = 1/4 iz principa indiferentnosti dobimo mesano Nashevo ravnovesje:

(s i) (o i)

Za 1/4 < q < 2/3 ne dobimo nicesar, saj ni indiferentnosti. Za g = 2/3 pa spet iz
principa indiferentnosti dobimo mesano Nashevo ravnovesje:

(s is) - (s oin))

Konéno za 2/3 < ¢ < 1 upostevamo Us(A, X) > Uy(A,Y), kar pomeni, da tam ni
mesanih Nashevih ravnovesij.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 29. 1. 2016

Finan¢éna matematika

1. Ce matriki igre odstejemo matriko, ki ima vse elemente enake 5, dobimo diago-
nalno matriko z diagonalci —4, —5 in —1. Ker so vsi istega predznaka, je vrednost
pripadajoc¢e matri¢ne igre enaka:

1 20
“1.,.1,1 " o99°
1t+ts+1 29
20 125
Vrednost izvirne matri¢ne igre pa je enaka 39 +5= 29 = 4'31.

2. V stanju w; akcija A strogo dominira akcijo B, v stanju ws pa je za prvega igralca
¢isto vseeno, kaj igra — ne glede na to, kako igra prvi igralec. Nadalje je tudi korist
drugega igralca neodvisna od tega, kako v stanju wy igra prvi igralec. Tako se igra
prevede na naslednjo stratesko igro za dva igralca:

L123 D123
A, 9,1 1,2
B;| 3,31 5,0

. . . . As Bs Liss Dias
Ta igra ima edino mesano Nashevo ravnovesje ((3 /a1 4) , (2 /5 3/5 .

Iskana mesana Bayesova ravnovesja so torej:

AQ BQ A3 B3 L123 D123 .
<A1’<1—p p)’ (3/4 1/4)’ (2/5 3/5))’ Osp=l.

3. a) Narisimo drevo igre. Tanke ¢rte predstavljajo poteze, ki se ne splacajo, debele
pa poteze, ki se splacajo.
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M%) /(M%)

«
/ / 7 /

/ G/ /
QK KQJ JK IKQ QKJ
18 18
27 18 21 18 27 18 24 18

b) Z upostevanjem potez, ki se splacajo oz. ne splacajo, podigri, ki pride iz poteze
@, ustreza naslednja strateska igra:

Gq | Dqg

JQK | 15,20 | 18, 18
KQJ | 9,20 25,21

Ta igra ima mesana Nasheva ravnovesja:

vaK Go). cerng w (P KT) (G Do)

in v njih Leon dobi 15, 25 oziroma 23 = 16%. Podigri, ki pride iz poteze K, pa

13
ustreza naslednja strateska igra:

Gx | Dx
JKQ 12,25 18,18
QKJ| 9,25] 20,24

ki ima le ¢isto Nashevo ravnovesje (JKQ,Gf), v katerem Leon dobi 12.

Zdaj pa primerjamo, koliko Leon dobi, ¢e v prvi potezi Mirku da damo oziroma
kralja, in dobimo naslednja mesana vgnezdena behavioristi¢no mesana Nasheva rav-
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novesja:

(QuJQK7’]KQ7Df]QK7 IKQJ7 fJKQaG/QKﬁ GQvGK)v
(Q,KQJ, JKQ, Do, Giorn Dk Goxsi Da,Gk)

JQK KQJ C e r o (Ga Daq
(Q? ( 1/3 2/3 ) 7JKQ7DJQK7 KQJ»~JKQ» Y QKJ>» (7/13 6/].3 7GK .

c¢) Ce Leon v drugi potezi igra strogo mesano strategijo, mu karta, ki jo je obdrzal
zase, seveda ni zagotovljena: to bi se zgodilo le, ¢e bi Mirko igral glede na njegovo
drugo potezo, a o le-tej on nima informacije. Omejimo se torej na ciste strategije.
Ce Leon v prvi potezi da Mirku damo, mu je karta, ki jo obdrzi zase, zagotovljena
— ne glede na to, ali je fant ali kralj. To se zgodi tudi v vgnezdenem behavioristi¢no
mesanem Nashevem ravnovesju. Ce pa bi Leon v prvi potezi dal Mirku kralja, mu
karta, ki bi jo obdrzal zase, ne bi bila zagotovljena — niti fant niti dama.

. a) Upostevajo¢, da posameznik sam ne more dobiti ni¢esar, dobimo, da so smiselne
tiste vrednosti, pri katerih vsi trije skupaj dobijo najmanj toliko kot katera koli dva,
ki sta skupaj, torej, ce je a > 3.

b) Naj bo (z,y, z) imputacija, pri ¢emer naj x oznacuje dobitek Zenske, y in z pa
dobitka moskih. Imputacija pomeni, da velja z,y,z > 0in x +y + z = a.

Igra je brez jedra natanko tedaj, ko za vsako imputacijo obstajata dva, ki skupaj
dobita strogo manj, kot bi dobila, ¢e bi izstopila iz polne koalicije, torej ce je bodisi
x4y < 3 bodisi x + z < 3 bodisi y + 2z < 2. Se drugade, igra je brez jedra natanko
tedaj, ko za vsako imputacijo (z,y, z) velja bodisi z > a — 3 bodisi y > a — 3 bodisi
r > a—2. Se drugace, igra ima jedro natanko tedaj, ko obstaja imputacija, za katero
vejar <a—2,y<a—3in z <a—3. Od tod sledi a < 3a — 8 oziroma a > 4.
Dokazimo Se obratno: pri a > 4 konstruirajmo delitev dobitka polne koalicije, ki je
v jedru. Glede na prej dognano jo nastavimo v obliki:

r=a—2—-0, y=a—3—6, z=a—3—9,

kjer 6 nastavimo tako, da je z +y + 2z = a. To se zgodi pri § = 2(a — 4)/3. Delitev
bo v jedru natanko tedaj, ko bo 0 < § < a — 3, to pa je res za vse a > 4. Brz ko je
slednje res, je torej delitev:

a—+2 a—1 a—1
) y: ) Z:
3 3 3

xr =

v jedru. Torej ima igra neprazno jedro natanko tedaj, ko je a > 4. 7Z drugimi
besedami, igra je brez jedra natanko tedaj, ko je a < 4.

98



Resitve izpita iz teorije iger z dne 5. 2. 2016

Finan¢éna matematika

1. Ce jena trgu d dobrih in 100—d slabih izdelkov, Nashevo ravnovesje nastopi natanko
tedaj, ko velja:

! > 2 cd>1,
100 +d — 100 + 3(100 — d + 1) -

1
>
100 + 3(100 —d) — 100 +d + 1

7 d <99.

Po ureditvi dobimo 396 < d < 40°6, torej d = 40. Edino ¢isto Nashevo ravnovesje
nastopi, e je na trgu 40 dobrih in 60 slabih izdelkov.

2. Igra ima dve stanji, recimo jima n in v: v prvem ima drugi proizvajalec proizvodne
stroske 5 evrov, v drugem pa 8 evrov na izdelek. Vsak proizvajalec ima dve mozni
akciji: T' kot iti na trg in U kot umakniti se. Koristnosti predstavimo s tabelama:

Stanje n: Stanje v:
Tg U2 T2 U2
T, | —1,11{3,0 T, | —1,-23,0
Uil 0,5]0,0 Uy 0, 20,0

Prvi proizvajalec prejme iz obeh stanj enak signal, drugi pa iz vsakega stanja svo-
jega. Tako dobimo klasi¢no stratesko igro:

TQnTQU T2u UQU U2n TQU UQu U2U
1 -1;1,-2]2,1,0]0;,0,—-2|3;0,0
Uy 0;5, 210;,5, 00,0, 2/0;,0,0

Vidimo, da akcija 75, dominira akcijo Us,. Tako se igra zreducira na stratesko igro
za dva igralca:

T2v U2n
T | —1,-212,0
U | 0, 2/0,0

Ta igra ima meSana Bayesova ravnovesja (Uy, Ty, ), (11, Us,) in

Tl Ul T2’U UQ’U o ) ) )
((1/2 1/2) , (2/3 1/3> ) Mesana Bayesova ravnovesja dane igre so torej:

. 7y U, T Uy
(U1, TanT30),  (Th,T2nUszy) in ((1/2 1/2)’T2n (2/3 1/?’))‘

3. a) Drevo igre:
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40 40 60 70
70 80 70 70

Igra ima vgnezdeni Nashevi ravnovesji (V, VpDy) in (V, VpVy).

b) Igra ima zdaj naslednje drevo:

2z — 150 —120 —130 —2x — 100
60 — x 60 — 40 + z 50+
90 — x 60 + x 90 — x 50 + x

Obravnavajmo igro od Bojanove poteze naprej v odvisnosti od Andrejine poteze z:
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H Vgnezdeno NR \ Andrejin izdatek ‘

x <10 (D, DpDy) 150 — 2x
- — 10 (D, DpDy) 130
(V,DpDy) 130
10<x<15 (V,DpDy) 130
15 (V,DpDy) 130
(V,VpDy) 130
15 <z <20 (V,VpDy) 130
B (V,VpDy) 130
v=20 V. Vo) 140

Od tod vidimo, da se Andreji najbolj splaca izbrati 10 < x < 20.
. Pripadajoca matri¢na igra je igra razlik:

X\|\Y | Z|U
G|O0O|3]5]|6
D{5|3|1]0

Mesano Nashevo ravnovesje je dosezeno na minimumu zgornje ovojnice koristnostne
funkcije drugega igralca, ta pa ustreza maksimumu spodnje ovojnice koristnostne
funkcije prvega igralca. Naj torej prvi igralec igra G z verjetnostjo 1 — p in D z
verjetnostjo p. Dobimo:

’ H Uy \akcije‘
0<p<6/11 5p X

p=06/11 30/11 | X, U
6/11l<p<1|6-—6p| U

Vidimo, da je maksimum dosezen pri p = 6/11, drugi igralec pa mesa X in U.
Iz principa indiferentnosti za prvega igralca dobimo, da mora drugi mesati X z
verjetnostjo 6/11 in U z verjetnostjo 5/11. Iskano Nashevo ravnovesje je torej:

(7 am) (o sim))-
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 17. 6. 2016

Finan¢éna matematika

1. Najprej pois¢imo ¢ista Nasheva ravnovesja. Ce vsi izberejo isto barvo, to ocitno
ni Nashevo ravnovesje. Preostanejo Se primeri, ko eden izbere eno barvo, dva pa
drugo. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da eden izbere belo, druga dva pa
¢rno. Tistemu, ki izbere belo barvo, se to vsekakor splaca. Kaj se splaca preostalima
dvema, je prikazano v naslednji tabeli (z B ozna¢imo izbiro bele, s C' pa ¢rne barve):

Py edini izbere belo: uy(B,C,C) = -1, uy(B,B,C) = -3,
us(B,C,C) = —1, uy(B,C,B) = —2.

P, edini izbere belo: u,(C,B,C) = -2, w(B,B,C)= -3,
U3(O,B,O)——2, U3(O7B,B):—]_

Py edini izbere belo: u(C,C,B) = -3, w(B,C,B)= -2,
us(C,C,B) = =3, us(C,B,B)=—1

Od tod dobimo, da sta ¢isti Nashevi ravnovesji le (B,C,C) in (C, B, B).

Oglejmo si zdaj Se primer, ko vsi trije strogo mesajo, torej profil:

(20D (29 (20 9)

Za vse tri igralce mora veljati princip indiferentnosti, od koder dobimo sistem:

602—|-403:5,
6cy + 2c3 =4,
4(31+2C2:3,

ki ima edino resitev ¢; = ¢y = ¢3 = 1/2 (to resitev mora imeti zaradi simetrije igre).

2. Prirejena igra s popolno informacijo ima pet igralcev: prvega s signalom iz stanja
w1, prvega s signalom iz stanj ws in ws, drugega s signalom iz stanja w;, drugega s
signalom iz stanja wy in drugega s signalom iz stanja ws. Opazimo, da pri drugem
igralcu s signalom iz stanja w; akcija D dominira akcijo L. Od tod sledi tudi, da
mora prvi igralec v stanju wy igrati A. Pri drugem igralcu s signalom iz stanja ws
pa akcija L dominira akcijo D. Tako ostaneta le Se prvi igralec s signalom iz stanj
wy in ws ter drugi igralec s signalom iz stanja ws. Za njiju dobimo naslednjo igro s
popolno informacijo:

Ly | Dy
Ags | 3,7(7,2
Bys [ 5,7 14,9

Ta igra ima le eno meSano Nashevo ravnovesje, ki da mesano Bayesovo ravnovesje

prvotne igre:
Asz DBas Ly Dy
(Al (2/7 57) Pi\sgs 275) 1)
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3. Vgnezdeno Nashevo ravnovesje opisemo tako, da za vsako vozlisce, v katerem se
posamezen igralec lahko znajde, povemo, kaj tam stori. Pri tej igri je nadaljnji
potek igre skupaj z nadaljnjimi izplacili odvisen samo od ostanka tablice, ki je Se na
voljo. Torej je dovolj za vsak ostanek tablice preuciti, koliko od tedaj naprej dobi
igralec, ki je na potezi, ¢e odlomi doloc¢en del tablice, in kaj se mu splaca. To je
prikazano spodaj.
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1)1 111
1
—-1(1 1)1 1
—-1(1 1)1
5 5 -1
5 3
1 1 3 2
1 3 3 3
3 4
3 3

4. Igralci so seveda mesta, dobitek koalicije pa so negativno predznaceni maksimali
stroski letalisca, ki ga potrebuje posamezno mesto v koaliciji. Za izracun Shapley-
jevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji za vse mozne vrstne
rede pristopanja:

Vrstni red A B C
_240A ‘1200 —240 | —60 | —120
A 1800 Bl —240| 0 |-180
0B -5 4 1200 0 |—300|—120
‘3°°B 2o Al 0 |-300]|-120
2oL aAa%B| o 0 | —420
2oL B-% Al o 0 | —420
Povprecje —80 | =110 | =230

Mesto A mora torej placati 80, mesto B 110, mesto C' pa 230 milijonov dolarjev.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 20. 11. 2014
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Preferencni funkciji trgovca in drzave sta:

(b )—{(1—1’)3(2%—17)+<2p—p2)(\/5—2b) b4
TOPIEU - p2(2vh—b) + (2p— ) (VE—2b) b>4

up(b,p) = p(1 —p)*(2Vh - 1), .

Lotimo se najprej najboljSega odgovora trgovca. Ne glede na p velja, da je ur(b, p)
strogo narasc¢ajoca v b za b dovolj blizu nicle in strogo padajoca v b za b > 4 (taka
sta namre¢ oba izraza 2vb — b in Vb — 2b). Zato je maksimum nujno v stacionarni
tocki 0 < b < 4. Oglejmo si sedaj najboljsega odgovora drzave. Ker je 2v/b—b > 0,
je le-ta dosezen pri tistem p, kjer izraz p(1 — p)? doseZe maksimum. Krajsi racun
pokaze, da je to pri p = 1/3. Za ta p in 0 < b < 4 velja:

31vb — 38D

UT(b7p> = 27 9

kar je maksimalno pri b = (31/76)? = 961/5776 = 0°166.

> A (a+15)/4
o | B (X Y) (10 +3b)/4
1ol \1/4 3/4) ) T | (d+21)/4

D 1

sledi, da mora veljati b = —2 ter a < —11 in d < —17. Nadalje iz:

U2<(21/33 11/)3), X Y Z]):[Q 2y/3+1 4+ z/3]

sledi, da mora veljati y = 3/2 in z < —6. Parametra c in x pa sta lahko poljubna.

3. Ce vsi vrzejo enako, se vsakemu splac¢a zamenjati akcijo, saj pred zamenjavo ne
dobi ni¢, po zamenjavi pa vsaj dva evra (seveda ob predpostavki, da druga dva
igralca akcije ne zamenjata). Zato to ni Nashevo ravnovesje. Ce dva igralca vrzeta
grb, eden pa cifro, se tistemu, ki vrze grb, prav tako splaca zamenjati akcijo: pred
zamenjavo placa dva evra, po zamenjavi pa le en evro. Zato tudi to ni Nashevo
ravnovesje. Koncno si oglejmo Se primer, ko dva vrzeta cifro, eden pa grb. Igralec,
ki vrze grb, dobi dva evra, ¢e bi zamenjal akcijo, pa ne bi dobil nicesar. Igralec,
ki vrze cifro, pa placa en evro; ¢e bi zamenjal akcijo, bi placal dva evra. Zato ta
moznost je Nashevo ravnovesje. Formalno gledano ima torej igra tri ¢ista Nasheva
ravnovesja, pri katerih dva vrzeta cifro, eden pa grb.
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Pois¢imo mesano Nashevo ravnovesje, kjer vsak od igralcev vrze grb z verjetnostjo
p, cifro pa z verjetnostjo 1 — p. Recimo, da je to prvi igralec. Iz:

a(le] (8 9) 65 9) -t

dobimo, da Nashevo ravnovesje nastopi, ¢e je 6p> —2p = 6p? —8p+2, torej p = 1/3.
Nashevo ravnovesje torej nastopi, brz ko vsak od igralcev vrze grb z verjetnostjo
1/3 in cifro z verjetnostjo 2/3.

Obstajajo pa tudi mesana Nasheva ravnovesja, ker eden od igralcev igra cisto stra-
tegijo, druga dva pa mesata. Recimo, da eden vedno vrze cifro, od drugih dveh pa
vsak vrze grb z verjetnostjo p in cifro z verjetnostjo 1 — p. Igralec, ki mesa, ima
pricakovani dobicek 2 — 4p, ¢e namesto tega vedno vrze grb, in —p, ¢e namesto tega
vedno vrze cifro. Pri p = 2/3 je indiferenten. Takrat ima igralec, ki vedno vrze
cifro, pri¢akovani dobicek 4/3, ¢e zamenja strategijo, tako da vedno vrze grb, pa
ima pri¢akovani dobi¢ek —2/3. Dobimo torej Se tri mesana Nasheva ravnovesja, kjer
eden od igralcev vedno vrze cifro, od ostalih dveh pa vsak vrze grb z verjetnostjo
2/3 in cifro z verjetnostjo 1/3.

Ne obstaja pa mesano Nashevo ravnovesje, kjer bi eden od igralcev vedno vrgel grb,
preostala dva pa bi mesala z enakima verjetnostma za grb. Ce je namreé¢ ta enaka
p, ima igralec, ki mesa, pricakovani dobicek 2p — 2, ¢e namesto tega vedno vrze grb,
in 5p — 1, ¢e namesto tega vedno vrze cifro. Indiferentnost dobimo pri p = —1/3,
kar ni ustrezno.

. Najprej opazimo, da je zadnji stolpec (kot akcija drugega igralca) dominiran s opv-
prec¢jem prvih treh. Ko ga odstranimo, je druga vrstica dominirana s povprec¢jem
ostalih treh. Dobimo matriko:

-2 -1 1

0o 2 -1,
2 -3 1

v kateri ni ve¢ dominacij. Preverimo, ali obstaja Nashevo ravnovesje, kjer vsi trije
igralci strogo mesajo, kar predstavimo s parom vektorjev:

1—-b—c l—y—=z
p= b , q= Yy
C zZ

Iz principa indiferentnosti za prvega igralca dobimo:
—24+y+3z2=2y—2=2-5y—z,

kar ima za reSitev y = 2/7,z = 4/7. Iz principa indiferentnosti za drugega igralca
pa dobimo:
—242b+4c=—-1+4+3b—2c=1-2b,
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kar ima za reSitev b = 1/2, ¢ = 1/4. Torej je:

1/7 1/4
p=|2/7| ., a=|1/2|,
4/7 1/4

od koder sledi, da ima igra res Nashevo ravnovesje, kjer vsi trije igralci strogo mesajo.
Ko vstavimo v koristnostne funkcije, dobimo, da je vrednost igre enaka 0.
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Resitve kolokvija in izpita iz teorije iger z dne 30. 1. 2015
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

. Za profil grozilnih strategij, ki nam da pogajalsko izhodisce, je dovolj gledati matri-
¢no igro iz razlik, t. j.:

L | R
T| 0 |2
B|-2|4

Opazimo, da je v (T, L) sedlo, torej je to ustrezni profil grozilnih strategij. Izhodis¢e
Nashevega modela pogajanja je torej (3,3). Maksimalni dobitek igre pa je 10 in je
dosezen v (T, R). Resitev igre je torej, da se igralca sporazumeta za (T, R), nakar
prvi placa drugemu eno enoto, tako da imata vsak po 5.

. Izkupicek za koalicijo, v kateri so vsaj trije ali pa Maks in vsaj Se eden, je enak 1,
sicer pa je izkupicek enak —1. Izracunajmo najprej Shapleyjevo vrednost za Maksa.
Ce Maks pristopi h koaliciji kot prvi, je njegov prispevek enak —1. Ce pristopi kot
drugi ali tretji, je njegov prispevek enak 2. Ce pa pristopi kot zadnji, je njegov
prispevek enak 0. Shapleyjeva vrednost za Maksa je torej:

1 2 1 3

- (-D)+-=--24=--0=-.

4 (=1)+ 4 + 4 4

Za izracun Shapleyjeve vrednosti ostalih ¢lanov upostevamo, da morajo biti zaradi
simetrije enake, poleg tega pa mora biti vsota vseh Shapleyjevih vrednosti enaka

izkupicku polne koalicije, torej 1. Tako imajo ostali ¢lani Shapleyjevo vrednost 1/12.

Shapleyjev sporazum ni v jedru, ker se mu lahko upre ze koalicija, ki vsebuje Maksa
in Se enega Clana. Izkupicek take koalicije je namre¢ 1, kar je ve¢ kot 3/4 +1/12 =
5/6, kolikor bi dobila po Shapleyju.

. Gre za Bayesovo igro s 6 stanji — toliko je moznih delitev kart. Vsak igralec dobi tri
mozne signale — glede na to, katero karto je dobil. Vsak signal pride iz dveh stanj
— glede na to, katero karto je dobil njegov nasprotnik.

Profil cistih strategij, kjer oba igralca ubereta isto strategijo, pomeni, da za vsako
karto, ki jo igralec dobi, povemo, ali bo rekel ‘raste’ (R) ali pa ‘pada’ (P). Takih
profilov je 8. V spodnji tabeli so za vse profile prikazane trojice dobitkov oblike
a — b: a pomeni, koliko pri tem profilu dobi igralec s posameznim signalom, b
pa pomeni, koliko dobi, ¢e se premisli, nasprotnik pa v vseh primerih obdrzi svojo
akcijo.

RiRR; 0155|120
RiRPy |3 —21]|1-50[0—1
AAAEEIIEETIEEY
RPP; |[150|0—1]5—3
PRR; |[1=-0|0—1]5—1
AAAPEIIEETIEES
PPRy | ;—3|120[0—1
PPP; [[0—1]7—=35[1=0




(Steli smo 1 tocko za zmago in 0 za poraz). Edini ¢isti Bayesovi ravnovesji Zelene
oblike sta torej (Rl*Pg*Rg*, R*lp*QR*g) n (Pl*RQ*Pg*, P*lR*QP*g).

4. Igralci v tej randomizirani ekstenzivni igri s popolno informacijo so lastnik (L),
posteni najemnik (Np) in goljufivi najemnik (Ng). V tem vrstnem redu so prikazani
tudi njihovi dobitki v drevesu igre:

-1 0 -1 -2
-1 0 0 0
0 0 -1 2

Lastnik ima moznost izbire, da najemnika, ki mu je rekel, da nima denarja, vrze iz
stanovanja (V') ali pa ga obdrzi Se en mesec (O). Posteni najemnik nima moznosti
izbire. Goljufivi najemnik pa ima moznost izbire, da najemnino placa (P) ali pa je
ne placa (N).

Ker posteni najemnik nima nobene moznosti izbire, ga v prirejeni strateski igri ni
potrebno obravnavati. Prirejena strateska igra med lastnikom in goljufivim naje-
mnikom pa je:

P N
Vi{-1/3,0] —1,—-2/3
o] 0,0 —4/3,4/3

- y Nash . vV 0 P N
in ima mesano Nashevo ravnovesje 23 1/3) \1/2 12) )

Mozne so tudi Se druge, manj smiselne interpretacije.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 10. 2. 2015

FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. To je igra, kjer so igralci drzave in vsaka ima dve mozni akciji: nizja ali pa visja
davéna stopnja. Preferen¢na funkcija za posamezno drzavo je pobrani davek (od
domace in preusmerjene dodane vrednosti).

Premisljujmo najprej za splosnejsi primer, ko je n drzav, mozni davéni stopnji p; <
p2 in ko se delez ¢ dodane vrednosti preusmeri iz drzav z visjim davkom v drzave
z nizjim davkom. Denimo, da k drzav doloc¢i nizjo, n — k drzav pa viSjo davéno
stopnjo. Ce je enota za pobrani davek dodana vrednost, ki jo naredi ena drzava,
drzava z nizjo davcno stopnjo pobere p; (1 + "T’k q) davka (Ce je k = 0, take drzave
ni). Drzava z visjo davéno stopnjo pa pobere ps(1 — ¢) davka, ¢e je k > 0, in po
davka, ce je k = 0.

Vzemimo zdaj n = 6, p; = 0°05, p, = 018 in ¢ = 0’5 ter tabelirajmo preferenc¢ni
funkciji v obliki a — b, kjer je a pobrani davek posamezne drzave, b pa je pobrani
davek v primeru, ¢e drzava davcno stopnjo spremeni, ostale pa jo obdrzijo:

|

H nizja stopnja \ visja stopnja ‘
— 018 —0175
0175 — 018 009 —01
01 — 009 009 — 0075
0075 — 009 009 — 00625
00625 — 009 009 — 0055
0055 — 009 009 —005
005 —009 —

o o x| w| | | o 7=

Od tod vidimo, da smo v Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko bodisi vse drzave
predpisejo visjo davéno stopnjo bodisi imamo dve davéni oazi z nizjo davéno stopnjo.

2. Opazimo, da je zadnja vrstica dominirana z vsoto polovice prve in polovice druge,
zato jo lahko odstranimo. Neodvisno od tega je tudi tretji stolpec dominiran z
vsoto polovice prvega in polovice Cetrtega, zato lahko odstranimo tudi tega. Iskana
vrednost je tako enaka:

v = Orgggxl min{7p,7 — 7p,4 — 3p} =
o ;0<p<2/5
=max{ 4—3p ;2/6<p<3/4 =
0<p<1
T-Tp ;3/4<p<1
14
5
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3. Prirejena igra s popolno informacijo ima Stiri igralce: prvega s signalom iz stanja
w1, prvega s signalom iz stanj ws, w3, drugega s signalom iz stanj w;, w3 in drugega
s signalom iz stanja ws. Opazimo, da pri slednjem akcija L dominira akcijo D,
zato lahko slednjo eliminiramo iz vseh nadaljnjih postopkov. Za preostale tri igralce
dobimo naslednjo igro s popolno informacijo:

Liz | D3
A1Ass [3,1:4 1 4,3;2
A Bys | 3,2:5 | 4,4;3
BlA23 1,1,0 5,373
Bleg 1,271 5,474

Iz tabele je razvidno, da akcija Bz strogo dominira akcijo Asg (Ceprav je v izvirni
Bayesovi igri v stanju wy ravno obratno — akcija A strogo dominira akcijo B). Tako
dobimo igro za dva igralca, od katerih ima vsak po dve akciji. MeSana Bayesova

. A B L D
ravnovesja: (AyBas, L13La), (B1Bas, Di3Ls), ((3/15 2/15) Bos, (1/1§ 2/15;) L2>'

4. Drevo igre:

visoki nizki
stroski: stroski:
1/2 1/2
B
N T N
L

A

6 7 10

0 On Ny -1 0
6 5

-2 -1

Recimo, da podjetje B takoj vstopi na trg (7). Ce ima podjetje A visoke strogke, se
mu ne splaca oglasevati (IVy ), ¢e ima nizke stroske, pa se mu splaca oglasevati (Oy).
Zdaj lahko izra¢unamo pri¢akovani dobic¢ek podjetja B. Ce vstopi na trg takoj (7)),
le-ta znasa 1(4 — 2) = 1, &e pocaka eno leto (L), le-ta znasa (5 — 1) = 2, ¢e pa
sploh ne vstopi na trg, le-ta znasa %(0 +0) = 0. Torej se mu najbolj splac¢a pocakati
eno leto. Edino vgnezdeno behavioristicno Nashevo ravnovesje je torej (Ny Oy, L).



Resitve izpita iz teorije iger z dne 22. 6. 2015
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. a) Clovek, ki nahrani tistega, ki mu sedi desno nasproti, bo vlozil napor a in dobil
povrnjeno celotno nagrado b. Od tega, da bo nahranjen, bo dobil korist 1, dal pa
bo nagrado b. Torej bo njegov izkupicek enak 1 — a.

Ce se premisli in nahrani tistega, ki mu sedi levo nasproti, se bo zadeva spremenila
v toliko, da bo dobil povrnjeno samo polovico nagrade b. Torej bo njegov izkupicek
enak 1 —a —b/2.

Ce pa se premisli tako, da ne nahrani nikogar, ne bo vlozil napora a in tudi nagrade
b ne bo dobil. Njegov izkupic¢ek bo enak 1 — b.

Dani profil bo torej ¢isto Nashevo ravnovesje natanko tedaj, kobo 1—a > 1—a—0b/2
in1—a>1-—0, torej natanko tedaj, ko bo b > a in b > 0.

b) Ce se igralec premisli tako, da bodisi vedno nahrani tistega, ki mu sedi levo
nasproti, bodisi tistega, ki mu sedi desno nasproti, bo vlozil napor a, pricakovana
vrednost povrnjene nagrade pa bo 3b/4. Vsak od tistih, ki mu sedita nasproti,
ga bo nahranil z verjetnostjo 1/2, torej bo imel od hrane pri¢akovano korist 1. Z
verjetnostjo 1/4 ne bo nahranjen in ne bo dal nagrade, z verjetnostjo 3/4 pa bo
nahranjen in bo dal nagrado b. Torej bo pricakovana vrednost, ki jo bo dal za
nagrado, enaka 3b/4. Njegov pri¢akovani izkupicek je enak 1 — a. Velja princip
indiferentnosti — pricakovani izkupicek je enak ne glede na to, ali nahrani levega ali
desnega.

Ce pa se igralec premisli tako, da ne nahrani nikogar, ne bo vlozil napora in ne
bo dobil povrnjenih nagrad. Se vedno pa bo pri¢akovana korist od hrane enaka
1, pri¢akovana vrednost, ki jo bo dal za nagrado, pa 3b/4. Njegov pricakovani
izkupicek bo enak 1 — 3b/4.

Dani profil bo torej mesano Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko bi 1—a > 1—3b/4,
torej natanko tedaj, ko bo a < 3b/4.

2. Prirejena igra s popolno informacijo ima Stiri igralce: prvega s signalom iz stanja
w1, prvega s signalom iz stanj ws, w3, drugega s signalom iz stanj w;, w3 in drugega
s signalom iz stanja w,. Opazimo, da pri prvem igralcu s signalom iz stanja w,
akcija B strogo dominira akcijo A, zato lahko slednjo eliminiramo iz vseh nadaljnjih
postopkov. Za preostale tri igralce dobimo naslednjo igro s popolno informacijo:

LyoLyy | LoDy | Dolyy | DoDas
Ags {1;0,25145;0,2]5;6,25|85;6,2
Bos | 4:4, 3 125;4,212;0, 3 |/05;0,2

Iz tabele je razvidno, da akcija L3 strogo dominira akcijo Di3 (Ceprav je v izvirni
Bayesovi igri v stanju wy ravno obratno — akcija D strogo dominira akcijo L). Tako
dobimo igro za dva igralca, od katerih ima vsak po dve akciji. Mesana Bayesova rav-

. . Ass B Ly, D
novesja so (Blng,Lngg), (BlAQ;g,DQng) m (Bl (27; 3;;) s (1/22 1/22> L13> .
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3. Drevo igre:

Pl 3x3
b 1x3 2x3 3x2 3x1
Pl 1x1 1x2 1x3 2x1 2x2 2%2 1x2 3x1 2x1 1x1
0:1 /\ 0:1
P2 1x1 1x1 1x2 1x1 1x2 2x1 1x2 2x1 1x1 2x1 1x1 1x1
1:0 1:0 1:0 1:0 1:0 1:0
P 1x1 Ix1 - 1x1 - 1x1 - 1x1 1x1
0:1 0:1 0:1 0:1 0:1 0:1

Z debelo so oznacene poteze, ki so v danem vozlis¢u igre za igralca najboljse. Po-
ljubna kombinacija tako oznacenih potez je vgnezdeno Nashevo ravnovesje. Teh je
torej 4-2 -2 = 16.

Vgnezdena Nasheva ravnovesja oz. zmagovalno strategijo je mozno opisati na na-
slednji nacin: ¢e ima igralec, ki je na potezi, na voljo pravokotno tablico, jo odlomi
tako, da bo kvadratna; ¢e pa ima na voljo kvadratno tablico, je vseeno, kako je
odlomi. V dani igri tako drugi igralec, ¢e igra pravilno, vedno zmaga.

4. Igralcev je pet: pek, prodajalec in trije pomoc¢niki. Vrednost koalicije, ki ne vsebuje
tako peka kot prodajalca, je ena ni¢. Vrednost koalicije, ki vsebuje tako peka kot
prodajalca, poleg tega pa Se k pomocnikov, pa je enaka 100 + 20k.

Vrstnih redov pristopanja h koaliciji je sicer 5! = 120, a za posamezne igralce jih
lahko nekaj zdruzimo. Ce is¢emo Shapleyjevo vrednost za peka, so vsi trije po-
moc¢niki enakovredni in ¢e jih identificiramo, je vrstnih redov le Se g—: = 20. Ce pek
pristopi h koaliciji pred prodajalcem, ne prispeva nic, ¢e pa pristopi za prodajalcem,
je njegov prispevek enak 100 + 20k, kjer je k stevilo pomocnikov, ki so pristopili
pred njim. Vrstnih redov, kjer je pred pekom prodajalec in natanko k pomocnikov,
je k + 1, skupaj 10. Shapleyjeva vrednost za peka je torej enaka:

1
%[10-100+1-0+2-1+3-2+4-3}:70.

To je tudi Shapleyjeva vrednost za prodajalca, saj sta ta dva v igri enakovredna.
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Pomocnik pa prispeva 20, Ce je tako za pekom kot tudi za prodajalcem; sicer ne
prispeva ni¢. Vrstni red pristopanja lahko konstruiramo tako, da najprej postavimo
peka, nato prodajalca pred ali za pekom, nato aktualnega pomocnika na enega od
treh polozajev, na koncu pa Se oba ostala pomocnika. Tako vidimo, da je pomocnik
za pekom in prodajalcem pri natanko tretjini vrstnih redov, zato je njegova Shaple-
yjeva vrednost enaka 20/3 = 63.

Opomba. Dovolj je izracunati Shapleyjevo vrednost za enega igralca, vse ostale
lahko izracunamo tako, da upostevamo, da sta pek in prodajalec enakovredna, da
so enakovredni vsi trije pomocniki in Se, da je vsota vseh Shapleyjevih vrednosti
enaka vrednosti polne koalicije, ki je 100 4+ 3 - 20 = 160. Zlahka preverimo, da tudi
naracunane vrednosti temu ustrezajo.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 22. 11. 2013
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Iz preferencne funkcije drugega igralca dobimo naslednja najboljSa odgovora tega
igralca:

e Ce prvi igralec igra L, je a = 1.
e Ce prvi igralec igra R, je a = 0.

Zdaj pa si pri teh najboljsih odgovorih oglejmo najboljse odgovore prvega igralca:

e Ce je a =0, je najboljsi odgovor R.
e Cejea=1,sta Lin R enako dobra odgovora.

Nashevi ravnovesji sta torej (L, 1) in (R, 0).

2. Oglejmo si najprej, koliko v Nashevem ravnovesju znasa najvisja ponujena cena
m. Zagotovo ne znasa ve¢ kot 1000 evrov (t. j. najmanj 1100 evrov), saj bi v
nasprotnem primeru kupec, ki bi ponudil toliko, imel izgubo in bi se mu bolj splacalo
ponuditi nizjo ceno, pri kateri ne bi dobil predmeta. Dokazimo, da pa tudi ne more
znasati manj kot 1000 evrov. Ce maksimalna cena znasa manj kot 1000 evrov
(t. j. najve¢ 900 evrov), morajo to ceno ponuditi vsi kupci: sicer bi se tistemu, ki
ponudi manj, splacalo ponudbo dvigniti na 900 evrov, da bi s pozitivno verjetnostjo
dobil predmet in imel pozitiven dobicek. Pricakovani dobicek tistega igralca, ki mu
predmet pomeni najvec, je (1015 —m)/10; ¢e ponudbo dvigne za 100 evrov, je novi
dobicek enak 915—m. Torej mora biti (1015—m)/10 > 915—m oziroma m > 9033,
kar je protislovje.

Najvisja ponujena cena mora torej znasati natanko 1000 evrov in toliko lahko ponudi
le kupec, ki mu predmet pomeni najvec: ostali bi pri tej ceni imeli izgubo. Kupcu,
ki mu predmet pomeni najvec¢, se seveda ne splaca ponudbe Se dvigniti, morda pa
se mu jo splaca spustiti. Ce druga najvisja cena znasa manj kot 900 evrov, se mu
seveda splaca ceno spustiti na 900 evrov. Torej mora druga najvisja cena znasSati
natanko 900 evrov. Naj si jo deli £ kupcev. Kupcu, ki mu predmet pomeni najvec,
se splaca ceno spustiti kvedjemu na teh 900 evrov (sicer ne bo dobil ni¢). Tedaj bo
njegov dobi¢ek namesto zacetnih 15 evrov znasal 115/(k + 1) evrov, torej bo moralo
biti 15 > 115/(k + 1) oziroma k > 63.

Sklep: v Nashevem ravnovesju smo natanko tedaj, ko noben kupec ne ponudi vec
kot 1000 evrov, kupec, ki mu predmet pomeni najve¢, ponudi 1000 evrov in vsaj
sedem kupcev ponudi 900 evrov.

3. Najprej iz:

U2(<2’;13 53) Xy Z]):[3 i b2

razberemo, da drugi igralec ne more mesati akcije X: kakrsen koli delez akcije X
se mu bolj splaca zamenjati z Y. Nadalje iz principa indiferentnosti za prvega
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igralca sledi, da drugi igralec ne more igrati ciste strategije. Torej mora mesati

l—gq
dobimo b + 2 = 4, torej b = 2. Iz koristnostne funkcije prvega igralca pa dobimo
b—4qg=3+44q > 2 —2q + aq, od koder sledi ¢ = 1/4 in a < 10.

( Y j), kjer je 0 < ¢ < 1. Iz principa indiferentnosti za drugega igralca

. . A B Y Z .
: >
Sklep: iskano Nashevo ravnovesje je <(2/3 1/3> , (3/4 1/4)), velja pa za a >

10 in b = 2. Parameter c je lahko poljuben.

. a) Naj Alfred izbere $tevilo i z verjetnostjo p;, Bernard pa z verjetnostjo ¢;. Iz
principa indiferentnosti za Alfreda dobimo:

491 —Q42=q2—q43 =" """ =(n-1— Gn = Gn,

kar ima za reSitev ¢; = (n — i + 1)g,. Ker mora biti vsota verjetnosti enaka 1, je

. 2(n—i+1)
kon¢no ¢ = ————

n(n+1)
Iz principa indiferentnosti za Bernarda pa dobimo:
—P1=P1—P2=P2—P3=" """ =Pn-1" Pn,
21
od koder podobno kot prej sledi p; = ——.
n(n+1)

b) Pruvi nacin. Ce Alfred izbere §tevilo i, Bernard pa meSa in njegove verjetnosti
oznac¢imo tako kot v prejsnji tocki, Alfred dobi ¢;—¢q;11, Cejei =1,...n—1,1in q,, Ce
je i = n. Ce torej Alfred izbere Stevilo i s strogo pozitivno verjetnostjo, je ¢ — git1
oziroma ¢, najvecje izmed Stevil ¢ — ¢, ... ¢n—1 — Gn, @n- Doti¢ni maksimum je

ocitno strogo vecji od ni¢. To pomeni, da, ¢e Alfred s strogo pozitivno verjetnostjo
izbere Stevilo 7, to Stevilo s strogo pozitivno verjetnostjo izbere tudi Bernard.

Podobno, ¢e Bernard izbere stevilo j, Bernard pa mesa in njegove verjetnosti ozna-
¢imo tako kot v prejsnji tocki, Bernard dobi —py, ¢e je j = 1, in p;—1 — p;, Ce je
i =2,...n. Ce torej Bernard izbere tevilo j s strogo pozitivno verjetnostjo, je —p;
oziroma p;_; — p; najvecje izmed Stevil —pi, p1 — p2, ... D1 — Dn-

Pokazimo, da je slednji maksimum strogo manjsi od ni¢. Pa recimo, da temu ni
tako. Gotovo obstaja sStevilo ¢, ki ga Alfred izbere s strogo pozitivno verjetnostjo,
t. j. p; > 0. Ugotovili smo ze, da je tedaj tudi ¢; > 0. Toda potem mora biti pri
pi—1 — p; doseZen maksimum (pri —p; ob nasi predpostavki ne more biti), torej je
pi—1 — p; > 0, to pa pomeni, da je tudi p;_; > 0. Potem pa je tudi ¢;_; > 0 in spet
pi—2 > 0, torej kon¢no p; > 0, ¢; > 0 in —p; > 0, kar je protislovje.

Ker je maksimum stevil —p1, p1 — pa2, ... Pn_1 — Pn strogo manjsi od ni¢, mora biti
p; > 0 za vse i. Potem pa mora biti tudi ¢; > 0 za vse 1, torej zahtevano mesano
Nashevo ravnovesje ne obstaja.

Drugi nac¢in. Opazimo, da je to kvadratna igra z nicelno vsoto (matri¢na igra) z
enim samim mesanim Nashevim ravnovesjem, kjer oba igralca strogo mesata vse
akcije. Teorija pa pravi, da je to v tem primeru edino mesano Nashevo ravnovesje
nasploh, torej zahtevano mesano Nashevo ravnovesje ne obstaja.
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Resitve kolokvija in izpita iz teorije iger z dne 28. 1. 2014
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

. Najprej opazimo, da je akcija prva vrstica dominirana z mesSanico 1 — p druge in p
tretje, brz ko je brz ko je 6/11 < p < 3/5. Vrednost igre se spla¢a izrac¢unati kot:

1p  ;0<p<2/9

2+2 :2/9<p<1/2

max min{11p,4—2p, 10— 10p, 2+ 2p} = nax =3.

0<p<1 p<i )] 4-2p ;1/2<p<3/4
10—-10p ;3/4<p<1

. Stanja igre so vse mozne delitve kart. Za vsako delitev kart signal posameznemu
igralcu pove, kateri karti je dobil on. Strategija za vsakega igralca z znanima kar-
tama pove, katero naj odvrze: strategije so vse mozne kombinacije. Dovolj pa je
povedati, katero karto posamezen igralec odvrze v primeru, ko dobi dve razli¢ni
karti. Koristnostni funkciji sta jasni. Aposteriorne verjetnosti dobimo iz apriornih,
pri katerih so vse mozne delitve, kjer vse karte loc¢imo, enako verjetne.

Cisto Bayesovo ravnovesje je profil, pri katerem ima vsak od igralcev naslednjo
strategijo:

e Ce dobi kamen in gkarje, odvrze gkarje.

e Ce dobi skarje in papir, odvrze papir.

e Ce dobi papir in kamen, odvrze kamen.
Izracunajmo pricakovano koristnost posameznega igralca s signalom za ta profil.
Manj zanimiva moznost je, da je dobil dve enaki karti. Zaradi simetrije lahko brez
skode za splosnost privzamemo, da je dobil dvakrat kamen. Preostanejo Se dvakrat

skarje in dvakrat papir. Mozni nasprotnikovi nabori kart skupaj z aposteriornimi
verjetnostmi in dobitki igralca so naslednji:

’ nasprotnikovi karti \ aposteriorna verjetnost \ dobitek ‘
skarje, papir 2/3 0
skarje, skarje 1/6 1
papir, papir 1/6 0

Pri¢akovani dobitek znasa 1/6 tocke. ZanimivejSa pa je moznost, da je dobil dve
razli¢ni karti. Spet lahko zaradi simetrije brez skode za splosnost privzamemo, da je
dobil kamen in skarje. Preostanejo se karte kamen, skarje in dvakrat papir. Mozni
nasprotnikovi nabori kart skupaj z aposteriornimi verjetnostmi in dobitki igralca so
naslednji:
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’ nasprotnikovi karti \ aposteriorna verjetnost \ dobitek ‘
kamen, skarje 1/6 1/2
kamen, papir 1/3 0
skarje, papir 1/3 1
papir, papir 1/6 1

Pric¢akovani dobitek znasa 7/12 tocke.

Zdaj pa moramo pricakovane dobitke primerjati s pricakovanimi dobitki v primerih,
ko igralec s signalom zamenja strategijo. Formalno gledano strategija opisuje rav-
nanje v vseh primerih: tako opis strategije igralca, ki dobi kamen in Skarje, zajema
tudi irelevantni primer, ko bi dobil skarje in papir. Toda koristnostna funkcija se
bo spremenila le, ¢e se bo spremenil predpis, kako naj ravna, ¢e je dobil kamen in
skarje. Torej se bo namesto ‘odvrzi skarje’ glasil ‘odvrzi kamen’. V tem primeru je
situacija naslednja:

’ nasprotnikovi karti \ aposteriorna verjetnost \ dobitek ‘
kamen, Skarje 1/6 1
kamen, papir 1/3 1/2
skarje, papir 1/3 0
papir, papir 1/6 0

in pricakovani dobicek znasa 1/3, kar je manj od prej$njih 7/12.
Opomba. Ker je to simetri¢na igra s fiksno vsoto 1, mora apriorni pricakovani

dobicek vsakega igralca nujno znaSati 1/2. Mozno je izra¢unati, da posamezen
igralec dobi enaki karti z verjetnostjo 1/5 in razli¢ni z verjetnostjo 4/5. Apriorni

1 4 7 1
—_— . — —_— i — = — ] "
56 + ETIE) tako kot mora biti

. Po izteku igre sta dobitka enaka:

pricakovani dobicek torej znasa

u(g, ) =(06-a-—@)s—1a, wlg,e) =((-¢a-¢)+—1)¢.

Najprej moramo raziskati, kdaj pri danem ¢; izraz us(qi,q2) doseze maksimum.
Vrednosti in najboljse odgovore lahko tabeliramo:

©=0@=1¢@=2|¢@=3|@=4|¢ =5 123{;;?}(‘1?
q =0 0 3 4 3 0 <0 2
=11 0 2 2 0 | <0 | <0 1.2
q =2 0 1 0 <0 <0 <0 1
=3 0 0 <0 <0 <0 <0 0,1
g >4 0 <0 <0 <0 <0 <0 0
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Oznacimo strategije prvega proizvajalca z A;, i = 0,1,2,..., glede na to, koliko
proizvede. Strategije drugega pa so vse kombinacije akcij B;;, za i = 0,1,2,...,
kjer B;; pomeni, da, ¢e prvi proizvede ¢, drugi proizvede j. Toda le za ¢« = 1 in
¢ = 3 imamo po dve moznosti, sicer vselej po eno. Zato v opisu strategije lahko
navedemo le By ali Bys in e Bsg ali B3y (tako recimo strategija By Bsg v resnici
pomeni By, B11 Boy B3gByoBso - .. Koncéno iz vrednosti koristnostne funkcije prvega
igralca za izbrane profile:

u1(0,2) =0, wu(1,1)=2, w(1,2)=1, wu(2,1)=2,
u1(3,0) =3, wi1(3,1)=0, wu1(4,0)=0,
ui(q1,0) <0 za 1 > 5

dobimo naslednja vgnezdena Nasheva ravnovesja skupaj s koristnostnimi funkcijami:

<A37 BllBi’)O) (Ah BHBSl> (A27 BllB?)l) (A37 312330) (A27 812331)
(3,00 7 (2,2) 7 CRVE (3,0) 7 210

Iz koristnostnih funkcij vidimo, da je bolje biti prvi proizvajalec (¢etudi ne strogo
bolje, ker pri profilu (As, B1; Bs;) oba dobita enako).

. Za vse mozne vrstne rede pristopanja h koaliciji moramo izrac¢unati, koliko posame-
zen igralec prispeva k skupnemu dobitku. Ce je Adrijan v koalicijo stopil kot i-ti,
je njegov prispevek enak i, ¢e je pred njim ze vstopila Brigita ali pa Cveto, sicer pa
je enak ni¢. Verjetnost tega dogodka je:

1 (2‘1'—1 (i—l)(i—2)>_11i—i2—10

6 120

5 5-4

in je za i = 1 seveda enaka ni¢. Torej je Adrijanova Shapleyjeva vrednost enaka:

6 .
5i —i% — 4 8 14 18 20 20 35

L T 9. R I b L2
ZZ 120 120 3 120 + 120 5 120 6 120 12

1=2

Ce je Brigita vstopila v koalicijo kot i-ta, je njen prispevek enak 7, ¢e je pred njo ze
1—1 6—14
vstopil Adrijan, ne pa tudi Cveto. Verjetnost tega dogodka je 6 5 1 in je

za i = 1 in i = 6 seveda enaka ni¢. Ce sta pred Brigito vstopila tako Adrijan kot

1 i—1 (1—2
tudi Cveto, je njen prispevek enak 1. Verjetnost tega dogodka je 5 ZT . (i 1 )
in je za ¢ = 1,2 enaka ni¢. Sicer (Ge Adrijan ni vstopil pred Brigito) pa je njen
prispevek enak ni¢. Torej je Brigitina Shapleyjeva vrednost enaka:

To je tudi Cvetova Shapleyjeva vrednost. Za vsakega od preostalih igralcev pa velja,
da je, Ce je pred njim Ze vstopil Adrijan ter tudi Brigita ali Cveto, njegov prispevek
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enak 1, sicer pa je enak ni¢. Verjetnost, da se to zgodi in da je dani igralec hkrati
vstopil kot -ti, je enaka:

i—1 i—2 (i-2)(—3)\ (i—1)(11i - —18)
.5.@. >_

4 4.3 360 ’

| =

in je za ¢ = 1,2 enaka ni¢. Torej je Shapleyjeva vrednost enaka:

i(i—l)(lli—i2—18)_12 30 48 60 5
360 B

360 360 360 ' 360 12
. .. 3D 11 5 _
Opomba. Vsota vseh Shapleyjevih vrednosti je T2 + 2. 2 +3- o= 6, kar je

natancno skupni dobitek polne koalicije. Torej bi lahko enega od racunov izpustili.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 10. 2. 2014
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Opazimo, da pri prvem igralcu akcija 7" dominira akcijo B. Dominacija sicer ni
stroga, nam pa vseeno pomaga izlociti kar nekaj profilov. Iz:

(50 (0 )
(a5, 2)- ()i

sledi, da lahko akcijo B izlo¢imo, brz ko je (1 — q)(1 —r) + gr < 1. Nekaj analize
pokaze, da v okviru splosnih omejitev za ¢ in r to ni res samo v dveh primerih: ko
jeq=r1r=01n ko je ¢ = r = 1 ali z drugimi besedami, ko drugi in tretji igralec
igrata (X, L) ali (Y, R). Lo¢imo torej tri moznosti:

=

=

1. Pruvi igralec igra T'. 'V tem primeru hitro vidimo, da morata oba igralca mesati.
Ce se drzimo oznak od prej, iz principa indiferentnosti dobimo 2 = 1 4 3r in
3 =4 — 3q, od koder dobimo mesano Nashevo ravnovesje:

(T’ (2);3 1}//3) ’ <1§2 1?2)) '

2. Drugi igralec igra X, tretji pa L. 1z pogojev:

(7, 2) x) = (., 8) o)
(7, 2) 5= (7, 2) v

dobimo druzino mesanih Nashevih ravnovesij:

1 1
T B 7X7L ; _§p§—~
IL—=p p 3 2

3. Drugi igralec igra Y, tretji pa R. Tu pa pogoja za koristnostni funkciji drugega
in tretjega igralca nista izpolnjena in ne dobimo mesanih Nashevih ravnovesij.

2. Vsak od igralcev ima dve akciji: vreci ali ne vrec¢i karto. Stanja igre je mozno
podati na ve¢ nacinov. Lahko so to npr. kar razporeditve kart v kupu, za katere
privzamemo, da so oznacene: v tem primeru imamo 5! = 120 enako verjetnih stanj.
Lahko so to vsa mozna jemanja dveh oznacenih kart s kupa: v tem primeru imamo
6 - 5 = 30 enako verjetnih stanj. Lahko pa stanje le pove, kateri igralec ima kaksno
karto, npr. prvi igralec ima asa, drugi pa fanta (karte so neoznacene). V tem primeru
pa imamo 9 stanj, a niso vsa enako verjetna: stanja, kjer imata oba igralca enaki
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karti, imajo verjetnosti 1/15, stanja, kjer imata razliéni karti, pa 2/15. Pri tej
definiciji stanj sta koristnostni funkciji naslednji:

FF FK FA

V| N vV | N vV | N
vV 10,0/0,0 VI-1,1]1,-1 V1222 2
N{0,0[0,0 N| 0,0 | 0,0 N| 0,0 | 0,0

KF KK KA

V | N vV | N vV | N
VI[1,-1]0,0 V100 |1-1 VI-1,1[2 -2
N|—=1,1]0,0 N|—1,1] 0,0 N|—=1,1] 0,0

AF AK AA

V | N vV | N vV | N
V1[2,-2]0,0 VL -1]1,-1 V100 [2-2
N|—=2,2]0,0 N|—2,2] 0,0 N[ =22 0,0

Signal posameznemu igralcu pove, kaksno karto ima. Vsak igralec torej lahko dobi
tri signale — ‘fant’, ‘kralj’ ali ‘as’.

Iz tabele odc¢itamo, da pri igralcu, ki dobi asa, akcija ‘vrec¢i’ v vseh stanjih strogo
dominira akcijo ‘ne vreci’. Zato igralec asa vedno vrze.

Podobno je pri igralcu, ki dobi kralja: akcija ‘vre¢i’ v vseh stanjih dominira akcijo
‘ne vrec¢i’. To pomeni, da, ¢e obstaja c¢isto Bayesovo ravnovesje, obstaja tudi tako,
pri katerem nobeden od igralcev ne vrze kralja. Mozno pa je tudi izracunati, da je
v prirejeni strateski igri dominacija stroga, torej dejansko ni Bayesovega ravnovesja,
pri katerem kaksSen od igralcev ne bi vrgel asa.

Kon¢no, ¢e zozimo igro, tako da igralec, ki dobi asa ali kralja, tega vrze, dobimo,
da pri igralcu, ki vrze fanta, akcija ‘ne vre¢i’ dominira akcijo ‘vrec¢i’. Spet je mozno
izracunati, da je v prirejeni strateski igri dominacija stroga. Od tod sledi, da ima
igra ¢isto Bayesovo ravnovesje (Np1 Vi1 Va1, NrpaViaVag): vsak od igralcev igra tako,
da fanta ne vrze, kralja ali asa pa vrze. Ce upostevamo strogost dominacij, dobimo,
da je to tudi edino mesano Bayesovo ravnovesje.

Opomba. Pri izracunu Bayesovega ravnovesja nismo ¢isto ni¢ potrebovali aposteri-
ornih verjetnosti. To pomeni, da rezultat velja ne glede na to, koliko fantov, kraljev
ali asov je v kupu, z edino omejitvijo, da v kupu ni samih fantov. V slednjem
primeru se namre¢ enako splaca fanta vreci ali ne vredi.

3. Drevo z ustreznimi vgnezdenimi Nashevimi ravnovesji podiger:
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(AGJKN,CE)
(BGJKN,CE)
(AGJKN,CF)
(BGJKN,DE)
(AGJKN,DF)
(BGJKN,DF)

4. Jedro je tista delitev dobitka polne koalicije, pri kateri nobena od koalicij, ki izstopi
iz polne koalicije, ne dobi ve¢, kot bi skupaj dobila, ¢e bi ostala v kviru polne
koalicije in bi si dobitek 2 razdelila po njenih pravilih.

Najprej si oglejmo koalicije, sestavljene le iz enega igralca. Ker je dobitek osamlje-
nega igralca ne glede na spol enak nic¢, to pomeni, da mora v polni koaliciji vsak
igralec dobiti vsaj ni¢ (ne sme se zgoditi, da bi Se kaj placal).

Koalicija, sestavljena iz dveh moskih in dveh Zensk, dobi 2, ¢e izstopi. Torej mora
vsaj toliko dobiti tudi v okviru polne koalicije. A ve¢ kot 2 ne more dobiti, ker
vsak posameznik dobi vsaj ni¢. To pomeni, da mora biti dobitek moskega, ki ostane
izven te koalicije, enak ni¢. Ko pogledamo vse take koalicije, vidimo, da morajo biti
dobitki vseh moskih enaki nic.

Koalicija, sestavljena iz treh moskih in ene Zenske, pa dobi 1, ¢e izstopi. Vsaj toliko
mora dobiti tudi v okviru polne koalicije, kar pomeni, da sme preostala zenska dobiti
najve¢ 1. Torej v jedru vsaka izmed Zensk dobi najvec¢ 1. A ker moski ne dobijo nic,
dobi zenska natanko 1.

Jedro torej sestavlja kvec¢jemu delitev, pri kateri moski dobijo 0, zenske pa 1. Pri
taki delitvi vsaka skupina dobi natanko toliko, kot je v njej Zensk, to pa je najmanj
toliko, kot bi dobila, ¢e bi izstopila iz koalicije. Ta delitev torej dejansko je (edina)
v jedru.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 20. 5. 2014
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Ce je sodelavec prizadeven, je njegova koristnostna funkcija enaka 31n(1 + p) — 1,
Ce pa se iz prizadevnega spremeni v lenega, je njegova nova koristnost enaka 31n p.
Podobno, ¢e je sodelavec len, je njegova koristnostna funkcija enaka 31n(1 + p), ce
pa se spremeni v prizadevnega, je nova koristnost enaka 31n(2 + p) — 1. Profil je
torej Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko velja:

3In(14+p)—1>3Inp, brzkoje p>1,
3In(14+p) >3In(2+p) —1, brz ko je p <4,

Ce je p > 0, je prvi pogoj ekvivalenten p < 1/(61/3 — 1) = 2'53, drugi pa p >
(2—€'/?)/(e"/®—1) = 1'53. Nashevo ravnovesje torej nastopi natanko tedaj, ko sta

prizadevna delavca natanko dva. Takih profilov je (g) = 10.

2. Prirejeno igro s popolno informacijo lahko zapisemo takole:
LygLs | L1aR3 | Rials | Ria R

Thos | 2;3,3 ] 5;3,5 | 2;4,3 | 5;4,5 |,
B123 8,4,7 2,4,1 8,5,7 2,5,1

pri ¢emer prva Stevilka pomeni (pri¢akovano) korist prvega igralca, druga stevilka
korist drugega igralca, ki ve, da je v stanju w; ali ws, tretja pa korist drugega igralca,
ki ve, da je v stanju ws. Opazimo, da akcija R;s strogo dominira akcijo Lo (Ceprav
v izvirni igri ni dominacije v nobenem stanju). Torej lahko problem prevedemo na
iskanje mesanih ravnovesij naslednje igre:

Ls | Ry
Ti23 |2,3]5,5
Bios | 8,7 2,1

Mesana Bayesova ravnovesja: (Tia3, R12R3), (Bias, Ri2L3),
Ti23 DBias R Ls Rs
3/4 1/4) ) "\ \1/3 2/3) )

3. Drevo igre lahko prikazemo na naslednji nacin:
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PlN P2N PSN Pk N Pk—HN P29N P3O

T

110 18/10  27/20 Ok/(10(k—1)) 9(k+1)/(10k) 9-20/280  9-30/290
0 2/10 27/20 : :

0 0 3/10 9k/(10(k—1)) 9(k+1)/(10k) 9-29/280  9-30/290
0 0 0 k/10 9(k+1)/(10k) 20/10  9-30/290
0 0 0 0 (k+1)/10 0 3

0 0 0 . .

Vgnezdena Nasheva ravnovesja zacnemo iskati od zadaj. Zadnji igralec lahko ubere
le akcijo I. Ker je 29/10 > 9 -30/290, se tudi predzadnjemu igralcu strogo bolj
splaca ubrati akcijo I. Tako velja tudi Se za nekaj igralcev nazaj. Morda to velja
kar za vse igralce, morda pa ne. V slednjem primeru naj bo k zadnji igralec (t. j.
prvi od zadaj), ki se mu ne splaca strogo ubrati akcije /. To pomeni, da je:

ko 9(k+1) .l 9(l+1)
R G S ki —
0 10k medtem ko je >

10 101
k 9(k+1
Neenacba 0 < % je za k > 0 ekvivalentna neenacbi k? — 9k — 9 < 0, ta pa

neenaébig_;’—\/ﬁgkg%. Kerje%m<o<9<w<1o,

omenjena neenacba velja za k = 1,2,...9 (velja celo stroga neenakost), medtem
ko za k = 10,11, ...29 omenjena neenacha ne velja. To pomeni, da v vgnezdenem
Nashevem ravnovesju vsi igralci od 10. do 30. uberejo akcijo 7, medtem ko 9. igralec
ubere akcijo N.

zavse k<l <30.

Naj bo zdaj j < 9 igralec, za katerega velja, da vsi nadaljnji do vklju¢no devetega
uberejo akcijo I. Ce tak igralec ubere N, dobi 99/100, medtem ko, ée ubere I, dobi
7/10. Ker za vse j < 9 velja 99/100 > ;5/10, v vgnezdenem Nashevem ravnovesju
vsi igralci do vkljuéno devetega uberejo akcijo N, medtem ko, kot smo ze ugotovili,
vsi nadaljnji uberejo I. Deseti igralec torej zakljuci igro.

. Situacijo najprej zmodeliramo kot stratesko igro, kjer sta igralca banki, vsaka banka
pa ima dve mozni akciji: S (stecaj) ali P (prestrukturiranje). UpoStevajo¢ verje-
tnosti in pricakovane vrednosti, dobimo:

S | P
S 12,6(4,5
P|6,4]8,3

Tocka status quo je doloc¢ena z Nashevim ravnovesjem matricne igre razlik:

Bl
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Ta matri¢na igra ima ¢isto Nashevo ravnovesje (P, S) — to je sedlo. To pomeni, da je
tocka status quo (6,4) z razliko 2 v korist prve banke. Ker gre za igro s prenosljivo
dobrino, banki sporazumno ubereta optimalno strategijo (P, P), pri kateri prva iztrzi
8, druga pa 3. Kompenzaciji pa se dolocita tako, da se ohrani razlika iz tocke status
quo, ki znasa 2. Torej mora prva banka drugi placati 1'5, tako da nazadnje prva
banka iztrzi 6°5, druga pa 4'5.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 29. 8. 2014
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. a) Naj 4 — k igralcev igra akcijo A, k igralcev pa akcijo B. V spodnji tabeli je za
vsak k prikazan pogoj, ki morajo veljati za igralca, ki igra A oz. B, da se mu ne
splaca premisliti:

kKl A | B
0f6>5] —
1[4>3]5>6
2(2>4[3>4
3l0>8[4>2
1 = 18>0

Vidimo, da je vse izpolnjeno le pri £ = 0 in £ = 4. Sledi, da ima igra dve ¢isti
Nashevi ravnovesji, in sicer, da vsi igrajo A ali da vsi igrajo B.

b) Recimo, da vsak igralec igra A z verjetnostjo p, B pa z verjetnostjo 1 — p. Ce se
dolocen igralec premisli in igra A, je njegov pricakovani dobitek enak:

(1=p)*-6+3p(l —p)*-4+3p*(L—p)-2+p°-0,
Ce se premisli, da bo igral B, pa je enak:
(1—p)>®-54+3p(l—p)* 3+3p*(1—p)-4+p°-8.

Po principu indiferentnosti morata biti oba pricakovana dobitka enaka. Po ureditvi
dobimo 1—9p? = 0, kar pomeni, da edino iskano mesano Nashevo ravnovesje nastopi

prip=1/3.

2. Najprej opazimo, da pri Py} akcija C strogo dominira akcijo A in da pri P}
akcija D strogo dominira akcijo L. Ko ustrezni akciji odstranimo in prevedemo na
stratesko igro, dobimo:

Piiginys Prifen ot \Postonwn} | Lns | Dis
B1A23 0,4, 1 4,5,2
Blng 0,5,2 4,6,3
BiCy; | 0,4;3 4,44
CiAgs | 5,4:2 [ 4,5:1
C1B23 5,5;3 4,6;2
01023 5,4;4 4,4;3

V tej igri akcija Bss strogo dominira akciji Asz in Ch3. Ko le-ti odstranimo, je
potrebno gledati le Se igralca P} in P, wy3- Dobimo igro:

Pl;{w1}\P2;{w1,w3} Lis | D3

B, 0;2]4;3
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z meSanimi Nashevi ravnoves;ji:

. B, O .
(017L13) m ((1_p p) ) Dld) 3 0 SPS

DN | —

Mesana Bayesova ravnovesja prvotne igre so torej:

. B C 1
(C1Ba3, L13Ds)  in ((1 —1p pl) Bas, D13D2> ; 0<p< 5

. Koristnost drugega igralca je enaka:

u2(q1, q2) = —q.

Q1+ q2

Velja us(q1,0) = 0, ko gre ¢o proti neskonéno, pa gre us(qi,g2) proti minus nesko-

nc¢no. Po odvajanju:
Ouy 41

0qs (1 + q2)?

dobimo, da moramo loc¢iti dva primera:

e Ceje 1 < 1, je stacionarna tocka pri go = V@ — q1 in velja uy (ql, Va — ql) =
(1 — \/E)Q > (. Torej je v stacionarni toc¢ki maksimum in to koli¢ino proizvede
drugi proizvajalec.

e Ceje q; <1, v notranjosti definicijskega obmo¢ja ni stacionarne tocke. Od tod
sledi, da je maksimum dosezen pri ¢o = 0.

Povedano krajSe: ce prvi proizvajalec proizvede ¢q;, drugi proizvede (\/ﬁ — ql) e
Zdaj privlecemo na dan koristnost prvega igralca:

u(q1,q2) = —q-

1
g1+ q2

in poiskati moramo maksimum izraza:

Uq <€I17 (\/a— CI1)+> = (\/a_ Q1)+o

Krajsi ra¢un pokaZe, da ta nastopi pri ¢y = 1/4. Vgnezdeno Nashevo ravnovesje je
torej naslednje:

e Prvi proizvajalec proizvede 1/4.

e Ce prvi proizvajalec proizvede ¢, drugi proizvede (\/q_l — ql) .
Enako dobro je biti prvi ali drugi proizvajalec.

. Vsaki koaliciji, t. j. podmnozici mnozice teh Stirih Studentk, predpiSemo vrednost,
ki naj bo enaka negativni vrednosti skupnih dodatnih stroskov, ki jih ima, ¢e se na
te¢aj vpise optimalno. Ce koalicija k Studentk ne vsebuje Adeline, je njena vrednost
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enaka —80k (eni ali dvema se bolj splaca iti k prvemu ponudniku, za tri pa je vseeno,
ali gredo vse k prvemu ali pa vse k drugemu). Oglejmo si Se primer, ko koalicija
vsebuje k Studentk in Se Adelino. Za k = 0,1,2 se najbolj splaca, ¢e gredo vse k
prvemu ponudniku: vrednost koalicije je —72 — 80k. Za k = 3 pa se bolj splaca,
¢e gredo vse k drugemu ponudniku (in je Adelinin predujem izgubljen): vrednost
koalicije je —300.

Izracunajmo najprej Adelinino Shapleyjevo vrednost. Za ta namen moramo za
k = 0,1,2,3 izracunati, za koliko Adelina zniza vrednost koalicije, ¢e pristopi h
koaliciji k£ Studentk. Za k = 0,1, 2 sprememba vrednosti znasa —72, medtem ko za
k = 3 znasa —60. Shapleyjeva vrednost za Adelino je povprecje teh sprememb, ki
je enako —69.

Zaradi simetrije so Shapleyjeve vrednosti vseh ostalih studentk enake. Ker mora biti
vsota vseh Shapleyjevih enaka vrednosti polne koalicije, so Shapleyjeve vrednosti
za Brigito, Cvetko in Dragico enake —77.

Sklep: Adelina mora placati e 69 evrov, ostale kolegice pa 77 evrov. Ce torej
upostevamo Se Adelinin predujem, so stroski vseh Studentk enaki, po 77 evrov na
vsako.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 30. 11. 2012
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Iz preferencne funkcije drugega igralca dobimo naslednje najboljse odgovore tega
igralca:

e Ce prvi igralec igra A, je ¢ = 1.
e Ce prvi igralec igra B, je ¢ = 0.
e Ce prvi igralec igra C, je ¢ = 2/3.

Zdaj pa si pri teh najboljsih odgovorih oglejmo oglejmo najboljse odgovore prvega
igralca:
e Ce je ¢ = 0, sta najboljsa odgovora B in C.

e Ce je ¢ = 2/3, je najboljsi odgovor C'.
e Ce je ¢ = 1, je najboljsi odgovor C.

Nashevi ravnovesji sta torej (B,0) in (C,2/3).

2. Igralci so proizvajalci, akcije so zneski, ki jih vlozijo v marketing. Ker je trzni delez
d; sorazmeren z x;, mora biti: d; = x;/s, kjer je s = x1 +x9+ - - -+ x,. Koristnostna
funkcija i-tega igralca je torej enaka:

ui(arl,xQ,...xn):a¥—xi:a ' —Z,

kjer je s; = s — x;. Poiskati je potrebno najboljsi odgovor pri fiksnih akcijah z;,
j # 1. Limita funkcije u;, ko gre x; z desne proti ni¢, je enaka ni¢, ko gre x; proti
neskonc¢no, pa gre wu; proti minus neskonc¢no. Najboljsi odgovor bo torej dosezen
kvecjemu v stacionarni tocki. Za ta namen izracunajmo parcialni odvod:

Si

N T
0z ‘s a(si—i-xi)Q

Ni sicer vnaprej jasno, da je parcialni odvod sploh pri kaksnem xz; > 0 enak nic.
Toda iz drugega parcialnega odvoda:
82ui S;

e A, PO
oz? ¢ (8i 4 ;)3

)

dobimo, da je funkcija u; konkavna funkcija spremenljivke x;. Od tod pa sledi, da
najboljsi odgovor obstaja, brz ko je pri nekem x; > 0 prvi parcialni odvod enak nic.
Nasheva ravnovesja so torej natanko tocke, kjer so vsi parcialni odvodi enaki nic.
Po sestetju enacb dobimo (n — 1)a/s = n, torej s = (n — 1)a/n, torej:

(n— 1)a'

xIr; = B

n

Ker je to strogo pozitivno, je tam res dosezeno edino Cisto Nashevo ravnovesje.
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3. To se lahko zgodi kve¢jemu v naslednjih dveh primerih:

e o = 3, prvi igralec mesa A in C', drugi igralec igra X;
e o =5, prvi igralec mesa B in C, drugi igralec igra Y.

V mesanem Nashevem ravnovesju smo, ce je strategija drugega igralca dejansko
najboljsi odgovor. V prvem primeru velja:

A C
lb((l_p p),[X Y ﬂ>__p—p 4—4p 3p] .
V mesanem Nashevem ravnovesju bomo, ¢e bo 3 —p >4 —4pin 3 — p > 3p. To se
zgodi za 1/3 < p < 3/4.
V drugem primeru pa velja:

@((1§p§3,[x Y ZD::B—p 2—-2p 1+2p|.

V mesanem Nashevem ravnovesju bomo, ¢e bo 2 —2p >3 —pin 2 —2p > 1 + 2p.
Toda prva neenakost ni izpolnjena za noben 0 < p < 1, torej takih mesanih Nashevih
ravnovesij ni.

Sklep: iskana mesana Nasheva ravnovesja so ((1 ilp g) , X); 1/3 <p<3/4.

4. Najprej opazimo, da je akcijo A strogo dominira meSanica (1 ép g), brz ko
je 1/3 < p < 1/2. Torej lahko akcijo A odstranimo. Po odstranitvi mesanica
(1)—(q lc;) dominira akcijo W, brz ko je 1/4 < q < 1/2. Torej lahko odstranimo
tudi akcijo W. Nadaljnjih dominacij ni.

Okles¢ena igra ima ¢isti Nashevi ravnovesji (B,Y) in (C, Z). Kombinacij tipa ¢isto—
mesano ni. Preostanejo le Se presecisc¢a na zgornji ovojnici:

B C 8—4p ;0<p<1/2
max Uy (( ) VXY Z}) =< 4+4+4p ;1/2<p<4/5
9 ;4/5<p<1

vvvvv

igralec mesa X in Z. Toda v prvem primeru prvi igralec ne more biti indiferenten,
ker ima pri akciji B v vsakem primeru vecji dobitek kot pri C', v drugem primeru

([ (5 2) -

dobimo, da je prvi igralec indiferenten pri ¢ = 1/4. MeSana Nasheva ravnovesja so

torej:
s (5 5) (5 8)-
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Resitve kolokvija in izpita iz teorije iger z dne 21. 1. 2013

FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Prirejena strateska igra:

P woys Prifwsy \Psfor waws) | L D
AA| 5,1:2 6,5:3
AB| 5,2;5 |6,3;1
BA|4,1;5 | 4,5:6
BB | 4,2;2 | 4,3;4

Opazimo, da akcija A pri igralcu Py.q., ,) dominira akcijo B, tako da se naloga
prevede na naslednjo igro:

Pl;{W3}\P3;{w1,w2,w3} L D
Al1,2153
B|253,1

Ta igra ima ¢isti Nashevi ravnovesji (B, L) in (A, D). Kombinacij ¢isto-meSano ni,
za popolnoma mesano Nashevo ravnovesje:

(R O))

pa iz principa indiferentnosti dobimo sistem enach:
1+49=2+q, 24+3p=3—-2p
z reSitvijo p = 1/5, ¢ = 1/3. MesSana Bayesova ravnovesja so torej:

(Pl;{wuwz}: Pl;{ws}: P3;{w1,w2,w3} 5) <P1;{w1,w2}: Pl;{ws}: P3;{w1,wz,w3} :)
) A A 9

A B L D
Pl;{w1,w2} : Pl;{ws} : P3;{w1,w2,w3} :
A A B L D
4/5 1/5 2/3 1/3

2. Drevo pripadajoce ekstenzivne igre:

Pl N1 P2 Nay Pl Ni2 P2 Nao Pl Nis P2 Nag Pl N4 P2 Nay Pl Nis

N I |
| |
: Vi1 Va1 Viz Vao Vis Vas Vig Vaq Vis :
. ! ! ! | ! :
6 8 18 16 30 24 42 32 5 40
4 12 12 24 20 36 28 48 36 60
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Vgnezdeni Nashevi ravnovesji:

(N11Vi2VisViaVis, VarVaaVagVas)  in (N11ViaVizViaVis, NaiVaaVasVau)

3. To lahko modeliramo z naslednjo ekstenzivno igro z nepopolno informacijo:

slucaj
2/3 1/3
P
Vi M,
c P,
1
1 Ry M, Ry M
—2 2 2 —2
2 -2 -2 2

ki ji pripada naslednja strateska igra:
P\Py | Ry | M,

Vi 0,0
My

win
|

Y

WIND | GOl

win
[SVI] )
win

Cistih Nashevih ravnovesij ni, prav tako tudi ne ravnovesij tipa ¢isto-mesano. Za
popolnoma mesano Nashevo ravnovesje:

(R )

l—p p)  \1-q g

pa iz principa indiferentnosti dobimo sistem enach:
4—6p=2p, 4—4q=—-2+4q

z reSitvijo p = 1/2, ¢ = 3/4. Igra ima torej edino meSano Nashevo ravnovesje:

(G 072)- (1 35))
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4. Dani igri pripada naslednja matricna igra:

L|D
Al410
B|0]4
cl2]3

Zgornjo ovojnico pripadajoce koristnostne funkcije prvega igralca pri mesSani stra-

L D . .. . .. .
tegiji <1 ¢ g drugega igralca tvorijo naslednje akcije prvega igralca:

oAza0§q<§'

)
oAinCzaqz%;
2 2.
oC’za5<q<§,
oCinBzaqz%;

Bza§<q§1.

Minimum je dosezen pri ¢ = 2/5, kjer prvi igralec mesa A in C. Od tod ze dobimo
vrednost igre vp = 12/5. Ker je maksimalni skupni dobitek v prvotni igri enak
o = 10, od tod dobimo naslednjo delitev dobitka:

10+4L2 10— 2 31 19
>, )= (=, =) =(62,38).
2 2 5° 5
Za izracun tocke nesporazuma je potrebno do konca izracunati Nashevo ravnovesje
pripadajo¢e matri¢ne igre (grozilni profil). Iz principa indiferentnosti za koristnostno

1—
enacbo 4 — 2p = 3p, ki ima resitev p = 4/5. Grozilni profil je torej:

(G ) (5 5))

To pomeni, da v primeru nesporazuma prvi igralec dobi:

funkcijo drugega igralca pri mesani strategiji ( i) prvega igralca dobimo

6 3| rs
31 132
: 0 2] (2 7 H:—:szs
5 5 2 3
ERE 25
drugi igralec pa:
2 3] 3
3172
1 0 2] ]2 3 [g]:%:288
3 3|15
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 11. 2. 2013
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Prispevki druzbenikov so lahko kar njihove akcije, koristnostne funkcije pa so nasle-
dnje:

a
- — _2
UAlJaZ(aJ7bac) a+—a+b—|—cf(a+b+c)’
Unogaan(a,0,) = =30 2o flad bt o),
C
Ucirii(a, b, c) = —4c + —— b ’
cinl(a,b,¢) = —de+ ———m— fla+ b +¢)

kjer je:
6000 ;ao>M
ﬂ@_{ 0 ;o<M’

dodati moramo Se:
UAljai(Oa O; O) = UBogdan(Oy 07 O) - UCiril(Oa Oa O) =0.

Koristnostne funkcije imajo naslednjo lastnost: ¢e vzamemo poljuben profil, je kori-
stnostna funkcija vsakega druzbenika na dovolj majhni desni okolici strogo padajoca
v spremenljivki, ki pripada druzbeniku. Zato je lahko Nashevo ravnovesje le v tocki,
kjer je a + b+ c = M ali pa so vsi trije prispevki enaki ni¢. Ce torej Zelimo, da
imata dva druzbenika strogo pozitiven prispevek, mora biti a + b+ ¢ = M.

Privzemimo, da je M > 0 (¢e bomo nasli ustrezni M s to lastnostjo, ne bo potrebno

vec iskati naprej). Profil (a, b, ¢), kjer je a+b+c = M, je strogo Nashevo ravnovesje
natanko tedaj, ko velja:

6000
© _9a4>0,  oziroma M <3000, ceje  a>0,
a+b+c
6000
—-30>0, oziroma M <2000, ce je b>0,
a+b+c
0000¢ _ 4o> 0. ozroma M <1500,  ceje  ¢>0.
a+b+c

Od tod se vidi, da Nasheva ravnovesja, kjer imata natanko dva strogo pozitiven
prispevek, obstajajo natanko tedaj, ko je M < 2000. Za M = 2000 morata biti
tista s strogo pozitivnim prispevkom Aljaz in Bogdan: iskana Nasheva ravnovesja
so vsi profili oblike (a, 2000 — a, 0), kjer je 0 < a < 2000.
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2. Prirejena strateska igra:

Lolyg | LoDi3 | Doliz | DaDas
A Ay | 4,455 4,453 | 4,4:4,5 | 4,4:4,3
A1Bo3 | 4,5;2,414,6;2,5(4,5;3,4|4,6;3,5
A,Cos | 4,4:3,6 | 4,5:3,3 [ 4,2:2,6 | 4,3:2,3
BiAgs | 0,4:5,4 3,4:5,2 | 0,4;4,4 | 3,4;4,2
BiBas |0,5:2.33,6:2,410,5:3.33,6:3,4
B1Cs310,4;3,513,5;3,210,2;2,5]3,3;2,2
C1Ag3 | 5,4;5,411,4;5,3(5,4;4,4]1,4;4,3
C1By3 | 5,5;2,31,6;2,5|5,5;3,3(1,6;3,5
C1Ce% | 5,4;3,5(1,5;3,3|5,2;2,51,3;2,3

Najprej opazimo, da akcija By3 strogo dominira akciji Ags in Coz. Ko le-ti izlo¢imo,
akcija Dy dominira akcijo Ly, akcija D3 pa dominira akcijo L;3. Edino meSano

Bayesovo ravnovesje je torej ¢isto, in sicer (A Bas, Dy Ds3).

3. Dana ekstenzivna igra Se eno netrivialno podigro, in sicer tisto, kjer ima drugi igralec
na voljo akcije D, E' in F. V tej podigri Nashevo ravnovesje tvorita akciji D in F'.
Po odstranitvi akcije F se dana ekstenzivna igra prevede na naslednjo stratesko igro:

P\P, | DG | DH | FG | FH
A [53]53 1,313
B | 5,224 5224
C 3,442 3,442

Cisti Nashevi ravnovesji sta (A, DG) in (A, DH).

na naslednji skici:

xo+x3>4

Funkcija v je superaditivna za 3 < a < 7. Za a = 3 so imputacije in jedro prikazani

x3>1

(52,1 (431)
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xr1
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 16. 5. 2013
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Naj bosta akciji obeh igralcev kar r; in 5. Tedaj je trzna cena blaga kar r; + rs.
Od tod dobimo koristnostni funkeciji:

5
wr(r1,79) = (120 — 1) [rl trg— (60 - %)] — (120 — 1) (% trg— 60) ,

27y 7Ty

ug(ry, ra) = (120 — ) [7“1 oy — <72 - ?)1 = (120 — ry) <r1 += - 72) .

Opazimo, da je u; konkavna funkcija spremenljivke r; in prav tako tudi r, konkavna
funkcija spremenljivke r5. To pomeni, da je v stacionarni tocki globalni maksimum.
7 drugimi besedami, ¢e je tocka, kjer je 24 = du2 —

o = 52 =0, profil (torej ¢e sta ry in ro v
intervalu [0, 120]), je tam tudi Nashevo ravnovesje. Iz odvodov:

8u1 57”1 8u2 147”2
—l_o9210- 21— 2 240 — 1y —
87’1 2 "2, 87’2 & 5

dobimo stacionarno tocko r; = 58, ro = 65, ki je po zgoraj povedanem tudi Nashevo
ravnovesje. To odgovarja vrednostma ¢; = 62 in ¢ = 55.

2. Opazimo, da pri prvem igralcu, ki ve, da je v prvem stanju, akcija 1" strogo dominira
akcijo B. Podobno pri drugem igralcu, ki je v drugem stanju, akcija L strogo
dominira akcijo R. Tako lahko med akcijama izbirata le Se prvi igralec, ki je v
stanju wy ali w3, in drugi igralec, ki je v stanju w; ali ws. Za ta dva igralca dobimo
naslednjo prirejeno stratesko igro:

L13 R13
Tos | 2,2|2,7 |
By 2,493

Vidimo, da akcija Bz strogo dominira akcijo Tp3 (medtem ko v imamo v stanju
wy izvirne igre le navadno dominacijo). Ko akcijo Ty izlo¢imo, vidimo, da se dru-
gemu igralcu bolj splaca igrati Li3. Edino mesano Bayesovo ravnovesje igre je torej
(11, Bys; Lo, Lys).

3. Igra ima dve netrivialni podigri, ki sta doloceni z vozlis¢em, kjer ima drugi igralec
mozni potezi C' in D, in vozlis¢em, kjer ima drugi igralec mozni potezi £ in F. V
prvi podigri igra le Se drugi igralec in ima ocitno edino ¢isto Nashevo ravnovesje
(, D). Druga podigra pa se prevede na stratesko igro:

E|F
Gl2,2(3,1],
H|1,3[4,4
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ki ima ¢isti Nashevi ravnovesji (E,G) in (H, F). Iz kombinacij ¢istih Nashevih
ravnovesij za obe podigri in primerjanj koristnostnih funkcij prvega igralca za akciji
A in B koné¢no dobimo ¢isti vgnezdeni Nashevi ravnovesji (AG, DE) in (BH, DF).

. Najprej izra¢unamo:

: 13
v({1}) = min max{l+4p,4—4p,3 —p} = —,
. 12
v({2}) = (ax min{2 +p, 1+ 5p,4 — 4p} = E
" . . . ) 41 39
Ocitno je tudi v({1,2}) = 8. Shapleyjevi vrednosti: ¢; = 10 Oy = 10
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 29. 11. 2011
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Ker mora vsak kupec ponuditi vsaj 1 evro, mora kupec, ki z gotovostjo dobi predmet
drazbe, zanj placati vsaj 2 evra. Torej to v Nashevem ravnovesju ne more biti
Andraz, saj bi imel v tem primeru izgubo. Bolje bi naredil, ¢e bi ponudil le 1 evro,
saj tedaj bodisi z gotovostjo ne bi dobil predmeta bodisi bi ga dobil z verjetnostjo
1/5 (to bi bilo tedaj, ko bi vsi ponudili po 1 evro). V obeh primerih bi bil na ni¢li,
kar bi bilo zanj boljse.

Nadalje opazimo, da morajo v Nashevem ravnovesju, kjer posamezen kupec z go-
tovostjo dobi predmet drazbe, ostali ponuditi strogo manj, kot ga on ceni. Sicer bi
imel namre¢ zmagovalec drazbe izgubo, saj bi moral za predmet drazbe placati vsaj
1 evro vec, kot ceni predmet drazbe. Spet bi se mu bolj splacalo ponudbo znizati
npr. na 1 evro.

V Nashevem ravnovesju, kjer bi Brigita zagotovo dobila predmet drazbe, bi smeli
torej vsi ostali kupci ponuditi le 1 evro. Brigita bi bila tedaj na nic¢li. Toda ¢e bi
spustila ponudbo na 1 evro, bi imela pri¢akovani dobicek 1/5, kar je bolje. Torej
tudi za Brigito ni Nashevega ravnovesja, kjer bi z gotovostjo dobila predmet drazbe.

Prav tako niti za Andraza niti za Brigito ni Nashevega ravnovesja, kjer bi imela
strogo pozitiven pricakovani dobi¢ek. Za Andraza ga ni, ker mora, brz ko dobi
predmet drazbe, placati vsaj 1 evro. Toda tudi Brigita bi smela, ¢e bi hotela imeti
strogo pozitiven pricakovani dobicek, za predmet drazbe placati najvec¢ 1 evro. To
je mozno le, ¢e vsi ponudijo le po 1 evro. Toda to ni Nashevo ravnovesje, saj se ze
Cvetu bolj splaca ponuditi 2 evra.

Za vse ostale kupce pa obstaja Nashevo ravnovesje, kjer zagotovo dobijo predmet
drazbe in imajo strogo pozitiven pricakovani dobicek. Oglejmo si namre¢ profil,
ko zmagovalec ponudi vsaj 5 evrov, ostali pa ponudijo po 1 evro. Tedaj je dobicek
zmagovalca vsaj 1 in tako ostane, ¢e le ponudi veé kot 1 evro. Ce pa spusti ponudbo
na 1 evro, se njegov pricakovani dobi¢ek zniza na 1/5, kar je slabse. Nadalje, ce
naj se za katerega drugega kupca kaj spremeni, mora ponuditi vsaj 5 evrov, v tem
primeru pa je pricakovano bodisi na ni¢li bodisi na izgubi. Torej je tak profil res
Nashevo ravnovesje in zmagovalec ima zagotovljen strogo pozitiven dobicek.

Trdimo, da so ti profili za Cveta tudi edini, v katerih on zagotovo dobi predmet
drazbe. Cveto v tem primeru namre¢ mora ponuditi najmanj 5 evrov, sicer se Edu
splaca dvigniti ponudbo na 4 evre in njegov pricakovani dobicek bo strogo pozitiven,
ne glede na to, ali bo dobil predmet z gotovostjo ali ne. Za ostale kupce pa smo ze
dognali, da ponuditi manj kot 3 evre. A ¢e bi kdo ponudil 2 evra, bi moral Cveto
placati 3 evre in bi bil na ni¢li. Bolj bi se mu splacalo spustiti ponudbo na 2 evra,
saj bi imel v tem primeru strogo pozitiven pricakovani dobicek.
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Sklepi:

a) Kupci, za katere obstaja Nashevo ravnovesje, v katerem zagotovo dobijo pred-
met drazbe, so Cveto, Darja in Edo.

b) Cveto, Darja in Edo so tudi kupci, za katere obstaja Nashevo ravnovesje, pri
katerem imajo strogo pozitiven pricakovan dobicek.

c) Nasheva ravnovesja, pri katerih Cveto zagotovo dobi predmet drazbe, so tista,
pri katerih Cveto ponudi vsaj 5 evrov, ostali pa le po 1 evro.

2. Ker akcija A strogo dominira akcijo C', lahko slednjo izloc¢imo.
Iz tabele zlahka od¢itamo ¢isti Nashevi ravnovesji (A4, X) in (B, Z).
Poleg tega je mozno, da prvi igralec mesa A in B, drugi pa ubere ¢isto strategijo Y
ali Z. Za ta namen moramo izracunati:

(4 By x vy Z])=(6-6p 5-3p 143].
((11?P) )

Maksimum je dosezen (zgornja ovojnica):

oza0§p<%: pri X;
° zap:%: pri X in Y,
oza%<p<§: pri Y,
° zapz%: pri Y in Z;
oza§<p§1: pri Z.

Od tod dobimo skupino mesanih Nashevih ravnovesij:

A B 1 2 A B 2
Y] =<p<- Z —<p<l1.
((Lﬂﬂp)’ )’3‘p‘3’ ((Lﬂ7p)’ ) 3 ==

Nasheva ravnovesja, kjer oba mesata, pa so lahko dosezena le pri p = 1/3, ko drugi
igralec mesa X in Y, in pri p = 2/3, ko mesa Y in Z. Za prvi primer iz:

Al G2 0) -1

dobimo indiferentnost pri ¢ = 1. Za drugi primer pa iz:

Al (h 9) -

dobimo indiferentnost pri vseh q. Mesana Nasheva ravnovesja so torej:

v (4,00
(42 ) dee ((10)



3. Profil (A, X) je Nashevo ravnovesje za a > 2.
Profil (B, ) je Nashevo ravnovesje za a < 0.

Profil ( 1—p p) ) je mesano Nashevo ravnovesje, ¢ejea = 2in0 < p < 1/3.

Profil <B, ( )) je mesano Nashevo ravnovesje, ¢e jea =0in 0 < ¢ < 2/3.

Profil <( X i) , (ﬁ é)) je mesano Nashevo ravnovesje, ¢e je 0 < a < 2.
a+1 a+1 3—a 3—a

Drugih mesanih Nashevih ravnovesij ni.

. Ce z A oznadimo matriko igre, se splaca vrednost igre iskati kot:

Oxggglmm [1—]9 p}A:ggﬁé{l{ﬁ—p,él—FQp,l+8p,8—4p,3+5p},

torej kot maksimum spodnje ovojnice stolpcev, ki jih oznacimo z S, ... S5. Spodnjo
ovojnico tvorijo:

° ngaOSpS%;
o Syzaj <p<%;
° Slzaq:g;

° S4za%§p§1

, .. . Sy 53
Stolpec S5 pa je strogo dominiran recimo z (1 /21 /2)

. . Sy Sy
No, tudi stolpec S; je kar enak (1/2 1/2>.
Vrednost igre je doseZena pri p = 2/3 in je enaka 16/3.
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Resitve kolokvija in izpita iz teorije iger z dne 26. 1. 2012
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

. a) Igra ima 6 stanj glede na to, katero nagrado dobi posamezen igralec — recimo
AB, AC', BA, BC, CA in C'B. Prvi igralec lahko dobi signale A%, Bx in C'x, drugi
igralec pa *A, *B in *C, pa¢ glede na to, katero nagrado je posamezen igralec dobil.
Ce prvi igralec prejme signal Ax, je aposteriorna (pogojna) porazdelitev stanj enaka

AB AC
(1 /2 1/2

Vsak igralec ima dve mozni akciji: mengjati (M) ali ne menjati (N). Do menjave
pride, ¢e sta obe akciji enaki M. Od tod dobimo naslednje tabele koristnostnih
funkcij po stanjih:

) in podobno tudi za ostala dva signala in za drugega igralca.

AB AC BA

N | M N | M N | M
N[L1[L1 N [1,2[12 N [3,4]3,4
M|1,1]3,4 M|1,2]4,4 M|3,4]1,1

BC CA CB

N | M N | M N | M
N [3,2]3,2 N [4,44,4 N [4,1[4,1
M |3,2]4,1 M 4,4]1,2 M 4,132

b) V Bayesovem ravnovesju prav gotovo ne pride do menjave nagrad, ki imata
za igralca najvisjo mozno vrednost, t. j. prvi igralec ne bo zamenjal nagrade C,
drugi igralec pa ne nagrade B. Oglejmo si zdaj profil, pri katerem je vsak igralec
pripravljen zamenjati vsako nagrado razen najvisje, t. j. profil:

(MA*MB*NC*7 N*AM*BM*C> .

Koristnostne funkcije igralcev z ustreznimi signali v prirejeni strateski igri s po-
polno informacijo so za ta profil enake (3'5,3°5,4;4,2'5,2°5), kar je vecje ali enako
(1,3,35;2°5,1,2) — koristnostnim funkcijam posameznih igralcev s signali za pri-
mer, ko zamenjajo akcijo. Zato je profil (Ma,Mp.Ncw, NasMp.Mc,) Bayesovo rav-
novesje, v njem pa lahko pride do vseh menjav, ki jih nismo izkljucili, t. j. A < B,
A< Cin B+ C.

c) Profil, pri katerem nobeden ni nikoli pripravljen menjati, je Bayesovo ravnovesje,
ker se, Ce je dolocen igralec pri dolocenem signalu (t. j. dolo¢eno nagrado) pripra-
vljen menjati, njegova koristnostna funkcija ne spremeni. Ta profil je torej Cisto
Bayesovo ravnovesje, pri katerem nikoli ne pride do menjave.

. Oznac¢imo s ¢; ponudbo prvega, s ¢s pa morebitno ponudbo drugega igralca. Gre za
ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:
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1. faza: AP

8]

2. faza: 1w

0) Co > Cq

100 — C1 0
0 100 — ¢4

Oglejmo si najprej drugo fazo. Ce prvi igralec ponudi 100 ali ve¢, mora drugi igralec
odstopiti, ¢e ponudi 98 ali manj, mora ponuditi ¢; +1. Ce pa prvi igralec ponudi 99,
je drugemu igralcu vseeno, ali ponudi 100 ali pa odstopi. V prvem primeru bomo
rekli, da ubere provokativno, v drugem pa, da ubere konservativno strategijo. V ta
dva pojma zajamemo tudi prej omenjene nedvoumne reakcije drugega igralca.

Oglejmo si zdaj prvo fazo. Ce drugi igralec ubere konservativno strategijo, bo prvi
igralec dobil 100 — ¢y, ¢e je ¢; > 99, sicer pa 0. To doseze maksimum pri ¢; = 99.
Ce pa drugi igralec ubere provokativno strategijo, bo prvi igralec dobil 100 — ¢, ¢e
je c¢1 > 100, sicer pa 0. To pa je lahko enako najvec 0, in sicer pri ¢; = 1,2, ... 100.
Vgnezdena Nasheva ravnovesja so torej:

(99, konservativna strategija) in (cj, provokativna strategija); ¢; = 1,2,...100.

. Ce se igralca sporazumeta, si razdelita maksimalni skupni dobitek o = 9. Delitev
temelji na vrednosti matrike:

-5 1
A-B=1|5 3
-1 1

N = W

Kombinacija vrstic, ki jo predstavlja vektor (1—p, p,0), kjer je 2/5 < p < 1/2, strogo
dominira tretjo vrstico. Ko jo odstranimo, kombinacija stolpcev, ki jo predstavlja
vektor (1 — ¢,0, q), kjer je 1/2 < ¢ < 2/3, strogo dominira drugi stolpec. Torej je:

D=uv(A—B)= maxmin [l —p p| [‘5 3] _

0<p<1 5 1
= [nax min{—5+ 10p, 3 — 2p} =

e —54+10p ;0<p<2/3
© o0<p<i 3—2p ;2/3<p<1
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in maksimum je dosezen pri p = 2/3. Velja tudi:

D = min max [—5 3} {1—41} _

0<q<1 5 1 q
= hax min{—5+ 8¢, 5 — 4q} =

e ] T8¢ 5 0<g<5/60
C0<gsi | 5—4¢ ;5/6<¢<1

in minimum je dosezen pri ¢ = 5/6. Resitev igre:

co+D o—D B 1_GE
2 72 - \373 )"

Zaradi stroge dominacije je ((1/3,2/3,0),(1/6,0,5/6)) edino Nashevo ravnovesje
matri¢ne igre z matriko A — B, torej obstaja tudi ena sama tocka nesporazuma:

1/6] o 1/6]
Dy=[1/3 2/3 0]A]| 0 =5 Dy=1[1/3 2/3 0]B| 0 =5
5/6 5/6

. a) Iz v({2,3}) > v({2}) + v({3}) sledi t > 3, iz v({1,2,3}) > v({1}) + v({2,3}) pa
sledi t < 5. Ostale relacije superaditivnosti vedno veljajo, torej je v superaditivna
za t € [3,5].

Ce z (z1, 72, 73) oznac¢imo delitev dobitka velike koalicije, je jedro doloceno z nasle-
dnjo enacbo in neenacbami:

.1'1+1’2+.T3:6,
551217 17222, 5(7321a
$1+LE224, LE1+$323, .I’2—|—5L’325.

Resitev je ena sama tocka (1,3, 2). Slika:

z2+x3>5

z1+x2>3

xr3>1

R — i)
r1+23>3 %

x1>1
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Za izracun Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:

Vrstnired | 1| 2| 3
1,2,3 11312
1,3,2 11312
2,1,3 21212
2,3, 1 11213
3,1,2 2131
3,2, 1 11411

Povprecje % %7 %

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢ = 4/3, ¢po = 17/6 in ¢3 = 11/6.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 10. 2. 2012
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Akcije opiSemo z urejenimi pari (i, s), kjer je ¢ Stevilo iztegnjenih prstov (t. j. 1 ali
2), s pa je napoved skupnega Stevila iztegnjenih prstov. Smiselne akcije so (1,2),
(1,3), (2,3) in (2,4). Koristnostni funkciji sta podani v naslednji tabeli:

(L,2) [ (1,3)] (2,3) | (2,4)
21 0,0 | 1,0 | 0,1 | 0,0
,3)1 0,1 0,0 0,0 1,0
3)
1)

1,0 | 0,0 | 0,0 | 0,1
0,0 | 0,1 | 1,0 | 0,0

Mesano Nashevo ravnovesje npr. nastopi, ¢e oba igralca mesata vse akcije z enakimi
verjetnostmi. Bolj formalno, je oblike (7, ), kjer je:

7T:((Lz) (1,3) (2,3) (2,4))
/4 1/4 1/4 1/4)°

saj tedaj velja:

Ui((1,2),7) = U ((1,3),m) = U1 ((2,3), 7)) = U1 ((2,4),7) = i in
Us(7,(1,2)) = Us(m, (1,3)) = Us(m, (2,3)) = Us(m, (2,4)) = ;1‘
Se eno mesano Nashevo ravnovesje je tudi:
(52 52) - (62 52)-
saj tedaj velja:
(o2 (2 52) o (e (52 GR) =32
=u (e () G2)) =0 (@ (G 52)) -0 w
(2 52) - 0m)=n (G G2)-e9) =32

= (12 52) - 02)=n (6 §2)-e0) -

Opomba. Ce bi akcijam, s katerimi smo delali, dodali e kak$no drugo akcijo (npr.
(1,4)), bi bila ta strogo dominirana s kombinacijo iz Nashevega ravnovesja, ki smo
ga nasli.
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2. Prirejena igra s popolno informacijo ima Stiri igralce: prvega s signalom iz stanja
w1, prvega s signalom iz stanj ws, w3, drugega s signalom iz stanj w;, wy in drugega
s signalom iz stanja ws. Opazimo, da pri slednjem akcija L dominira akcijo D,
zato lahko slednjo eliminiramo iz vseh nadaljnjih postopkov. Za preostale tri igralce
dobimo naslednjo igro s popolno informacijo:

Lyz Dy

A1Ass [3,1:4 1 4,3;2
A Bos 3,25 [ 4,4;3
BlA23 1,1,0 5,373
Bleg 1,271 5,474

Iz tabele je razvidno, da akcija Bz strogo dominira akcijo Asg (Ceprav je v izvirni
Bayesovi igri v stanju wy ravno obratno — akcija A strogo dominira akcijo B). Tako
dobimo igro za dva igralca, od katerih ima vsak po dve akciji. MeSana Bayesova

. A B Ly D
ravinovesja: (Alng,ngLg), (Blng,D12L3), (( §1 21) 323, ( 112 212) L3)

5 5 3 3

3. Gre za ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:

P1 PQ P2

Fs . (0,21)

Indeks ob ¢rki pomeni vrednost karte, ki jo polozi igralec, ki je na potezi. Debelejse
¢rte pomenijo akcije, ki jih igralec zagotovo izbere, ¢rtkane crte pa akcije, ki jih
zagotovo ne izbere. Tako bodo akcije Dy, Es, Fy, Gg, Hs, Ig, Js, K5, Lg in Mg
zagotovo v vsakem vgnezdenem Nashevem ravnovesju. Prvemu igralcu je vedno
vseeno, kaj narediti, ne glede na to, kaj dela drugi igralec. Toda izbira akcije C'5 ali
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Cs odloca o akciji drugega igralca v drugi fazi igre. Vgnezdena Nasheva ravnovesja
so torej oblike:

(A 03E5H5K5, BQD4F6G6]6L6J4M6) in (A C5E5H5K5, B4D4F6G616L6J4M6),
kjer je A pri obeh lahko A, Az ali A;. Skupaj jih je 6.

. Shapleyjeva vrednost posameznega ¢lana komisije je tukaj kar verjetnost, da ta ¢lan
odlocilno prispeva k sprejetju odlocitve, ¢e glasujejo v na slepo izbranem vrstnem
redu. Predsednik odloc¢ilno prispeva, ¢e je na tretjem ali ¢etrtem mestu, torej ima
Shapleyjevo vrednost 1/3. Vsak drug ¢lan komisije pa odlo¢ilno prispeva, ¢e je bodisi
na tretjem mestu in predsednik pred njim bodisi na ¢etrtem mestu in predsednik za
njim. Njegova Shapleyjeva vrednost je 2/15.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 6. 7. 2012
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Preferenc¢na funkcija prvega proizvajalca:

36¢1

Py
G +aq+1 N

ul(Qla C]Q) =

kot funkcija spremenljivke ¢; na intervalu [0, 00) doseze maksimum bodisi pri ¢g; = 0
bodisi v stacionarni tocki, ki je nic¢la parcialnega odvoda:
On (1 +q+1)°

(velja limg, o0 u1(q1,g2) = —00). Podobno tudi preferen¢na funkcija drugega proi-
zvajalca, ki je za ¢ > 0 enaka:

us(qr,qp) = ———— — 32 — ¢,

kot funkcija spremenljivke ¢, na intervalu [0, co) doseze maksimum bodisi pri gz = 0
bodisi v stacionarni tocki, ki je nicla parcialnega odvoda:

dus  36(q1 + 1)

0 (1 +q2+1)? a

(tudi tukaj velja limg, o u2(g1, g2) = —00, pomembno pa je tudi, da ima uy v izho-
dis¢u skok navzdol). Od tod dobimo $tiri moznosti za kandidate za ¢ista Nasheva
ravnovesja.

Prva moznost je ¢ = g» = 0. Ce je go = 0 je g—gll = 0 pri ¢g; = 2 (ni¢le izven intervala

[0,00) ne upostevamo). Velja u;(0,0) = 0 in u;(2,0) = 16, torej profil ¢; = g2 = 0
ni ¢isto Nashevo ravnovesje.

Druga moznost je g—zll = 0,92 = 0 ali ekvivalentno ¢; = 2,¢o = 0. V tem primeru

uy doseZe maksimalno vrednost. Oglejmo si Se uy. Velja uz(2,0) = 0; nadalje, ée je
G =2, je g—gj =0 pri go = 3 in velja u1(2,3) = 9 — ¢. Profil ¢; = 2,9, = 0 je torej

¢isto Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko je ¢ > 9.
Tretja moznost je ¢; = 0, g—zz = 0 ali ekvivalentno ¢; = 0,92 = /12 — 1. Toda ker je
g—Z;(O, V12 — 1) = 3v12 — 4 > 0, to ne more biti ¢isto Nashevo ravnovesje.

Qur
o

OQug

o = 0. V tem primeru iz obeh

Preostane se zadnja moznost, ko je = 0 in

parcialnih odvodov dobimo:
(a1 + a2 +1)* =9(qz + 1) = 12(q1 + 1),

torej go = (4q1 +1)/3. Ko to spet vstavimo v zgornji sistem, dobimo ¢; = 2, ¢y =
Iz primerjave vrednosti u;(2,3) = 4 in u1(0,3) = 0 ter uz(2,3) = 9—cin uy(2,0) =
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dobimo, da je profil ¢ = 2,q2 = 3 ¢isto Nashevo ravnovesje natanko tedaj, ko je
c<9.

Se drugace povedano, za ¢ < 9 ima igra edino ¢&isto Nashevo ravnovesje q; = 2, ¢ =
3, za ¢ > 9 edino cisto Nashevo ravnovesje q; = 2,¢, = 0, pri ¢ = 9 pa ima dve ¢isti
Nashevi ravnovesji, in sicer prej omenjena profila.

2. OznacCimo z ~ enakost vrednosti iger. Za a > 5 iz dominacij dobimo:

5 a b

a a b a b

a a b| ~ ~ ,
c ¢ d c d

c ¢ d

za a < 5 pa iz dominacij dobimo:

5 a b a b
a b
a a bl ~la bl ~ [c d] .
c ¢ d c d

3. Najprej opazimo, da pri drugem igralcu, ki dobi signal stanja ws, akcija D dominira
akcijo L, ¢e dobi signal stanja ws, pa akcija L dominira akcijo D. Za drugega igralca s
tema dvema signaloma je torej strategija jasna, za drugega igralca s signalom stanja
w1 in prvega igralca pa dobimo stratesko igro z naslednjima funkcijama koristnosti:

Ly D,
Aps | 3,8 | 4,1
Bios | 375,01 2°5,3

Iz tabele razberemo, da ta igra nima cistih Nashevih ravnovesij, prav tako tudi
ne ravnovesij tipa ¢isto-mesano. Iz principa indiferentnosti razberemo, da je profil
Aja3 B123) < Ly D1>) o .
, , kjer je 0 < p,q < 1, mesano Bayesovo ravnovesje
((1 o 1—q ¢ jer ] p.q y ]
natanko tedaj, ko velja8 —8p=1+2pin 3+qg=35—g¢q, torej p=07in g = 0°25.
Sklep: edino mesano Bayesovo ravnovesje nase igre je:

A123 3123 Ll Dl
((0'3 07 ) \o7s 025) P2l )

4. Gre za ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:

Ponudba: A A
p
Odgovor: +
/K
1—p 3(1—-p)/4
p (1-p)/4
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Oglejmo si najprej, kaj se splaca storiti Egonu. Ce je p < 1/5, se mu bolj splaca
zavrniti, ¢e je p > 1/5, se mu bolj splaca sprejeti, pri p = 1/5 pa se mu oboje enako
splaca.

Preden se lotimo vprasanja, kaj se najbolj splaca storiti Albertu, moramo pokom-
binirati Egonove strategije v vseh moznih situacijah, v katerih se znajde. Mozni sta
le dve kombinaciji. Rekli bomo, da Egon ubere ustrezZljivo strategijo, ¢e zavrne pri
p < 1/5 in sprejme pri p > 1/5. Nadalje bomo rekli, da ubere zlobno strategijo, ¢e
zavrne pri p < 1/5 in sprejme pri p > 1/5.

Albertov dobitek v odvisnosti od njegove ponudbe p ima naslednji graf:

i
1/5 1 P

pri Cemer je vrednost pri p = 1/5 na zgornji érti, ¢e Egon ubere ustrezljivo strategijo,
in spodaj, ¢e ubere zlobno strategijo. Ce Egon ubere ustrezljivo strategijo, je maksi-
mum Vv tej tocki tudi dosezen, ¢e ubere zlobno strategijo, pa maksimum ni doseZen.
Edino vgnezdeno Nashevo ravnovesje je torej (p = 1/5, ustrezljiva strategija).
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 30. 8. 2012
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Pripadajoca strateska igra ima 5000 igralcev — usluzbencev, od katerih lahko vsak
igra dve akciji (strategiji): vlak ali avto. Preferencna funkcija je lahko ¢as, ki ga
usluzbenec potrebuje za pot do sluzbe, a je urejena nasprotno kot mnozica realnih
stevil: vecje Stevilo pomeni nizjo preferenco in obratno.

Ce se vsi usluzbenci peljejo z avtomobilom, vsak od njih za pot potrebuje 50 minut.
Ce se eden od njih namesto tega odlo¢i potovati z vlakom, bo za pot potreboval
27°005 minute, kar je ugodneje, torej to ni Nashevo ravnovesje.

Privzemimo zdaj, da se vsaj en usluzbenec pelje z vlakom, torej da je y > 1.
Ce stevilo vlakov v predstavimo kot funkcijo spremenljivke 7, dobimo, da smo v
Nashevem ravnovesju natanko tedaj, ko velja:

y+1 12 Yy 12 r+1

i
2%+ —— <15 15+ 2+ —— <25
200 =T 200 Tamrn P00 o) = 200

24y = 5000.

Po krajsem racunu dobimo, da je to (¢e obdrzimo zadnjo zvezo) ekvivalentno:

12 1 Y 12 1
<—+ .
v(y) 200 — 100 — w(y+1) 200
Ce pogledamo samo skrajno levo in desno stran, dobimo:

1 < 1 n 1
v(y) ~u(y+1) 1200

Ker pa je v nepadajoca funkcija in lahko 1/v(t) zavzame le vrednosti 1, 1/2 in 1/3,
je ta zveza mozna le, ¢e je v(y) = v(y + 1), torej je izkljuceno, da je y = 2000 ali
y = 4000. Vse skupaj se potem prevede na:

121 y 12 1

o(y) 200 = 100 = o(y) 200"

Za 1l <y <1999, torej v(y) = 1, dobimo 22995 < y < 23005, torej y = 2300, kar je
v nasprotju z zacetnim pogojem. Za 2001 <y < 3999 dobimo 28995 < y < 29005,
torej y = 2900, kar je v redu, za 4001 < y < 5000 pa dobimo 30995 < y < 31005,
kar je spet v nasprotju z zacetnim pogojem. Nashevo ravnovesje je torej natanko
tedaj, ko se z vlakom pelje 2900, z avtomobilom pa 2100 usluzbencev. Formalno

gledano ima igra (30)) = 1'97 - 101" Nashevih ravnovesij.

2. Najprej opazimo, da je druga vrstica strogo dominirana s konveksno kombinacijo
(1 — p)-kratnika prve vrstice in p-kratnika tretje vrstice, brz ko je 3/8 < p < 1/2.
Zato lahko drugo vrstico izlo¢imo. Preostaneta Se dve vrstici, kar pomeni, da je
Nashevo ravnovesje tam, kjer spodnja ovojnica stolpcev doseze maksimum. Ce prvi
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igralec mesa (1 — p)-kratnik prve in p-kratnik tretje vrstice, je spodnja ovojnica
stolpcev enaka:

1+8p ;p<1/4
min{8 —4p, 1 +8p,2 +4p} = ¢ 2+4p ;1/4<p<3/4
§—4p ;p=>3/4

in maksimum je doseZen pri p = 3/4. Torej prvi igralec mesa 3/4 prve vrstice in
1/4 tretje, drugi igralec pa mesa prvi in tretji stolpec, recimo (1 — ¢)-kratnik prvega
in g-kratnik tretjega. Iz principa indiferentnosti dobimo 8 — 6g = 4 + 2q, torej
g = 1/2. Nashevo ravnovesje je torej eno samo, in sicer ga lahko ponazorimo s

1/4 1/2
parom vektorjev [ O | in [ O |.
3/4 1/2

. Igro lahko modeliramo kot ekstenzivno igro z naslednjim drevesom (kjer so vmesna
stanja kvadrati, lahko brez skode za splosnost privzamemo, da igralec, ki je na
potezi, lomi vrstice):

_———""'——”’—’;?\\\\\\\\
T 1]
/////////j§§;:\\\\\\\\ \
CT 1] H ] O
AP PP

] O 0 O

|;5 (1,0) |P2 (1,0)  (1,0)

] ]

(0,1) (0,1)
(odebeljene ¢rte predstavljajo optimalne ali edine mozne akcije). Iz diagrama je raz-

vidno, da drugi igralec, ¢e igra prav, vedno zmaga. Njegova strategija je preprosta:
vedno mora odrezati tako, da dobi kvadrat. Torej je bolje biti na potezi kot drugi.
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4. Ce koalicija vsebuje Ambroza in $e vsaj enega mesarja, dobi toliko, kolikor najveé
iztrzi mesar, ki je v koaliciji. Sicer koalicija ne dobi nic¢esar. Torej velja:

v({A}) =v({B}) =v({C}) =v({B,C}) =0,
v({A,BY) =90,  v({A,C})=v({A, B,C}) =120.

Pri delitvi dobicka, ki je v jedru, Boris ne sme dobiti nicesar, sicer bi lahko Ambroz
in Cveto izstopila iz velike koalicije in bi dobila ve¢ (120 denarnih enot). Toda
Borisova prisotnost pomeni, da Cveto ne sme dobiti ve¢ kot 30 denarnih enot. V
nasprotnem primeru bi namrec¢ lahko Ambroz in Boris izstopila iz velike koalicije in
bi dobila ve¢ (90 denarnih enot). Drugi izstopi iz koalicije pa pomenijo le, da na
koncu nih¢e ne sme biti v minusu, saj je izkupicek drugih koalicij enak ni¢ (ni pa
negativen). Skratka, jedro predstavljajo natanko koalicije, pri katerih Ambroz dobi
a, Boris ni¢, Cveto pa 120 — a, kjer je 90 < a < 120.

Za izracun Shapleyjevih vrednosti tabelirajmo prispevke posameznikov h koaliciji
za vse mozne vrstne rede pristopanja:

Vrstnired| A | B| C
A B, C 0 90| 30
A C, B 0 0 |120
B,AC 90 | 0 | 30
B,C,A |120] 0 0
C,A,B 120 0 0
C,B,A 120 0 0

Povprecje | 75 | 15| 30

Shapleyjeve vrednosti so torej ¢4 = 75, ¢p = 15 in ¢ = 30, se pravi, da mora tudi
Boris dobiti nekaj denarja.
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Resitve kolokvija iz teorije iger z dne 14. 4. 2011
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. V tabeli preferencnih funkcij elemente, pri katerih gre zagotovo za najboljsi odziv,
zamenjamo s kljukicami, elemente, pri katerih zagotovo ne gre za najboljsi odziv,
pa s ¢rticami. Dobimo:

Tretji igralec izbere C:  Tretji igralec izbere Cy:  Tretji igralec izbere Cl:

B By By By B B
A | v,a,b | /5, v Ay | /0,1 | a1,/ Al 1) ), a
Ay | [V V|V Y A | V' /12,7, )/ A |V 1Y)

[\

Nasheva ravnovesja so lahko le v poljih brez ¢rtic, edino tako polje pa je (Ay, By, Cy).
Le-to je Nashevo ravnovesje, ¢e je b > 5in b > 1.

Ce in samo &e je b > 1, strategija C; dominira strategijo Cs.

Ce in samo &e je a < 4 in b > 0, strategija C dominira strategijo Cs.

Ce in samo ¢e je a < 3, strategija C, dominira strategijo Cs.

Drugih dominacij ni.

2. Iz

iUl(Qlu Q2) = e C1, iU2(Q17 Q2) = o — C2
g ( g (

¢+ q2)? B G+ q2)?

po nekaj racunanja dobimo, da je Nashevo ravnovesje dosezeno kvecjemu za:

C2 C1
q1 = y 2= .
(Cl + 02)2 (C1 + 02)2
Da gre tam res za Nashevo ravnovesje, t. j. da sta res dosezena ustrezna globalna
maksimuma, lahko preverimo npr. z drugima parcialnima odvodoma:

a_Qul((h @) = ——2 8_2U2(Q1 @) = ——D
dq? ’ 2(q1 + )3 dq3 ’ 2(q1 + )3
3.
A 1+ 3p A 1
U2 B s (1 )_( Y) = |3- 2]9 s UQ B ,Z =12
C 4 4 5 — 4p C 9

1 —
Zato lahko strategijo Z izlo¢imo iz iskanja Nashevih ravnovesij. Drugih dominacij
pa ni.

. y .. Y . R
dobimo, da mesana strategija < p) strogo dominira Z, brz ko je 0 < p < %

Iz tabele hitro razberemo, da ni ¢istih Nashevih ravnovesij. Prav tako s pomocjo
principa indiferentnosti hitro vidimo, da ni niti Nashevih ravnovesij, kjer bi bila
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katera od strategij Cista. Z drugimi besedami, so le Nasheva ravnovesja, pri katerih
oba igralca mesata strategije. 1z:

A 4—4q
ol B[ (X, T =] a o
e q q 3

dobimo, da je lahko Nashevo ravnovesje dosezeno kvecjemu:

e Ce prvi igralec mesa A in B: pri g =

’

e Ce prvi igralec mesa A in C: pri ¢ =

)

oo ks Wl

e Ce prvi igralec mesa B in C: pri ¢ =

Ce prvi igralec mesa A in B, najprej preverimo, da je:

(a(f D)-u (o (§ ) -0 D)

(t. j. smo na zgornji ovojnici), nakar iz:

U2<(1i1p §>’[X Y]):[1+2p 4 — 3p]

dobimo, da je Nashevo ravnovesje dosezeno pri p =

w

5.
Ce prvi igralec mesa A in C, velja:

X v X v\\ 12 X v\\ 17
a(a (3 ))-nle ))-7en () -7
7 7 7 7 7 7

torej tam ni Nashevega ravnovesja, ker nismo na zgornji ovojnici.

Ce pa prvi igralec mesa B in C, pa iz:

U2(<1§p g),[x Y]):[3+2p 1]

dobimo, da v tem primeru Nashevega ravnovesja ne more biti.

Sklep: edino Nashevo ravnovesje je pri profilu ((? ?) , <)2( ?)) .

5 5

3 3

A

. Oznaéimo 7 := (1 .

B
. Tedaj je:
p) J )

U1 = max min{Ul(m,X), Uy(m,Y), U1(7T1,Z)} =

0<p<1

= fax min{3 — 3p, 1+ 3p,2 + p}.

Maksimum je dosezen v presecisc¢u premic, katerih smerna koeficienta imata naspro-
ten predznak (ni¢la je dovoljena), ki se nahaja na spodnji ovojnici, njegova abscisa
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pa je v [0,1]; ¢e takega prese¢is¢a ni, je maksimum doseZen v enem od krajisé¢. V

vvvvv

tabeli:

p|3—=3p|1+3p|2+p
1 9 7 9
4 4 4 4
1 7
5| 2 2 3

Na spodnji ovojnici lezi presecisce pri p = %, torej je v; = 2.
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Resitve kolokvija in izpita iz teorije iger z dne 13. 6. 2011
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Neposredno iz tabele razberemo, da so mozna tudi ¢ista Nasheva ravnovesja, pri
katerih prvi igralec igra le A ali B, drugi pa le L ali M, in sicer je (B, L) ¢isto
Nashevo ravnovesje, brz ko je b < 5, (A, M) pa je Nashevo ravnovesje, brz ko je
a < 2.

Iz principa indiferentnosti dobimo, da kombinacij ¢isto-meSano ni, za mesano Na-

shevo ravnovesje oblike (( A B) , ( L M)) pa mora veljati:
L—=p p l—q ¢

242¢q=5—-49g>b(1—q) in —146p=2—-3p>(1—p)a+2p,

()G 7))

mesano Nashevo ravnovesje, ¢e je a < 1/2 in b < 6.

od koder dobimo, da je:

Sklep: mesano Nashevo ravnovesje zahtevane oblike obstaja, brz ko je a < 2 ali
b <5, ne glede na c.

2. Najprej opazimo, da pri prvem igralcu, ki dobi signal stanja wy, akcija A dominira
akcijo B, ¢e dobi signal stanja ws, pa akcija B dominira akcijo A. Za prvega igralca
s tema dvema signaloma je torej strategija jasna, za prvega igralca s signalom stanja
wy in drugega igralca pa dobimo stratesko igro z naslednjima funkcijama koristnosti:

L123 D123
Ay [ 0,21 4,3
By|3,2]1,—1

Iz tabele razberemo, da sta (A, Dis3) in (Bsg, L123) Cisti Bayesovi ravnovesji in da
Bayesovih ravnovesij tipa ¢isto-mesano ni. Nadalje iz principa indiferentnosti raz-
beremo, da je profil (( Az BQ) , <L123 Diag
l—=p »p l—q ¢
Bayesovo ravnovesje natanko tedaj, ko velja % + %p =3 —4p in 4q = 3 — 2q, torej
p = % in g = % Sklep: mesSana Bayesova ravnovesja naSe igre so (A; Ay Bs, D1a3),

. A B L D
(A1ByBs, Lis) in (Al ( )’ 12) B, ( i %23)).

)), kjer je 0 < p,q < 1, meSano

3 3 2 2

3. Gre za ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:
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1. faza: AP

a,b,c
2. faza: '
S Z
3. faza: Py
Bgs Cs
c b c
a+b a-+c b

V tretji fazi vgnezdeno Nashevo ravnovesje nastopi, ¢e drugi igralec igra Bg in By,
¢e je b > ¢, nadalje igra C's in Cz, Ce je b < ¢, in kar koli, ¢e je b = c¢. Drugi igralec
torej v drugi fazi, ¢e ponujeni kos sprejme, dobi a + max{b,c}, ¢e pa ga zavrne,
dobi max{b,c}. V vgnezdenem Nashevem ravnovesju torej sprejme, ¢e je a > 0,
in sprejme ali zavrne, ¢e je a = 0. Oglejmo si zdaj Se prvo fazo. V vgnezdenem
Nashevem ravnovesju prvi igralec ne glede na optimalno strategijo drugega igralca
dobi min{b, c}. To bo maksimalno, ¢e bo a =0inb=c = 3.

Sklep: v vgnezdenem Nashevem ravnovesju:

1.

e prvi igralec razreze torto na kose velikosti 0, % n 3;

e Ce prvi igralec ponudi drugemu kos velikosti ve¢ kot ni¢, ga drugi igralec
sprejme, nicelni kos pa sprejme ali zavrne;

e drugi igralec zmakne vecjega od preostalih kosov; ¢e sta enaka, zmakne katerega
koli.

4. Pripadajoci koeficienti so enaki:

cg=0, ¢cy=0, cop=1, ¢z =1,

cuzy =1, cuap =0, cpz =0, cpay=a-3,

Shapleyjeve vrednosti pa so:
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 21. 6. 2011
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Najprej opazimo, da pri prvem igralcu, ki dobi signal stanja wy, akcija A dominira
akcijo B, pri drugem igralcu, ki dobi signal stanja w,, pa akcija D dominira akcijo
L. Za igralca s tema signaloma je torej strategija jasna, torej se lahko omejimo na
prvega igralca, ki dobi signal stanj w, in w3, in drugega igralca, ki dobi signal stanj
wp in w3. Prvi ima aposteriorno porazdelitev 1w/23 2&;‘; , drugi pa (1073 5?%)
Dobimo stratesko igro z naslednjima funkcijama koristnosti:

L13 D13
Ay [5,011,3
By |1,2] 2,1

S primerjanjem funkcij koristnosti hitro ugotovimo, da ¢istih Bayesovih ravnovesij

ni, prav tako tudi ne kombinacij ¢isto-mesSano. Iz principa indiferentnosti razbe-
. Ags 323) ( Ly D13)) s

remo, da je profil , , kjer je 0 < p,q < 1, meSano

je p ((1—;9 » 1—q¢ ¢ jer j p.q

Bayesovo ravnovesje natanko tedaj, ko velja 5 —4q = 1 + %q in 2p = 3 — 2p, torej

p= % inqg= 18—1. Edino mesano Bayesovo ravnovesje dane igre je torej

Ags B Lys D
(7 )0 )
4 4 11 11

2. Gre za ekstenzivno igro, ki jo lahko ponazorimo z naslednjo sliko:

1. faza: APy
P

2. faza:

a+2b
3(a+b)

2a+b
3(a+b)
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z dopolnilom, da sta dobitka za a = b = 0 enaka p in 1 — p.

Ce je a > 0, je v drugi fazi vgnezdeno Nashevo ravnovesje takrat, ko je b = 0. Za
a = 0 pa moramo lociti glede na p: pri p < 2/3 bo do vgnezdenega Nashevega
ravnovesja pri§lo le pri b = 0, pri p = 2/3 pri poljubni izbiri Stevila b, pri p > 2/3
pa pri poljubni izbiri b > 0 (obstaja torej neskonéno mnogo vgnezdenih Nashevih
ravnovesij).

Oglejmo si zdaj $e prvo fazo. Ce prvi igralec izbere a > 0, je njegov dobitek enak
1/3. Ce izbere a = 0, pa kratek premislek pokaZe, da prvi igralec dobi min{p,2/3},
ne glede na optimalno strategijo drugega igralca. Od tod sledi, da so vgnezdena
Nasheva ravnovesja naslednja:
e Ceje p < 1/3, prvi igralec izbere kateri koli a > 0, drugi pa vedno izbere b = 0.
e Ce je p=1/3, prvi igralec izbere kateri koli a, drugi pa vedno izbere b = 0.
e Ceje 1/3 < p < 2/3, prvi igralec izbere a = 0, drugi pa vedno izbere b = 0.
e Ce je p = 2/3, prvi igralec izbere a = 0, drugi pa b = 0, ¢e je a > 0, in kateri
koli b, ¢e je a = 0.
e Ce je p > 2/3, prvi igralec izbere a = 0, drugi pa b = 0, ¢e je a > 0, in kateri
koli b > 0, ¢e je a = 0.

Za 1/3 < p < 2/3 torej obstaja eno samo, sicer pa neskonéno mnogo vgnezdenih
Nashevih ravnovesij.

. a) Iz zapisa ustrezne strateske igre, kjer vrstice predstavljajo Bojana, stolpci Cirila,
S sodelovanje, N pa nesodelovanje:

Amanda ne sodeluje: Amanda sodeluje:
N S N S
N | 50,50,50 | 50,50, 50 N | 50,50,50 | 60,50, 60
S 150,50,50 | 50,50, 50 S 1 60,60,50 | 40,40, 40

dobimo, da do cistega Nashevega ravnovesja pride natanko tedaj, ko pri skupnem
projektu bodisi ne sodeluje nobeden bodisi sodelujeta natanko dva igralca.

b) Ce Amanda igra proti Bojanu in Cirilu, dobimo matriko dobitkov:

NN |NS|SN|SS
N | 50 | 50 | 50 | 50
S| 50 | 60 | 60 | 40

ki ima vrednost v({A}) = 50. Nadalje, ¢e Bojan igra proti Amandi in Cirilu, ima

matrika dobitkov:
NN | NS|SN|SS

N | 50 | 50 | 50 | 50
S| 50 | 50 | 60 | 40
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prav tako vrednost v({B}) = 50. Podobno je tudi v({C}) = 50. Ce Amanda in
Bojan igrata proti Cirilu, dobimo matriko dobitkov:

N | S

NN | 100 | 100
NS | 100 | 100
SN | 100 | 110
SS 1120 ] 80

z vrednostjo v({A, B}) = 104. Podobno je tudi v({4,C}) = 104. Ce Bojan in Ciril
igrata proti Amandi, pa ima matrika dobitkov:

N | S

NN | 100 | 100
NS 100 | 110
SN | 100 | 110
SS 1100 | 80

vrednost v({B,C}) = 100. Kon¢no je najvecji mozni skupni dobitek enak
v({A, B,C}) = 170. Koeficienti pri izra¢unu Shapleyjevih vrednosti so torej enaki:

C@ZO, C{A}:C{B}:C{C}:50,
ciaBy =cacy =4, cBeoy=0, capey =12,

Shapleyjeve vrednosti pa so:

$a =058, ¢p=dc=056.
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Resitve izpita iz teorije iger z dne 30. 8. 2011
FMF, Oddelek za matematiko — univerzitetni studij

1. Gre za stratesko igro s preferenc¢nima funkcijama:

r1(b—22)y ;11 < 29

( )

un (21, %2) = { r1(b—21)4 5 21 2> T
( )
( )

To(b—12)y ;11 S 19

NN NN

U (21, z2) = {

To(b—o1)4 ;T > @

kjer smo oznacdili x; = max{z,0}, z; in 25 pa sta ceni na enoto blaga, ki ju postavita
proizvajalca.

Ce oba proizvajalca doloéita ceno, vecjo ali enako b, se ne proda ni¢ blaga in to se
ne spremeni, ¢e eden od proizvajalcev spremeni ceno. Zato je taka tocka Nashevo
ravnovesje. Ce eden izmed proizvajalcev dolo¢i ceno, vecjo ali enako b, drugi pa ceno,
manjso od b, oba prodata vec, ¢e tisti, ki postavi visjo ceno, le-to zniza pod b. Zato
tam ni Nashevega ravnovesja. Ce pa oba postavita ceno, nizjo od b, je maksimum
preferen¢nih funkcij dosezen, ¢e je x1 = max{xs,b/2} in xo = max{xy,b/2}. Torej
je x1,22 > b/2, od koder sledi, da mora biti ;1 = 5. Nashevo ravnovesje je torej
tudi vsaka tocka, kjer je x; = x5 > b/2. Graf mnozice Nashevih ravnovesij:

D)

b 1

2. Hitro opazimo, da prva in druga strategija prvega igralca ne morata biti dominirani,
tretja strategija pa je dominirana s kombinacijo (1—p) prve in p druge natanko tedaj,
ko je:

1-2
m a> P .

l—p
7 drugimi besedami, dominacija bo mozna natanko tedaj, ko bo obstajal tak p €
[1 2}, da bo veljala zadnja enacba. To pa bo natanko tedaj, ko bo a > —1.

<p<

N| —
[GCR )

273
Ce zdaj vstavimo a = —1, dobimo, da je nivo varnosti za prvega igralca enak:
in{4 —3p,1+4p,—1+3 }—3
nax min p, 1+ 4p, =3
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3. Najprej opazimo, da v stanju w; strategija D dominira strategijo L, v stanju w3 pa
strategija L dominira strategijo D. Torej je pri drugem igralcu pomembno le, katero
strategijo ubere v stanju wy. Tako lahko igro prevedemo na obicajno stratesko igro
z meSanimi strategijami in koristnostnima funkcijama:

L2 D2
Aoz | 35,1 2,2
Biss | 35,5 | 35,4
Chros | 25,0 | 15,7

V tej igri je strategija C}ao3 strogo dominirana tako z Ajo3 kot tudi z Bias, zato jo
lahko odstranimo. V tako dobljeni igri hitro vidimo, da je (Bias, L2) edino ¢isto Na-
shevo ravnovesje. Med Nashevimi ravnovesji, od katerih eden ubere ¢isto strategijo,

drugi pa mesa, dobimo ((114 122 B;?’) ,LQ) za p > 1/2. Nashevih ravnovesij, kjer
bi oba strogo mesala, pa ni.

Sklep: mesana Bayesova ravnovesja igre so <(1A f;’) B;%) , DngLg), kjer je
1/2<p<1.

4. Karakteristi¢na funkcija je:

v(@) =0, v({A})=—650, v({B})=-200, wv({C})=—300,
v({A,B}) = =700, v({A,C})=—-700, v({B,C})=—500,
v({A,B,CY}) = —750,

Shapleyjeve vrednosti pa so:
pa=—450, ¢p=—125, ¢c=—175.

V skladu s Shapleyjevimi vrednostmi bi moral torej Aljaz v skupno blagajno pri-
spevati 450€, Bojan 125€, Cveto pa 175€.
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