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1. KOLOKVIJ IZ STATISTIKE

Prakticna matematika
19. april 2021

1. [30] Narisite prirejeno Lorenzovo krivuljo (lomljenko) in izra¢unajte Ginijev indeks

porazdelitve:
0o 2 3 4
02 05 02 01)°

2. [40] Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena zvezno z gostoto:

1
eVamrma/T 05 )

p(r) =§ 7z

0 ; sicer,

kjer je a > 0 neznan parameter.

a) Opazimo n neodvisnih vrednosti te spremenljivke. Poiséite cenilko za a po
metodi najvecCjega verjetja.

b) Ocenite a na podlagi opazenih vrednosti:

2°48, 1°27, 2'88, 095, 324, 3'13, 3'32, 3'47, 1°66.

3. [30] Nacionalni laboratorij za okolje, zdravje in hrano je v januarju izvedel verifika-
cijo hitrega antigenskega testa (HAT) za dokazovanje antigenov SARS-Cov-2. Med
preiskovanci, ki so bili okuzeni z virusom, jih je imalo 165 pozitiven in 37 negativen
izvid HAT testa. Dolo¢ite 90% Waldov interval zaupanja za obcutljivost HAT testa,
torej verjetnost, da je ta test pri okuzenem posamezniku pozitiven.

Na izdelek obvezno vpisite ime, priimek in vpisno stevilko. Cas resevanja je 90 minut.
Vse odgovore je potrebno utemeljiti. Veliko uspehal



2. KOLOKVILJ IN IZPIT 1Z STATISTIKE

Prakti¢na matematika
1. junij 2021
Za kolokvij reSujete zadnje tri naloge, za izpit pa 1., 2., 3. in 5. nalogo.
Pri kolokviju se bodo to¢ke pomnozile s 4/3.

1. [25] NapiSite enac¢bo primerjalnega kvantilnega (Q—-Q) grafikona med porazdeli-
tvama z gostotama:

3 3
x> 3 . — y>1

px(z) =4 2? in py(y) =4 v
0 ; sicer 0 ; sicer

in ga narisite: na abscisni osi naj bo spremenljivka X, na ordinatni pa spremenljivka

Y

?

2. [25] Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena zvezno z gostoto:

play = { a€TT 1a>0
0 ; sicer,

kjer je a > 0 neznan parameter.
a) Opazimo n neodvisnih vrednosti te spremenljivke. Poiséite cenilko za a po
metodi najvecCjega verjetja.

b) Ocenite a na podlagi opazenih vrednosti:
049, 011, 047, 0'1, 0°016, 0'44, 0'12, 0038, 0°74, 0°67 .

3. [25] V neki raziskavi' so pri 17 osebah preizkusali ravnotezje, medtem ko se so
morali s pritiskom na gumb odzvati na nepri¢akovan zvok. Merili so, koliko so (v
milimetrih) zanihali naprej ali nazaj. Dolo¢ene osebe so bile stare, dolo¢ene mlade.
Rezultati so naslednji:

Stari: 19, 30, 20, 19, 29, 25, 21, 24, 50
Mladi: 25, 21, 17, 15, 14, 14, 22, 17

Pri stopnji tveganja a = 0°05 preizkusite nicelno domnevo, da se starost pri ravno-
tezju ne pozna, proti alternativni domnevi, da imajo stari slabse ravnotezje, torej
da bolj zanihajo.

Vir: http://www.statsci.org/data/general/balaconc.html, ogled 28. 5. 2021



4. [25] V neki raziskavi? so 300 anketirancev obeh spolov povprasali, katera lastnost
avtomobila igra najpomembnejso vlogo pri odlocitvi za nakup. Rezultati so nasle-
dnji:

’ H varnost \ zanesljivost \ cena \ zmogljivost \ udobje \ videz ‘

zenske 28 25 13 15 24 15
moski 26 37 33 19 23 12

Pri stopnji tveganja o = 0°01 preizkusite domnevo, da so preference neodvisne od
spola, proti alternativni domnevi, ki to zanika.

5. [25] V neki raziskavi® so na 10 cestah z razli¢nimi Sirinami voznega pasu merili, koliko
so bili avtomobili v povprecju bo¢no oddaljeni od kolesarjev, ki so jih prehitevali.
Oznacimo Sirino voznega pasu z w, povprecno bo¢no oddaljenost pa z d. Podatki
so naslednji:

w || 128 {129 | 12°9 | 136 | 145 | 146 | 151 | 175 | 195 | 20'8
d 95| 62| 63| 70| 78| 83| 71|100|108| 110

(razdalje so v ¢evljih).

a) Izracunajte ocenjena koeficienta regresijske premice, ¢e je Sirina voznega pasu
pojasnjevalna, povprecna boc¢na oddaljenost pa odvisna spremenljivka.

b) Pri stopnji tveganja o = 0°05 preizkusite domnevo, da je svobodni ¢len v
regresijski premici enak ni¢, proti alternativni domnevi, da je razli¢en od nic.

Na izdelek obvezno vpisite ime, priimek in vpisno $tevilko. Cas resevanja kolokvija je
80 minut, Cas resevanja izpita pa je 110 minut. Vse odgovore je potrebno utemeljiti.
Veliko uspehal

2Vir: http://www.statsci.org/data/oz/carprefs.html, ogled 28. 5. 2021
3Vir: B. J. Kroll: Effects of Bike Lanes on Driver and Bicyclist Behavior. ASCE Transportation Eng.
J. 103 (1977), 243-256.



[ZPIT IZ STATISTIKE

Prakti¢na matematika
21. junij 2021

1. [25] Narisite Lorenzovo krivuljo in izra¢unajte Ginijev indeks porazdelitve z gostoto:

p(x)_{x 0<z <2

0 ; sicer.

2. [20] Spodaj so prikazane 14 ostrig v gramih:?

962, 1292, 522, 14°09, 1249, 7°67, 1550, 17°42, 7°91, 10°98,
1127, 8°09, 15°50, 10764 .

Ob predpostavki, da je teza ostrige porazdeljena normalno, poiséite 90% interval
zaupanja za standardni odklon teze.

3. [30] V porodnisnici Mater Mothers’ Hospital v Brisbanu v Avstraliji se je dne 18. de-
cembra 1997 rodilo 44 dojenckov. Spodaj so prikazani ¢asi porodov:®

00:05, 01:04, 01:18, 01:55, 02:57, 04:05, 04:07, 04:22, 04:31, 07:08, 07:35, 08:12,
08:14, 09:09, 10:35, 10:49, 10:53, 11:33, 12:09, 12:56, 13:05, 14:06, 14:07, 14:33,
14:46, 15:14, 16:31, 16:57, 17:42, 18:07, 18:25, 18:54, 19:09, 19:47, 19:49, 19:51,
20:10, 20:37, 20:51, 21:04, 21:23, 22:17, 23:27, 23:55.

Preizkusiti zelimo domnevo, ali se porodi dogajajo enakomerno ¢ez dan (in noc).
To storimo tako, da dan razdelimo na Casovne intervale, dolge po m ur, kjer je m
delitelj stevila 24.

a) PoiS¢ite najmanjsi m, pri katerem so pricakovane frekvence ob veljavnosti na-
vedene domneve enake vsaj 5.

b) Razdelite dan na ¢asovne intervale z dolzino, ki ste jo dobili v prej$nji tocki,
in pri stopnji tveganja o = 0°05 preizkusite navedeno domnevo.

4. [25] Spodaj so prikazana Stevila na novo okuZenih oseb v Zdruzenem kraljestvu
za obdobje od 30. maja do 19. junija letos (oba dneva vkljuCena, vsaka vrstica
predstavlja en teden):®

4Vir: http://jse.amstat.org/jse_data archive.htm, podatki 30oysters, ogled 20. 6. 2021.
SVir: http://jse.amstat.org/jse data archive.htm, podatki babyboom, ogled 20. 6. 2021.
6Vir: https://en.wikipedia.org/wiki/COVID-19_pandemic_in_the United Kingdom,

ogled 20. 6. 2021.



3111, 3283, 3099, 4261, 5179,
5223, 5584, 5966, 7312, 7232,
7319, 7606, 7587, 8808, 10809,

5651,
7550,
10075.

To modeliramo kot eksponentno rast z napakami, tj. 0 = a e’ kjer je d dan,
o stevilo okuzenih, ¢ pa napaka. Prevedite to na enostavno linearno regresijo in

tockovno napovejte stevilo okuzenih dne 25. junija.

Na izdelek obvezno vpisite ime, priimek in vpisno stevilko. Cas resevanja je 90 minut.

Vse odgovore je potrebno utemeljiti. Veliko uspehal



[ZPIT IZ STATISTIKE

Prakti¢na matematika
23. avgust 2021

1. [25] Nariite primerjalni kvantilni grafikon med standardno normalno porazdelitvijo
in empiri¢no porazdelitvijo podatkov:

252, 1'13, 2°06, 191, 177, 221, 2°33, 1’75, 1'99

s primerno izbranimi kvantili.

2. [25] Statisti¢ni model privzema zvezno porazdelitev z gostoto:
(2) = (L =pA+pAz)e™ ;2>0
P = 0 : sicer,
kjer sta A > 0 in 0 < p < 1 neznana parametra. Na voljo imamo spremenljivke
X1, Xo, ..., X, ki so neodvisne in imajo omenjeno porazdelitev. Po metodi mo-
mentov poiscite cenilki za A in p.

> k_—Xx k'
Pomoc: ; e d:B:AkH.

3. [25] Spodaj so prikazane 15 ostrig v gramih:”

"Vir: http://jse.amstat.org/jse_data_archive.htm, podatki 30oysters, ogled 23. 8. 2021.



791, 9°66, 11°40, 9'62, 1550, 17°42, 13'63, 10°73, 10°64, 15'50,
679, 7°02, 1368, 8'87, 14°09

Ob predpostavki, da je teza ostrige porazdeljena normalno, poiséite 99% interval
zaupanja za pricakovano tezo ostrige.

4. [25] V neki raziskavi v ZDA® so 1754 mladih in Ze zaposlenih povpragali, kdo jih je
zaposlil. Moznosti so 1: starsi, 2: drug sorodnik, 3: prijatelj, 4: druzinski prijatel;j,
5: sosed, 6: znanec in 7: drugo. Poleg tega pa so gledali tudi regijo, od koder
prihaja vprasani. Regije so 1: severovzhod, 2: sever, 3: jug in 4: zahod. Rezultati

so naslednji:

’ regija\razmerje H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘
1 65 | 46| 54 |47 | 11| 27 | 64
2113 67| 95|57 | 7]59 |91
31 134|102 | 117 | 76 | 11 | 55 | 70
4| 98| 59| 74|53 | 7|45 50

Ali lahko recemo, da so razmerja mladih zaposlenih do delodajalcev po regijah
razlicna? Preizkusite pri stopnji tveganja o = 0°05.

Na izdelek obvezno vpisite ime, priimek in vpisno stevilko. Cas resevanja je 90 minut.
Vse odgovore je potrebno utemeljiti. Veliko uspehal

8Vir: https://www.nlsinfo.org/content/cohorts/nlsy97, spremenljivki R1200300 (regija) in

R0102600 (relacija), ogled 23. 8. 2021.
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1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
18. november 2008

1. V razredu je 12 deklet in 8 fantov. Na koliko nac¢inov lahko izberemo ekipo za
matemati¢no tekmovanje, ¢e morajo biti v ekipi tako dekleta kot fantje? FEkipa
lahko Steje najvec tri ¢lane.

2. Pri pivu se gredo trije kolegi naslednjo igro: zaporedoma bo vsak med njimi povedal
eno stevilo od ena do tri, vendar vsak drugo. Prvi pove Stevilo od ena do tri
popolnoma nakljuéno. Drugi si zZeli re¢i “2”, a c¢e je to ze rekel prvi, si izbere
drugo stevilo, popolnoma slucajno. Tretji pa¢ rece, kar mu je ostalo. Koliksna je
verjetnost, da tretji rece “1”7 Kaj pa, da rece “2”7

3. Najprej vrzemo posteno kocko. Nato vrzemo toliko kovancev, kolikor je padlo pik
na kocki. Koliksna je verjetnost, da je na kocki padlo pet pik, ¢e na treh kovancih
pade cifra?

4. Vrzemo stiri kocke hkrati. Z X oznac¢imo najvecje, z Y pa najmanjse Stevilo pik,
ki padejo na posamezni kocki. Dolocite porazdelitev slucajnih spremenljivk X in
X-Y.



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
28. januar 2009

1. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo:

0 <1
202 — 3x + 1
— ;1< <2
Fx(z) = 5 =t
x/c ;2<x<c
1 s T >cC

Dolo¢ite konstanto ¢ in verjetnost, da je X manjsa od 2!
2. Naj bo X slucajna spremenljivka z gostoto:

3e3 x>0
px(z) =

0 ; sicer
Dolo¢ite kvantil, ki ustreza verjetnosti 1/6.

3. Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z gostoto

C

px(z) =4 (B+x)?
0 ; sicer

x>0

Dolo¢ite konstanto c. Kako je porazdeljena slu¢ajna spremenljivka Y = 1/X7?

4. Za diskretno celostevilsko slucajno spremenljivko X, ki zavzame vrednosti na mnozici
{-2,-1,0,1,2}, velja:

k+3
P(X =k)= il , za celo Stevilo k, —2 < k < 2.
c

2X3 +3X2 - 11X +6
6

a) Naj bo Y =
ljivke Y'!
b) Naj bo Z = X 4+ Y. Doloé¢ite porazdelitev slucajne spremenljivke Z!

. Dolocite porazdelitev slucajne spremen-



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
14. april 2009

1. Igralnica ponuja naslednjo igro: igralec vplaca stavo v viSini a, nato pa vrze tri
kocke, rumeno, zeleno in zlato. Ce na vseh treh kockah pade 1, dobi 200. Ce na
zlati pade 6, dobi 20. Ce na zlati ne pade 6 in na rumeni pade ve¢ kot na zeleni,
dobi 5. Koliko mora biti a, da bo igralnica na dolgi rok poslovala z dobi¢kom?

2. V posodi je Sest kroglic: dve sta beli, dve ¢rni in dve rdeci. Prvi igralec izvlece dve
kroglici; ¢e sta iste barve, ju vzame, sicer ju vrne v posodo. Nato je na vrsti drugi
igralec, ki prav tako izvle¢e dve kroglici. Ce sta iste barve, ju vzame in $e enkrat
izvlece dve kroglici. Tudi ti dve vzame, Ce sta iste brve, sicer ju vrne v posodo (prav
tako prvi dve kroglici, ¢e sta razli¢ne barve, vrne). S tem zakljuéi svoje Zrebanje.
Z X oznacimo stevilo kroglic, ki jih je dobil prvi igralec, z Y pa stevilo kroglic, ki
jih je dobil drugi igralec. Dolocite korelacijski koeficient slucajnih spremenljivk X
in Y! Presenetljivo ali ne?

3. Zavarovalnica je proti nezgodi zavarovala 2000 oseb. Vsako od njih doleti nezgoda
z verjetnostjo 00008 in osebe so med seboj neodvisne. Ocenite verjetnost, da se
noben zavarovanec ne ponesre¢i. Koliksna pa je verjetnost, da se ponesrecijo vsaj
trije? (Namesto ocen seveda lahko izra¢unate prave verjetnosti.)

4. Ocenite verjetnost, da pri 3000 metih dveh kock vsaj 80-krat padeta hkrati dve
enici.



4. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
9. junij 2009

1. Populacija X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

1 2 4
a b 1l—a—-b )"

Na vzorcu velikosti n mladi statistik definira cenilki:

_ Stevilo enic v vzorcu . ~  Stevilo dvojk v vzorcu
a= in b= )
n n

Ali sta cenilki nepristranski?
Stari statistik definira cenilki:

. —6z4+224+8 . - 5T—a2—4
a:# in b:T.

Ali sta ti cenilki dosledni?
Koliko so vrednosti cenilk na vzorcu

2,1,4,4,2, 1,2, 1,1, 1, 4, 47

2. V letu 2007 so v ZDA izrekli 115 smrtnih obsodb, izvedli pa 42. Dolocite interval
zaupanja za delez izvrSenih smrtnih kazni. Uporabite stopnjo zaupanja 5 = 95%.

3. Ob raziskavi posledic finan¢ne krize je agencija Be¢ovum povprasala naklju¢no(!)
izbranih 20 druzin o dolzini pocitnic v letih 2008 in 2009. Rezultati so zbrani v
tabeli.

| Druzina | 2008 | 2009 || Druzina | 2008 | 2009 |

Arko 15 21 Jurc 16 12
Bevk 7 7 Kirn 3 15
Cerk 10 7 || Lavs 14 | 12
Cokl 20 16 || Mali 26 | 32
Dové 15 0 || Novi 30 [ 23
Ekel 28 | 28 || Obir 23 | 19
Fric 26 8 Pajk 27 | 12
Govce 15 10 Rajt 24 24
Hujs 20 9 Smet 10 7
Ivi¢ 23 | 25 || Sega 55 | 60




Testirajte hipotezo, da se dolzina pocitnic kljub krizi ni spremenila. Alternativna
hipoteza naj bo, da so se pocitnice skrajsale. Uporabite stopnjo znacilnosti o = 5%.
Ce boste predpostavili se kaj, to tudi napisite.

. Ocene pri predmetu Osnove vzorcenja, dobljene v prvem tednu junija, so bile:
9,10, 8, 8,9, 10, 9, 6, 7, 10, 9, 7.
V istem tednu so pri predmetu Slucajni procesi II Studenti dobili naslednje ocene:
7, 10, 6, 6, 8, 10, 8, 7, 6, 7.

Privzemite, da so oboje ocene porazdeljene normalno. Testirajte hipotezo, da je
povprecna ocena pri OV enaka kot pri SP II. Vzemite o = 5% ter alternativno
hipotezo, da se povprecni oceni razlikujeta.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
23. junij 2009

1. V stranki Nasa prihodnost imajo za evropske volitve evidentiranih 10 kandidatov, od
tega Sest moskih in stiri Zenske. Na listi za volitve je sedem ostevilc¢enih kandidatov,
pri cemer morata biti poljubna dva zaporedna ¢lana liste razli¢cnih spolov.

Koliko razli¢nih list lahko stranka sestavi iz svojih kandidatov?

2. Naj bo X slucajna spremenljivka z gostoto:

px(7) =

cx? —l<a<?2
0 ; sicer

a) Dolocite kvantil, ki ustreza verjetnosti 95%.
b) Koliko je F(X)?

3. Dani sta neodvisni sluc¢ajni spremenljivki X in Y. Dopolnite tabelo njune navzkrizne
porazdelitve:

X\Y|[1]2]3
1

2 5]

1 161

16 | &

in izracunajte e cov(X — Y, X +Y).

4. V turisticnem kraju zagotavljajo, da v celem letu dezuje le petkrat. V sedmih dneh,
kolikor trajajo pocitnice druzine Mlinar, dezuje dvakrat. Ali naj se gospod Mlinar
pritozi turisti¢ni agenciji zaradi zavajanja?



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
7. september 2009

. Trije gusarji, Pepe, Robi in Saso, najdejo zaklad, tri zlatnike. Razdelijo si jih na
naslednji na¢in: Pepe in Robi vrzeta posten kovanec. Ce pade grb, dobi prvi zlatnik
Pepe, sicer ga dobi Robi. Tako en gusar dobi prvi zlatnik, ostala dva gusarja pa
nato meceta kovanec za drugi zlatnik. Za tretji zlatnik se na isti nacin potegujeta
tista dva gusarja, ki nista dobila drugega zlatnika.

Kateri gusar ima bolj verjetno natanko en zlatnik, Pepe ali Saso?

.V skupini je 6 otrok, 4 dekleta in dva fanta. Vsak izmed njih je z verjetnostjo 1/2
okuzen z virusom nove gripe, neodvisno od ostalih.

Zdravniski pregled pokaze, da je natanko eden izmed njih res okuzen. Koliksna je
pogojna verjetnost, da so vsa dekleta zdrava?

0 1 2 3
T 2/7 7
2. Dopolnite njeno porazdelitev! Narisite tudi graf njene porazdelitvene funkcije in
izracunajte var(X).

. Slucajna spremenljivka X o< ) ima pricakovano vrednost F(X) =

. V dvanajstih zaporednih reklamnih blokih na dolo¢enem televizijskem programu se
je odvrtelo naslednje stevilo reklam:

17, 12, 19, 14, 9, 16, 15, 18, 19, 14, 13, 8.

Dolocite interval zaupanja za Stevilo reklam v enem reklamnem bloku. Uporabite
stopnjo zaupanja 5 = 95%. Ce boste predpostavili $e kaj, tudi napisite.



Izpit iz statistike (2008/09)

Praktiéna matematika
3. marec 2010

A

1. Na polico razporedimo Sest leposlovnih knjig (z razli¢nimi naslovi) ter dve matema-
ti¢ni knjigi (tudi razliéni). Opazujemo le medsebojni vrstni red knjig (ne pa recimo
njihovo orientacijo ali kaj podobnega).

a) Na koliko razli¢nih nacinov lahko knjige razporedimo na polico?
b)
)
)

c
d) Koliko je takih nacinov, kjer matematicni knjigi ne stojita skupaj?

Koliko je takih nacinov, kjer sta prva in zadnja knjiga matematic¢ni?

Koliko je takih nacinov, kjer sta prva in zadnja knjiga leposlovni?

2. Igralec najprej vrze kocko. Ce pade tri ali manj, je takoj izgubil. Sicer iz standar-
dnega kupcka 52 dobro premesanih kart (od katerih so $tirje asi) izbere toliko kart,
kot je vrgel na kocki. V igri zmaga, Ce izvlece vse Stiri ase.

Martin nam pove, da je pred kratkim igral ter zmagal. Koliko je pogojna verjetnost,
da je na kocki vrgel Sest?

3. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo

( 0 <1
2 _
L .71:7 1< <2
Fx([E): Z}B
— 2<r<
p 1 2<zr<c
1 T >cC

a) Doloc¢ite konstanto c.

b
¢

d

Dolocite verjetnost, da je X manjsa od 2.

o

Izracunajte kvantil, ki ustreza verjetnosti
Dolocite E(X).

~— ~— ~—

4. Igralnica ponuja naslednjo igro na sreco: na vplacano stavo s z verjetnostjo 18/37
igralec zmaga, posledi¢no mu igralnica izplaca znesek s. Z verjetnostjo 19/37 pa

izgubi, v tem primeru on placa igralnici s. Igralec se odlo¢i, da bo v vsaki igri stavil
1.

Ocenite n, za katerega velja: z verjetnostjo, manjso od 1%, ima igralec po n igrah
ve¢ denarja kot na zacetku.



Izpit iz statistike (2008/09)

Praktiéna matematika
3. marec 2010

B

1. Na polico razporedimo dve leposlovni knjigi (z razliénimi naslovi) ter Sest mate-
mati¢nih knjig (tudi razliénih). Opazujemo le medsebojni vrstni red knjig (ne pa
recimo njihovo orientacijo ali kaj podobnega).

a) Kolik$na je verjetnost, da leposlovni knjigi ne stojita skupaj?
b) Koliksna je verjetnost, da sta prva in zadnja knjiga matematic¢ni?
c) Koliksna je verjetnost, da sta prva in zadnja knjiga leposlovni?
2. Igralec najprej vrze kocko. Nato iz standardnega kupcka 52 dobro premesanih kart

(od katerih so Stirje asi) izvlece toliko kart, da je vsota Stevila vrzenih pik ter
izvlecenih kart enaka 7. V igri zmaga, Ce izvlece vse Stiri desetke.

Gregor nam pove, da je pred kratkim igral ter zmagal. Koliko je pogojna verjetnost,

da je na kocki vrgel ena?

3. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo

;

0 ;<0
2
T ;0<e <1
1< <3
4
1 rr >3

a) Doloc¢ite konstanto c.

b

C

Dolocite verjetnost, da je X manjsa od 1.

Izracunajte kvantil, ki ustreza verjetnosti %.

)
)
)
d) Dolocite E(X).

4. Igralnica ponuja naslednjo igro na sreco: na vplacano stavo s z verjetnostjo 18/37
igralec zmaga, poslediéno mu igralnica izplaca znesek s. Z verjetnostjo 19/37 pa
izgubi, v tem primeru on placa igralnici s. Igralec se odloci, da bo v vsaki igri stavil
10.

Ocenite n, za katerega velja: z verjetnostjo, ve¢jo od 99%, ima igralec po n igrah
manj denarja kot na zacetku.



Izpit iz statistike (2008/09)

Praktiéna matematika
23. junij 2010

1. V trgovino pride mamica s tremi sincki. Na prodajni polici je devet avtomobilckov:
trije modri, dva zelena, trije rdeci in en ¢rn. Avtomobilov iste barve med seboj ne
lo¢imo, sincki pa so razli¢ni.

a) Mamica se odlo¢i, da bo vsak sinko dobil en avto, a vsak razli¢nega. Na koliko
nacinov jih lahko izbere?

b) Mamica se odlo¢i, da bodo vsi sincki dobili enake barve avto (vsak enega). Na
koliko nacinov jih lahko izbere?

¢) Mamica se odlo¢i, da bo vsak sinko dobil en avto. Na koliko nacinov jih lahko
izbere?

2. Po podaji Novakovica ima Ljubijanki¢ v kazenskem prostoru tri enako verjetne
moznosti: lahko poda nazaj Novakovicu, lahko strelja na gol ali pa pade in poskusa
izsiliti enajstmetrovko. Ce strelja, da gol z verjetnostjo % Ce pade, izsili enajstme-

trovko z verjetnostjo % Ce poda Novakovi¢u, ta strelja in da gol z verjetnostjo %,

sicer zgresi. Ce pride do enajstmetrovke, jo z verjetnostjo % izvaja Novakovi¢ (in
zadane z verjetnostjo %), z verjetnostjo % pa enajstmetrovko izvaja Ljubijanki¢ (in

zadane z verjetnostjo z).
Recimo, da je bil gol dosezen. Kolik$na je (pogojna) verjetnost, da ga je dal Nova-
kovi¢? Koliksna je (pogojna) verjetnost, da je bil doseZen iz enajstmetrovke?

3. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo

(

0 <1
2 _
xgx 1<z <2
Fy(z) = P o<y
— : r<c
C ) —
1 T >

a) Doloc¢ite konstanto c.

)
b) Dolocite verjetnost, da je X manjsa od g
c¢) Izracunajte kvantil, ki ustreza verjetnosti ;11.
)

d) Dolocite E(X).



4. Botanik upa, da je s krizanjem dobi dve razli¢ni sorti orhidej. Meritve velikosti
cvetov v eni ter drugi skupini so bile:

Prva skupina: 9.8, 9.0, 8.7, 8.8, 9.1, 9.2, 7.9, 9.7
Druga skupina: 7.8, 9.0, 8.7, 8.1, 9.1, 8.2, 9.1

Privzemite, da so velikosti cvetov porazdeljene normalno. Testirajte hipotezo, da
je povprecna velikost cvetov v eni skupini enaka kot v drugi. Vzemite o = 5% ter
alternativno hipotezo, da se povprecni velikosti razlikujeta.



Izpit iz statistike (2008/09)

Praktiéna matematika

21.

september 2010

1. Stirje igralci drzijo v rokah vsak eno Zogo. Ob pisku piscalke vsak izmed njih vrze
zogo enemu izmed ostalih treh (enako verjetno), nato pa ulovi vse Zoge, ki so letele
proti njemu. Koliksna je verjetnost, da po izvedenih metih nekdo drzi tri zoge?

2. Imamo dve posodi. V prvi posodi so tri bele kroglice, tri ¢rne in dve rdec¢i. V drugi
posodi je pet belih kroglic in tri ¢rne.

Vrzemo posten kovanec. Ce pade grb, izberemo prvo posodo, sicer izberemo drugo
posodo. Iz izbrane posode izvlecemo dve kroglici.

a) Kolik$na je verjetnost, da sta razli¢ne barve?

b) Recimo, da sta izvle¢eni kroglici iste barve. Koliko je pogojna verjetnost, da

sta beli?

3. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo

;

Fx(x) =

a) Doloc¢ite konstanto c.

b

C

)
)
)
)

d) Dolocite E(X).

0 < —1
12
c
—1)?
T Gl 0<z<l
C
1 ;r>1

Dolo¢ite verjetnost, da je X manjsa od 1/2.

Izracunajte kvantil, ki ustreza verjetnosti 3/4.

4. Starost studenta ob diplomi je porazdeljena normalno s parametroma p in o = 3.

a) Pri p = 24 dolo¢ite verjetnost, da je nakljutno izbran diplomant starejsi od 28

let.

b) Dolo¢ite 95% interval zaupanja za p pri vzorcu

234, 24'7, 256, 21°7,

28°1, 254, 24'4, 24'2, 25'1, 23'1, 24'9, 25'8.



Izpit iz statistike (2008/09)

Praktiéna matematika
9. marec 2011

1. Najprej vrzemo posteno kocko. Nato vrzemo toliko kovancev, kolikor je padlo pik
na kocki. Koliksna je pogojna verjetnost, da je na kocki padlo pet pik, ¢e na treh
kovancih pade cifra?

2. Naj bo X slucajna spremenljivka z gostoto
2

() = cr® ; —2<uw<l1
px\%) = 0 ; sicer

a) Dolocite kvantil, ki ustreza verjetnosti 90%.
b) Koliko je F(X)?

3. Naj bosta X in Y neodvisni slu¢ajni spremenljivki. Dopolnite tabelo njune navzkri-
zne porazdelitve:

X\Y[|1 2 3
2 |5 3
4 s
8 i ®m
16 || 5

Izracunajte Se cov(X — Y, X +Y).

4. V dvanajstih zaporednih reklamnih blokih na dolo¢enem televizijskem programu se
je odvrtelo naslednje stevilo reklam:

14, 9, 16, 11, 6, 13, 12, 15, 16, 11, 10, 5.

Dolocite interval zaupanja za Stevilo reklam v enem reklamnem bloku. Uporabite
stopnjo zaupanja 8 = 95%. Ce boste predpostavili Se kaj, to tudi napisite.



Izpit iz statistike (2008/09)

Prakti¢na matematika
29. avgust 2011

1. V posodi so stiri kroglice, tri bele in ena ¢rna. Najprej slucajno izberemo eno in
jo, ne da bi jo pogledali, odstranimo iz posode. Nato slucajno izberemo eno izmed
preostalih treh kroglic in jo pogledamo ter nato vrnemo v posodo. To ponovimo
Se enkrat. Koliksna je verjetnost, da v drugem delu poskusa dvakrat vidimo belo
kroglico?

Recimo, da smo v drugem delu vedno videli belo kroglico. Koliksna je pogojna
verjetnost, da smo na zacetku odstranili iz posode ¢rno kroglico?

2. Naj bo X slucajna spremenljivka z gostoto:

clx—1) ;1<z<2
px(z) = c ;2<x<3
0 ; sicer

Dolo¢ite kvantil, ki ustreza verjetnosti 80%. Koliko je E(X)?

3. Vrzemo dve kocki. Z X oznacimo Stevilo padlih Sestic. Nato vrzemo X postenih
kovancev ter z Y oznacimo Stevilo padlih grbov. Zapisite tabelo njune navzkrizne
porazdelitve! Izracunajte korelacijski koeficient p med X in Y'!

4. Ocene pri predmetu Osnove vzorcenja, dobljene v prvem tednu junija, so bile:
9,10, 8, 8,9, 10, 9, 6, 7, 10, 9, 7.
V istem tednu so pri predmetu Slucajni procesi II studenti dobili naslednje ocene:
7, 10, 6, 6, 8, 10, 8, 7, 6, 7.

Predpostavite, da so oboje ocene porazdeljene normalno. Testirajte hipotezo, da
je povprecéna ocena pri OV enaka kot pri SP II. Vzemite o = 5% ter alternativno
hipotezo, da se povpre¢ni oceni razlikujeta.
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1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
27. november 2007

1. Na polici je deset razlicnih knjig, tri matemati¢ne in sedem romanov. Na koliko
nacinov so lahko razporejene, ce

e morajo biti matematicne knjige skupaj?
e morajo biti romani skupaj?

e morajo biti matemati¢ne knjige skupaj ter romani tudi skupaj?

Na koliko nacinov lahko Alenka izmed teh knjig izbere eno matemati¢no in dva
romana?

2. Aleksander vrze posteno kocko. Nato iz kupa 52 dobro premesanih kart izbere toliko
kart, kolikor je padlo stevilo pik na kocki, a ne vec¢ kot tri. Dolocite verjetnost, da
Aleksander ne izbere nobenega asa.

3. Ana poslje moza na trg po solato, ki jo prodajata dve branjevki, Francka in Micka.
Verjetnost, da moz kupi solato pri Francki, je 40%), verjetnost, da kupi pri Micki, pa
60%. Francka ima 10%, Micka pa 20% nagnite solate. Moz prinese domov nagnito
glavo solate in Ana ga nahruli: “Drugic raje glej solato, ne pa Micke!” Koliksna je
verjetnost, da je moz res kupil solato pri Micki?

4. Anton igra naslednjo igro na sreco: vrze dve kocki, in ¢e na njiju pade isto Stevilo
pik, dobi toliko evrov, kolikor je padlo na obeh kockah skupaj. Ce na kockah padeta
razli¢ni Stevili, mora placati toliko evrov, kot znasa vec¢je izmed obeh padlih stevil.
Z X oznacite Antonov dobicek.

a) Doloc¢ite porazdelitev slucajne spremenljivke X.

b) Kolik$na je verjetnost, da Anton v petih ponovitvah te igre natanko dvakrat
dobi?



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
25. januar 2008

1. Naj bo X slucajna spremenljivka, za katero velja P(X = k) = c- 3%, k=0,1,2,....
Dolocite konstanto c. Dolocite verjetnost, da je X deljiva z 2!

2. Naj bo X slucajna spremenljivka z gostoto px(x) = 2¢72*,x > 0. Dolo¢ite kvantil,
ki ustreza verjetnosti % Kako je porazdeljena spremenljivka ¥ = 3X7

3. Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z gostoto

T 0 <1
72
— s 1<x<?
px(z) = 7 =7
cx™? :2<x<4
0 ; sicer

1
Dolo¢ite konstanto c ter izrac¢unajte F(X) in F <Y>
4. Za diskretni celostevilski sluc¢ajni spremenljivki X in Y velja:
k et
P(X=kY =1 = 20 za celi Stevili k,[,1 <k <[<4.

Naj bo Z =Y — X. Dolocite porazdelitev slucajne spremenljivke 7!



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
16. april 2008

. Vrzemo tri kovance: enega za 1€ in dva za 2€. Z X oznacimo Stevilo grbov, z
Y pa vsoto cifer, ki padejo. Dolocite navzkrizno in robni porazdelitvi sluc¢ajnih
spremenljivk X in Y. Izracunajte cov(X,Y).

. Za diskretni celostevilski slucajni spremenljivki X in Y velja:
P(X =FkY =1)=k/20, za celi stevili k,[,1 <k <1<4.
Izrac¢unajte E(X | Y = 3).

. Dani sta zvezni slu¢ajni spremenljivki, za kateri velja F(X) = 2, E(Y) = 3,
var(X) = 9, var(Y) = 25 in cov(X,Y) = —6. Dolocite konstanto a, za katero
bosta X + aY in Y nekorelirani.

. Ocenite verjetnost, da je med 10.000 ¢ebulicami tulipanov vsaj 1950 rdecih, ce je
verjetnost, da je posamezna ¢ebulica rdeca, enaka 20%.



4. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
30. maj 2008

1. Loncar mora izdelati 50 lonc¢enih posod. Pec¢ ima majhno, tako da pece eno posodo
naenkrat. Verjetnost, da posoda med pecenjem poci, je 10%. Ocenite verjetnost,
da bo moral lonc¢ar peci vsaj 60-krat. Odgovor utemeljite!

Namig: dogodek opisite s pomocjo ustrezne binomske slucajne spremenljivke, to pa

aproksimirajte z ustrezno normalno!

2. Populacija X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

1 2 4 8
a b 1—a—4b 3b

Po metodi najvecjega verjetja iz vzorca:
2,1,4,8,8,8,4,2,1, 8
ocenite parametra a in b. Ali dobimo isto oceno kot po metodi momentov?

3. Raziskovalci z Univerze v Rochestru so studirali trenje, ki nastane v procesu zaje-
manja papirja iz kasete v fotokopirnem stroju (Journal of Engineering for Industry,
May 1993). Poskus je vseboval opazovanje zamika posameznih listov papirja v
kupu, s katerega je fotokopirni stroj zajemal. Posamezno zajemanje je oznaceno
kot uspesno, ¢e se noben list ni zamaknil za ve¢ kot 25% celotne predvidene dolzine
premika. V kupu stotih listov je bilo zajemanje uspesno 95-krat. Dolocite 90%
interval zaupanja za verjetnost, da je zajemanje enega lista uspesno!

4. Oblikovalec igrac zZeli oceniti povprecen Cas sestavljanja igrace, ki bi jo prodajal pod
blagovno znamko ”Lahko za sestavit”. Vzorec 9 ¢asov sestavljanja (v minutah) je

26 22 33 23 33 14 28 18 20
Predpostavite, da so ¢asi normalno porazdeljeni, ter pri stopnji znacilnosti o =

0°05 testirajte hipotezo, da je povprecen Cas sestavljanja enak 20, proti alternativni
hipotezi, da je povprecen ¢as vecji od 20.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
23. junij 2008

. Aleksander vrze posteno kocko. Nato iz dobro premesanega kupa 52 standardnih
kart izbere toliko kart, kolikor je padlo stevilo pik na kocki, a ne vec kot tri. Dolocite
verjetnost, da Aleksander ne izbere nobene sedmice. KolikSna pa je verjetnost, da
ne izbere nobene stevilke (od 2 do 10)?

. Naj bo X sludajna spremenljivka z gostoto px(z) = ce™* z > 0.

a) Dolocite kvantil, ki ustreza verjetnosti 1/4.

b) Kako je porazdeljena spremenljivka Y =4 - X?

. Vsako leto na Zemljo pade 84.000 meteoritov. Verjetnost, da je posamezen meteorit
tezji od 10 gramov, znasa 0'1%. Ocenite verjetnost, da v enem letu na Zemljo pade
ve¢ kot 100 meteoritov, tezjih od 10 gramov.

Verjetnost, da je meteorit, ki pade na Zemljo, tezji od ene tone, je 107°. Verjetnost,
da v n letih zabelezimo vsaj en tak meteorit, je 50% — koliko priblizno je n?

. Populacija X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:
-2 -1 0 1 2
a * 3a 2b b

Po metodi momentov iz vzorca:

-1,0,0,1,2,0,0,0, =2, 1, =2, 0

ocenite parametra a in b. Ali dobimo isto oceno kot po metodi najvecjega verjetja?



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
27. avgust 2008

. Za okroglo mizo se usede Sest ljudi, popolnoma naklju¢no. Dva med njimi sta
skregana. KolikSna je verjetnost, da se ne usedeta skupaj?

Druga dva sta velika prijatelja (morda tudi kaj ve¢). Kolik$na je verjetnost, da se
usedeta skupaj?

Koliksna pa je verjetnost, da hkrati skregana ne sedita skupaj ter velika prijatelja
sedita skupaj?

. Naj bo X slu¢ajna spremenljivka z gostoto px(z) = cx?,0 < z < 2.

a) Dolo¢ite kvantil, ki ustreza verjetnosti i.
b) Izracunajte E(X), var(X) in var(1/X?).

. Ocenite verjetnost, da je med 10.000 cebulicami tulipanov vsaj 1950 rdecih, ce je
verjetnost, da je posamezna ¢ebulica rdeca, enaka 20%.

. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
36, 41, 38, 36, 42, 37, 41, 34, 37, 38.

Pri stopnji znacilnosti @ = 5% testirajte nic¢elno hipotezo, da je u = 40, proti
alternativni hipotezi, da je p # 40. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli, da
je p < 407



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
16. september 2008

. Na Sestih listkih imamo zapisane naslednje Stevilke (na vsakem eno): 1,2,3,3,4,5.
Naklju¢no izberemo tri listke ter jih postavimo enega zraven drugega. Preberemo
stevilo. Koliksna je verjetnost, da je tako prebrano stevilo deljivo s pet? Kaj pa, da
je deljivo s tri?

. Naj bo X slucajna spremenljivka z gostoto px(z) = i, l<z<?2.

Vv
a) Dolo¢ite kvantil, ki ustreza verjetnosti i.
b) Izracunajte F(X) in var(X).

. Ocenite verjetnost, da je med 3.000 proizvedenimi baloni ne ve¢ kot 25 pocenih, ce
proizvajalec zagotavlja, da naj bi bilo 99% vseh balonov brezhibnih.

. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
16, 21, 18, 16, 22, 17, 21, 14, 17, 18.

Pri stopnji znacilnosti @ = 5% testirajte ni¢elno hipotezo, da je u = 21, proti
alternativni hipotezi, da je p # 21. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli, da
je <217



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
3. februar 2009

1. Za okroglo mizo se usedejo zakonca Ambroz, zakonca Barle in zakonca Cestnik,
nakljuc¢no, a tako, da vsaka zenska sedi med dvema moskima.

a) Kolik$na je verjetnost, da zakonca Barle sedita skupaj, torej na sosednih stolih?

b) Koliksna je verjetnost, da vsaj kak par sedi skupaj?

2. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo:

( 0 o<1
202 —3x+1 <o
Fx(z) = 5 L
x 2<rx<c
c T
L 1 i T >cC

a) Dolo¢ite konstanto c.
b) Dolo¢ite kvantil, ki ustreza verjetnosti 1/5.

¢) Izracunajte E(X).

3. Ocenite verjetnost, da v 8.000 metih postene kocke Sestica ne pade ve¢ kot 1300-
krat.

4. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
7.12,9, 7,13, 8 12,5, 8, 9.

Dolodite interval zaupanja za u. Stopnja zaupanja S naj bo 95%.



2006,/07



1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
30. november 2006

1. (25) Imamo 3 mnozice cifer: A :={1,2,3,4,5}, B:={3,5,7} in C := {0, 3,9}.

a. () Koliko je vseh razli¢nih osemmestnih Stevil, sestavljenih iz cifer mnozic A
in B? Vska cifra se lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor mnozicah je
vsebovana.

b. (10) Koliko je vseh razli¢nih enajstmestnih Stevil, sestavljenih iz cifer mnozic
A, B in C'7 Pri tem se neka cifra lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor
mnozicah je vsebovana.

c. (10) Koliko je vseh razli¢nih tromestnih $tevil, sestavljenih iz cifer mnozic A in
B? Pri tem se neka cifra lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor mnozicah
je vsebovana.

2. (25) Na letalo z n sedezi se bo vkrcalo n potnikov. Vsi imajo Ze dolo¢eno $tevilko
sedeza, na letalo pa bodo prisli v istem vrstnem redu, kot so njihove stevilke sedezev.
Prva oseba, ki pride na letalo, nakljuc¢no izbere sedez s stevilkami 2,3, ..., n, tako
da je verjetnost izbire vsakega sedeza 1/(n — 1). Ostali se vsedejo na svoj sedez, ¢e
je prost, ¢e ne, pa nakljucno izberejo med sedezi, ki so Se na voljo. Oznacite z A;
dogodek, da bo i-ti potnik, ki se bo vkrcal, sedel na svoj sedez.

a. (10) Izrac¢unajte P(As) in P(As3).

b. (15) Oznacite H, = {prvi potnik je izbral sedez k} za k = 2,3,...,n. Po-
kazite, da za 2 < k < n velja

P(A,|Hy) = (1+ P(Au|Hg1) + P(Ap|Hyi2) + -+ + P(ALHy))

n—k+1
3. (25) Naj bodo A, B in C' med sabo neodvisni dogodki z verjetnostmi a, b in c.

a. (10) Izracunajte verjetnost dogodka AN B N C*.
b. (15) Izrac¢unajte verjetnost dogodka A°N BN C*.

4. (25) V posodi imamo b belih in r rdec¢ih kroglic. Privzemite, da bomo kroglice
izbirali eno po eno brez vracanja, tako da ima pri vsakem izbiranju vsaka kroglica
enako verjetnost, da bo izbrana. Naj bo X Stevilo izbiranj do prve rdece kroglice,
vklju¢no z izbrano rdeco.

a. (15) Poiscite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.
b. (10) Izra¢unajte verjetnost P(X > k) za k =0,1,...,b.



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
31. januar 2007

1. (25) V posodi je n belih in n rdecih kroglic. Kroglice izbiramo naklju¢no po vrsti
brez vracanja, dokler ne izberemo ali n belih ali n rdec¢ih kroglic. Oznacimo Stevilo
potrebnih izbiranj z X.

a. (15) Poiscite verjetnost P(X < k)zak=n,n+1,...,2n— 1.

b. (10) Pois¢ite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.

2. (25) Igralci A, B in C igrajo naslednjo igro: v posodi je a belih in b ¢rnih kro-
glic. Igralci izbirajo kroglice naklju¢no z vracanjem v vrstnem redu ABCABC'...
9 Zmaga tisti igralec, ki prvi izbere belo kroglico.

a. (15) Recimo, da je se za¢ne nova “runda” vsakic, ko izbira A. Naj bo Y Stevilo
rund, ki jih bodo igrali igralci, dokler nekdo od njih ne zmaga. Primer: ce
je bilo ABCABCAB in je B prvi potegnil belo kroglico, je zmagal B v tretji
rundi. OpiSite porazdelitev Y.

Namig: (1 —q)(1+q+¢*) =1— ¢

b. (10) Izra¢unajte verjetnosti za zmago za posamezne igralce.

3. (25) Na voljo vam je naslednja igra na sreco. Stavite $§ 1 na neko stevilo, ki lahko
pade na posteni igralni kocki. Nato vrzete 4 postene kocke. Ce se vase stavljeno
stevilo ne pojavi na nobeni kocki, izgubite stavo, v nasprotnem primeru dobite toliko
dolarjev, kolikor kock je padlo s to vrednostjo. Naj bo X dobicek ob koncu te igre.

a. (10) Dolo¢ite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.
b. (15) Izra¢unajte pri¢akovani dobi¢ek E(X) ter varianco var(X) v tej igri.

4. (25) V nekem bloku Zivi n poro¢enih parov. V ¢asu zimskih obolenj naklju¢no zboli
m ljudi tega bloka ne glede na starost ali spol, pri ¢emer je m < 2n.

a. (10) V bloku zivita tudi zakonca Zupan. Dolo¢i verjetnost, da sta oba zakonca
zdrava.

b. (15) Z X oznacimo sluc¢ajno spremenljivko, ki nam pove $tevilo parov, v katerih
sta obe osebi zdravi. Dolo¢i matemati¢no upanje slucajne spremenljivke X.

9Problem iz knjige Christian Huygens De Raciociinis in Ludo Aleae, 1657. Christian Huygens (1629-
1695), nizozemski matematik.



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
11. april 2007

1. (25) V posodi je 6 belih in 4 rdece kroglice. Kroglice iz posode izbiramo naklju¢no
po vrsti brez vracanja. Naj bo X Stevilo belih kroglic, preden dobimo prvo rdeco
kroglico, Y pa stevilo belih kroglic med prvo in drugo rdeco kroglico.

a. (15) Poiscite vecrazsezno porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X in Y.

b. (10) PokaZite, da imata spremenljivki X in Y enako porazdelitev. Izrac¢unajte
porazdelitev Y.

Namig: Porazdelitev X izracunajte posebej, ne kot robno porazdelitev. Nato
uporabite simetrijo vecrazsezZne porazdelitve.

2. (25) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana z gostoto

pxy(z,y) = ca’y
za x,y € [0,1].

a. (5) Dolocite konstanto c.
b. (10) Dolo¢ite robni gostoti px(z) ter py (y).
c. (10) Izracunajte e F(XY?) ter cov(X,Y).

3. (25) Naj bo n > 1 dano naravno Stevilo. Slucajni spremenljivki X in Y imata

porazdelitev dano z
1

PX=kY =1) = s

zal<k<ninl<lI<n-—kin
1
P(X=nY =0) =,
n
a. (10) Izracunajte E(Y|X = k) za k < n.
b. (15) Izracunajte se E(Y|X =n) in E(Y).

4. (25) Za proces razvejanja Zy, Z1, . .. naj velja

O = )1/2 |

2 — 52
a. (10) Izracunajte E(Zs).
b. (15) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je
_ -1 2\ 1/2
G(s) = n—(n—1)s
n+1—ns?

in izracunajte P(Z, =0)zan=1,2,....



4. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
16. maj 2007

1. (25) Kot znano upostevajte, da je
= zF
log(1 — —
w15~ 3 7
k=1
za |x| < 1.
a. (10) Naj za slucajno spremenljivko X velja

oy (I=p)*
PR = Tos/p)

za k =1,2,...in p € (0,1). Izra¢unajte rodovno funkcijo sluc¢ajne spremen-
ljivke X.

b. (15) Naj bodo Xj, Xy, ... neodvisne spremenljivke z enako porazdelitvijo kot
spremenljivka X iz a. Naj bo N od njih neodvisna slucajna spremenljivka

s Poissonovo porazdelitvijo s parametrom A = —mlogp za neko celo Stevilo
m > 1. Naj bo

Y = X) 4+ Xo 4+ Xy
Izracunajte P(Y = k) za k = 0,1,2,.... Kot znano upostevajte Newtonovo
formulo

(1+2)° i()

za |x| < 1.

2. (25) Naj bo Zy, Z1,... proces razvejanja. Slucajno Stevilo Y potomcev vsakega
posameznika naj ima porazdelitev

P(Y = k) =2+
zak=0,1,....

a. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je rodovna funkcija G, (s) spremen-
ljiivke Z,, enaka
n—(n—1)s
n+1l—ns

Gn(5> =

b. (15) Izrac¢unajte E(Y') in P(Z, = 0) in izra¢unajte P(proces izumre). Kako se
to ujema s teorijo?



3. (25) Na sliki 1 sta histograma za porazdelitvi vsot 25 neodvisnih izbiranj iz ene od
naslednjih dveh skatel:

@ [[o] [1] [2]]
(ii) | [0] [4] |

Histograma za vsoti
T T T

0.14F
0.12F

011
0.08-
0.06
0.04-

0.021

0 I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Vsota

Sl. 1 Histograma za vsote neodvisnih izbiranj iz Skatel (i) ali (ii).

a. (15) Kateri od zgornjih dveh histogramov pripada skatli (i) in kateri skatli (ii)?
Utemeljite odgovor.

b. (10) Izracunajte priblizno verjetnost, da bo vsota 25 izbiranj iz skatle (ii) vedja
ali enaka 40.

4. (25) Dva strastna igralca na sreco igrata ruleto v neskon¢nost. Ruletni cilinder ima
37 izsekov, od katerih je 18 rdecih, 18 ¢rnih in 1 zelen. Prvi igralec vedno stavi 1€
na rdece, drugi pa vedno stavi 1€ na Stevilko 17, ki je ¢rna. Cisti dobi¢ek po eni
igri je v primeru zmage za prvega 1€, za drugega pa 35€, v nasprotnem primeru
pa oba izgubita stavo v visini 1€.

a. (10) Ocenite verjetnost, da drugi igralec po 2000 igrah nima izgube.
b. (15) Oznacite z X,, Cisti profit prvega igralca po n igrah, z Y;, pa profit drugega
igralca po n igrah. Izracunajte

lim P(Y, > X,) = lim P(Y, — X, > 0).

n—00 n—oo

Utemeljite vas razmislek.

Namigi: Napisite Y, — X, = > (Uy—Vi), kjer je Vi cisti profit prvega igralca
v k-ti igri in Uy cisti profit drugega igralca v isti igri. Slucajne spremenljivke
Ur—V}. so med sabo neodvisne z enako porazdelitvijo in var(U,—V}) = 1368/37.



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
1. junij 2007

1. (20) Imamo 3 mnozice cifer: A :={1,2,3,4,5}, B:={3,5,7} in C := {0, 3,9}.

a. (5) Koliko je vseh razliénih osemmestnih Stevil, sestavljenih iz cifer mnozic A
in B? Vska cifra se lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor mnozicah je
vsebovana.

b. (5) Koliko je vseh razli¢nih enajstmestnih Stevil, sestavljenih iz cifer mnozic
A, B in C'?7 Pri tem se neka cifra lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor
mnozicah je vsebovana.

c. (10) Koliko je vseh razli¢nih tromestnih $tevil, sestavljenih iz cifer mnozic A in
B? Pri tem se neka cifra lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor mnozicah
je vsebovana.

2. (20) Na srecelovu imajo srecke spravljene v dveh vreckah. V prvi vrecki v vsakem
trenutku zadene 30% sreck, v drugi pa 60%. Za vplacanim zneskom vedno najprej
vrzemo posteno igralno kocko. Ce pade enica, moramo izvledi dve srecki iz prve
vrecke, ¢e pade katerokoli drugo stevilo pik, moramo izvle¢i dve srecki iz druge
vrecke.

a. (10) Dolo¢i verjetnost, da pri vpla¢anem znesku za dve srecki (in enem metu
kocke), zadanemo na obe srecki.

b. (10) Nas sosed na levi je izvlekel eno prazno in eno polno srecko. Doloci
verjetnost, da je na kocki vrgel enico.

3. (20) Uzaljeni A je ljubimcu B svoje Zene napovedal dvoboj. Pravila za dvoboj so
naslednja: A in B bosta izmeni¢no streljala eden na drugega, dokler ne bo nekdo
od njiju zadet. Privzemite, da so posamezni streli med seboj neodvisni, A zadene z
verjetnostjo a in B zadene z verjetnostjo b.

a. (10) Recimo, da zacne streljati A. Koliksna je verjetnost, da se bo A uspesno
masceval?

Namig: Izrazite dogodek, da A zmaga, z dogodki

Ay, = {4 zadene prvi v svojem k-tem poskusu} .

b. (10) Naj bo X celotno $tevilo strelov, vkljuéno z zadnjim. Izracunajte poraz-
delitev slucajne spremenljivke X in njeno matemati¢no upanje. Privzemite, da
je zacel streljati A.



4. (20) Naj bo Zy, Zy, Zs, ... proces razvejanja, in naj bo n = P(U,{Z, = 0}) verje-
tnost, da proces “izumre”.

a. (10) Porazdelitev slucajnega Stevila potomcev naj ima rodovno funkcijo G(s) =
g+ps?z0<p<1ling=1-p S pomodjo rodovnih funkcij izracunajte
verjetnost, da proces izumre pred 3. generacijo, torej da v 3. generaciji ni vec
nikogar.

b. (10) Za katere p € (0, 1) ima proces pozitivno verjetnost, da prezivi?

5. (20) Porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

Y"WX[1]2]3
3 1

AR 0

Tt

3 a1 lar| o

4 1 [ a ] c

24 24 24

a. (10) Dolo¢ite stevilo a tako, da bo E(Y|X =2) = 3.
b. (10) Dolocite stevila a,b in ¢ tako, da bo E(Y|X) = X + 1.

6. (20) Zdolgocaseni statistik je n-krat z vracanjem izbiral listice iz spodnjih skatel.
Stevila na izbranih listi¢ih je oznacil z X, X, ..., X, njihovo vsoto pa z S,,.

() | [-1] [o] [1]]
(i) [ [-1] [o] [0] [o] [o] [0] [o] [o] [1]]

a. (10) Statistik je izracunal

P(—30 < Sio00 < 30) = 096 .

Za katero od skatel je racunal verjetnosti? Utemeljite odgovor.

b. (10) Statistik je izra¢unal P(S190 = 0) = 0°049. Katero skatlo je obravnaval?



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
29. junij 2007

1. (20) Imamo 3 mnozice cifer: A :={1,2,3,4,5}, B:={3,5,7} in C := {0, 3,9}.

a. (5) Koliko je vseh razliénih osemmestnih Stevil, sestavljenih iz cifer mnozic A
in B? Vska cifra se lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor mnozicah je
vsebovana.

b. (5) Koliko je vseh razli¢nih enajstmestnih Stevil, sestavljenih iz cifer mnozic
A, B in C?7 Pri tem se neka cifra lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor
mnozicah je vsebovana.

c. (10) Koliko je vseh razli¢nih tromestnih stevil, sestavljenih iz cifer mnozic A in
B? Pri tem se neka cifra lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor mnozicah
je vsebovana.

2. (20) V vsakem zaboju breskev je 20% gnilih. Janez in Metka kupita 2 taksna zaboja
s po 25 breskvami.

a. (10) Janez preloZi nakljucno 2 breskvi iz prvega v drugi zaboj. Metka naklju¢no
izbere breskev iz prvega (sedaj manjSega) zaboja. Dolo¢i verjetnost, da je njena
breskev gnila.

b. (10) Janez prelozi 5 breskev nakljucno iz prvega v drugi zaboj. Dolo¢i verje-
tnost, da je v preostanku prvega zaboja vsaj ena gnila breskev.

3. (20) Picko in Packo igrata naslednjo igro. Najprej Picko placa Packu 9 evrov. Nato
pa meceta posten kovanec, dokler ne pade cifra, vendar najve¢ desetkrat. Ce cifra
pade v n-tem metu, placa Packo Picku 2" evrov (¢e pa cifra v desetih metih ne pade,
Packo ne placa nicesar).

a. (10) Koliksna je verjetnost, da ima Packo izgubo?

b. (10) Naj bo X Packov dobicek (Ce je negativen, ima Packo izgubo). Izrac¢unajte
E(X).

4. (20) Naj bo Zy, Zy, Zs, . .. proces razvejanja, in naj bo n = P(U,{Z, = 0}) verje-
tnost, da proces “izumre”.

a. (10) Porazdelitev sluc¢ajnega Stevila potomcev naj ima rodovno funkcijo G(s) =
g+ps?z0<p<1ling=1-p S pomodjo rodovnih funkcij izracunajte
verjetnost, da proces izumre pred 3. generacijo, torej da v 3. generaciji ni vec¢
nikogar.

b. (10) Za katere p € (0, 1) ima proces pozitivno verjetnost, da prezivi?



5. (20) Porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

Y\X|1]2]|3
1 3T L] a
24 | 24 | 24

2 LT L1235
24 | 24 | 24

3 11T L] <
24 | 21 | 24

4 L1214
24 | 24 | 24

a. (10) Dolocite stevilo a tako, da bo E(X|Y =1) = 2.
b. (10) Ali je mozno dolo¢iti Stevila a,b, ¢ in d tako, da bo F(Y|X) = 27

6. (20) Zdolgocaseni statistik je n-krat z vracanjem izbiral listice iz spodnjih Skatel.
Stevila na izbranih listi¢ih je oznacil z X1, Xo, . .., X,, njihovo vsoto pa z S,,.

@ [[:2] [o] [1]]
(i) [[-1] [-1] [-1] [-1] [o] [o] [o] [o] [1]]

a. (10) Statistik je izracunal

P(—360 < Sig00 < —300) = 084

Za katero od skatel je racunal verjetnosti? Utemeljite odgovor.

b. (10) Statistik je izra¢unal P(S190 = —50) = 0'013. Katero Skatlo je obravnaval?
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1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
6. december 2005

1. (25) V skupini otrok imamo n deckov in n deklic. Otroke bi radi razmestili po parih,
tako da dobimo n parov.

a. (10) Na koliko nacinom lahko otroke razmestimo po parih, tako da bodo pari
mesSani po spolu?

b. (15) Presteti Zelimo Se vse razmestitve po parih ne glede na spol. Upora-
bite naslednji algoritem: 2n deckov in deklic ostevilcite z 1,2, ...,2n. Najprej
otroku 1 izberite partnerja. V naslednjem koraku izberite partnerja otroku, ki
Se nima partnerja, ima pa najmanjso stevilko med preostalimi otroci. Postopek
nadaljujte, dokler vsem otrokom ne dodelite partnerja. Primer izbire s takim
algoritmom:

(1,5),(2,3),(4,8),...
Prestejte vse razmestitve.
2. (20) Na mizi sta dve posodi. V eni je 20 raznobarvnih kroglic: 10 belih, 5 ¢rnih in
5 zelenih, druga pa je Se prazna. Iz polne posode socasno izvlecemo dve kroglici.

Najklju¢no izberemo eno izmed njiju in jo pogledamo. Nato spustimo kroglici v
prazno posodo. Posodo pretresemo in iz nje nakljuc¢no izvle¢emo kroglico.

a. (10) Dokazite formulo
P(A|B)=P(A|BNC)-P(C|B)+ P(A|IBNC*) - P(C°|B).

b. (10) Izracunajte pogojno verjetnost, da bo kroglica izvle¢ena iz druge posode
bela pri pogoju, da je bila kroglica, ki smo jo pogledali bela.

3. (25) Iz kraja A v kraj B peljeta dve cesti. Iz kraja B v kraj C tudi peljeta dve cesti.
Vsaka od cest je neprehodna z verjetnostjo p neodvisno od stanja ostalih cest.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da ni prehodne poti iz kraja A v kraj C.
b. (15) Izracunajte verjetnost, da lahko pridemo iz kraja A v kraj B pri pogoju,
da ni prehodne poti iz kraja A do kraja C.

4. (25) V skupini 2n otrok je n deckov in n deklic. Privzemite, da je n = 2m za neko
celo stevilo m. Kot znano upostevajte, da lahko 2n otrok razmestimo v n parov na
(2n)!
21 . pl

nacinov. Ce 2n otrok povsem nakljuéno razmestimo po parih, bo §tevilo parov, v ka-
terih sta dva decka, slu¢ajna spremenljivka. Oznacimo jo z X. “Povsem naklju¢no”
pomeni, da je vsaka razmestitev po parih enako verjetna.



a. (15) Prestejte, koliko je takih razmestitev po parih, v katerih je natanko k
parov, v katerih sta decka.

Namig: V takih razmestitvah mora biti tudi tocno k parov iz deklic in 4m — 4k
mesanih parov.

b. (10) Pois¢ite porazdelitev slucajne spremenljivke X.



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
26. januar 2006

1. (25) V posodi je B belih in R redecih kroglic. Iz posode izbiramo kroglice po vrsti
povsem nakljuc¢no, dokler ne izberemo vseh B belih kroglic. Oznacite z X Stevilo
vseh izbiranj vkljuéno z zadnjim izbiranjem.

a. (15) Izracunajte verjetnost P(X < k)zavse k=B,B+1,...,B+ R.
b. (10) Izra¢unajte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.
2. (25) Spomladi na vrtu raste n marjetic, n zvonckov in n telohov, kjer je n neko
naravno Stevilo. Naklju¢no sestavimo Sopek 2n cvetlic. Pri tem nam naj slucajne

spremenljivke X, Z in T' zaporedoma povejo Stevilo marjetic, zvonckov in telohov
v Sopku.

a. (10) Dolocite verjetnost, da je v Sopku toliko marjetic kot zvonckov in telohov
skupaj.
b. (15) Dolo¢ite porazdelitve sluc¢ajnih spremenljivk X, Z in T ter njihova upanja.
3. (20) Kovanec mec¢emo, dokler ne pade vsaj en grb in vsaj ena Stevilka. Ozna¢imo
stevilo potrebnih metov z X. Meti so med sabo neodvisni in verjetnost za grb v
vsakem metu je p.
a. (10) Poiscite P(X = k) za k=2,3,....
b. (10) Izracunajte E(X).
Namig: Ce je Y o Geom(p), je E(Y) =>2, k(1 —p)*p=1/p.
4. (20) Daniel Bernoulli je leta 1768 zastavil naslednji problem: Imamo 2n zakonskih
parov in naj bo m < 2n dano naravno stevilo. Privzemite, da Bog nakljuc¢no izbere
m izmed 2n ljudi in jih pokli¢e k sebi (to je znano tudi kot to, da izbranih m ljudi
umre). Naj bo X slucajno stevilo Se Zivec¢ih parov.
a. (10) Izberite nek par in izracunajte verjetnost, da par prezivi.
b. (15) Izracunajte E(X).



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
18. april 2006

1. (25) V zavarovalnistvu prihodnjo zivljenjsko dobo zavarovanca razumemo kot slu-
¢ajno spremenljivko T' z zvezno porazdelitvijo z gostoto pr(t). Ena od pogosto
privzetih gostot je Gompertzova, dana z

pr(t) = c exp <—Ct — 1)

log ¢

za konstanto ¢ > 1 za t > 0.
a. (15) Izracunajte verjetnost P(k < T < k + 1) za celo $tevilo k > 0.
b. (10) Izraunajte matemati¢no upanje E(cT).
2. (25) Naj bo X o Bi(n,1/2). Za slucajni spremenljivki X in Y naj za k =
0,1,2,...,n velja

PX=kY=k+1)=P(X =k)- 7

P(X=kY=k—1)=P(X=k)-
in PIX=kY=0)=0zl|k—-1]>1

a. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y in jo poimenujte.
b. (15) Izracunajte cov(X,Y).

3. (25) V matemati¢ni genetiki se pojavi naslednja naloga: vsak od N = o+ 3 + v
posameznikov je tipa AA, AB ali BB (tipa AB in BA obravnavamo kot enaka). Pri
tem jih je o tipa AA, [ tipa AB in  tipa BB, pri ¢emer tip BA obravnavamo kot AB.
Ko pride do naslednje generacije, se geni vsakega od N posameznikov razbijejo na
sestavna dela A in B in se povsem nakljucno spet sestavijo po parih. Bolj natanc¢no,
imamo 2a + 3 genov A in 8 + 27 genov tipa B. Vseh teh 2N genov se povsem
naklju¢no skombinira v N novih posameznikov s po dvema genoma.

a. (10) Oznacite novo nastale posameznike z Stevilkami 1,2,..., N. Izrac¢unajte
verjetnosti P(posameznik 1 je tipa AA) in P(posameznika 1 in 2 sta tipa AA).

b. (15) Naj bo X stevilo posameznikov tipa AA, ki so nastali z nakljuénimi kom-
binacijami. Izracunajte var(X).
Namig: Indikatorji.



4. (25) Naj bodo X7, Xs, ... nenegativne celostevilske sluc¢ajne spremenljivke, za katere
velja

za k> 0in

k1),
P(X1 = k’l,. .. 7Xn = k’n) = P(Xl = kl, . ,Xn—l = kn—l) : 2kfl+k1n>kk 1

kjer za poljuben a velja (a)g = 1in (a)ry =ala+1)---(a+k—1) za k > 0.

a. (15) Poiscite porazdelitev vsote X; + Xo.
b. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da za slucajno spremenljivko X, velja

-1

n
P(X,=1)=——
( ) (1 +mn)H+t
zal=1,2,...1in
P(X, =0)= —~
" n+1

Namig: Za |z| < 1 velja

-z
Z(’f)ﬂk:m-

o0
k=1



4. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
9. junij 2006

1. (25) Za celostevilske slucajne spremenljivke X, X, ... naj velja
1
PXpi1=k+1|X,=k) =P Xy =k—1|X,,=k) = 3

za vse k € Z. Predpostavite, da je P(Xy,=0) = 1.

a. (10) Izracunajte
E (| Xni1]| X0 = k)

za k € 7.
b. (15) Pokazite, da velja
E(X,])=PX,.1=04+P(X,2=0)+---+P(Xeg=0).
2. (25) Naj bodo X, Y in Z med sabo neodvisne sluc¢ajne spremenljivke, porazdeljene
geometrijsko: X o< Geom(1/2), Y o< Geom(1/3) in Z o Geom(1/4).
a. (10) Izrac¢unajte rodovno funkcijo vsote W = X +Y + Z.
b. (15) Pokazite, da je

53 453 953
(1—s/2)  3(1—25/3)  8(1—3s/4)

Gw(S) = 4

in dokazite, da je za k = 0,1, ...

CEEROIOROIONEI0N

Namig: Za |z| <1 je

3. (25) Naj bo Zy, Zy, Zs, ... proces razvejanja, za katerega velja

a. (15) Izracunajte verjetnost, da proces razvejanja izumre najkasneje v tretji
generaciji. Bolj to¢no to pomeni, da iS¢emo verjetnost, da je Ze tretja generacija
prazna.



b. (10) Izracunajte

1\ 7
#(()7).
2
Namig: Upostevagte, da je

FE —1 ’ =@ —1 ) G,=G@G G
(o]
5 n |3 m n 1 .

4. (25) Znani angleski statistik M. G. Kendall v svojem obseznem ¢lanku The Random
Character of Stock Market Prices pravi:

dnevno zaporedje cen delnic zgleda “blodece”, kot da bi nek skrat
vsak dan nakljucno izbral stevilo iz velike skatle, ki ima povprecje 0 in
nek standardni odklon, in to izbrano Stevilo pristel ceni delnice prejSnega
dne.

Predpostavite, da je povprecje skatle res 0, standardni odklon pa 1. Razlika cene
delnice na zacetku leta in na koncu leta je tako enaka vsoti 365 naklju¢no izbranih
Stevil iz te Skatle.

a. (15) Recimo, da je bila cena delnice na zacetku leta enaka 150 (v ustreznih
enotah). Koliksna je priblizno verjetnost, da bo na koncu vredna 160 ali vec¢?

b. (10) Nekdo vam ponuja naslednjo stavo: ¢e bo cena delnice na koncu leta 110
ali vec, ti placam 20 enot, ¢e ne pa ti meni placas 5 enot. Na zacetku leta je
vrednost delnice 100. Kaj menite o tej stavi?

Namig: Koliksen je vas pricakovan dobicek?



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
19. junij 2006

1. (50) Sprehod po celostevilski mrezi je pot, ki se zacne v (0,0), na vsakem koraku
pa lahko gremo za enoto na desno, levo, gor ali dol. Primer take poti je na sliki 1a.

Slika la Primer sprehoda po Z2.

a. (5) Koliko je vseh sprehodov po Z?, ki imajo natanko n korakov?

b. (5) Koliko je sprehodov z natanko n koraki, ki gredo k;-krat desno, ks-krat
levo, ks-krat gor in k4-krat dol? Pri tem je seveda ki + ko + k3 + k4 = n in
ki >0zai=1,234.

c. (5) Na sliki 1b je sprehod dolzine 2n, ki se za¢ne in kon¢a v tocki (0,0). Po-
kazite, da je sprehodov, ki se za¢no in koné¢ajo v tocki (0,0), in gredo natanko
2k-krat “levo” ali “desno”, natanko (2n — 2k)-krat pa “gor” ali “dol” to¢no

GG



Slika 1b Primer sprehoda po Z?, ki se zacne in konc¢a v (0,0).

d. (10) Kot znano upostevajte, da je

> (1) =)

Pokazite, da je vseh sprehodov z natanko 2n koraki, ki se za¢no in koncajo v
tocki (0,0), natanko
on\ 2
()

Namig: Uporabite c., tudi ¢e ne znate dokazati!

2. (20) V prvi posodi imamo n belih, v drugi pa n ¢rnih kroglic. Naklju¢no izbe-
remo eno od posod in kroglico iz nje prestavimo v drugo posodo. Verjetnost izbire
posamezne posode je 1/2. Postopek ponovimo dvakrat. Privzemite, da je n > 2.

a. (10) Izrac¢unajte verjetnost, da bo po dveh izbiranjih stanje enako kot na za-
cetku, torej da bo v eni posodi n belih, v drugi pa n ¢rnih kroglic.

b. (10) Naj bo A dogodek, da je stanje na koncu enako kot na za¢etku. Izrac¢unajte
pogojno verjetnost dogodka, da smo dvakrat prestavljali belo kroglico, pogojno
na dogodek A.

3. (20) Imamo r Skatlic, v katere mecemo n kroglic. Meti so neodvisni, v vsakem
poskusu pa zadenemo vsako Skatlo z enako verjetnostjo 1/r. Naj bo X Stevilo
praznih skatlic po vseh n metih.



a. (10) Izracunajte E(X).
b. (10) Izracunajte var(X).

4. (20) Naj bo Zy, Z1, Zs, . .. proces razvejanja, za katerega velja

1 2
G(S) = GZ1(3) = g —+ 552 .

a. (10) Izracunajte verjetnost, da proces razvejanja izumre najkasneje v tretji
generaciji. Bolj to¢no to pomeni, da iS¢emo verjetnost, da je Ze tretja generacija

prazna.
1\
#(()7).
2
Namag: Upostevajte, da je

b. (10) Izracunajte
E — ' =G - ) G,=G oG
9 n 9 m n n—1 y

5. (20) Naj bo n > 1 dano naravno Stevilo. Slucajni spremenljivki X in Y imata
porazdelitev dano z

PX=kY=1)= ——

zal<k<ninl<n-—%kin

a. (10) Izracunajte E(Y|X = k) za k < n.
b. (10) Izracunajte e E(Y|X =n) in E(Y).

6. (20) Znani angleski statistik M. G. Kendall v svojem obseznem ¢lanku The Random
Character of Stock Market Prices pravi:

dnevno zaporedje cen delnic zgleda “blodece”, kot da bi nek skrat
vsak dan nakljuc¢no izbral stevilo iz velike skatle, ki ima povprecje 0 in
nek standardni odklon, in to izbrano stevilo pristel ceni delnice prejSnega
dne.

Predpostavite, da je povprecje skatle res 0, standardni odklon pa 1. Razlika cene
delnice na zacetku leta in na koncu leta je tako enaka vsoti 365 naklju¢no izbranih
stevil iz te Skatle.

a. (10) Recimo, da je bila cena delnice na zacetku leta enaka 150 (v ustreznih
enotah). Koliksna je priblizno verjetnost, da bo na koncu vredna 160 ali vec¢?



b. (10) Nekdo vam ponuja naslednjo stavo: ¢e bo cena delnice na koncu leta 110
ali vec, ti placam 20 enot, ¢e ne pa ti meni placas 5 enot. Na zacetku leta je

vrednost delnice 100. Kaj menite o tej stavi?

Namig: Koliksen je vas pricakovan dobicek?



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
30. junij 2006

1. (20) V ravnini so dane tocke A, B, C, D, E' in F, od katerih nobena trojica ne lezi
na isti premici.
a. (5) Koliko razliénih premic dolocajo te tocke?
b. (5) Koliko razli¢nih trikotnikov dolocajo te tocke?
c. (5) Koliko med temi trikotniki je takih, ki imajo tocko C' za oglis¢e?

d. (5) Koliko je med temi trikotniki taksnih, ki imajo daljico AF za eno od stranic?

2. (20) Abraham de Moivre v svoji “The Doctrine of Chances (1756)” kot nalogo 94
predlaga naslednje: Igralci A,B,C igrajo isto igro na sreco po naslednjih pravilih:
Najprej igrata dva od treh igralcev. Tisti, ki izgubi, preda svoje mesto tretjemu, ki je
cakal in to pravilo velja v naslednjih igrah. Zmaga tisti, ki mu uspe premagati ostala
dva v dveh zaporednih igrah. Predpostavljamo, da so igre med sabo neodvisne in
je verjetnost za zmago kogarkoli v posamezni igri enaka 1/2.

a. (10) Predpostavite, da najprej igrata igralca A in B. Definirajte naslednje do-

godke

— C = {zmaga A}.

— A; = {A zmaga v prvi in drugi igri}.

— As = {A zmaga v prvi igri in izgubi v drugi, C izgubi v tretji igri}.

— Az = {A izgubi v prvi igri, B izgubi v drugi igri}.
Naj bo « verjetnost za zmago igralca A, ¢e najprej igrata A in B, in 3 verjetnost
za zmago A, Ce najprej igrata igralca A in C. Izrazite

P(ClA)

z ain fzavsaki=1,2,3.

b. (10) Naj bo spet « verjetnost za zmago igralca A, ¢e najprej igrata A in B, in
[ verjetnost za zmago A, ¢e najprej igrata igralca A in C. Utemeljite zvezi

U

RIS

n 11 1
5214—10&4‘55

in izracunajte a.
Nang C C Al U A2 U Ag.



3. (20) V posodi naj bosta ¢rna kroglica in kroglica z oznako 1. Na vsakem koraku iz
posode naklju¢no izberemo kroglico. Ce ima izbrana kroglica oznako k, jo vrnemo
in dodamo $e eno kroglico z oznako k. Ce je kroglica ¢érna, jo vrnemo v posodo
in dodamo kroglico z oznako n + 1, kjer je n najvecja oznaka do tik pred izbira-
njem. Primer: Prvih nekaj korakov lahko izgleda kot ’ o @ ‘ — ’ ® ©®© ©® ‘ —
].@@@‘—ﬂ.@@@@\—ﬁ.@@@@@‘—ﬂ.@@@@@

—> ..

a. (10) Naj bo X stevilo razliéno oznacenih kroglic takrat, ko je po (n — 1)-em
izbiranju v posodi vkljuéno s ¢érno natanko n + 1 kroglic. Crne kroglice ne
stejemo. Izracunajte

P(pri k-tem izbiranju smo izbrali ¢rno kroglico)

zak=1,2,...,n—1in potem F(X).
Namaig: Indikatoryi.

b. (10) Naj bo Y stevilo kroglic z oznako 1 v posodi takrat, ko je po (n — 1)-
em izbiranju v posodi vkljuéno s ¢rno natanko n + 1 kroglica. IzraCunajte

PY=Fk)zak=12,... n.

4. (20) Oglejte si naslednjo varianto procesa razvejanja: na zacetku imamo eno celico.
Po geometrijskem cCasu s parametrom p se bo ta celica razdelila na dve neodvisno
od ostalih celic. Vse celice se bodo potem delile naprej po enakem nacelu. Oznacite
stevilo celic v trenutku n z Z, in rodovno funkcijo slu¢ajne spremenljivke 7, z

Gn(s). Velja Gy(s) = s in
Gri1(s) = Gn(s(q +ps)),
kjer je g =1 —p.

a. (10) Pokazite, da je E(Z,) = (1 + p)™.
b. (10) Izracunajte P(Z3; = 8).

5. (20) Naj bo n > 1 dano naravno Stevilo. Slucajni spremenljivki X in Y imata
porazdelitev dano z

1
PX=kY=I1)=——
zal<k<ninl<n-—kin
1
P(X=nY=0)=—.
n

a. (10) Izracunajte E(Y|X = k) za k < n.
b. (10) Izrac¢unajte se E(Y|X =n) in E(Y).



6. (20) Znani angleski statistik M. G. Kendall v svojem obseznem ¢lanku The Random
Character of Stock Market Prices pravi:

dnevno zaporedje cen delnic zgleda “blodece”, kot da bi nek skrat
vsak dan nakljucno izbral stevilo iz velike skatle, ki ima povprecje 0 in
nek standardni odklon, in to izbrano Stevilo pristel ceni delnice prejsnega
dne.

Predpostavite, da je povprecje skatle res 0, standardni odklon pa 1. Razlika cene
delnice na zacetku leta in na koncu leta je tako enaka vsoti 365 nakljuéno izbranih
stevil iz te skatle.

a. (10) Recimo, da je bila cena delnice na zacetku leta enaka 150 (v ustreznih
enotah). Kolik$na je priblizno verjetnost, da bo na koncu vredna 160 ali vec¢?

b. (10) Nekdo vam ponuja naslednjo stavo: ¢e bo cena delnice na koncu leta 110
ali ve¢, ti placam 20 enot, ¢e ne pa ti meni placas 5 enot. Na zacetku leta je
vrednost delnice 100. Kaj menite o tej stavi?

Namig: Koliksen je vas pricakovan dobicek?



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
5. september 2006

1. (20) V skupini otrok imamo n deckov in n deklic. Otroke bi radi razmestili po parih,
tako da dobimo n parov.

a. (10) Na koliko nacinom lahko otroke razmestimo po parih, tako da bodo pari
mesani po spolu?

b. (10) Presteti zelimo Se vse razmestitve po parih ne glede na spol. Upora-
bite naslednji algoritem: 2n deckov in deklic ostevilcite z 1,2, ..., 2n. Najprej
otroku 1 izberite partnerja. V naslednjem koraku izberite partnerja otroku, ki
Se nima partnerja, ima pa najmanjso stevilko med preostalimi otroci. Postopek
nadaljujte, dokler vsem otrokom ne dodelite partnerja. Primer izbire s takim

algoritmom:
(1,5),(2,3),(4,8),...

Prestejte vse razmestitve.
2. (20) Dogodki A, B in C naj bodo neodvisni z verjetnostmi p;, ps in ps.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da se zgodita natanko dva od treh dogodkov.

b. (10) Izra¢unajte pogojno verjetnost, da se zgodita natanko dva dogodka pri
pogoju, da se niso zgodili vsi trije dogodki hkrati.

3. (20) Srecke pri loteriji so osteviléene od 000000 do 999999. Izzrebana bo natanko
ena Stevilka, vse mozne Stevilke pa imajo enako verjetnost, da bodo izbrane. Vse
srecke zadenejo, dobitek pa je odvisen od stevila Stevk, ki se na istih mestih ujemajo.
Ce je bila, recimo, izzrebana stevilka 431515, nasa srecka pa ima $tevilko 451038, se
ujemata dve Stevki (prva in tretja). Vsaka Stevka vec, ki se ujema, pomeni desetkrat

envee

a. (10) Ko kupite srecko, bo vas dobitek slu¢ajna spremenljivka X. Izrac¢unajte
porazdelitev X.

b. (10) Izra¢unajte matematicno upanje E(X).

4. (20) Naj bo Zy, Z1, . .. proces razvejanja z

Definirajte W,, = Zy + Z1 + - - - + Z,,. Oznacite

H,(s) = Gw,(s).



Za rodovne funkcije H,, velja rekurzija
Hy1(s) = sG(Hy(5))
a. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da za n > 1 velja

Hn(8>:Qin(2n—1+2n—28+2n—382+'_._’_2Sn—2_’_8n—1+8n) ‘

b. (10) Izracunajte E(W,).
Namig: Matematicno upange je linearno.

5. (20) Za celostevilski sluc¢ajni spremenljivki X in Y naj velja

Cejek=1=0
(M Geje k>0l >0

P(X =FkY =1)= { P b))

(1+n)FFT -~ T
Ce je | = 0, interpretiramo izraz k(k+1)--- (k+1—1) kot 1. Kot znano privzemite,

da je N o .
Z k(k+1)--l-!(k:+l—1) G) o (zix)

=0

za |z| < 1.

a. (10) Izrac¢unajte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.
b. (10) Izra¢unajte E(Y|X =k) zavse k =0,1,2,....

6. (20) Dva strastna igralca na sreco igrata ruleto v neskon¢nost. Ruletni cilinder ima
37 izsekov, od katerih je 18 rdecih, 18 ¢rnih in 1 zelen. Prvi igralec vedno stavi $1
na rdece, drugi pa vedno stavi $1 na tevilko 17, ki je ¢rna. Cisti dobicek po eni igri
je v primeru zmage za prvega $1, za drugega pa $35, v nasprotnem primeru pa oba
izgubita stavo.

a. (10) Aproksimirajte verjetnost, da drugi igralec po 1000 igrah nima izgube.
b. (10) Oznacite z X,, Cisti profit prvega igralca po n igrah, z Y;, pa profit drugega
igralca po n igrah. Izracunajte
lim P(Y, > X,,) = lim P(Y, — X,, > 0).
n—oo n—oo
Utemeljite vas razmislek.
Namigi: Napisite Y, —X,, = > 1_,(Ux—Vi), kjer je Uy, Cisti profit prvega igralca
v k-ti igri in Vi cisti profit drugega igralca v isti igri. Slucajne spremenljivke
Ur—V}. so med sabo neodvisne z enako porazdelitvijo in var(U,—V}) = 1368/37.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
19. december 2006

1. (20) Mesto T ima ulice v obliki trikotnika kot na sliki 1a. HiSe na spodnji strani
trikotnika imajo stevilke 0,1,2,...,n. Avtobusna postaja je v tocki A.

A

0 1 2 n
Slika 1a Tloris mesta T

a. (10) Na koliko nacinov lahko pridemo z avtobusne postaje A do hise s Steviko k
tako, da gremo vsakic le levo ali desno in se nikoli ne vracamo proti avtobusni
postaji?

Namig: Razmislite, kolikokrat morate iti na levo, da pridete do hise s Steviko
k.

b. (10) Mesto K ima obliko kvadrata kot na sliki 1b. Avtobusna postaja je v tocki
A, profesor pa stanuje v hisi O. Vzporednih ulic je n + 1. Na koliko nacinov
lahko profesor pride z avtobusne postaje do svoje hise tako, da gre vedno le
levo ali desno in se nikoli ne vraca proti avtobusni postaji?

A

O
Slika 1b Tloris mesta K



Namig: 'V mislih dogradite mesto do trikotnega mesta kot na sliki 1c. V do-
grajenem mestu ima profesorjeva hisa hisno stevilko n od stevilk 0,1,...,2n.

(KKK
SRR
KA SN

2. (20) Na mizi sta dve posodi. V eni je 20 raznobarvnih kroglic: 10 belih, 5 ¢rnih in
5 zelenih, druga pa je Se prazna. Iz polne posode socasno izvlecemo dve kroglici.
Najklju¢no izberemo eno izmed njiju in jo pogledamo. Nato spustimo kroglici v
prazno posodo. Posodo pretresemo in iz nje nakljuc¢no izvle¢emo kroglico.

a. (10) Dokazite formulo

P(A|B) = P(A|[BNC) - P(C|B) + P(A|BNC) - P(C°|B).

b. (10) Izracunajte pogojno verjetnost, da bo kroglica izvle¢ena iz druge posode
bela pri pogoju, da je bila kroglica, ki smo jo pogledali bela.

3. (20) Slucajne spremenljivke X, Y in Z naj imajo porazdelitev dano z

bb+1)---(b+n—1r(r+1)---(r+3—-n-—1)
b+r)b+r+1)(b+r+2)

P(X=i,Y =j,Z=k) =
za pozitvni Stevili b in r, i,5,k € {0,1} injen =i+ j+k Cejen =0, je
bb+1)---(b+n—1)=1.

(10) Izrac¢unajte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Z.

a.
b. (10) Izra¢unajte porazdelitev vsote W = X +Y + Z.



4. (20) Naj bo m > 0 celo stevilo. Naj bo p € (0,1) in naj velja ¢ = 1 — p. Za proces
razvejanja Zg, Z1, . .. naj velja

G(s):Gzl(s):( ! )l/m.

2—sm

a. (10) Izracunajte E(Zs).
b. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je

Gh(s) = (” —(n— 1)5m)1/m

n+1—nsm

in izrac¢unajte P(Z, =0)zan=1,2,....

5. (20) Predpostavite, da je Stevilo otrok v nakljucno izbrani druzini slu¢ajna spre-
menljivka N s porazdelitvijo

P(N = n) = % - (;)n_l

zan = 1,2,.... Predpostavite, da je spol vsakega otroka moski ali Zenski z verje-
tnostjo 1/2 neodvisno od ostalih otrok. Naj bo X stevilo otrok moskega spola in Y’
stevilo otrok zZenskega spola v naklju¢no izbrani druzini.

a. (10) Izracunajte
P(X =k Y =I|N =n)
zan>1ink,[>0in k+1[=n.
b. (10) Izra¢unajte veCrazsezno porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y.
c. (10) Izrac¢unajte E(X|Y = 0).

6. (20) Dva strastna igralca na sreco igrata ruleto v neskon¢nost. Ruletni cilinder ima
37 izsekov, od katerih je 18 rdecih, 18 ¢rnih in 1 zelen. Prvi igralec vedno stavi $1
na rdece, drugi pa vedno stavi $1 na stevilko 17, ki je ¢rna. Cisti dobicek po eni igri
je v primeru zmage za prvega $1, za drugega pa $35, v nasprotnem primeru pa oba
izgubita stavo.

a. (10) Aproksimirajte verjetnost, da drugi igralec po 1000 igrah nima izgube.
b. (10) Oznacite z X, Cisti profit prvega igralca po n igrah, z Y,, pa profit drugega
igralca po n igrah. Izracunajte

lim P(Y, > X,) = lim P(Y, — X, > 0).

n—oo n—oo

Utemeljite vas razmislek.

Namigi: Napisite Y, —X,, = > 1, (Ux—Vi), kjer je Uy, Cisti profit prvega igralca
v k-ti igri in Vj, cisti profit drugega igralca v isti igri. Slucajne spremenljivke
Ur—V}. so med sabo neodvisne z enako porazdelitvijo in var(U,—V}) = 1368/37.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
13. februar 2007

1. (25) V skupini otrok imamo n deckov in n deklic. Otroke bi radi razmestili po parih,
tako da dobimo n parov.

a. (10) Na koliko nacinov lahko otroke razmestimo po parih, tako da bodo pari
mesani po spolu?

b. (15) Presteti zelimo Se vse razmestitve po parih ne glede na spol. Upora-
bite naslednji algoritem: 2n deckov in deklic ostevilcite z 1,2, ...,2n. Najprej
otroku 1 izberite partnerja. V naslednjem koraku izberite partnerja otroku, ki
Se nima partnerja, ima pa najmanjso stevilko med preostalimi otroci. Postopek
nadaljujte, dokler vsem otrokom ne dodelite partnerja. Primer izbire s takim
algoritmom:

(1,5),(2,3),(4,8),...

Prestejte vse razmestitve.

2. (25) Na letalo z n sedezi se bo vkrcalo n potnikov. Vsi imajo Ze dolo¢eno stevilko
sedeza, na letalo pa bodo prisli v istem vrstnem redu, kot so njihove stevilke sedezev.
Prva oseba, ki pride na letalo, nakljuc¢no izbere sedez s stevilkami 2,3, ..., n, tako
da je verjetnost izbire vsakega sedeza 1/(n — 1). Ostali se vsedejo na svoj sedez, ¢e
je prost, ¢e ne, pa naklju¢no izberejo med sedezi, ki so Se na voljo. Oznacite z A;
dogodek, da bo i-ti potnik, ki se bo vkrcal, sedel na svoj sedez.

a. (10) Izrac¢unajte P(As) in P(As).

b. (15) Oznacite H, = {prvi potnik je izbral sedez k} za k = 2,3,...,n. Po-
kazite, da za 2 < k < n velja

1

P(A,|Hy) = P

(14 P(A,|Hgi1) + P(Au|Hya2) + -+ P(AL|H,y)) -

3. (20) V posodi je B belih, R rdecih in G zelenih kroglic. Kroglice za¢nemo izbirati z
vracanjem povsem nakljucno, tako da ima vsaka kroglica enako verjetnost, da jo
izberemo. Oznacimo z X Stevilo izbiranj dokler ne izberemo bele kroglice, vklju¢no
z zadnjim izbiranjem. Podobno oznac¢imo z Y Stevilo izbiranj dokler ne izberemo
prvi¢ rdece kroglice in Z stevilo izbiranj, dokler ne izberemo prvic¢ zelene kroglice.

a. (10) Izracunajte P(X =1,Y =1,Z=m) za 1l <l < m.
Namig: Pomuslite, v kaksnem vrstnem redu morate dobiti kroglice razlicnih
barv, da se zgodi dogodek {X =1,Y =1,Z =m}.



b. (10) Pois¢ite vecrazsezno porazdelitev spremenljivk Y in Z.

4. (25) Naj bodo X, Y in Z med sabo neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeeljene
geometrijsko: X oc Geom(1/2), Y o« Geom(1/3) in Z o< Geom(1/4).

a. (10) Izrac¢unajte rodovno funkcijo vsote W = X +Y + Z.
b. (15) Pokazite, da je

53 453 N 953
(1—s/2) 3(1—2s/3) " 8(1—3s/4)

Gw(s):4

in dokazite, da je za k = 0,1, ...
1\ /1\F 74\ 72\ 79\ /3\*
P<W—’”3>—(Z) (5) ‘(5) (5) *@ @ |

Namig: Za |z| <1 je

o0

1 k
1—2 Z v
k=0
5. (20) Porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:
X123
1 4;15 % *
2 42—5 * | %
3 42—5 * *
4 e
a. (10) Dopolnite tabelo tako, da bosta slu¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni.
b. (10) Neodvisno od a. dela naloge dopolnite tabelo tako, da bo veljalo P(X =
3Y =k)=£, BE(X|Y =3) =2 in B(X|Y =4) =2

6. (20) V podjetju HIT so v letu 1999 gostje igrali igro Colore 440.000-krat. Verjetnost
za dobitek pri tej igri je p = 0°00198079.

a. (10) Zanima nas Stevilo S,, dobitkov v 440.000 igrah. To Stevilo je kot vsota
440.000 neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk z vrednostma 0 in 1, torej S, =
Xy + -+ X, kjer je P(X; = 1) = pin P(X; = 0) = 1 —p. Z uporabo
centralnega limitnega izreka izraCunajte priblizno verjetnost, da bo dobitkov
920 ali ve¢. Upostevajte: ®(1°64) = 0°95.

b. (10) Recimo, da je izplacilo pri dobitku enako x > 0. Ce gost stavi enoto in
stavo dobi, mu to enoto vrnejo in dodajo Se x enot. Pokazite, da je ta dobitek
lahko najve¢ x = 502, ¢e naj bo verjetnost, da bo hisa po 440.000 igrah imela
izgubo, najve¢ 0°017 Upostevagte: $(—2'33) = 0°01.
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1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
8. december 2004

1. (25) Od vsake od ¢rk a, b in ¢ imamo po n primerkov. Sprva so ¢rke v leksikografskem
redu, torej

aaaaa. ..abbbbd. .. .bbcc....c

Crke lahko poljubno permutiramo, kar lahko naredimo na (3n)! na¢inov. 1°

a. (10) Koliko je razli¢énih permutacij, ¢e enakih ¢rk ne razlikujemo med sabo?
b. (10) Prestejte permutacije 3n ¢rk, pri katerih po permutaciji nobena ¢rka a ni
na mestu, kjer je bila pred permutacijo ¢rka a. Primer: ¢e je n = 3 je

bebacbeaa

taka permutacija.

c. (10) Prestejte permutacije 3n ¢rk, pri katerih po permutaciji nobena od ¢rk a
ni na mestu, kjer je bila prej ¢rka a in nobena od ¢rk b ni na mestu, kjer je
bila prej ¢rka b. Primer: c¢e je n = 3, je

cbcaacbab

taka permutacija.
Namig: Odgovor bo izraZen z vsoto.

d. (10) Prestejte permutacije 3n ¢rk, pri katerih po permutaciji nobena od ¢rk ni
na mestu, kjer je bila pred permutacijo ¢rka istega tipa. Primer: c¢e jen = 3 je

bebaccaba

taka permutacija.

Namig: Odgovor bo izraZen z vsoto.

2. (25) Ob zacetku pisanja izpitov je v predavalnici M2 sedelo 16 $tudentov matematike
in 20 studentov racunalnistva, v predavalnici M3 pa 10 Studentov matematike in
14 studentov racunalnisStva. Z malo zamude sta na izpit prisla Se dva Studenta
racunalnistva in vsak od njiju je neodvisno od drugega na slepo izbral eno od obeh
predavalnic. Studenti bodo kon¢cali s pisanjem v naklju¢nem vrstnem redu, tako da
bo vsak od studentov z enako verjetnostjo prvi zakljucil.

0Povzeto po A. De Moivre, Doctrine of Chances, Frank Cass and Company, 1738, Problem XXXV,
str. 98.



a. (10) Dolo¢i verjetnost, da je prvi student, ki konc¢a z izpitom, pisal izpit v M2.

b. (15) Dolo¢ pogojno verjetnost, da je prvi, ki zapusti predavalnico M2, student
matematike.

3. (25) V posodi sta na zacetku bela in rdeca kroglica. Na vsakem koraku naklju¢no
izberemo kroglico med vsemi moznimi. Ce je kroglica bela, jo vrnemo in dodamo
Se eno belo kroglico, ¢e je rdeca, pa jo vrnemo in dodamo Se eno rdeco kroglico.
Stevilo kroglic v posodi tako na vsakem koraku narase za 1.

a. (10) Izrac¢unajte verjetnost, da v n izbirah najprej k-krat izberete belo kroglico
nato na (n — k)-krat rdeco.

b. (15) Naj bo X stevilo belih kroglic v posodi tik po n tem izbiranju, ko je v
posodi n + 2 kroglic. Izracunajte porazdelitev X.

Namig: Prestejte, na koliko nacinov se lahko zgodi dogodek {X = k}. Koliksne
so verjetnosti posameznih nacinov?

4. (25) Igralci A, B in C igrajo naslednjo igro: v posodi je a belih in b ¢rnih kroglic.
Igralci izbirajo kroglice nakljuéno z vradanjem v vrstnem redu ABCABC ... !
Zmaga tisti igralec, ki prvi izbere belo kroglico.

a. (15) Recimo, da je se za¢ne nova “runda” vsakic, ko izbira A. Naj bo Y Stevilo
rund, ki jih bodo igrali igralci, dokler nekdo od njih ne zmaga. Primer: ce
je bilo ABCABCAB in je B prvi potegnil belo kroglico, je zmagal B v tretji
rundi. Opisite porazdelitev Y.

Namig: (1 —q)(1+q+¢*) =1— ¢

b. (10) Izra¢unajte verjetnosti za zmago za posamezne igralce.

1Problem iz knjige Christian Huygens De Raciociinis in Ludo Aleae, 1657. Christian Huygens (1629-
1695), nizozemski matematik.



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
24. januar 2005

1. (25) V teoriji zalog nastopi nasledni problem: pri¢akujemo, da bo povprasevanje po
nekem izdelku celostevilska slucajna spremenljivka X. V pricakovanju povprase-
vanja naro¢imo n izdelkov, kjer je n fiksno celo §tevilo. Ce vse izdelke na zalogi
prodamo, smo naredili cn prometa, kjer je ¢ cena izdelka. Ce je povprasevanje
manjse od n, recimo k < n, naredimo ck prometa, vendar moramo za skladiscenje
neprodanih izdelkov placati s(n — k), kjer je s cena za skladis¢enje enega izdelka,
tako da je celoten promet ck — s(n — k).

a. (10) Predpostavite, da je P(X = k) = pq"*, kjer je ¢ = 1 — p in je p € (0, 1).
Oznacite z Y celoten promet po zgornjem opisu. Opisite porazdelitev Y.

b. (15) Izracunajte E(X). Kot znano uporabite, da je

S
—

_q—(p+q) "
— = ,

qu
0

e
Il

2. (25) Kovanec mecemo tako dolgo, da dobimo dva grba zapovrstjo. Oznacdimo z
X potrebno stevilo metov vkljuéno z zadnjim grbom. Slucajna spremenljivka X
zavzame lahko vrednosti £ = 2,3,..., pri tem pa velja P(X =0) = P(X =1) =0,
P(X=2)=1/4inzak >3

P(X=k—1)+~ P(X =k—2).

P(X =k) = ;

| —

a. (10) Izrac¢unajte E(X).
Namig: Mnozite levo in desno stran s k in sestejte po k > 3.
b. (15) Izracunajte var(X).
Namig: Pisite k* = (k—1)*+2(k— 1)+ 1 in k* = (k —2)* + 4(k — 1) + 4.

3. (25) Generatorji slucajnih Stevil generirajo zaporedja nicel in enk. Privzemamo,
da so posamezne Stevilke neodvisne kot so neodvisni meti kovanca in je za vsako
generirano Stevilo verjetnost 1/2, da bo enako 1.

a. (10) Pri preverjanju kvalitete generatorja slucajnih Stevil definiramo slu¢ajno
spremenljivko Y, ki steje, kolikokrat sta se v nizu n generiranih slucajnih nicel
in enk pojavili dve enki zapovrstjo. Pri tem dopuscamo prekrivanje v smislu, da
sta se v nizu 1011011110111 dve enki zapovrstjo pojavili Sestkrat. Izracunajte
E(Y).



b. (15) Naj bo Z stevilo pojavljanj zaporedja 011 v nizu n generiranih sluc¢ajnih
Stevil, pri ¢emer ne dopuscéamo prekrivanja. Izra¢unajte F (7).

4. (25) Na kroznici s polmerom R = 1 izberemo fiksno to¢ko A. Nato na kroznici
povsem nakljuc¢no izberemo tocko. Naj bo X razdalja med naklju¢no izbrano tocko
in tocko A. Za 0 < x < 2 velja

22
P(X < x)=c-arccos (1 — ?)

kjer je ¢ ustrezna konstanta.

a. (10) Dolocite konstanto c in izrac¢unajte gostoto slucajne spremenljivke X.
b. (15) Izracunajte E(X) in var(X).
Namig: Lahko uporabite zvezo med funkcijo beta in funkcijo gama.



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
18. april 2005

1. (25) V posodi je 7 belih in 3 rdece kroglice. Kroglice iz posode izbiramo naklju¢no
po vrsti brez vracanja. Naj bo X stevilo belih kroglic, preden dobimo prvo rdeco
kroglico, Y pa stevilo belih kroglic med prvo in drugo rdeco kroglico.

a. (15) Poiscite vecrazsezno porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X in Y.

b. (10) Pokazite, da imata spremenljivki X in Y enako porazdelitev. Izrac¢unajte
porazdelitev Y.
Namig: Porazdelitev X izracunajte posebej, ne kot robno porazdelitev. Nato
uporabite simetrijo vecrazseine porazdelitve.

2. (25) Generatorji slu¢ajnih Stevil generirajo zaporedje nicel in enk, ki jih lahko razu-
memo kot zaporedje med seboj neodvisnih Bernoullijevih slu¢ajnih spremenljivk s
parametrom p = 1/2. Predpostavimo, da je generator izpisal n slucajnih Stevil, nas
pa zanima sluc¢ajno Stevilo pojavitev niza 111. Oznacimo to slucajno stevilo z X.

V nizu
11011110110111011111011011,

recimo, je taksnih pojavljanj 6. Oznac¢imo generirane nicle in enke z &1, &s, ..., &,.

a. (10) Za k =1,2,...,n — 2 definirajmo indikatorje

I, — 1 Ceje&r=E&1 =& =1
k 0 sicer.

Izracunajte cov(1y, I3), cov(ly, I3) in cov(ly, Iy).

b. (15) Izra¢unajte var(X).
Namig: Bodite skrbni pri prestevanju kovarianc in upostevanju tega, katere
kovariance so enake 0.

3. (25) V posodi imamo b belih kroglic osteviléenih s Stevili 1,2, .. ., b in r rdeéih kroglic
ostevil¢enih s stevili 1,2,...,r. Oznac¢imo n = b+ r. Kroglice iz posode izbiramo
po vrsti, naklju¢no in brez vracanja. Naj bo X stevilo na prvi beli kroglici, ki jo
izberemo, Y pa stevilo na prvi rdeci kroglici, ki jo izberemo.

a. (10) Ali sta sluc¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni.

b. (15) Spremenimo besedilo tako, da kroglice izbiramo tako dolgo, da dobimo ali
zapovrstjo belo in rdeco kroglico ali zapovrstjo rdeci in belo kroglico. Naj bo
X stevilo na beli, Y pa stevilo na rdeci kroglici. Sta X in Y neodvisni?



4. (25) Naj bo n > 1 dano naravno Stevilo. Slucajni spremenljivki X in Y imata
porazdelitev dano z

PX=kY=l)=—F—r

zal<k<ninl<n-—%kin

a. (10) Izracunajte E(Y|X = k) za k < n.
b. (15) Izrac¢unajte se E(Y|X =n) in E(Y).



4. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
3. junij 2005

1. (25) V modelu telefonskega omrezja predpostavljamo, da je Stevilo zasedenih enot
v trenutku n neka slucajna spremenljivka X,, z rodovno funkcijo GG,,. Naj bo Y
Po()). Za rodovne funkcije Go, Gy, ... velja Go(s) =1 in

Gni1(s) = Gu((1 —p) +ps) Gy(s),
kjer je Gy rodovna funkcija spremenljivke Y in velja p € (0, 1).

a. (15) Izrac¢unajte P(X5 = 0).
b. (10) Kaksna je porazdelitev spremenljivke X,,?

2. (25) Naj bo Zy, Zy,... proces razvejanja. Slucajno Stevilo Y potomcev vsakega
posameznika naj ima porazdelitev

zak=0,1,....

a. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je rodovna funkcija G,,(s) spremen-

ljivke Z,, enaka
n—(n—1)s
Gn(s) = ————.
(s) n+1-—-ns
b. (10) Izrac¢unajte E(Y') in P(Z, = 0) in izra¢unajte P(proces izumre). Kako se
to ujema s teorijo?

3. (25) V podjetju HIT so v letu 1999 gostje igrali igro Colore 440.000-krat. Verjetnost
za dobitek pri tej igri je p = 0°00198079.

a. (b) Zanima nas Stevilo S, dobitkov v 440.000 igrah. To stevilo je kot vsota
440.000 neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk z vrednostma 0 in 1, torej S, =
X+ ---X,, kjer je P(X; = 1) = pin P(X; = 0) = 1 —p. Z uporabo
centralnega limitnega izreka izraCunajte priblizno verjetnost, da bo dobitkov
920 ali ve¢. Upostevajte: ®(1°64) = 0°95.

b. (15) Recimo, da je izplacilo pri dobitku enako x > 0. Ce gost stavi enoto in
stavo dobi, mu to enoto vrnejo in dodajo Se x enot. Pokazite, da je ta dobitek
lahko najve¢ x = 502, ¢e naj bo verjetnost, da bo hisa po 440.000 igrah imela
izgubo, najve¢ 0°017 Upostevagte: $(—2'33) = 0°01.



4. (25) Dva strastna igralca na sreco igrata ruleto v neskon¢nost. Ruletni cilinder ima
37 izsekov, od katerih je 18 rdecih, 18 ¢rnih in 1 zelen. Prvi igralec vedno stavi $1
na rdece, drugi pa vedno stavi $1 na stevilko 17, ki je ¢rna. Cisti dobi¢ek po eni igri
je v primeru zmage za prvega $1, za drugega pa $35, v nasprotnem primeru pa oba
izgubita stavo.

a. (10) Izracunajte priblizek verjetnosti, da drugi igralec po 1000 igrah nima iz-
gube.
b. (10) Oznacite z X, Cisti profit prvega igralca po n igrah, z Y;, pa profit drugega
igralca po n igrah. Izracunajte
lim P(Y, > X,) = lim P(Y, — X, >0).
n—oo n—oo
Utemeljite vas razmislek.
Namigi: Napisite Y, —X,, = > _,(Ux—Vi), kjer je Uy ¢isti profit pruega igralca
v k-ti igri in Vi, ciste profit drugega igralca v isti igri. Slucajne spremenljivke
Ur— Vi so med sabo neodvisne z enako porazdelitvijo in var(Uy—V}) = 1368/37.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
15. junij 2005

1. (20) Mesto A ima obliko kvadrata in je razdeljeno na n vzporednih in n navpi¢nih
ulic, poleg tega pa je v vsakem od kvadratkov Se ulica, ki poteka diagonalno, kot na
Sliki 1.

T

Slika 1 Mesto A s svojimi ulicami. Na sliki je primer mozne poti iz tocke O v
tocko T'.

a. (10) V mestu A Zelimo priti iz tocke O na spodnjem levem oglis¢u v tocko 7" na
zgornjem desnem oglis¢u. Na vsakem koraku lahko gremo desno ali gor ali pa
po diagonali desno gor. Koliko je moznih poti iz O v A, ki vsebujejo natanko
k diagonal, za k = 0,1,2,...,n?

Namig: Prestejte, koliksno je skupno stevilo ulic, po katerih boste $li.

b. (10) Koliko je poti, pri katerih gremo po natanko m ulicah, za m = n,n +
1,....2n?

2. (20) V prvi posodi se nahajo tri bele, $tiri modre in pet ¢rnih kroglic, v drugi pa
Sest belih, deset modrih in osem ¢rnih kroglic.



a. (10) Za katero posodo je verjetnost, da potegnemo dve enaki kroglici, vecja?

b. (10) Iz druge posode na slepo prestavimo neko kroglico v prvo posodo. Nato
iz prve posode naklju¢no izvlecemo kroglico ter opazimo, da je ¢rne barve.
Koliksna je verjetnost, da je bila tudi prestavljena kroglica ¢rne barve?

3. (20) Daniel Bernoulli je leta 1768 zastavil naslednji problem: Imamo 2n zakonskih
parov in naj bo m < 2n dano naravno stevilo. Privzemite, da Bog nakljuc¢no izbere
m izmed 2n ljudi in jih pokli¢e k sebi (to je znano tudi kot to, da izbranih m ljudi
umre). Naj bo X slucajno stevilo Se Zivec¢ih parov.
a. (10) Izracunajte E(X).
Namaig: Indikatoryi.
b. (10) Izrac¢unajte var(X).

4. (20) Kot znano upostevajte, da je

log(1+z) = Z —_

k=1

(_1)14:—11.19
k

za |z| < 1.

a. (10) Naj za sluc¢ajno spremenljivko X velja

1— k
POX = k)= 4P
klog(1/p)
za k =1,2,...in p € (0,1). Izra¢unajte rodovno funkcijo sluc¢ajne spremen-

ljivke X.

b. (10) Naj bodo Xj, Xy, ... neodvisne spremenljivke z enako porazdelitvijo kot
spremenljivka X iz a. Naj bo N od njih neodvisna slu¢ajna spremenljivka

s Poissonovo porazdelitvijo s parametrom A = —mlogp za neko celo Stevilo
m > 1. Izracdunajte P(Y = k) za k = 0,1,2,.... Kot znano upostevajte
Newtonovo formulo .
Q
(1+2)* = ( k) z*
k=0

za |x| < 1.

5. (20) Slucajne spremenljivke X, Y in Z naj imajo porazdelitev

PIX =i, = .2 = k) = (e et

kjer so a,b in ¢ pozitivna Stevila, i, j, k € {0,1} in velja definicija

()o=1, (a)1=a in ()p=ala+1l)---(a+m—1) zam>1.



a. (10) Poiscite porazdelitev spremenljivk X in Y.
b. (10) Izra¢unajte P(Z|X +Y =1).

6. (20) Dva strastna igralca na sreco igrata ruleto v neskon¢nost. Ruletni cilinder ima
37 izsekov, od katerih je 18 rdecih, 18 ¢rnih in 1 zelen. Prvi igralec vedno stavi $1
na rdece, drugi pa vedno stavi $1 na tevilko 17, ki je ¢rna. Cisti dobicek po eni igri
je v primeru zmage za prvega $1, za drugega pa $35, v nasprotnem primeru pa oba
izgubita stavo.

a. (10) Aproksimirajte verjetnost, da drugi igralec po 1000 igrah nima izgube.
b. (10) Oznacite z X,, Cisti profit prvega igralca po n igrah, z Y;, pa profit drugega
igralca po n igrah. Izracunajte

lim P(Y, > X,) = lim P(Y, — X, > 0).

n—o0 n—oo

Utemeljite vas razmislek.

Namigi: Napisite Y, —X,, = > 1, (Ux—Vi), kjer je Uy, disti profit prvega igralca
v k-ti igri in Vj, cisti profit drugega igralca v isti igri. Slucajne spremenljivke
Ur—Vj. so med sabo neodvisne z enako porazdelitvijo in var(U,—V}) = 1368/37.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
27. junij 2005

1. (20) Mesto T ima ulice v obliki trikotnika kot na sliki 1a. HiSe na spodnji strani
trikotnika imajo stevilke 0,1,2,...,n. Avtobusna postaja je v tocki A.

A

0 1 2 n
Slika 1a Tloris mesta T

a. (10) Na koliko nacinov lahko pridemo z avtobusne postaje A do hise s Steviko k
tako, da gremo vsakic le levo ali desno in se nikoli ne vracamo proti avtobusni
postaji?

Namig: Razmislite, kolikokrat morate iti na levo, da pridete do hise s Steviko
k.

b. (10) Mesto K ima obliko kvadrata kot na sliki 1b. Avtobusna postaja je v tocki
A, profesor pa stanuje v hisi O. Vzporednih ulic je n + 1. Na koliko nacinov
lahko profesor pride z avtobusne postaje do svoje hise tako, da gre vedno le
levo ali desno in se nikoli ne vraca proti avtobusni postaji?

A

O
Slika 1b Tloris mesta K



Namig: 'V mislih dogradite mesto do trikotnega mesta kot na sliki 1c. V do-
grajenem mestu ima profesorjeva hisa hisno stevilko n od stevilk 0,1,...,2n.

(RS
SRS

Slika 1c Mesto K dograjeno v trikotnik

2. (25) Janez posilja Katarini kodirana sporocilca v obliki ¢rt in pik. Na poti se
spremeni v ¢rtico % oddanih pik in se spremeni v piko % oddanih ¢rt. V zadnjem
sporocilu je Janez oddal 62°5% pik.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da je prvi znak v prejetem sporocilu ¢érta?

b. (10) Katarina je kot prvi znak prejela piko. Kolik$na je verjetnost, da je Janez
piko tudi oddal?

3. (20) V nekem bloku zivi n poroc¢enih parov. V ¢asu zimskih obolenj naklju¢no zboli
m ljudi tega bloka ne glede na starost ali spol, pri ¢emer je m < 2n.

a. (10) V bloku zivita tudi zakonca Zupan. Dolo¢i verjetnost, da sta oba zakonca
zdrava.

b. (10) Z X oznacimo sluc¢ajno spremenljivko, ki nam pove $tevilo parov, v katerih
sta obe osebi zdravi. Dolo¢i matemati¢no upanje slucajne spremenljivke X.

Namag: Indikatoryi.

4. (20) Naj bodo X, Y in Z med sabo neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene
geometrijsko: X o< Geom(1/2), Y o< Geom(1/3) in Z o Geom(1/4).

a. (10) Izrac¢unajte rodovno funkcijo vsote W =X +Y + Z.



b. (10) Pokazite, da je

53 453 953
(1—s/2) 3(1—2s/3) * 8(1 — 3s/4)

Gw(S) = 4

in dokazite, da je za k = 0,1, ...

R OIOROIONPION

Namig: Za |z| <1 je

1ix:§:xk'

k=0

5. (20) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

o o o | >
[—
<
* | % | % falod DO
¥ | % | % | % |w

I ot |t [t o

10) Dopolnite tabelo tako, da bosta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni.

a. (
b. (10) Neodvisno od a. dela naloge dopolnite tabelo tako, da bo veljalo P(X =
3,V

= k) = £, BX|Y =3) = % in B(X|Y =4) = %,

)

6. (20) Carovnik ima dve $katli: prvo s povpredjem 1 in standardnim odklonom 10,
drugo pa s povprecjem -1 in standardnim odklonom 10. Ponuja nam naslednjo igro
na sreco: naskrivaj bo izbral eno izmed skatel, vsako z verjetnostjo 1/2. Nato bo iz
izbrane gkatle izbral n = 100 listkov s ponavljanjem in nam povedal vsoto. Ce prav
uganemo, katero skatlo je izbral, dobimo nagrado. Odloc¢imo se, da bomo uganjevali
na naslednji nacin: Ce je vsota pozitivna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem 1, Ce
pa bo vsota negativna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem -1.

a. (10) Recimo, da ¢arovnik izbere $katlo s povpre¢jem 1, vendar vam tega ne
pove. Koliksna priblizno je verjetnost, da boste prav uganili na podlagi vsote
stevil na 100 nakljuc¢no izbranih listi¢ih.

Namig: Racunate P(S100 > 0).
b. (10) Recimo spet, da je ¢arovnik izbral skatlo s povprecjem 1. Kolikokrat bi

moral izbirati listice in nam povedati vsoto, da bi uganili prav z verjetnostjo
priblizno 0°997



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
23. september 2005

1. (20) Mesto T ima ulice v obliki trikotnika kot na sliki la. HiSe na spodnji strani
trikotnika imajo stevilke 0,1,2,...,n. Avtobusna postaja je v tocki A.

A

0 1 2 n
Slika 1a Tloris mesta T

a. (10) Na koliko nacinov lahko pridemo z avtobusne postaje A do hise s Steviko k
tako, da gremo vsakic le levo ali desno in se nikoli ne vracamo proti avtobusni
postaji?

Namig: Razmislite, kolikokrat morate iti na levo, da pridete do hise s Steviko
k.

b. (10) Mesto K ima obliko kvadrata kot na sliki 1b. Avtobusna postaja je v tocki
A, profesor pa stanuje v hisi O. Vzporednih ulic je n + 1. Na koliko nacinov
lahko profesor pride z avtobusne postaje do svoje hise tako, da gre vedno le
levo ali desno in se nikoli ne vraca proti avtobusni postaji?

A

O
Slika 1b Tloris mesta K



Namig: 'V mislih dogradite mesto do trikotnega mesta kot na sliki 1c. V do-
grajenem mestu ima profesorjeva hisa hisno Stevilko n od stevilk 0,1,...,2n.

XXX
(SRR
XKD

0 n 2n
Slika 1c Mesto K dograjeno v trikotnik

2. (25) Janez posilja Katarini kodirana sporo¢ilca v obliki ¢ért in pik. Na poti se

spremeni v ¢rtico % oddanih pik in se spremeni v piko % oddanih ¢rt. V zadnjem

sporocilu je Janez oddal 62°5% pik.
a. (10) Koliksna je verjetnost, da je prvi znak v prejetem sporocilu ¢érta?

b. (10) Katarina je kot prvi znak prejela piko. Kolik$na je verjetnost, da je Janez
piko tudi oddal?

3. (20) V nekem bloku zivi n poro¢enih parov. V ¢asu zimskih obolenj naklju¢no zboli

m ljudi tega bloka ne glede na starost ali spol, pri cemer je m < 2n.

a. (10) V bloku zivita tudi zakonca Zupan. Dolo¢i verjetnost, da sta oba zakonca
zdrava.

b. (10) Z X oznacimo slucajno spremenljivko, ki nam pove Stevilo parov, v katerih
sta obe osebi zdravi. Dolo¢i matemati¢no upanje slucajne spremenljivke X.

Namig: Indikatoryi.

4. (20) Naj bodo X, Y in Z med sabo neodvisne slu¢ajne spremenljivke, porazdeljene

geometrijsko: X oc Geom(1/2), Y o Geom(1/3) in Z o< Geom(1/4).

a. (10) Izrac¢unajte rodovno funkcijo vsote W = X +Y + Z.



b. (10) Pokazite, da je

53 453 953
(1—s/2) 3(1—2s/3) * 8(1 — 3s/4)

Gw(S) = 4

in dokazite, da je za k = 0,1, ...

R OIOROIONPION

Namig: Za |z| <1 je

1ix:§:xk'

k=0

5. (20) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

o o o | >
[—
<
* | % | % falod DO
¥ | % | % | % |w

I ot |t [t o

10) Dopolnite tabelo tako, da bosta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni.

a. (
b. (10) Neodvisno od a. dela naloge dopolnite tabelo tako, da bo veljalo P(X =
3,V

= k) = £, BX|Y =3) = % in B(X|Y =4) = %,

)

6. (20) Carovnik ima dve $katli: prvo s povpredjem 1 in standardnim odklonom 10,
drugo pa s povprecjem -1 in standardnim odklonom 10. Ponuja nam naslednjo igro
na sreco: naskrivaj bo izbral eno izmed skatel, vsako z verjetnostjo 1/2. Nato bo iz
izbrane gkatle izbral n = 100 listkov s ponavljanjem in nam povedal vsoto. Ce prav
uganemo, katero skatlo je izbral, dobimo nagrado. Odloc¢imo se, da bomo uganjevali
na naslednji nacin: Ce je vsota pozitivna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem 1, Ce
pa bo vsota negativna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem -1.

a. (10) Recimo, da ¢arovnik izbere $katlo s povpre¢jem 1, vendar vam tega ne
pove. Koliksna priblizno je verjetnost, da boste prav uganili na podlagi vsote
stevil na 100 nakljuc¢no izbranih listi¢ih.

Namig: Racunate P(S100 > 0).
b. (10) Recimo spet, da je ¢arovnik izbral skatlo s povprecjem 1. Kolikokrat bi

moral izbirati listice in nam povedati vsoto, da bi uganili prav z verjetnostjo
priblizno 0°997



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
1. december 2005

1. (30) Stirlingovo Stevilo S} pove, na koliko nacinov lahko razdelimo mnozico z n
elementi na k disjunktnih, nepraznih podmnozic, katerih unija je enaka dani mnozici.
Taki razdelitvi pravimo particija. Primer: Recimo, da je dana mnozica {1, 2, 3,4, 5},
torej n = 5. Razdeliti jo Zelimo na 4 neprazne, disjunktne podmnozice. MozZne
particije so:

{1}.42},{3},{4,5}
{1}.{2},{4},{3,5}
{1}.{2}.{5},{3,4}
{1}.{3}.{4},{2,5}
{11:43},{5},{2:4}
{1}.{4},{5},{2,3}
{2}.{3},{4},{1,5}
{2}.43}.{5},{1,4}
{2}.{4}.{5},{1,3}
{3},{4},{5},{1,2}

Torej je S5 = 10.

a. (10) Pokazite, da je Sy =2""!' —1in S7_, = (}) za vsak n.
b. (10) Utemeljite, da je za k > 2

Sptl = Sp .y + kSp

Namig: Element n+1 lahko ali dodate v Ze obstojeco podmnoZico ali pa ostane
sam v svoji podmmnoZici.

c. (10) Na razpolago imate 4 razli¢ne barve, s katerimi bi radi pobarvali 7 his.
Na koliko razli¢nih nacinov lahko to naredite, s tem, da vsako barvo uporabite
vsaj enkrat.

Namig: Upostevajte b.

2. (20) V r skatel mec¢emo n kroglic. Meti so med sabo neodvisni, posamezno $katlico
pa zadenemo z verjetnostjo 1/r. Privzemite, da je n > r. Naj bo A; dogodek, da
je po n metih v k-ti skatlici vsaj ena kroglica za k =1,2,...,n.

a. (10) Izracnajte P(A; U Ay U---U Ay).



b. (10) Izracunajte
P(AiNAynN---NA,).

Namig: Uporabite formulo za vkljucitve in izkljucitve.

3. (20) Naj bo X o Bi(n,1/2). Za slucajni spremenljivki X in Y naj za k =
0,1,2,...,n velja

P(X=kY=k+1)=P(X =k)-

P(X=kY=k—1)=P(X=k)-
in PIX=kY=0)=0zl|k—-1]>1.

a. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y.
b. (10) Izra¢unajte cov(X,Y).

4. (20) Pri sortiranju z algoritmom QuickSort je za sortiranje n elementov potrebno
X, primerjav, kjer je X,, sluc¢ajna spremenljivka. Oznac¢imo z G,, rodovno funkcijo
spremenljivke X,,. Velja zveza

1 n
Gn(S) = ﬁ Z Snilefl(S)Gn,kfl(S),
k=1

kjer je G1(s) = 1, Ga(s) = s in interpretiramo G_;(s) = 1.

a. (10) Izrac¢unajte porazdelitev Xj.
b. (10) Oznadite p, = E(X,). Pokazite, da za n > 2 velja

Pn = Z ((n—2) + pr—1 + fn—r—1) -
k=1

5. (20) Porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

o o o | >
—
<
* | % | % flod pO
* | % | %[ %]

I ot | ot |

10) Dopolnite tabelo tako, da bosta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni.

0) Dopolnite tabelo tako, da bo veljalo P(X = 3,Y = k) = &, E(X|Y =

1 457
)=2in B(X|Y =4) =20

a. (
b. (
3



6. (20) Carovnik ima dve $katli: prvo s povpredjem 1 in standardnim odklonom 10,
drugo pa s povprecjem -1 in standardnim odklonom 10. Ponuja nam naslednjo igro
na sreco: naskrivaj bo izbral eno izmed skatel, vsako z verjetnostjo 1/2. Nato bo iz
izbrane gkatle izbral n = 100 listkov s ponavljanjem in nam povedal vsoto. Ce prav
uganemo, katero skatlo je izbral, dobimo nagrado. Odlo¢imo se, da bomo uganjevali
na naslednji nacin: Ce je vsota pozitivna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem 1, Ce
pa bo vsota negativna, bomo “uganili” skatlo s povprec¢jem -1.

a. (10) Recimo, da ¢arovnik izbere gkatlo s povpre¢jem 1, vendar vam tega ne
pove. Koliksna priblizno je verjetnost, da boste prav uganili na podlagi vsote
stevil na 100 naklju¢no izbranih listi¢ih.

Namig: Racunate P(S100 > 0).
b. (10) Recimo spet, da je ¢arovnik izbral skatlo s povpredjem 1. Kolikokrat bi

moral izbirati listi¢e in nam povedati vsoto, da bi uganili prav z verjetnostjo
priblizno 0°997



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
3. februar 2006

1. (20) Na listku obi¢ajne Sportne napovedi je zapisanih 13 parov, obi¢ajno nogometnih
derbijev. Pri vsakem paru moramo zapisati enega od treh moznih izidov, in sicer
zmago prvega tekmovalnega mostva napovemo z oznaceno stevilko 1, neodlocen izid
z oznaceno stevilko 0 in zmago drugega tekmovalnega mostva z oznaceno stevilko
2. Denimo, da vedno izpolnjujemo celotni listek vseh 13 tekem.

a. (5) Na koliko nacinov je mogoce izpolniti listek?

b. (5) Na koliko nacinov lahko uganemo 12 izidov tekem?

c. (5) Na koliko nac¢inov lahko uganemo vsaj 10 izidov tekem?

d. (5) Koliko listkov moramo najmanj izpolniti, da imamo med njimi vsaj 4 pra-

vilno napovedane izide tekem?

2. (20) Abraham de Moivre v svoji “The Doctrine of Chances (1756)” kot nalogo 94
predlaga naslednje: Igralci A B,C igrajo isto igro na sreco po naslednjih pravilih:
Najprej igrata dva od treh igralcev. Tisti, ki izgubi, preda svoje mesto tretjemu, ki je
cakal in to pravilo velja v naslednjih igrah. Zmaga tisti, ki mu uspe premagati ostala
dva v dveh zaporednih igrah. Predpostavljamo, da so igre med sabo neodvisne in
je verjetnost za zmago kogarkoli v posamezni igri enaka 1/2.

a. (10) Predpostavite, da najprej igrata igralca A in B. Definirajte naslednje do-

godke

— C = {zmaga A}.

— A; = {A zmaga v prvi in drugi igri}.

— As = {A zmaga v prvi igri in izgubi v drugi, C izgubi v tretji igri}.

— Az = {A izgubi v prvi igri, B izgubi v drugi igri}.
Naj bo « verjetnost za zmago igralca A, ¢e najprej igrata A in B, in 3 verjetnost
za zmago A, Ce najprej igrata igralca A in C. Izrazite

P(C|A)

z ain f za vsak i = 1,2, 3, 4.
b. (10) Naj bo spet « verjetnost za zmago igralca A, ¢e najprej igrata A in B, in
[ verjetnost za zmago A, ¢e najprej igrata igralca A in C. Utemeljite zvezi

1

1
oz———i—zﬁ—l—ga



mn 111
PEgtietel
in izracunajte a.

Nang CcC Al U A2 U Ag.

3. (20) Naj bo X o Bi(n,1/2). Za slucajni spremenljivki X in Y naj za k =
0,1,2,...,n velja

n—=k

Y

P(X=kY=k+1)=P(X =k)-

S>> S

PX=kY=k—1)=P(X=k)-
in P(X =k, Y =0)=0za|k—1 > 1.

a. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y.

b. (10) Izra¢unajte cov(X,Y).

4. (20) Pri sortiranju z algoritmom QuickSort je za sortiranje n elementov potrebno
X, primerjav, kjer je X,, slucajna spremenljivka. Oznac¢imo z G, rodovno funkcijo
spremenljivke X,,. Velja zveza

1 n
Guls) = — > 5" Groa(8)Grka(s)
k=1

kjer je G1(s) = 1, Ga(s) = s in interpretiramo G_;(s) = 1.

a. (10) Izracunajte porazdelitev Xj.
b. (10) Oznadite p, = F(X,). Pokazite, da za n > 2 velja

fn =Y ((n=2) + a1 + pnop1) -
k=1

5. (20) Porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

o vo| | >
[a—y
N
* | % | % fld po
* | % | % | %|w

ot | nolfs [ ot | o =

a. (10) Dopolnite tabelo tako, da bosta slu¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni.



b. (10) Dopolnite tabelo tako, da bo veljalo P(X = 3,Y = k) = £, E(X|Y =
3)=2lin B(X|Y =4) =2

6. (20) Carovnik ima dve $katli: prvo s povpredjem 1 in standardnim odklonom 10,
drugo pa s povprecjem -1 in standardnim odklonom 10. Ponuja nam naslednjo igro
na sreco: naskrivaj bo izbral eno izmed skatel, vsako z verjetnostjo 1/2. Nato bo iz
izbrane gkatle izbral n = 100 listkov s ponavljanjem in nam povedal vsoto. Ce prav
uganemo, katero skatlo je izbral, dobimo nagrado. Odloc¢imo se, da bomo uganjevali
na naslednji nacin: Ce je vsota pozitivna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem 1, ce
pa bo vsota negativna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem -1.

a. (10) Recimo, da ¢arovnik izbere $katlo s povpre¢jem 1, vendar vam tega ne
pove. Koliksna priblizno je verjetnost, da boste prav uganili na podlagi vsote
stevil na 100 nakljuc¢no izbranih listi¢ih.

Namig: Racunate P(S100 > 0).
b. (10) Recimo spet, da je ¢arovnik izbral skatlo s povprecjem 1. Kolikokrat bi

moral izbirati listice in nam povedati vsoto, da bi uganili prav z verjetnostjo
priblizno 0°997
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1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
4. december 2003

1. (50) Sprehod po celostevilski mrezi je pot, ki se zacne v (0,0), na vsakem koraku
pa lahko gremo za enoto na desno, levo, gor ali dol. Primer take poti je na sliki 1a.

(0,D)

Slika la Primer sprehoda po Z2.

a. (5) Koliko je vseh sprehodov po Z?, ki imajo natanko n korakov?

b. (5) Koliko je sprehodov z natanko n koraki, ki gredo k;-krat desno, ky-krat
levo, ks-krat gor in k4-krat dol? Pri tem je seveda ki + ko + k3 + k4 = n in
ki >0zai=1,234.

c. (5) Na sliki 1b je sprehod dolzine 2n, ki se zacne in kon¢a v tocki (0,0). Po-
kazite, da je sprehodov, ki se za¢no in koné¢ajo v tocki (0,0), in gredo natanko
2k-krat “levo” ali “desno”, natanko (2n — 2k)-krat pa “gor” ali “dol” to¢no

GG



Slika 1b Primer sprehoda po Z?, ki se zac¢ne in konda v (0, 0).

d. (10) Kot znano upostevajte, da je

zn: n\’ _(2n
k)] \n)’
k=0
Pokazite, da je vseh sprehodov z natanko 2n koraki, ki se zac¢no in koncajo v

tocki (0, 0), natanko
o>
o)

Namig: Uporabite c., tudi ¢e ne znate dokazati!

2. (25) Na izpit iz Statistike je prislo 50 Studentov, od katerih jih je 38 prestudiralo
poglavji iz kombinatorike in verjetnosti, ostalih 12 pa ne. Verjetnost, da izpit opravi
student, ki je poglavji prestudiral, je 0'8, verjetnost, da izpit opravi nepripravljen
student, pa je 0°15.

a. (15) Koliksna je verjetnost, da slu¢ajno izbrani student opravi izpit?

b. (10) Na slepo izberemo enega Studenta in ugotovimo, da je opravil izpit. Ko-
liksna je verjetnost, da se izbrani Student (kljub zanj ugodnemu razpletu) ni
naucil poglavij iz kombinatorike in verjetnosti?



3. (25) Stojim pod Sestimi stopnicami, ki so zaporedoma pobarvane z belo, rdeco,
zeleno, belo, rdeco in zeleno barvo. V rokah drzim kocko, na kateri sta dve ploskvi
bele, dve rdece in dve zelene barve. Meti kocke so med seboj neodvisni in vsi izidi
so enako verjetni. Da lahko stopim na naslednjo stopnico, moram na kocki vreci
ustrezno barvo. V nasprotnem primeru obstojim na isti stopnici. Tako moram
naprej vreci na kocki belo barvo, da lahko stopim na prvo stopnico, ko sem na njej,
rdeco za na drugo stopnico in tako do vrha.

a. (10) Dolocite verjetnost, da uspem priti na zgornjo stopnico po natanko Sestih
metih.

b. (15) Dolocite verjetnost, da uspem priti na zgornjo stopnico v natanko trinaj-
stih metih.

4. (25) Carovnik iz deZele matemati¢nih ¢udes ima rad kocke. V njegovi zbirki so le
c¢udne kocke s p > 3 ploskvami, kjer je p vedno prastevilo. Ko ¢arovnik tako kocko
vrze, se z enako verjetnostjo pojavi katerakoli stevilka.

a. (10) Carovnik izbere kocko s p = 11 in jo vrze. Naj bo A dogodek, da je §tevilo
pik deljivo z 2 in B dogodek, da je Stevilo deljivo s 3. Ali sta dogodka A in B

neodvisna?

b. (15) Carovnik izbere nek p in vrze pripadajoco kocko. Pokazite, da je v primeru,
ko sta poljubna dogodka A in B neodvisna, vsaj eden od dogodkov ali ) ali Q.



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
19. januar 2004

1. (25) Iz mnozice {1,2,...,n} (n > 3) nakljucno izberemo tri Stevila. Vsaka pod-
mnozica treh stevil naj bo enako verjetna. Oznac¢imo najmanjse od izbranih treh
stevil z X, srednje z Y in najvecje z Z.

a. (10) Izrac¢unajte P(X =k)za k=1,2,...,n— 2.
b. (15) Izracunajte P(Y = k) zak=2,3,...,n— L.

2. (25) Kovanec mec¢emo, dokler ne dobimo ali m grbov ali m sStevilk, kjer je m > 1
dano celo stevilo. Oznacite z X Stevilo potrebnih metov. Privzemamo, da so meti
med sabo neodvisni in je verjetnost za grb enaka verjetnosti za stevilko, torej 1/2.

a. (10) Izracunajte P(X = k) zavse k=m,m+1,...,2m — 1.
b. (15) Izracunajte E(X).
Namig: Upostevajte, da je
2m—1

Y P(X=k)=1
k=m

za vsak m, torej tudi za m + 1. Preverite, da je

(1) =)

3. (25) Na voljo vam je naslednja igra na sreo. Stavite $ 1 na neko stevilo, ki lahko
pade na posteni igralni kocki. Nato vrzete 4 postene kocke. Ce se vase stavljeno
stevilo ne pojavi na nobeni kocki, izgubite stavo, v nasprotnem primeru dobite toliko
dolarjev, kolikor kock je padlo s to vrednostjo. Naj bo X dobicek ob koncu te igre.

a. (10) Dolocite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.
b. (15) Izracunajte pri¢akovani dobicek E(X) ter varianco var(X) v tej igri.

4. (25) Naj bosta n in k dani Stevili z n > k > 1. V genetiki nastopi naslednji problem:
V dve vzporedni vrsti napiSsemo 2n znakov, tako da je v vsaki vrsti n znakov. Znake
povsem nakljuc¢no izbiramo med ¢rkama A,C,T in G, tako da so izbire neodvisne,
vsak znak pa bo izbran z verjetnostjo 1/4. Prvimo, da imamo ujemanje na segmentu
odidoi+k, kjerjei=1,2,...,n — k, ¢e so na pozicijah 7,7+ 1,...,i+ k v prvi
in drugi vrsti enaki znaki.

a. (10) Izracunajte verjetnost ujemanja na segmentu od i do i + k.

b. (15) Naj bo X stevilo segmentov, kjer imamo ujemanje. Segmentov dolzine k
je n — k. Izracunajte E(X).



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
7. april 2004

1. (25) V posodi je B belih, R rdecih in G zelenih kroglic. Kroglice za¢nemo izbirati z
vracanjem povsem nakljucno, tako da ima vsaka kroglica enako verjetnost, da jo
izberemo. Oznacimo z X Stevilo izbiranj dokler ne izberemo bele kroglice, vklju¢no
z zadnjim izbiranjem. Podobno oznac¢imo z Y Stevilo izbiranj dokler ne izberemo
prvic¢ rdece kroglice in Z stevilo izbiranj, dokler ne izberemo prvic¢ zelene kroglice.

a. (10) Izracunajte P(X = 1,Y =1, Z=m) zal <l <m.
Namig: Pomislite v kaksnem vrstnem redu morate dobiti kroglice razlicnih barv,
da se zgodi dogodek {X = 1,Y = 1,7 = m}.

b. (15) Pois¢ite vec¢razsezno porazdelitev spremenljivk Y in Z.

2. (25) Porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

Y\X[1]2]3
! 8

2 42—5 * | %

3 42—5 %

4 P *

10) Dopolnite tabelo tako, da bosta sluc¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni.

a. (
b. (15) Neodvisno od a. dela naloge dopolnite tabelo tako, da bo veljalo P(X =
3,V

:k):%,E(X|Y:3):%1IIE(X|Y:4):%-

)

3. (25) Slucajni spremenljivki X in Y imata porazdelitev dano s predpisom

1
PIX=kY=1)=
(X =kY =) 2004(2004 — k)

zak=1,...,2003inl=1,...,2004 — k in

a. (b) Izracunajte robno porazdelitev sluc¢ajne spremenljvike X.
b. (10) Izra¢unajte E(Y|X = k) za vse k = 1,...,2003, 2004.
c. (10) Izrac¢unajte se E(Y).



4. (25) Naj bodo X, Y in Z med sabo neodvisne slu¢ajne spremenljivke, porazdeljene
geometrijsko: X oc Geom(1/2), Y o« Geom(1/3) in Z o< Geom(1/4).

a. (10) Izrac¢unajte rodovno funkcijo vsote W = X +Y + Z.
b. (15) Pokazite, da je

53 453 9g3

(1—5/2)  3(1—25/3)  8(1—3s/4)

Gw(s) = 4

in dokazite, da je za k = 0,1, ...

ror=iea=(3)(3) - () ) - () ()

Namig: Za |z| <1 je




4. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
3. junij 2004

1. (30) Naj bo Zy, Z1, . .. proces razvejanja z rodovno funkcijo
1 2
Gz (s) =G(s) = 5(1 +57).

Oznacite W,, = Zy + Z1 + --- + Z,. Slucajna spremenljivka W,, je stevilo vseh
posameznikov, ki so ziveli do vklju¢no generacije n. Oznacite rodovno funkcijo
spremenljivke W,, s H,. Za rodovne funkcije Hy, Hy, Ho, . .. velja rekurzivna zveza

Ho(s) =s in Hy1(s) = sG(Hp(s)).

a. (10) Poiscite porazdelitev spremenljivke Ws.
b. (10) Oznadite pu,, = E(W,,). Izpeljite rekurzivno formulo za p, in pokazite, da
je b =n+ 1.

c. (10) Naj bo W, = Zy + Z1 + - - - celotno $tevilo posameznikov, ki so kdajkoli
ziveli. Ker ta proces razvejanja izumre, bo W, kon¢na sluc¢ajna spremenljivka.
Oznacite njeno rodovno funkcijo z H(s). Ta bo ustrezala enac¢bi

H(s)=sG(H(s)).

Poiscite porazdelitev slucajne spremenljivke W .

Namig: Iz zgornje enacbe izracunajte H(s) in upostevajte, da je

= 2k —1 ol
”1_”’”:1_; (k;—l) (2k — 1)22h-1

za |x| < 1.

2. (35) Pri sifriranju sporo¢il so pomembni rac¢unalniski generatorji slu¢ajnih Stevil.
To so programi, ki generirajo naklju¢na zaporedja nicel in enic, kot da bi izbirali z
vracanjem iz Skatle @ . Za potrebe kontrole kvalitete je program generiral
zaporedje 100.000 slucajnih nicel in enic.

a. (10) Izra¢unajte priblizno verjetnost, da bo med temi 100.000 naklju¢nimi Ste-
vili 50.260 enic ali man)].
b. (5) Kolik$na je verjetnost, da bo enic med 48.740 in 50.2607

c. (10) Dolocite tak a, da bo verjetnost, da dobimo a enic ali manj, enaka 99%.



d. (10) Privzemite, da je bilo med 100.000 rac¢unalnisko generiranimi sluc¢ajnimi
stevili 50.608 enic. Bi verjeli, da je tak generator slucajnih stevil “kvaliteten”?
Izracunajte verjetnost, da dobimo 50.608 enic ali ve¢ in utemeljite odgovor.

3. (25) V vinski kleti stoji sod, ki drzi 100 1 (1000 dl). Ko ga do vrha napolnimo,
ne opazimo, da pusca. V povprecju pa na dan "odkaplja” iz njega 0'1 dl vina, s
standardnim odklonom 0709 dl.

a. (15) Ali je mogoce, da je po enem letu v sodu manj kot 95 1 vina kljub temu,
da soda tekom leta nismo odpirali?

b. (10) Po koliksnem ¢asu bomo lahko z ve¢ kot 50 % gotovostjo trdili, da je v
sodu manj kot 90 1 vina?

4. (30) V eni od zadnjih anket pred referendumom 23. marca 2003 se je za vstop
Slovenije v zvezo NATO izreklo 58% volivcev, proti se je izreklo 25%, neopredeljenih
pa je bilo 17%. Privzemite, da je bil izbran vzorec enostavni sluc¢ajni velikosti
n = 900. Privzemite tudi, da si tisti, ki se v anketi izrecejo za ali proti, ne premislijo.

a. (10) Na referendumu se je za vstop v zvezo NATO izreklo 66°4% volivcev.
Razmisljajte, kot da bi bila udelezba dovolj visoka, da je 66°4% pravi odsto-
tek za celotno populacijo volivcev. Lahko rezultat 58% na predvolilni anketi
pripiSemo samo nakljuc¢nosti pri izbiri vzorca, ali je bolj smiselno trditi, da je
za glasovalo tudi nekaj tistih, ki so se anketarjem izrekli kot neopredeljeni?
Utemeljite vas odgovor! Pomagajte si s standardno napako!

b. (10) Kolik$na je priblizno verjetnost, da se vzoréni odstotek pri taksni anketi,
kot smo jo opisali, od pravega odstotka razlikuje za 1% ali vec?

c. (10) Postavite se v ¢as pred referendumom. Ali bi pred referendumom napo-
vedali, da bo rezultat referenduma gotovo za vstop v zvezo NATO? Zakaj?
Utemeljite odgovor!



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
10. junij 2004

1. (20) Na sahovsko plosco, ki obsega 8 x 8 polj, mora vsak igralec postaviti 16 figur
(in sicer po osem enakih kmetov, dva enaka skakaca, dva lovca, dve trdnjavi ter po
eno damo in kralja). Enakih figur ne razlikujemo med sabo.

a. (5) Na koliko nac¢inov lahko nevednez postavi teh 16 figur v prvi dve vrsti
Sahovnice?

b. (5) Na koliko nac¢inov lahko zgoraj omenjeni postavi 16 figur v dve dani vrsti
na Sahovnici (torej, da sta postavitvi figur v vrstah enaki), pri ¢emer enacimo
damo s kraljem?

c. (5) Na koliko nac¢inov je mo¢ teh 16 figur poljubno postaviti na Sahovnico?
d. (5) Na koliko na¢inov je mogoce 8 kmetov tako postaviti na Sahovnico, da je v

vsaki vrstici in v vsakem stolpcu po en kmet?

2. (20) Dani sta dve posteni igralni kocki. Njuna meta sta med seboj neodvisna. Za
vsako naravno Stevilo n oznac¢imo z A, dogodek, da je vsota pik na kockah deljiva
Zn.

a. (10) Izracunajte verjetnost dogodka As. Ali sta dogodka A, in A5 neodvisna?

b. (10) Doloc¢ite pogojno verjetnost, da sta na prvi kocki padli dve piki, ¢e veste,
da je vsota pik deljiva s 5. Koliksna je pogojna verjetnost, da so na prvi kocki
padle stiri pike, ¢e je vsota pik deljiva s 5.

3. (20) Dani sta vam naslednji igri na sreco:

IGRA A Vrzete posteni igralni kocki in iz njiju sestavite vecje od moznih dvomestnih
Stevil ter stavite 1 $. V primeru, da bo tako sestavljeno Stevilo vecje ali enako
54, prejmete poleg povrnjene stave $e 1 $, v nasprotnem primeru ga izgubite.

IGRA B VrZete posteni igralni kocki in stavite 1 $ na to, da bo vsota pik na kockah enaka
5. Ce stavo dobite, prejmete 8 $ (torej poleg vloZenega e 7 $), v nasprotnem
izgubite vlozeni dolar.

a. (b) Koliksna je verjetnost, da bo sestavljeno Stevilo iz igre A veéje ali enako
547 Koliksna je verjetnost, da bo vsota pik enaka 5 v igri B?

b. (15) Katero izmed obeh iger bi raje igrali? Odgovor utemeljite.



4. (20) Pri prvi izdaji knjige se na vsaki od strani z verjetnostjo 0'1 pojavi tiskarska
napaka, neodvisno od ostalih strani v knjigi. Naj bo [; indikator, ki pove, ce se je
na posamezni strani v knjigi pojavila napaka, torej

[ { 1, ce je na i—ti strani v knjigi napaka,
T T 07

sicer.
a. (b) Dolocite E(Iy) in var(ly).

b. (5) Dolo¢ite rodovno funkcijo slu¢ajne spremenljivke, ki pove Stevilo tiskarskih
napak v knjigi s 400 stranmi.

c. (10) S pomodjo centralnega limitnega izreka dolocite verjetnost, da se v tej
knjigi pojavi vsaj 35 napak.

5. (20) Slucajni spremenljivki X in Y imata porazdelitev dano s predpisom

1
P(X=kY=1)=
( ’ ) 2004(2004 — k)

zak=1,...,2003inl=1,...,2004 — k in

a. (b) Izracunajte robno porazdelitev slu¢ajne spremenljvike X.
b. (5) Izracunajte E(Y|X = k) za vse k = 1,...,2003,2004.
c. (10) Izrac¢unajte se E(Y).

6. (20) Iz populacije vseh zaposlenih ljudi v Sloveniji smo izbrali enostavni slu¢ajni

vzorec velikosti n = 400. V vzorcu je bilo 27 % ljudi, ki Se nikoli niso zamenjali
delovnega mesta.

a. (10) Dolo¢ite verjetnost, da dejansko manj kot 25 % ljudi v Sloveniji Se nikoli
ni menjalo delovnega mesta. Korekcijski faktor zanemarite.

b. (10) Dolocite Se verjetnost, da se dejanski odstotek ljudi, ki Se niso menjali
delovnega mesta, razlikuje od dobljenega odstotka za vec¢ kot 3 %.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
24. junij 2004

1. (20) Predpostavite, da se trdnjava na Sahovnici na sliki lahko giblje samo po eno
polje v desno ali po eno polje navzgor. Trdnjava zac¢ne v levem spodnjem kotu.

a. (10) Na koliko nacino lahko trdnjava pride iz spodnjega levega kota v zgornji
desni kot, ¢e se lahko, kot receno, vsaki¢ premakne le za eno polje v desno ali
eno polje navzgor?

b. (10) Privzemite, da se trdnjava lahko giblje samo v desno ali navzgor, vendar
s poljubno velikimi koraki (ne samo vsaki¢ za eno polje). Na vsakem koraku
se mora trdnjava premakniti za vsaj eno polje. Na koliko nac¢inov lahko pride
iz spodnjega levega v zgornji deni kot?

Namig: Racunajte najprej za k premikov v desno in | navzgor, kjer je 1 < k <7
ml1<I<7.

2. (20) Igralec A vrze posSteno igralno kocko. Zatem igralec B vrze kocko tolikokrat,
kolikor pik je padlo igralcu A.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da je med vsemi meti padla vsaj ena Sestica?

b. (10) Koliksna je verjetnost, da je igralcu A padla trojka, ¢e je skupno Stevilo
tock, ki jih je zbral B v svojih metih, enako 4.

3. (20) V bobnu se nahaja n rdecih, n zelenih in n belih kroglic, n € N. Na slepo iz
dobro premesanega bobna izberemo 2n kroglic. Pri tem nam naj slucajne spremen-
ljivke X, Z in Y zaporedoma povejo Stevilo rdecih, zelenih in belih kroglic v nasem
izboru.

a. (10) Dolocite P(Z = X +Y).



b. (10) Dolocite porazdelitve slu¢ajnih spremenljivk X, Z in Y ter njihova mate-
mati¢na upanja.

4. (20) Oglejte si naslednjo varianto procesa razvejanja: na zacetku imamo eno celico.
Po geometrijskem cCasu s parametrom p se bo ta celica razdelila na dve neodvisno
od ostalih celic. Vse celice se bodo potem delile naprej po enakem nacelu. Oznacite
stevilo celic v trenutku n z Z, in rodovno funkcijo slu¢ajne spremenljivke 7, z
Gn(s). Velja Gy(s) = s in

Gn—l—l(s) = Gn (S(q +p8)) )
kjer je g =1 —p.

a. (10) Izracunajte P(Zy = 3).
b. (10) Pokazite, da je E(Zy) =1in E(Z,) = (1 +p)™
5. (20) Na razpolago imamo posteno igralno kocko in vre¢o enakih nepostenih kovan-
cev, za katere je verjetnost, da na njih pade grb, enaka p. Najprej vrzemo kocko in
oznacimo z X Stevilo padlih pik. Nato iz vrece vzamemo X kovancev in jih vrzemo
na mizo. Pri tem so meti kovancev med seboj neodvisni. Naj slucajna spremenljivka
Y pove stevilo grbov, ki jih vidimo na mizi.
a. (10) Zapisite tabelo porazdelitve vektorja (X,Y).
b. (10) Izracunajte E(X) ter E(X|Y = 0).
6. (20) Vrzete posteni igralni kocki in iz njiju sestavite vecje od moznih dvomestnih
Stevil (z drugimi besedami, vecje od obeh padlih pik postavite za desetice, manjse

za enice) in stavite 1 §. V primeru, da bo tako sestavljeno Stevilo vecje ali enako
54, prejmete poleg povrnjene stave Se 1 $, v nasprotnem primeru ga izgubite.

Oznacimo z X slucajno spremenljivko, ki pove dobic¢ek pri eni sami opisani igri.
a. (10) Dolocite F(X}) in var(X;).
b. (10) Dolocite verjetnost, da imate po 300 odigranih igrah dobicek.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
1. september 2004

1. (20) V ravnini so dane tocke A, B, C', D, FE in F, od katerih nobena trojica ne lezi
na isti premici.

a. () Koliko razli¢nih premic dolo¢ajo te tocke?

b. (5) Koliko razli¢nih trikotnikov dolo¢ajo te tocke?

c. (5) Koliko med temi trikotniki je takih, ki imajo tocko C' za oglisce?
)

d. (5) Koliko je med temi trikotniki taksnih, ki imajo daljico AF' za eno od stranic?

2. (20) Dva radarja odkrivata sovrazna letala. Prvi radar odkrije sovrazno letalo z
verjetnostjo p, drugi pa z verjetnostjo q. Vsak radar odkrije posamezno letalo neod-
visno od drugih letal in tudi neodvisno od drugega radarja. V obmocje radarskega
nadzora priletijo tri sovrazna letala.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da je neko letalo odkrito z radarjema? Koliksna je
verjetnost, da vsaj enega izmed letal ne odkrije noben radar?

b. (10) Recimo, da so vsa letala odkrita. Koliksna je pogojna verjetnost, da drugi
radar ni odkril nobenega?

3. (20) V posodi naj bosta ¢rna kroglica in kroglica z oznako 1. Na vsakem koraku iz
posode naklju¢no izberemo kroglico. Ce ima izbrana kroglica oznako k, jo vrnemo
in dodamo $e eno kroglico z oznako k. Ce je kroglica ¢érna, jo vrnemo v posodo
in dodamo kroglico z oznako n + 1, kjer je n najvecja oznaka do tik pred izbira-
njem. Primer: Prvih nekaj korakov lahko izgleda kot ’ o @ ‘ — ’ ® ©® ©® ‘ —
].@@®‘—>].®®®®\—>].®®®®®\—>].®®®@®
_> o«

a. (10) Naj bo X stevilo razliéno oznacenih kroglic takrat, ko je po (n — 1)-em
izbiranju v posodi vkljuéno s ¢érno natanko n 4 1 kroglic. Crne kroglice ne
stejemo. Izracunajte

P(pri k-tem izbiranju smo izbrali ¢rno kroglico)

zak=1,2,...,n—1in potem F(X).
Namaig: Indikatoryi.
b. (10) Naj bo Y stevilo kroglic z oznako 1 v posodi takrat, ko je po (n — 1)-

em izbiranju v posodi vkljuéno s ¢rno natanko n + 1 kroglica. IzraCunajte

P(Y=Fk)zak=1,2,...,n



4. (20) Naj bo K kvadrat s stranico 1 in naklju¢no izberimo toc¢ko T v kvadratu. Naj
bo slucajna spremenljivka X razdalja tocke T" do njej najblizje stranice.

a. (10) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke X.

b. (10) Dolocite Se upanje sluc¢ajne spremenljivke X in tak z, da bo P(X < z) =
P(X > z).

5. (20) Za rodovne funkcije Gg, Gy, Gs, ... slu¢ajnih spremenljivk Xy, X7, Xs, ... naj
velja rekurzivna zveza

Go(S) =S in Gn+1(3) = SF(GR(S)) )
kjer je F(s) = (1 + s%).

a. (10) Poiscite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Xs.

b. (10) Pokazite, da velja rekurzivna formula F(X, ;) = E(X,) + 1 in nato z
indukcijo pokazite, da velja F (X, 1) =n + 1.

6. (20) Zavarovalnice pri avtomobilskem zavarovanju razmisljajo na slede¢ nacin: re-
cimo, da zavarujemo 100.000 ljudi. Vemo, da bo 19% od teh, torej 19.000, vlozilo
zahtevke. Zahtevki bodo razli¢no visoki in jih vnaprej ne moremo napovedati. Lahko
pa si predstavljamo, da bo celotna vsota zahtevkov kot vsota 19.000 nakljucno iz-
branih stevil iz velike Skatle, katere povprecje je enako £1.200 in standardni odklon
£900.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da bo vsota 19.000 naklju¢no izbranih Stevil iz
skatle vec¢ja od £23.085.329.

b. (10) Ce zavarovalnica postavi premijo na £200, bo 100.000 zavarovancev sku-
pno placalo £20.000.000. Izracunajte verjetnost, da bo vsota 19.000 nakljucno
izbranih stevil vecja od £20.000.000, torej verjetnost, da bo zavarovalnica imela
izgubo.



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
15. september 2004

1. (20) Na listku obi¢ajne Sportne napovedi je zapisanih 13 parov, obi¢ajno nogometnih
derbijev. Pri vsakem paru moramo zapisati enega od treh moznih izidov, in sicer
zmago prvega tekmovalnega mostva napovemo z oznaceno stevilko 1, neodlocen izid
z oznaceno stevilko 0 in zmago drugega tekmovalnega mostva z oznaceno stevilko
2. Denimo, da vedno izpolnjujemo celotni listek vseh 13 tekem.

a. (5) Na koliko nacinov je mogoce izpolniti listek?

b. (5) Na koliko nacinov lahko uganemo 12 izidov tekem?

c. (5) Na koliko nac¢inov lahko uganemo vsaj 10 izidov tekem?

d. (5) Koliko listkov moramo najmanj izpolniti, da imamo med njimi vsaj 4 pra-

vilno napovedane izide tekem?

2. (20) Dva radarja odkrivata sovrazna letala. Prvi radar odkrije sovrazno letalo z
verjetnostjo p, drugi pa z verjetnostjo q. Vsak radar odkrije posamezno letalo neod-
visno od drugih letal in tudi neodvisno od drugega radarja. V obmocje radarskega
nadzora priletijo tri sovrazna letala.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da je neko letalo odkrito z radarjema? Koliksna je
verjetnost, da vsaj enega izmed letal ne odkrije noben radar?
b. (10) Recimo, da so vsa letala odkrita. Koliksna je pogojna verjetnost, da drugi

radar ni odkril nobenega?

3. (20) Kot vlozek v igro morate placati 1000 SIT. Nato vam vrZzejo 3 poStene igralne
kocke. V primeru, da pade ena petica, vam izplacajo 1000 SIT, ¢e padeta dve petici,
vam izplacajo 2000 SIT, v primeru, da na vseh treh kockah padejo petice, pa vam
izplacajo = SIT. Oznacite z X dobicek v eni igri.

a. (10) Denimo, da je z = 7000. Dolo¢ite porazdelitev in matemati¢no upanje
slucajne spremenljivke X.
b. (10) Kaksen mora biti z, da bo igra za vas ugodna?
4. (20) Naj bo K kvadrat s stranico 1 in naklju¢no izberimo toc¢ko T' v kvadratu. Naj
bo slucajna spremenljivka X razdalja tocke T" do njej najblizje stranice.
10) Poiscite gostoto slu¢ajne spremenljivke X.

a. (10
b. (10) Dolocite Se upanje slu¢ajne spremenljivke X in tak z, da bo P(X < z) =
P(X > 2).



5. (20) Za rodovne funkcije Go, Gy, Ga, ... slu¢ajnih spremenljivk X, X1, Xs,... naj
velja rekurzivna zveza

Go(s) =s in Gni1(s) = s F(Gu(s)),
kjer je F(s) = 5(1 + s?).

a. (10) Poiscite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Xs.

b. (10) Pokazite, da velja rekurzivna formula E(X, 1) = E(X,) + 1 in nato z
indukcijo pokazite, da velja E(X,11) =n+ 1.

6. (20) Zdolgocaseni statistik je n-krat z vracanjem izbiral listice iz spodnjih Skatel.
Stevila na izbranih listi¢ih je oznacil z X, Xs, ..., X,, njihovo vsoto pa z S,,.

() | [-1] [o] [1]]
i) [ [-1] [o] [0] [o] [o] [0] [o] [o] [1]]

a. (10) Statistik je izracunal

P(—30 < Sig00 < 30) = 096 .

Za katero od skatel je racunal verjetnosti? Utemeljite odgovor.

b. (10) Statistik je izracunal P(Sip0 = 0) = 0'049. Katero skatlo je obravnaval?



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
23. februar 2005

1. (20) Med 2N sportniki je N moskih in N Zensk.

a. (10) Sportnike moramo razdeliti na N skupin po 2 tako, da je v vsaki skupini
en moski in ena Zenska. Na koliko nacinov lahko to naredimo?

b. (10) Za naslednje tekmovanje moramo 2N Sportnikov spet razdeliti na N sku-
pin po 2, le da zdaj spol ni pomemben. V skupini sta lahko Sportnika istega
spola. Na koliko nacinov lahko to naredimo?

Namig: Izbirajte pare po vrsti. Preverite rezultat za N = 2.

2. (20) V prvi posodi se nahajo tri bele, $tiri modre in pet ¢rnih kroglic, v drugi pa
Sest belih, deset modrih in osem ¢rnih kroglic.

a. (10) Za katero posodo je verjetnost, da potegnemo dve enaki kroglici, vecja?

b. (10) Iz druge posode na slepo prestavimo neko kroglico v prvo posodo. Nato
iz prve posode naklju¢no izvlecemo kroglico ter opazimo, da je ¢rne barve.
Koliks$na je verjetnost, da je bila tudi prestavljena kroglica ¢rne barve?

3. (20) Iz mnozice {1,2,...,n} (n > 3) naklju¢no izberemo tri tevila. Vsaka pod-
mnozica treh Stevil naj bo enako verjetna. Oznac¢imo najmanjse od izbranih treh
stevil z X, srednje z Y in najvecje z Z.

a. (10) Izracunajte P(X =k)zak=1,2,...,n — 2.
b. (10) Izra¢unajte P(Y = k) za k =2,3,...,n— L.
4. (20) Kovanec mec¢emo, dokler se ne pojavita dva grba zapovrstjo. Ozna¢imo po-

trebno Stevilo metov, vkljuéno z zadnjim, z X. Rodovna funkcija G(s) slucajne

spremenljivke X je enaka

32

G(S):4—23—52’

a. (10) Izracunajte se E(X).
b. (10) Oznacite a = —1 — /5 in b = —1 + /5. Kot znano privzemite, da velja

0= (g~ s)

Poiscite porazdelitev X.




5. (30) Nenegativni celostevilski slucajni spremenljivki X in Y naj imata porazdelitev
P(X =kY =1)=p*¢
za 0 <k </[.

a. (10) Izracunajte F(X|Y =1).
b. (10) Pokazite, da je
P(Y =1|X =Fk)=pg*
zal=Fkk+1,...
c. (10) Izracunajte E(Y|X = k).
6. (20) Predlagana je naslednja igra na sreco: nasprotnika A in B bosta vsak zase

vrgla posten kovanec 1000-krat. Naj bo X stevilo grbov igralca A in Y Stevilo
grbov igralca B. Ce je | X — Y| < 15, zmaga A, sicer zmaga B.

a. (10) Pri metu dveh kovancev so 4 mozni izidi: GG, GS, SG, SS. Vsak izid ima
verjetnost 1/4. Dopolnite stavek: Razlika X — Y je kot vsota sluc¢ajnih
stevil, ki jih dobimo z naklju¢nim izbiranjem z vracanjem iz skatle

7] [7] [7] [7]]

Namig: Kaj se zgodi z razliko grbov igralca A in igralca B pri vsakem metu
kovanca?

b. (10) Izra¢unajte priblizno verjetnost, da zmaga igralec A.
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1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
4. december 2002

1. (25) Mesto T ima ulice v obliki trikotnika kot na sliki 1a. HiSe na spodnji strani
trikotnika imajo stevilke 0,1,2,...,n. Avtobusna postaja je v tocki A.

A

0 1 2 n
Slika 1a Tloris mesta T

a. (10) Na koliko nacinov lahko pridemo z avtobusne postaje A do hise s Steviko k
tako, da gremo vsakic le levo ali desno in se nikoli ne vracamo proti avtobusni
postaji?

Namig: Razmislite, kolikokrat morate iti na levo, da pridete do hise s Steviko
k.

b. (15) Mesto K ima obliko kvadrata kot na sliki 1b. Avtobusna postaja je v tocki
A, profesor pa stanuje v hisi O. Vzporednih ulic je n + 1. Na koliko nacinov
lahko profesor pride z avtobusne postaje do svoje hise tako, da gre vedno le
levo ali desno in se nikoli ne vraca proti avtobusni postaji?

A

O
Slika 1b Tloris mesta K



Namig: 'V mislih dogradite mesto do trikotnega mesta kot na sliki 1c. V do-

grajenem mestu ima profesorjeva hisa hisno stevilko n od stevilk 0,1,...,2n.
A
0 n 2n

Slika 1c¢ Mesto K dograjeno v trikotnik

2. (25) V posodi naj bosta ¢rna kroglica in kroglica z oznako 1. Na vsakem koraku
iz posode naklju¢éno izberemo kroglico. Ce ima izbrana kroglica oznako k, jo vr-
nemo in dodamo $e eno kroglico z oznako k. Ce je kroglica ¢érna, jo vrnemo v
posodo in dodamo kroglico z oznako n + 1, kjer je n najvec¢ja oznaka do tik pred iz-
biranjem. Primer: Prvih nekaj korakov lahko zgleda kot’ ® @ ‘—>’ ® © @ ‘—>
].@@@‘—)].@@@@‘—ﬁ.@@@@@‘—)].@@@@@

—> e

a. () Koliksna je verjetnost, da bo kroglica, ko izbirate ¢etrti¢, ¢rna?

b. (5) Koliksna je verjetnost, da bomo na zacetku Stirkrat zapovrstjo izbrali belo
kroglico?

c. (5) Koliksna je verjetnost, da bodo po prvih $tirih izbiranjih v posodi vse
kroglice z razlicnimi oznakami?

d. (10) Koliksna je verjetnost, da bo kroglica, ki jo izberemo pri tretjem izbiranju
iz posode, bela?
Namig: Vse mozZnosti v posodi, ko je kroglic 5 in ima zadnja dodana oznako 1
s0

e D ® @ @ e ® ® @ @]

e ® @ ® @ e @ @ @ @

e @ @ ® @




3. (25) André, Carlos, Lleyton in Marat igrajo tenis v dvojicah. Igrajo Sest nizov
zapored, pri ¢emer pred zacetkom vsakega niza nakljuc¢no izzrebajo para, ki bosta
ta niz igrala skupaj. Verjetnost, da André in Carlos zmagata proti Lleytonu in
Maratu posamezen niz, je enaka 045, verjetnost, da André in Lleyton zmagata
proti Carlosu in Maratu je enaka 0°55 ter verjetnost, da André in Marat zmagata
proti Lleytonu in Carlosu v posameznem nizu, je enaka 0'8. Dogodki, povezani s
posameznimi nizi, so med sabo neodvisni.

a. (b) Koliksna je verjetnost, da prvi niz igrata André in Carlos proti Lleytonu in
Maratu?

b. (10) Kolik$na je verjetnost, da André izgubi prvi niz?

c. (10) Kolik$na je verjetnost, da André izgubi najve¢ en niz v rundi Sestih nizov?

4. (25) Carovnik iz deZele matemati¢nih ¢udes ima rad kocke. V njegovi zbirki so le
¢udne kocke z n ploskvami, kjer je n neko naravno Stevilo. Oznacimo s K, kocko
z n ploskvami, na katerih so zapisana vsa stevila od 1 do n. Ko c¢arovnik taksno
kocko vrze, se z enako verjetnostjo pojavi katerakoli stevilka.

a. (5) Carovnik izbere kocko K, in jo vrze. Naj bo A dogodek, da je stevilo
pik deljivo z 2 in B dogodek, da je stevilo deljivo s 3. Ali sta dogodka A in B
neodvisna?

b. (10) Carovnik izbere kocko Kj1; in jo vrze. Naj bo C dogodek, da je stevilo
pik deljivo s 5, D dogodek, da je Stevilo deljivo s 3 ter £ dogodek, da je vsota
cifer $tevila padlih pik enako 3. Ali je kateri izmed parov dogodkov neodvisen?

c. (10) Carovnik si iz mnoZice ¢udnih kock izbere kocke Ki1, Kis in K3 ter jih
spravi v Zzep. Nato iz tega zepa izvlece kocko, pri ¢emer je verjetnost potega
posamezne kocke sorazmerna s Stevilom ploskev na kocki. Ko vrze to kocko, na
njej pade stevilo, ki je deljivo s 6. Dolo¢i verjetnost, da je bila izbrana kocka
KH.



2. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
5. februar 2003

1. (25) Na voljo vam je naslednja igra na srefo. Pred vsakim metom dveh postenih
igralnih kock stavimo $1. Ce pade na obeh kockah $tevilo 6, potem prejmemo $5
(torej poleg vlozene stave Se 4$). V primeru da sta obe cifri na kockah enaki, vendar
ne Sestici, se nam izplacajo $3, v primeru, ko pade natanko ena Sestica, pa $2. Sicer
ne prejmemo nicesar. Meti kock so med seboj neodvisni. Naj bo X dobicek ob
koncu igre.

a. (10) Dolocite pricakovani dobicek v tej igri, torej E(X).
b. (15) Izracunajte Se var(X).
2. (25) Uzaljeni A je ljubimcu B svoje Zene napovedal dvoboj. Pravila za dvoboj so
naslednja: A in B bosta izmeni¢no streljala eden na drugega, dokler ne bo nekdo

od njiju zadet. Privzemite, da so posamezni streli med seboj neodvisni, A zadene z
verjetnostjo a in B zadene z verjetnostjo b.

a. (10) Recimo, da zacne streljati A. Koliksna je verjetnost, da se bo A uspesno
masceval?

b. (15) Naj bo X celotno stevilo strelov vkljuéno z zadnjim. Izra¢unajte porazde-
litev slucajne spremenljivke X in njeno matemati¢no upanje. Privzemite, da
je zacel streljati A.

Namig: Obravnavajte P(X = n) za sode in lihe n posebey.

3. (25) Naj bo X slucajna spremenljivka z vrednostmi k = 0, 1,2, ..., za katero velja

P(X =k) = (a—i—%) P(X =k—1)

za k=1,2,...in konstanti a # 1 in b.

(15) Pokazite, da velja E(X) = 2.

a

a.
b. (10) Naj bo p € (0,1) in ¢ = 1 — p. Naj velja

P(X =k)= <m+k_ 1)11)’“(1’c

m—1

za k=0,1,2,.... Izracunajte F(X).
Namig: Lahko uporabite a.



4. (25) V matematicni genetiki se pojavi naslednja naloga: vsak od N = a + § + v
posameznikov je tipa AA, AB ali BB (tipa AB in BA obravnavamo kot enaka). Pri
tem jih je o tipa AA, [ tipa AB in « tipa BB, pri ¢emer tip BA obravnavamo kot AB.
Ko pride do naslednje generacije, se geni vsakega od N posameznikov razbijejo na
sestavna dela A in B in se povsem nakljucno spet sestavijo po parih. Bolj natanc¢no,
imamo 2a + 3 genov A in 8 + 27 genov tipa B. Vseh teh 2N genov se povsem
naklju¢no skombinira v N novih posameznikov s po dvema genoma.

a. (10) Oznacdite novo nastale posameznike z Stevilkami 1,2, ..., N. Izra¢unajte
verjetnosti P(posameznik k je tipa ) za * € {AA,AB,BB}.

b. (15) Naj bo X Stevilo posameznikov tipa AA, ki so nastali z nakljuénimi kom-
binacijami, Y Stevilo posameznikov tipa AB in Z $tevilo posameznikov tipa
BB. Izrac¢unajte E(X), E(Y) in E(Z).



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
9. april 2003

1. (25) V matemati¢ni genetiki se pojavi naslednja naloga: vsak od N = a +  + 7
posameznikov je tipa AA, AB ali BB (tipa AB in BA obravnavamo kot enaka). Pri
tem jih je o tipa AA, [ tipa AB in y tipa BB, pri ¢emer tip BA obravnavamo kot AB.
Ko pride do naslednje generacije, se geni vsakega od N posameznikov razbijejo na
sestavna dela A in B in se povsem naklju¢no spet sestavijo po parih. Bolj natan¢no,
imamo 2o + [ genov A in [ + 27y genov tipa B. Vseh teh 2N genov se povsem
naklju¢no skombinira v N novih posameznikov s po dvema genoma.

a. (10) Oznacite novo nastale posameznike z Stevilkami 1,2, ..., N. Izrac¢unajte
verjetnosti P(posameznik 1 je tipa AA) in P(posameznika 1 in 2 sta tipa AA).

b. (15) Naj bo X Stevilo posameznikov tipa AA, ki so nastali z nakljuénimi kom-
binacijami. Izracunajte var(X).
Namig: Indikatoryi.

2. (25) V rokah drzimo imamo dva neposStena kovanca, enega za 5 SIT in drugega za
10 SIT. Oba vrzemo v zrak, pri ¢emer sta meta posameznih kovancev neodvisna.
Verjetnost grba na posameznem kovancu je enaka p € (0,1), verjetnost cifre pa
q = 1 — p. Definirajmo sluc¢ajni spremenljivki

X - 1, ¢&e pade na prvem kovancu cifra (torej 5),
~ | 0, ¢e pade na prvem kovancu grb,

Y pa naj bo vsota vrednosti na obeh kovancih (pri tem je vrednost nekega kovanca
0, ¢e na njem pade grb).
a. (10) Izdelajte tabelo porazdelitve slucajnih spremenljivk X in Y.
b. (5) Ali sta sluc¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni?
c. (10) Izrac¢unajte se E(XY).
3. (25) V temni skatli je 10 kock, Od tega je 9 obicajnih postenih igralnih kock (tore;

s Stevilkami 1, 2, 3, 4, 5 in 6), deseta pa je sicer poStena, ampak so na njej zapisana
stevila 0, 1, 2, 4, 8 in 16.

a. (10) Na slepo izvle¢emo kocko iz Skatle in jo vrzemo. Naj bo X Stevilo pik, ki jih
zagledamo na kocki. Izracunajte pricakovano vrednost slucajne spremenljivke
X.



b. (15) Denimo, da v rokah drzimo dve razliéni zgoraj opisani kocki in ju vrzemo.
Naj bo Y stevilo pik na obic¢ajni kocki, z A pa oznac¢imo dogodek, da na
njej pade (strogo) ve¢ pik kot na nenevadni deseti kocki. Izracunajte pogojno
matemati¢no upanje E(Y|A).

4. (25) Statistika A in B sta vsak 100-krat vrgla kovanec. Predpostavljajte, da so vsi
meti med sabo neodvisni, verjetnost za grb pri metu kovanca pa je za oba statistika
enaka p € (0,1). Oznacite z X Stevilo grbov, ki jih dobi statistik A, z Y pa Stevilo
grbov, ki jih dobi statistik B. Naj bo Z = X 4 Y skupno stevilo grbov.

a. (10) Izrac¢unajte P(X = k|Z = n) za dan 0 < n < 200 in max(0,n — 100) <
kE < min(100, k).
Namig: Namesto, da A in B vrZeta vsak svoj kovanec 100-krat, si lahko predsta-
vljate, da vrZe najprej A kovanec 100-krat, potem pa se B isti kovanec 100-krat.
b. (15) Izracunajte E(X|Z =n) in E(X?Z = n) za dan 0 < n < 200.
Namig: Poskusite prepoznati pogojno porazdelitev X glede na dogodek {Z =



4. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
4. junij 2003

1. (25) Naj bosta X in Y neodvisni slu¢ajni spremenljivki z X o Bi(m,p) in ¥V
Bi(n,p). Oznacite Z = X + Y.

a. (10) Dolo¢ite rodovno funkcijo slu¢ajne spremenljivke Z. Kako je porazdeljena
A

b. (15) Izracunajte E(X|Z = z).
2. (25) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana z gostoto
pxy(z,y) = cx’y
za z,y € [0, 1].
a. (5) Dolocite konstanto c.
b. (10) Dolo¢ite robni gostoti px(z) ter py (y).
c. (10) Izracunajte se E(XY?) ter cov(X,Y).

3. (25) Naj bo m > 0 celo stevilo. Naj bo p € (0,1) in naj velja ¢ = 1 — p. Za proces
razvejanja Zg, Z1, . .. naj velja

61s) = G ) = (7= )l/m.

2—sm

. (10) Izracunajte E(Zs).

a
b. (15) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je

Gn(s) = (n —(n— 1)5m)1/m

n—+1—nsm

in izracunajte P(Z, =0) za k =0,1,2,....

4. (25) Carovnik ima dve $katli: prvo s povpredjem 1 in standardnim odklonom 10,
drugo pa s povprecjem -1 in standardnim odklonom 10. Ponuja nam naslednjo igro
na sreco: naskrivaj bo izbral eno izmed skatel, vsako z verjetnostjo 1/2. Nato bo iz
izbrane gkatle izbral n = 100 listkov s ponavljanjem in nam povedal vsoto. Ce prav
uganemo, katero skatlo je izbral, dobimo nagrado. Odloc¢imo se, da bomo uganjevali
na naslednji nacin: ¢e je vsota pozitivna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem 1, ce
pa bo vsota negativna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem -1.



a. (10) Recimo, da ¢arovnik izbere $katlo s povpre¢jem 1, vendar vam tega ne
pove. Koliksna priblizno je verjetnost, da boste prav uganili na podlagi vsote
stevil na 100 nakljuc¢no izbranih listicih.

Namig: Racunate P (S0 > 0).

b. (15) Recimo spet, da je ¢arovnik izbral skatlo s povprecjem 1. Kolikokrat bi
moral izbirati listice in nam povedati vsoto, da bi uganili prav z verjetnostjo
priblizno 0°997



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
12. junij 2003

1. (20) Naj bo r fiksno pozitivno celo $tevilo. Z xq, s, ..., 2, ozna¢imo nenegativna
cela stevila.

a. (10) Pokazite, da je razli¢nih r-teric oblike (z1,...,x,), takih da je
1+ Ty + -+ 2, S?’L

za dano pozitivno celo stevilo n, enako

n+r
. )
Namig: Zapisite n enic kot |L|1|1]---|1| in izbirajte r pregrad s ponavijanjem.

b. (10) Uporabite a. za dokaz identitete

n—l—rnzz (jj:il )

=0

Namig: Prestejte vse resitve v a. na drug nacin tako, da najprej prestejete vse
moznosti, ki dajo vsoto natanko 0 < r < n.

2. (20) Pipi in Melhijad, mali in veliki pujs, se igrata nenavadno igrico. Pipi stoji na
stolu in vrze buco v Melihijada. Buca se razleti na velike, srednje in male kose, pri
¢emer je velikih kosov 10 %, srednjih 30 %, majhnih kosov pa je 60 %. Koscki buce
se odbijejo nazaj proti Pipiju. Ob zadetku veliki kos prevrne Pipija z verjetnostjo
0,9, srednji kos ga prevrne z verjetnostjo 0,2, majhni kos pa z verjetnostjo 0°05.

a. (10) Pipija zadane natanko en kos buce in nesre¢ni Pipi se zvrne s stola. Koli-
ksna je verjetnost, da ga je prevrnil srednje velik kos buce? 2

b. (10) Dolocite 8e verjetnost dogodka, da se je Pipi uspel obdrzati na stolu pri
pogoju da sta v Pipija priletela dva kosa buce, od katerih je bil eden zagotovo
velik.

3. (20) V posodi je b belih, r rde¢ih in m modrih kroglic. Dva igralca izmeni¢no izbirata
kroglico, ki jo nato vrneta v posodo. Zmaga tisti, ki prvi potegne belo kroglico. Z
X oznacimo Stevilo potegov do zmage kateregakoli igralca.

12V poskusu ni bila poskodovana nobena Zival. Oba sta sreéno odpujsala domov.



a. (10) Navedite £(X) in var(X).

b. (10) Izra¢unajte verjetnost, da zmaga prvi igralec na potezi.

4. (20) Naj bo Zy, Z, . .. proces razvejanja z
G(s) =Gy (s) =1—1log(2 — ).

(10) Izracunajte P(Z3 = 0).

a.
b. (10) Z matemati¢no indukcijo dokazite, da velja

5. (20) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

| co| vo| |
[a—y
<
* | % | % flod po
* | % | %[ %x|w

ol | nopfs [ ot || =

10) Dopolnite tabelo tako, da bosta sluc¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni.

0) Dopolnite tabelo tako, da bo veljalo P(X = 3,Y = k) = &, E(X|Y =

1 457
)=2in B(X|Y =4) =20

a. (

b. (

3

6. (20) Recimo, da imate namen n-krat igrati ruleto v HIT-u. Izberete si lahko dve
razli¢ni strategiji:

e Vedno stavite 1 EURO na $tevilko. Ce dobite, vam povrnejo stavo in izpladajo
dodatnih 35 EURO. Ce ne dobite, ste izgubili tudi stavo. Verjetnost, da dobite,
je 1/37.

e Vedno stavite 1 EURO na rdece. Ce dobite, vam povrnejo stavo in izplacajo
dodaten 1 EURO. Ce ne dobite, ste izgubili tudi stavo. Verjetnost, da dobite,
je 18/37.

a. (10) Za obe strategiji izra¢unajte verjetnost, da po n = 10.000 igrah rulete
nimate izgube.

b. (10) Izra¢un v a. pokaze, da je s prvo strategijo verjetnost, da ne bomo na
izgubi, vecja kot pri drugi strategiji. Vendar ima vsaka stvar svojo ceno. Iz-
racunajte verjetnost, da bo vasa izguba po n = 10.000 igrah 500 EURO ali vec
za obe strategiji. Na kratko komentirajte.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
26. junij 2003

1. (20) Predpostavite, da se trdnjava na Sahovnici na sliki lahko giblje samo po eno
polje v desno ali po eno polje navzgor. Trdnjava zacne v levem spodnjem kotu.

a. (10) Na koliko nacino lahko trdnjava pride iz spodnjega levega kota v zgornji
desni kot, ¢e se lahko, kot receno, vsaki¢ premakne le za eno polje v desno ali
eno polje navzgor?

b. (10) Privzemite, da se trdnjava lahko giblje samo v desno ali navzgor, vendar
s poljubno velikimi koraki (ne samo vsaki¢ za eno polje). Na vsakem koraku
se mora trdnjava premakniti za vsaj eno polje. Na koliko nac¢inov lahko pride
iz spodnjega levega v zgornji deni kot?

Namig: Racunajte najprej za k premikov v desno in l v levo, kjer je 1 < k <7
ml1<I<7.

2. (20) V zgornjem predalu Borutove omare se nahajo tri bele, $tiri modre in pet ¢rnih
nogavic, v spodnjem pa Sest belih, deset modrih in osem ¢rnih nogavic.

a. (10) Zjutraj Se v temi mora Borut iz poljubnega predala izvle¢i dve nogavici.
Seveda upa, da bosta enake barve. Kateri predal si bo izbral? Odgovor ute-
melji.

b. (10) Nekdo je Borutu prejs$nji vecer prestavil iz zgornjega v spodnji predal eno
nogavico. Borut zjutraj potegne iz spodnjega predala ¢rno nogavico. Koliksna
je verjetnost, da je bila tudi prestavljena nogavica ¢rna?

3. (20) V bobnu se nahaja n rdecih, n zelenih in n belih kroglic, n € N. Na slepo iz
dobro premesanega bobna izberemo 2n kroglic. Pri tem nam naj slucajne spremen-
ljivke X, Z in T zaporedoma povejo Stevilo rdecih, zelenih in belih kroglic v nasem
izboru.



a. (10) Dolocite P(Z = X +Y).
b. (10) Dolo¢ite porazdelitve sluc¢ajnih spremenljivk X, Z in T" ter njihova upanja.
4. (20) Naj bo Zy, Zy, ... zaporedje nenegativnih sluc¢ajnih spremenljivk, kjer velja
)

FE(Zy) = 1. Naj bo
Gz,(s) =Gz, ,(1=p+ps?),

kjer je p € (0,1).
a. (10) Pokazite, da je F(Z,) = 2"p" za vsako naravno Stevilo n.
Namig: Vemo, da je E(X) = limg G'x(s).
b. (10) Pokazite, da za n € N velja zveza E(Z2) = 2""'p"(1 — p) + 4p* E(Z2_,).

5. (20) Naj bo n > 1 dano naravno Stevilo. Slucajni spremenljivki X in Y imata

porazdelitev dano z
1

PIX = kY =) = oy

zal<k<ninl<n-—%kin
P(X=nY=0)=

a. (10) Izrac¢unajte E(Y|X = k) za k < n.
b. (10) Izracunajte se E(Y|X =0) in E(Y).



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
28. avgust 2003

1. (40) Dyckove poti v Z? se vedno zac¢no v tocki (k, 1), kjer sta k in [ celi Stevili. Vsak
korak poti gre iz tocke (m,n) ali v tocko (m + 1,n+ 1) ali tocko (m+1,n—1), kjer
sta vedno m in n celi stevili.

a. (10) Prestejte vse Dyckove poti iz tocke (0,0) do tocke (0,2n). Primer take
poti je na sliki 1a.

(0,D)

Slika la Primer Dyckove poti iz (0,0) v (2n,0).

b. (10) Stevilo vseh Dyckovih poti iz tocke (0,1) do tocke (2n — 1,0) je (**~1).
Naj bo ug,_1 Stevilo Dyckovih poti iz tocke (0,1) do (2k — 1,0), ki se prvi¢
dotaknejo abscisne osi v tocki (2k — 1,0). Primer take poti je izrisan s polno
¢rto na sliki 1b. Pokazite, da velja

(2n — 1) u (2n — 2/<;)
= E U2k—1 .
n n—k
k=1

Namig: Pot od (2k — 1,0) do (2n — 1,0) je Dyckova pot dolZine 2n — 2k.



(0,1) (2ki— 1 (27 — 1;0)

Slika 1b Primer Dyckove poti iz (0,1) v (2n — 1,0), ki se prvi¢ dotakne
abscise v tocki (2k — 1,0).

c. (10) Kot znano privzemite, da je
”i 1 (2k—1\ (2n—2k\ [(2n—1\2n—2
2k—1\ &k n-k) \ n J2n-1
k=1
7 uporabo b. in matemati¢ne indukcije dokazite, da je

1 (21
Y1 =9\ k)

d. (10) Enostranske Dyckove poti iz tocke (0,0) v tocko (0,2n) so take, ki nikoli
ne zdrsnejo pod abscisno os. Primer take poti je na sliki 1c. Oznacimo Stevilo
takih pot z vg,. Pokazite, da velja

n
Van = E U2k —1V2n—2k -
k=1



Slika 1c Primer enostranske Dyckove poti iz (0,0) v (2n,0).

2. (20) Na vesoljski postaji se mora v vsakem trenutku nahajati 5 astronavtov, trije
izkuSeni in dva neizkusena. V primeru, da pride do zunanje napake na postaji,
nakljucno izberejo astronavta, ki naj bi napako odpravil. Pri tem je verjetnost,
da posljejo na delo izkusenega astronavta enaka 0°25, verjetnost, da izberejo neiz-
kusenega pa dvakrat manjsa. Verjetnost, da astronavt zabrede v Se vecje tezave,
medtem ko poskusa odpraviti napako, je enaka 0’1 za izkuSenega astronavta, za
neizkusenega pa 0°25.

a. (10) Dolocite verjetnost, da ob zunanji napaki vesoljske postaje astronavti
zabredejo v Se hujse tezave, kot tiste, v katerih so trenutno.

b. (10) Nekega nesrecnega dne na zemeljski postaji, ki nadzira vesoljsko postajo,
dobijo sporocilo, da so med odpravljanjem napak zabredli v tezave. Koliksna
je verjetnost, da so v akcijo poslali neizkusenega astronavta?

3. (20)Dani sta dve posteni igralni kocki. Njuna meta sta med seboj neodvisna. Ozna-
¢imo z X slucajno spremenljivko, ki pove vsoto pik na obeh kockah, z Y pa slucajno
spremenljivko, ki pove vecje Stevilo pik.

a. (5) Dolocite porazdelitvi slu¢ajnih spremenljivk X ter Y.
b. (5)

c. (5) Ali sta slucajni spremenljivki X in ¥ neodvisni?

d. (5) Doloéite se E(X) in E(Y).

5) Dolocite porazdelitev slucajne spremenljivke X — Y.

4. (20) V genetiki imamo naslednjo nalogo: na za¢etku imamo eno bakterijo. V trenut-
kih n =0,1,... se lahko zgodi dvoje: vse bakterije se razdelijo v dve z verjetnostjo



p, ali pa se ne zgodi ni¢ z verjetnostjo ¢ = 1 — p. Oznacimo z Z, slucajno stevilo
bakterij v trenutku n. Z G,(s) ozna¢imo rodovno funkcijo slucajne spremenljivke
Z,. Velja Gy(s) = s in

Gni1(s) = qGn(s) +pGn(52) :
a. (10) Pokazite, da velja
E(Zni1) = (1 +p) E(Zy)

in izracunajte E(Z,).

b. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je

Gu(s) = Xn: (Z)pkq”"“ s

k=0

Izracunajte P(Z, = k) zavse k =1,2,....

Namig: Po Pascalu je
n+1\ (n n n
k \k k—1)"

5. (20) Na nevarnem gozdnem odseku dolzine 1 km se pogosto podirajo drevesa. Ce
drevo pade Cez cesto, le-ta ni ve¢ prevozna od tocke nesrece naprej. Razdalja pre-
voznosti poti do zapore naj bo podana s slucajno spremenljivko X, katere gostota
je enaka px(z) = Ax(1l — 2?) za z € [0,1].

a. (10) Dolocite A tako, da bo to res gostota in izracunajte E(X).

b. (5) Denimo, da Zelimo skreniti s ceste po 0°5 km poti. Dolo¢ite verjetnost, da
je cesta prevozna do tega odcepa.

c. (5) Denimo, da Zelimo skreniti s ceste po 0°5km poti in smo Ze prevozili 0'2km
nevarnega odseka. Dolocite verjetnost, da bo cesta prevozna do nasega odcepa.

6. (20) V igralnici Perla v Novi Gorici je gost Gregoroni pred kratkim priigral 144.000
evrov. Iz razpolozljivih podatkov je bilo razvidno, da je vztrajno igral na isti nacin:
vedno je stavil skupno 500 evrov. Od tega je stavil vedno 200 evrov na “polno” na
stevilko 17, 300 evrov pa na “konja” iz Stevilk 16 in 17. Pri igri na “polno” vam
pri dobljeni igri vrnejo stavo in izplacajo se 35-krat toliko, sicer izgubite stavo. Pri
konju vam v pri dobljeni igri vrnejo stavo in izplacajo Se 17-krat toliko, sicer stavo
izgubite. Na ruleti je 37 stevilk, ki se pojavijo z enako verjetnostjo, posamezne igre
pa so med sabo neodvisne.

a. (10) Oznacite z X ¢isti dobitek gosta v eni igri z zgoraj opisanimi stavami.
Ugotovite, kaksne vrednosti lahko ima X s kakSnimi verjetnostmi in izracunajte
E(X) in var(X).



b. (10) Gost Gregoroni je svoj dobitek priigral v 582 igrah. Izracunajte verjetnost
dobitka enakega ali veCjega kot ga je s svojo igro priigral gost Gregoroni za
stevilo iger enako n = 582.



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
8. september 2003

1. (30) Stirlingovo Stevilo S} pove, na koliko nacinov lahko razdelimo mnozico z n
elementi na k disjunktnih, nepraznih podmnozic, katerih unija je enaka dani mnozici.
Taki razdelitvi pravimo particija. Primer: Recimo, da je dana mnozica {1, 2, 3,4, 5},
torej n = 5. Razdeliti jo Zelimo na 4 neprazne, disjunktne podmnozice. MozZne
particije so:

{1}.42},{3},{4,5}
{1}.{2},{4},{3,5}
{1}.{2}.{5},{3,4}
{1}.{3}.{4},{2,5}
{11:43},{5},{2,4}
{1}.{4},{5},{2,3}
{2}.{3},{4},{1,5}
{2}.43}.{5},{1,4}
{2}.{4}.{5},{1,3}
{3},{4},{5},{1,2}

Torej je S; = 10.

a. (10) Pokazite, da je Sy =2""!' —1in S7_, = (}) za vsak n.
b. (10) Utemeljite, da je za k > 2

Sptl = Spy + kSp

Namig: Element n + 1 lahko ali dodate v Ze obstojeco mnoZico ali pa ostane
sam v svoji podmmnoZici.

c. (10) Na razpolago imate 4 razli¢ne barve, s katerimi bi radi pobarvali 7 his.
Na koliko razli¢nih nacinov lahko to naredite, s tem, da vsako barvo uporabite
vsaj enkrat.

Namig: Upostevajte b.

2. (20) Dani sta dve posteni igralni kocki. Njuna meta sta med seboj neodvisna. Za
vsako naravno Stevilo n oznac¢imo z A, dogodek, da je vsota pik na kockah deljiva
zn.

a. (10) Izracunajte verjetnost dogodka As. Ali sta dogodka A, in A5 neodvisna?



b. (10) Dolocite pogojno verjetnost, da sta na prvi kocki padli dve piki, ¢e veste,
da je vsota pik deljiva s 5. Koliksna je pogojna verjetnost, da so na prvi kocki
padle stiri pike, ¢e je vsota pik deljiva s 5.

3. (20) Previdna roparja A in B sta se odlo¢ila, da bosta na ”delo” odhajala izmeni¢no,
dokler nekoga od njiju ne bodo dobili pri kraji. Privzemite, da so posamezni ropi
med seboj neodvisni. Roparja A ujamejo z verjetnostjo a, roparja B pa z verjetnostjo
b.

a. (10) Recimo, da zacne z ropi oseba A. Kolik$na je verjetnost, da ga bodo dobili
pri delu prej kot roparja B?

b. (10) Naj bo X celotno Stevilo ropov, vkljuéno z zadnjim, ki ne uspe. Iz
racunajte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X in njeno matemati¢no upanje.
Privzemite, da je zacel ropati A.

4. (20) Oglejte si naslednjo varianto procesa razvejanja: na zacetku imamo eno celico.
Po geometrijskem ¢asu s parametrom p se bo ta celica razdelila na dve neodvisno
od ostalih celic. Vse celice se bodo potem delile naprej po enakem nacelu. Oznagcite
stevilo celic v trenutku n z Z,, in rodovno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke 7, z
Gn(s). Velja Gy(s) = s in

Ghy1(s) = Gn(s(qg +ps))
kjer je g =1—p.

a. (10) Pokazite, da je E(Z,) = (1+p)"™.
b. (10) Izracunajte P(Z3; = 8).

5. (20) Na razpolago imamo posteno igralno kocko in vre¢o enakih nepostenih kovan-
cev, za katere je verjetnost, da na njih pade grb, enaka p. Najprej vrzemo kocko in
oznac¢imo z X Stevilo padlih pik. Nato iz vrece vzamemo X kovancev in jih vrzemo
na mizo. Pri tem so meti kovancev med seboj neodvisni. Naj slucajna spremenljivka
Y pove stevilo grbov, ki jih vidimo na mizi.

a. (10) Zapisite tabelo porazdelitve vektorja (X,Y).
b. (10) Izracunajte E(X) ter E(X|Y = 0).

6. (20) V podjetju HIT so v letu 1999 gostje igrali igro Colore 440.000-krat. Verjetnost
za dobitek pri tej igri je p = 0°00198079.

a. (10) Zanima nas Stevilo S,, dobitkov v 440.000 igrah. To $tevilo je kot vsota
440.000 neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk z vrednostma 0 in 1, torej S, =
X+ - X, kjer je P(X; = 1) = pin P(X; = 0) = 1 —p. Z uporabo
centralnega limitnega izreka izraCunajte priblizno verjetnost, da bo dobitkov
920 ali ve¢. Upostevajte: ®(1°64) = 0795.



b. (10) Recimo, da je izplacilo pri dobitku enako z > 0. Ce gost stavi enoto in
stavo dobi, mu to enoto vrnejo in dodajo Se x enot. Pokazite, da je ta dobitek
lahko najvec¢ x = 502, ¢e naj bo verjetnost, da bo hisa po 440.000 igrah imela

izgubo, najve¢ 0°017 Upostevagte: ®(—2'33) = 0°01.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
19. februar 2004

1. (30) Od vsake od ¢rk a, b in ¢ imamo po n primerkov. Sprva so ¢rke v leksikografskem
redu, torej

aaaaa. ..abbbbd. .. .bbcc....c

Crke lahko poljubno permutiramo, kar lahko naredimo na (3n)! na¢inov. '3

a. (10) Koliko je razli¢énih permutacij, ¢e enakih ¢rk ne razlikujemo med sabo?
b. (10) Prestejte permutacije 3n ¢rk, pri katerih po permutaciji nobena ¢rka a ni
na mestu, kjer je bila pred permutacijo ¢rka a. Primer: ¢e je n = 3 je

bebacheaa

taka permutacija.

c. (10) Prestejte permutacije 3n ¢rk, pri katerih po permutaciji nobena od ¢rk a
ni na mestu, kjer je bila prej ¢rka a in nobena od ¢rk b ni na mestu, kjer je
bila prej ¢rka b. Primer: c¢e je n = 3, je

cbcaacbab

taka permutacija.
Namig: Odgovor bo izraZen z vsoto.

d. (10) Prestejte permutacije 3n ¢rk, pri katerih po permutaciji nobena od ¢rk ni
na mestu, kjer je bila pred permutacijo ¢rka istega tipa. Primer: c¢e jen = 3 je

bebaccaba

taka permutacija.

Namig: Odgovor bo izraZen z vsoto.

2. (20) Ob zacetku pisanja izpitov je v predavalnici M2 sedelo 16 $tudentov matematike
in 20 studentov racunalnistva, v predavalnici M3 pa 10 Studentov matematike in
14 studentov racunalnisStva. Z malo zamude sta na izpit prisla Se dva Studenta
racunalnistva in vsak od njiju je neodvisno od drugega na slepo izbral eno od obeh
predavalnic. Studenti bodo koncali s pisanjem v naklju¢nem vrstnem redu, tako da
bo vsak od studentov z enako verjetnostjo prvi zakljucil.

13Povzeto po A. De Moivre, Doctrine of Chances, Frank Cass and Company, 1738, Problem XXXV,
str. 98.



a. (10) Dolo¢i verjetnost, da je prvi student, ki konc¢a z izpitom, pisal izpit v M2.

b. (10) Dolo¢i verjetnost, da je prvi, ki zapusti predavalnico M2, student mate-
matike.

3. (30) Naj bo X nenegativna celostevilska sluc¢ajna spremenljivka, za katero velja
b
P(X =k)= (G+E> P(X=k-1)

za k=1,2,.... Predpostavite, da je a # 1.

a. (10) Pokazite, da velja

in izrac¢unajte £(X).
Namig: Na pravem mestu napisite k = (k — 1) + 1.
b. (10) Pokazite, da je

E(X?) = a(E(X2) +2E(X) + 1> +b(E(X)+1).

Izracunajte var(X).
Namig: Na pravem mestu napisite k* = (k — 1) + 2(k — 1) + 1.
c. (10) Naj bo sta a, f > 0 in

B ()

PX=h) = et

zak=0,1,2,..., kjer je (0)g = lin (o) = a(a+1)--- (a+k—1). Izracunajte
E(X) in var(X).

Namaig: Dolocite a in b.

4. (20) Naj bodo Zy, Z1, . .. nenegativne celostevilske slu¢ajne spremenljivke . Ozna-
¢imo z G, (s) rodovno funkcijo spremenljivke Z,,. Predpostavite, da velja Go(s) = s

in
B 11 11,
Gn+1(s)—Gn(<2—n+4)+(2+n+4> s).

a. (10) Izrac¢unajte porazdelitev spremenljivke Z,.
b. (10) Izracunajte E(Z,) za n > 1.

5. (20) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:



N NG ) r—t;

<
B i =
* | % | % Bl po
* | %% | %]

10) Dopolnite tabelo tako, da bosta sluc¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni.

a.

b. (10) Dopolnite tabelo tako, da bo veljalo P(X = 3,Y = k) = £, E(X|Y =

3) =3 in B(X|Y =4) =21

6. (20) Iz skatle ’ 0] [a] ‘ naklju¢no izberemo n listkov z vracanjem. Oznacimo
stevila na listkih z X;, X5,...innajbo S, = X1+ Xo +--- + X,,.

a. (10) Naj bo a = 1. Izrac¢unajte P(—200 < S,, < 200) za n = 133415.
b. (10) Naj bo n = 10000 in naj velja

P(—418 S 510000 S 418) - 099 .

[zracunajte a.
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1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
11. december 2001

1. (25) V knjigarni prodajajo zvezke $tirih razli¢nih barv: zelene, rdece, modre in ¢rne.
Zvezki se razlikujejo le po barvah, vseh pa imajo dovolj na zalogi. Andreja potrebuje
letos Sest zvezkov.

a. (10) Na koliko nacinov si jih lahko izbere?

b. (15) Na koliko nacinov si lahko izbere 6 zvezkov, ¢e jih Zeli imeti najve¢ v dveh
razlicnih barvah?

2. (25) Stojim pod Sestimi stopnicami, ki so zaporedoma pobarvane z belo, rdeco,
zeleno, belo, rdeco in zeleno barvo. V rokah drzim kocko, na kateri sta dve ploskvi
bele, dve rdece in dve zelene barve. Meti kocke so med seboj neodvisni in enako
verjetni. Da lahko stopim na naslednjo stopnico, moram na kocki vre¢i ustrezno
barvo. V nasprotnem primeru obstojim na isti stopnici. Tako moram naprej vreci
na kocki belo barvo, da lahko stopim na prvo stopnico, ko sem na njej, rdeco za na
drugo stopnico in tako do vrha.

a. (10) Dolocite verjetnost, da uspem priti na zgornjo stopnico po natanko Sestih
metih.
b. (15) Dolocite verjetnost, da uspem priti na zgornjo stopnico v natanko trinaj-

stih metih.

3. (25) Iz kraja A v kraj B peljeta dve cesti. Iz kraja B v kraj C tudi peljeta dve cesti.
Vsaka od cest je neprehodna z verjetnostjo p neodvisno od stanja ostalih cest.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da ni prehodne poti iz kraja A v kraj C.

b. (15) Izracunajte verjetnost, da lahko pridemo iz kraja A v kraj B pri pogoju,
da ni prehodne poti iz kraja A do kraja C.

4. (25) Dvema igralcema z dobro premesanega kupa kart razdelimo po 5 kart. Igralca
si najbolj zelita poker iz asov, torej vse stiri ase med petimi razdeljenimi kartami.
Vsak igralec lahko vrne eno od kart in zahteva Se eno iz preostalega kupa 42 kart.

a. (15) Pokazite, da za poljubne dogodke velja

P(A|B) = P(A|BNC) P(C|B) + P(A|B N C%) P(C|B).

b. (10) Recimo, da ima prvi igralec v roki natanko 3 ase in dve drugi karti.
Koliks$na je njegova pogojna verjetnost, da bo s Sesto karto dobil asa?



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
10. januar 2002

1. (25) Pred nami stoji igralni avtomat. Vsaki¢, ko vrzemo vanj Zeton, z verjetnostjo
2/5 dobimo iz avtomata dva Zetona. Z verjetnostjo 3/5 nam avtomat Zeton “pozre”.
V avtomat mecemo Zeton za zetonom, dokler jih Se kaj imamo, vendar ne vec¢ kot
stirikrat. Posamezne igre na avtomat so med seboj neodvisne. Na zacetku imamo
v roki en zeton. Igro torej igramo stirikrat, e prej ne ostanemo praznih rok.
Naj bo X stevilo zetonov ob koncu igre.

a. (10) Dolocite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.

b. (15) Naj bo vsak zeton vreden 350 SIT. Dolo¢ite pri¢akovani dobicek oziroma
izgubo pri tej igri.

2. (25) Spomladi na vrtu raste n marjetic, n zvonckov in n telohov, kjer je n neko
naravno Stevilo. Naklju¢no sestavimo Sopek 2n cvetlic. Pri tem nam naj slucajne
spremenljivke X, Z in T zaporedoma povejo Stevilo marjetic, zvonckov in telohov
v Sopku.

a. (10) Dolocite verjetnost, da je v Sopku toliko marjetic kot zvonckov in telohov
skupaj.

b. (15) Dolo¢ite porazdelitve sluc¢ajnih spremenljivk X, Z in T ter njihova upanja.

3. (25) Kovanec mecemo tako dolgo, dokler ne dobimo ali dva grba zapovrstjo ali
dve stevilki zapovrstjo. Oznac¢imo Stevilo potrebnih metov, vkljuéno z zadnjim, z
X. Predpostavljamo, da so meti med sabo neodvisni in je verjetnost grba enaka

pe(0,1).
a. (15) Izracunajte P(X =n) zan =2,3,....
Namig: Racunajte posebej za sode in lihe n.
b. (10) Izrac¢unajte F(X).

4. (25) V nekem bloku zivi n poro¢enih parov. V €asu zimskih obolenj naklju¢no zboli
m ljudi tega bloka ne glede na starost ali spol, pri ¢emer je m < 2n.

a. (10) V bloku zivita tudi zakonca Zupan. Dolo¢i verjetnost, da sta oba zakonca
zdrava.

b. (15) Z X oznacimo sluc¢ajno spremenljivko, ki nam pove $tevilo parov, v katerih
sta obe osebi zdravi. Dolo¢i matemati¢no upanje slucajne spremenljivke X.

Namig: Indikatoryi.



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
4. april 2002

1. (25) V r 8katel nakljuéno mecemo kroglice. Meti so med seboj neodvisni, verjetnost
zadetka pa je za vsako 8katlo enaka p, kjer p € (0, 1). Privzemite, da imate n kroglic.
Naj bo X, stevilo kroglic v skatli k za k=1,2,... 7.

a. (15) Utemeljite, da je
var(X; + X2) = 2np (1 — 2p)

in sklepajte, da je
cov(Xy, Xp) = —np”.

Namig: Kaksna je porazdelitev slucajne spremenljivke X1 ¢ Kaj pove slucajna
spremenljivka X1+ X3 in kako je porazdeljena? Za izracun cov(Xy, Xs) uporabi
formulo za izracun variance vsote dveh slucajnih spremenljivk.

b. (10) Izrac¢unajte
V&I‘(Xl—i‘XQ—f‘"'—FXT).

2. (25) Slucajne spremenljivke X, Y in Z naj bodo neodvisne in enako porazdeljene z
X o Geom(p). Izracunati zelimo P(X <Y < Z). Oznacite ¢ = 1 — p.

a. (10) Pokazite, da je
PX=zY=yZ>y)=PX==z,Y=y)¢.

b. (15) Izracunajte P(X <Y < Z).
Namig: Utemelji in uporabi naslednjo zvezo:

PX<Y<Z) = > PX=xY=yZ>y)

<y

= Z P(X =2xzY =vy)¢"
<y

- Y Y P =0 P =
z=1 y=z+1

3. (25) Sladkosnedemu Janezku je babica prinesla za rojstni dan tri velike posode z
razli¢nimi bonboni. V prvi je 100 ¢okoladnih bonbonov, v drugi je 100 zele bonbonov
in v tretji 100 trdih bonbonov.

Vsak dan si Janezek privosc¢i 10, 15 ali 20 bonbonov, neodvisno od njihove vrste



in neodvisno od prejsnjih dni. Verjetnost, da posamezni dan poje 10 bonbonov,
je enaka é, verjetnost, da poje 15 bonbonov, je enaka % in verjetnost, da poje 20
bonbonov, je %

Naj bo X, sluc¢ajna spremenljivka, ki pove stevilo bonbonov, ki jih je Janezek pojedel
1—ti dan in naj bo Y slucajna spremenljivka, ki pove, koliko bonbonov je Janezek
pojedel v enem tednu.

a. (15) Dolo¢i F(X;) ter pricakovano $tevilo bonbonov, ki jih Janezek poje v enem
tednu.

b. (10) Doloé¢i E(X;|Y).

4. (25) Porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X,Y") je podana s tabelo:

Y=-1Y=0|Y=1
X =-1 01 02 0
X=0 0 01 02
X=1 03 0 01

a. (10) Sta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni?
b. (15) Izra¢unajte E(X(X +Y) | X).



St

4. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
31. maj 2002

1. (25) Svetovno prvenstvo v nogometu je pred vrati. Nogometno igris¢e v Gwangju-
ju je siroko 70 metrov. Predpostavimo, da je gol tockast objekt v sredini krajse
stranice igris¢a. Napadalec Z. se od gola nikoli ne oddalji za ve¢ kot 35 metrov.
Predpostavljamo, da se v danem trenutku Z. z enako verjetnostjo nahaja v katerikoli
tocki obmocja, kjer se giblje. Naj bo slucajna spremenljivka X razdalja nogometasa
Z. od gola v danem trenutku.

a. (15) Dolo¢i gostoto slu¢ajne spremenljivke X, matemati¢no upanje X, ter ver-
jetnost, da je v danem trenutku X < 20.



b. (10) Obé&asno napadalec Z. strelja. Ce je v trenutku strela oddaljen od gola za
manj kot 20 metrov, potem je verjetnost, da doseze zadetek, enaka %, sicer pa

%. Doloci verjetnost, da Z. pri strelu v 21. minuti igre, doseze zadetek.

2. (25) Naj bodo X7, Xs, ... nenegativne celostevilske slu¢ajne spremenljivke, za katere

velja zveza
Xnv1=2Z1+Z2+ -+ 2Zx, + Yo

Pri tem so 7y, Z5, ... neodvisne od X, in Y,,, enako porazdeljene, poleg tega pa sta
X, in Y, neodvisni. Predpostavite, da so Z; Bernoullijeve s parametrom p, torej
P(Z,=1)=pin P(Z;;=0)=q=1—p.

a. (10) Pokazite, da velja

GXn+1 (3) = GXn (q + ps) ’ GYn+1 (3) .



b. (15) Predpostavite, da je Y; o< Po(\) za vsak k£ > 1, in naj bo X; o< Po(A\/q).
Kaksna je porazdelitev X7

3. (30) Naj bo dan proces razvejanja Zy, Z1, . . . z rodovno funkcijo
1
G(S):l—é\/l—s.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da bo Ze 3. generacija brez predstavnikov. 5cm
b. (10) Z indukcijo pokazite, da je rodovna funkcija n—te generacije enaka
1) 14+1/2+1/4+-+1/27"1

Gz,(s)=1— (5

(1—s5)*".
c. (10) Dolocite verjetnost, da rodbina izumre.

4. (25) Zdolgocaseni statistik je n-krat z vracanjem izbiral listice iz spodnjih skatel.
Stevila na izbranih listi¢ih je oznaéil z X1, Xo, . .., X,, njihovo vsoto pa z S,,.

(i) | [-1] [o] [1]]
(i) [ [-1] [o] [0] [o] [o] [0] [o] [o] [1]]

a. (15) Statistik je izracunal

P(—30 < Sio00 < 30) = 096

Za katero od skatel je racunal verjetnosti? Utemeljite odgovor.



b. (10) Statistik je izra¢unal P(S190 = 0) = 0°049. Katero skatlo je obravnaval?



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
4. april 2002

1. (20) Moz zeli zeni za darilo kupiti Sopek devetih vrtnic. V neki cvetli¢arni lahko
izbira med rdecimi, rumenimi in belimi vrtnicami.

a. (10) Na koliko razli¢nih nacinov lahko cvetlic¢arka sestavi Sopek devetih vrtnic?

b. (10) Recimo, da zeli kupiti Se en Sopek, prav tako sestavljen iz devetih vrtnic,
vendar ne povsem enak. Na koliko nacinov mu lahko cvetlicarka sestavi drugi
sopek vrtnic?

2. (20) V modri skatli je 8 listkov oznacenih s Stevilkami od 1 do 8, v rdeci skatli pa 4
listki, oznaceni s Stevili od 1 do 4.

a. (10) Iz vsake Skatle potegnemo po en listi¢ in iz dobljenih Stevk sestavimo
dvomestno stevilo, tako da je stevilo iz prve Skatle z enako verjetnostjo prva
stevka kot Stevilo iz druge skatle. Koliksna je verjetnost, da bo tako sestavljeno
stevilo vecje ali enako 307

b. (10) Iz vsake skatle potegnemo po en listi¢ in iz dobljenih Stevk sestavimo
dvomestno stevilo, tako da je stevilo iz prve skatle z dvakrat vecjo verjetnostjo
prva stevka kot sStevilo iz druge skatle. Koliksna je verjetnost, da bo tako
sestavljeno Stevilo vecje ali enako 307

3. (20) V r skatel nakljuéno mecemo kroglice. Meti so med seboj neodvisni, verjetnost
zadetka pa je za vsako skatlo enaka p, kjer p € (0,1). Privzemite, da imate n kroglic.
Naj bo X, stevilo kroglic v skatli k za k=1,2,...,7.

a. (10) Utemeljite, da je
var(X; + Xo) = np (1 — 2p)
in sklepajte, da je
cov(Xy, Xy) = —np?.

Namig: Kaksna je porazdelitev slucajne spremenljivke X1 ¢ Kaj pove slucajna
spremenljivka X1+ Xo in kako je porazdeljena? Za izracun cov(Xy, Xs) uporabi
formulo za izracun variance vsote dveh slucajnih spremenljivk.

b. (10) Izracunajte
V&I(X1+X2—|—"'+XT).

4. (20) Slucajne spremenljivke X, Y in Z naj bodo neodvisne in enako porazdeljene z
X o Geom(p). Izracunati zelimo P(X <Y < Z). Oznacdite ¢ = 1 — p.



a. (10) Pokazite, da je
PX=zY=yZ>y)=PX=x,Y=y9)¢.

b. (10) Izracunajte P(X <Y < Z).
Namig: Utemelji in uporabi naslednjo zvezo:

PX<Y<Z) = Y PX=u1Y=yZ>y)

<y

= > ) PX=2)PY=y)¢.

rz=1 y=z+1

5. (20) V zari je M rde¢ih in N — M belih kroglic. Kroglice za¢nemo izbirati po vrsti
brez vracanja, dokler ne izberemo vseh. Definirajmo

{ 1 cCe je k-ta kroglica rdeca
]k:: .
0 sicer

a. (10) Za n < N definirajte S, = I + - - - + [,,. Izracunajte
E(S|Sn)

zal<m<n<N\.
b. (10) Izracunajte se E(S,|l;).

6. (20) V elektri¢nem brivniku moramo baterije ob¢asno zamenjati. Brivnik za de-
lovanje potrebuje eno baterijo. V povprecju traja baterija 4 tedne s standardnim
odklonom 1 teden. Trajanja posameznih baterij so med sabo neodvisne slucajne
spremenljivke.

a. (10) Izracunajte priblizek verjetnosti, da bo 28 baterij skupaj trajalo ve¢ kot
dve leti. Vzemite, da ima leto 52 tednov.

b. (10) Najmanj koliko baterij potrebujemo, ¢e naj bo verjetnost, da bo zaloga
dovolj za dve leti delovanja brivnika, vsaj 0,957



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
14. junij 2002

1. (20) Nogometna vrocica se vedno traja. Selektor slovenske reprezentance Srecko
Katanec je v Korejo pripeljal 23 igralcev: 3 vratarje, 6 branilcev, 9 veznih igralcev in
5 napadalcev. Odgovorite na spodnja vprasanja, pri ¢emer ni potrebno izracunati
binomskih simbolov.

a. (5) Na koliko nacinov lahko Srecko sestavi prvo enajsterico, v kateri bodo
vratar, trije branilci, Stirje vezni igralci in trije napadalci?

b. (5) Na koliko nacinov lahko Srecko razdeli drese s Stevilkami od 1 do 11 igralcem
prve enajsterice, ¢e mora imeti vratar dres s Stevilko 17

c. (5) Na koliko na¢inov lahko Srecko razdeli drese s Stevilkami od 1 do 11 med
svojih 23 izbrancev?

d. (5) Na koliko nacinov lahko Srec¢ko razdeli drese s Stevilkami od 1 do 11 med
svojih 23 izbrancev, ¢e mora Stevilko 1 dobiti vratar, ostale pa drugi igralci (ki
seveda niso vratarji)?

2. (20) Nogometasi A, B in C med treningom izmeni¢no streljajo na gol. Verjetnost,
da zadene A, je enaka %, verjetnost, za zadene B, je enaka % in verjetnost, da zadene
nogometas C, je enaka % Vsi streli na gol so med seboj neodvisni.

a. (10) V prvi rundi strelja vsak igralec dvakrat. Dolo¢i verjetnost, da sta bila
skupno dosezena vsaj dva gola.

b. (10) V drugi rundi je streljal vsak nogometas enkrat. DoseZena sta bila dva
gola. Doloc¢i pogojno verjetnost, da gola ni zadel nogometas C.

3. (20) Igralci A, B in C igrajo naslednjo igro: v posodi je a belih in b érnih kroglic.
Igralci izbirajo kroglice naklju¢no z vracanjem v vrstnem redu ABCABC ... 14

a. (10) V igri zmaga igralec, ki prvi izvlece belo kroglico. Izrac¢unajte verjetnosti
za zmago za posamezne igralce.

b. (10) Spremenimo pravila igre tako, da vsak, ki izvle¢e ¢rno kroglico, le-to vrne
in doda Se eno ¢rno kroglico. Izracunajte verjetnost, da se bo igra koncala
to¢no po n rundah.

14Problem iz knjige Christian Huygens De Raciociinis in Ludo Aleae, 1657. Christian Huygens (1629-
1695), nizozemski matematik.



4. (20) Celostevilske slucajne spremenljivke Zy, Z1, ... naj imajo rodovne funkcije

Go(s) = s in G1, Gy, . ... Za rodovne funkcije naj velja zveza
S 1
Gri1(s) = 5 (Gul(s) + Ga(0)) + 5 (Guls) = Gols)) -

. (10) Izracunajte porazdelitev spremenljivke Zs.

a
b. (10) Pokazite, da velja
P(Zpiy = 0) =

5. (20) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

YAX[1]2]3
3 [ 1
12—14?0
R
4 Jailolm

a. (10) Dolocite stevilo a tako, da bo E(Y|X = 2) = 3.
b. (10) Doloéite stevila a,b in ¢ tako, da bo E(Y]X) = X + 1.

6. (20) Kovanec mec¢emo 2n-krat. Meti so neodvisni, verjetnost za grb pa je p = 1/2.
Oznacimo stevilo grbov v 2n metih z Sy,.

a. (10) Koliksen mora biti n, da bo veljalo
P(Sy, =n)=0017

Ocenite z uporabo ®(0°0125) = 0°505.

b. (10) Naj bo n = 5000. Koliksna je verjetnost, da se Stevilo grbov in $tevilo
stevilk v 2n = 10000 metih razlikujeta 100 ali manj?

Namig: Koliksno mora biti Stevilo grbov, da se stevilo grbov in stevilo stevilk
razlikujeta 100 ali manj?



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
28. junij 2002

1. (20) Pri zrebanju igre Loto je v bobnu 39 kroglic, na katerih so napisane stevilke od
1 do 39. Denimo, da A. igra Loto tako, da na listi¢u obkrozi 10 stevilk.

a. (5) Na koliko nac¢inov lahko A. zadane sedmico (torej brez dodatne stevilke)?

b. (5) Na koliko nacinov lahko A. zadane sedmico (torej brez dodatne Stevilke)
ali pa dobitek 6+1 (torej 6 pravilnih izmed prve sedmerice izzrebanih Stevilk
in Se dodatno Stevilo)?

c. (10) Denimo, da je A. na tem listi¢u zadel sedmico Ze po rednem delu Zrebanja.
V tem krogu je bila sedmica vredna 686.954.518,00 SIT, Sestica 241.120,00 SIT,
petica 7.224,00 SIT in stirica 760,00 SIT. Koliko zasluzi s tako izpolnjenim
listicem?
2. (20) V bobnu igre Loto so bile v nedeljo dopoldan Se vedno kroglice s §tevilkami od
1 do 39.
a. (10) Koliksna je verjetnost, da bo vseh sedem izzrebanih Stevilk manjsih ali
enakih 207

b. (10) Tik pred Zrebanjem je neznani nepridiprav (o¢itno prevec¢ vneti hazarder)
iz bobna ukradel kroglico, ne da bi to kdorkoli opazil. Kroglico je izbral povsem
naklju¢no. Pri Zrebanju dobitne kombinacije so izzrebali 7 kroglic. Koliksna je
pogojna verjetnost, da je bila ukradena kroglica z liho stevilko, c¢e je bilo vseh
sedem izzrebanih stevilk sodih?

3. (20) Porazdelitev slucajne spremenljivke X je podana s rekurzivno s predpisom:
P(X:k):c-%P(X:k—l)
za dan a > 0 in neko konstanto ¢?

a. () Dolocite konstanto c.
b. (5) Izracunajte E(X).
c. (10) Izrac¢unajte var(X)
4. (20) V procesu razvejanja lahko dopus¢amo, da se v vsako generacijo “vseli” Se

slucajno mnogo pozameznikov. Naj bo Z,, stevilo posameznikov v n-ti generaciji in
oznac¢imo rodovno funkcijo Z, z GG,,. Velja zveza

Gny1(s) = Gu(G(s)) - H(s),

kjer je Go(s) = s, G(s) rodovna funkcija slucajnega Stevila potomcev posameznika,
H(s) pa je rodovna funkcija slu¢ajnega Stevila “priseljencev” v vsaki generaciji.



a. (10) Predpostavite, da je G(s) = (s +1)/2 in H(s) = (s + 1)/2. Izracunajte
b. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je E(Z,) =1 za vsak n > 1.
Namig: Odvajanje rodovnih funkcij.

5. (20) Iz mnozice U = {1,2,...,n} nakljuéno in neodvisno z vracanjem izberemo
podmnozici A in B. Vsaka od 2" moznih podmnozic bo izbrana z verjetnostjo 27".
Naj bo X =card(AN B) in Y = card(A U B). Velja

roc=n= ()G rr=n= (1)

n

za 0 <k <[ <n.

a. (10) Pokazite, da je
I\ 1k 2\ i-k
P(X=KY =1)= (k) 3G

b. (10) Izra¢unajte E(X|Y).

6. (20) Predlagana je naslednja igra na sreco: nasprotnika A in B bosta vsak zase
vrgla posten kovanec 1000-krat. Naj bo X stevilo grbov igralca A in Y stevilo
grbov igralca B. Ce je | X — Y| < 15, zmaga A, sicer zmaga B.

a. (10) Pri metu dveh kovancev so 4 mozmni izidi: GG, GS, SG, SS. Vsak izid ima
verjetnost 1/4. Razlika X —Y je kot vsota 1000 sluc¢ajnih stevil, ki jih dobimo
z naklju¢nim izbiranjem z vracanjem iz skatle

|[-1] [o] [o] [1]]

Utemeljite zakaj!

b. (10) Izra¢unajte verjetnost, da zmaga igralec A.



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
30. avgust 2002

1. (20) Med 2N sportniki je N moskih in N Zensk.

a. (10) Sportnike moramo razdeliti na N skupin po 2 tako, da je v vsaki skupini
en moski in ena Zenska. Na koliko nacinov lahko to naredimo?

b. (10) Za naslednje tekmovanje moramo 2N Sportnikov spet razdeliti na N sku-
pin po 2, le da zdaj spol ni pomemben. V skupini sta lahko Sportnika istega
spola. Na koliko nacinov lahko to naredimo?

Namig: Izbirajte pare po vrsti. Preverite rezultat za N = 2.

2. (20) Crke A,A A A A B,B,K,D,R,R nakljuéno permutiramo, tako da je vsak vrstni
red enako verjeten. Oznac¢imo

B = {prva ¢rka v slucajni permutaciji je A}
in
C' = {slucajna permutacija ¢rk ni ABRAKADABRA}.
a. (10) Izrac¢unajte P(C°).
b. (10) Izra¢unajte pogojno verjetnost P(C|B).
Namig: P(BNC) = P(B)— P(BNC").
3. (20) Na klopi sedi 8 Sestosolcev, 7 sedmosolcev in 9 osmosolcev. Naklju¢no izberemo

odbojkarsko ekipo Sestih ucencev. Naj X oznacuje stevilo sedmo- in osmosolcev v
ekipi.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da sta v ekipi 2 SestoSolca, dva sedmoSolca in 2
osmosolca.
b. (10) Izrac¢unajte F(X).

4. (20) Slucajne spremenljivke Zy, Z1, ... naj imajo rodovne funkcije Gy, Gy, . ... Naj
bo Gy(s) = s in naj za n > 0 velja

(54 1+ 2) (Gals) = Ga(0)) + 5 Ga(0) (5 +2).

W

Ghrai(s) =

a. (10) Poiscite porazdelitev spremenljivke Z.



b. (10) Pokazite, da velja

in izracunajte E(Z3).

Namig: Odvajajte zvezo med G, in G, 11 po s.

5. (20) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana z

k+1\ 1 —k—1\ (—1)!

za k,l=0,1,2,....

a. (10) Izrac¢unajte P(X = k) za k=0,1,2,....
Namig: Upostevajte

S () o

=0

b. (10) Izrac¢unajte E(Y|X).

Namig: Kot znano upostevagte, da je za |z| < 1
— [—k—1
}:z< z )(ﬂmu4k+nﬂ1—@%ﬂm.
1=0

6. (20) Iz skatle ’ 0] [a] ‘ nakljucno izberemo n listkov z vracanjem. Oznacimo
stevila na listkih z X3, X5,... innaj bo S, = X1 + Xo +--- + X,,.

a. (10) Naj bo a = 1. Izrac¢unajte P(—200 < S,, < 200) za n = 133415.
b. (10) Naj bo n = 10000 in naj velja

P(—418 < Sigooo < 418) = 0799.

Izracunajte a.



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
17. september 2002

1. (20) Moz zeli Zeni ob obletnici kupiti posebej pripravljeno bonbonjero petdesetih
¢okoladnih bonbonov. Izbira lahko med orehovimi, lesnikovimi in mandljevimi bon-
boni.

a. (10) Na koliko razli¢nih nacinov lahko prodajalka pripravi bonbonjero?

b. (10) Recimo, da si moz zeli, da bi bilo v bonbonjeri vsaj po 10 bonbonov vsake
vrste. Na koliko nac¢inov mu prodajalka lahko sedaj sestavi darilo?

2. (20) Na mizi imamo dve posodi. V prvi posodi je 5 belih, 2 rumeni in 3 ¢rne kroglic,
v drugi posodi pa 8 belih, ena rumena in ena ¢rna kroglica. Vrzemo posteno igralno
kocko. Ce na kocki pade 1 ali 2, seZemo v prvo posodo in na slepo izvle¢emo kroglico,
sicer sezemo v drugo posodo in izvlecemo kroglico.

a. (10) Izracunaj verjetnost, da je izvlecena kroglica bela.
b. (10) Izrac¢unaj pogojno verjetnost, da je na kocki padla enica, pri pogoju, da

smo izvlekli belo kroglico.

3. (20) V posodi je b belih, r rdeéih in ¢ ¢érnih kroglic. Dva igralca izmeni¢no izbirata
kroglico, ki jo nato vrneta v posodo. Zmaga tisti, ki prvi potegne kroglico, ki ni
¢rne barve. Z X oznacimo Stevilo potegov do zmage kateregakoli igralca.

a. (10) Navedite £(X) in var(X).

b. (10) Izrac¢unajte verjetnost, da zmaga prvi igralec na potezi.

4. (20) V procesu razvejanja lahko dopuscamo, da se v vsako generacijo “vseli” Se
slu¢ajno mnogo pozameznikov. Naj bo Z,, stevilo posameznikov v n-ti generaciji in
oznac¢imo rodovno funkcijo Z,, z G,,. Velja zveza

Gny1(s) = Gu(G(s)) - H(s),

kjer je Go(s) = s, G(s) rodovna funkcija slu¢ajnega Stevila potomcev posameznika,
H(s) pa je rodovna funkcija slucajnega Stevila “priseljencev” v vsaki generaciji.

a. (10) Predpostavite, da je G(s) = (s +1)/2 in H(s) = (s + 1)/2. Izracunajte
b. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je E(Z,) =1 za vsak n > 1.
Namig: Odvajanje rodovnih funkcij.



5. (20) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana z

k+1 akt!
l (CL"— b+ 1)k+l+1

mxzhyzw:<

zadanaa >0in b >0 ter k, 1 =0,1,2,....

a. (10) Izrac¢unajte P(X = 0). Ali sta slu¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni?
b. (10) Izracunajte E(Y|X = 0).

6. (20) Zavarovalnica izda 240.000 polic obveznega avtomobilskega zavarovanja. Pre-
mija je enaka £252. Povprecje dejansko izplacanih zahtevkov v preteklem letu je
bilo £1240, standardni odklon dejansko izplac¢anih zahtevkov pa je bil £1830.

a. (10) Matematik, ki ra¢una tveganja, najprej privzame, da bo zahtevkov 20%,
torej 48.000. Zahtevki so med seboj neodvisne, enako porazdeljene slucajne
spremenljivke s povprecjem £1240 in standardnim odklonom £1830. Ocenite
verjetnost, da zbrane premije ne bodo dovolj za izplacilo vseh zahtevkov.

b. (10) Matematik v zavarovalnici se zaveda, da ne more predvideti to¢nega Stevila
zahtevkov, ki jih bo zavarovalnica morala izplacati v naslednjem letu. Zato
spremeni svojo Skatlo tako, da vanjo doda listke z ni¢lami in sicer stirikrat
toliko, kolikor je bilo prvotno listkov. Povprecje skatle se tako spremeni na 248
£, standardni odklon pa na 956 £. V tem primeru je potrebno rac¢unati, kot
da listice izbiramo 240.000-krat. Ocenite zdaj verjetnost, da zbrane premije ne
bodo dovolj za izplacilo vseh zahtevkov.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
5. februar 2003

1. (20) Na sahovsko plosco, ki obsega 8 x 8 polj, mora vsak igralec postaviti 16 figur
(in sicer po osem enakih kmetov, dva enaka skakaca, dva lovca, dve trdnjavi ter po
eno damo in kralja). Enakih figur ne razlikujemo med sabo.

a. (5) Na koliko nac¢inov lahko nevednez postavi teh 16 figur v prvi dve vrsti
sahovnice?

b. (5) Na koliko nac¢inov lahko zgoraj omenjeni postavi 16 figur v dve dani vrsti
na Sahovnici (torej, da sta postavitvi figur v vrstah enaki), pri ¢emer enacimo
damo s kraljem?

c. (5) Na koliko na¢inov je mo¢ teh 16 figur poljubno postaviti na Sahovnico?

d. (5) Na koliko nac¢inov je mogoce 8 kmetov tako postaviti na Sahovnico, da je v
vsaki vrstici in v vsakem stolpcu po en kmet?

2. (20) V prvi posodi se nahajo tri bele, $tiri modre in pet ¢rnih kroglic, v drugi pa
Sest belih, deset modrih in osem ¢rnih kroglic.

a. (10) Za katero posodo je verjetnost, da potegnemo dve enaki kroglici, vecja?

b. (10) Iz druge posode na slepo prestavimo neko kroglico v prvo posodo. Nato
iz prve posode naklju¢no izvlecemo kroglico ter opazimo, da je ¢rne barve.
Koliksna je verjetnost, da je bila tudi prestavljena kroglica ¢rne barve?

3. (20) V posodi naj bosta ¢rna kroglica in kroglica z oznako 1. Na vsakem koraku iz
posode naklju¢no izberemo kroglico. Ce ima izbrana kroglica oznako k, jo vrnemo
in dodamo $e eno kroglico z oznako k. Ce je kroglica ¢érna, jo vrnemo v posodo
in dodamo kroglico z oznako n + 1, kjer je n najvecja oznaka do tik pred izbira-
njem. Primer: Prvih nekaj korakov lahko izgleda kot ’ e O ‘ — ’ ® © © ‘ —
’.@@@‘—>’.®®®®‘—>’.®®®@®‘—>’.@®@@®
_> .« ..

a. (10) Naj bo N stevilo izbiranj, dokler ne izberemo ¢rne kroglice. Izrac¢unajte
P(N=k)zak=1,2,....

b. (10) Naj bo X Stevilo razli¢no oznacenih kroglic takrat, ko je po (n — 1)-em
izbiranju v posodi vkljuéno s ¢érno natanko n 4 1 kroglic. Crne kroglice ne
Stejemo. Izracunajte

P(pri k-tem izbiranju smo izbrali ¢rno kroglico)

zak=1,2,...,n—1in potem F(X).
Namig: Indikatoryi.



4. (20) Naj bodo X, Y in Z med sabo neodvisne slu¢ajne spremenljivke, porazdeljene
geometrijsko: X oc Geom(1/2), Y o« Geom(1/3) in Z o< Geom(1/4).
a. (10) Izrac¢unajte rodovno funkcijo vsote W = X +Y + Z.
b. (10) Pokazite, da je
53 453 9s3

Gw(s) = 4(1—15/2) 3(1—2s/3) * 8(1 — 3s/4)

in dokazite, da je za k = 0,1, ...

R OIOROIONPION

Namig: Za |z| <1 je

o

1
1—xzzxk'

k=0

5. (20) Naj bo n > 1 dano naravno Stevilo. Slucajni spremenljivki X in Y imata
porazdelitev dano z

PX=kY=0)=——

zal<k<ninl<n-—%kin

a. (10) Izrac¢unajte E(Y|X = k) za k < n.
b. (10) Izrac¢unajte se E(Y|X =n) in E(Y).

6. (10) Carovnik ima dve $katli: prvo s povprecjem 1 in standardnim odklonom 10,
drugo pa s povprecjem -1 in standardnim odklonom 10. Ponuja nam naslednjo igro
na sreco: naskrivaj bo izbral eno izmed skatel, vsako z verjetnostjo 1/2. Nato bo iz
izbrane gkatle izbral n = 100 listkov s ponavljanjem in nam povedal vsoto. Ce prav
uganemo, katero Skatlo je izbral, dobimo nagrado. Odloc¢imo se, da bomo uganjevali
na naslednji nacin: Ce je vsota pozitivna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem 1, ce
pa bo vsota negativna, bomo “uganili” skatlo s povprecjem -1.

a. (10) Recimo, da Carovnik izbere $katlo s povprecdjem 1, vendar vam tega ne
pove. Koliksna priblizno je verjetnost, da boste prav uganili na podlagi vsote
stevil na 100 naklju¢no izbranih listicih.

b. (10) Recimo spet, da je ¢arovnik izbral skatlo s povprecjem 1. Kolikokrat bi
moral izbirati listice in nam povedati vsoto, da bi uganili prav z verjetnostjo
priblizno 0°997
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1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
4. december 2000

1. (25) Majda je odsla s svojimi tremi otroci Matejem, Matjazem in Matevzem v
trgovino z igracami. Za vsako igraco imajo v trgovini neomejeno zalogo. Otroci so
ugotovili, da jim je vSec le 8 razli¢nih vrst igrac, vendar je imela Majda denar le za
D igrac.

a. (10) Na koliko nac¢inov bi lahko Majda kupila 5 igra¢, ¢e bi izbirala le med
osmimi vrstami, ki so otrokom bile vsec¢?

b. (15) Matej doma predlaga, da bi kupili 5 razli¢nih igra¢ in to Majda naslednjega
dne tudi stori. Na koliko nacinov lahko teh pet kupljenih igra¢ doma razdeli
Mateju, Matjazu in Matevzu, ¢e mora vsak od njih dobiti vsaj eno?

2. (25) V gledalis¢u je n sedezev. Na blagajni so prodali n oSteviléenih kart. Ljudje so
po vrsti dobili karte za sedeze 1,2,...,n in prihajajo v gledalis¢e po tem vrstnem
redu. Gost 1 izbere sedez naklju¢no med n sedezi. Ostali gosti se vsedejo na svoj
sedez, Ce je ta prost, sicer pa naklju¢no izbirajo med preostalimi sedezi.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da bo sedez gosta 3, ko le-ta pride v dvorano, Se
nezaseden?

b. (15) Recimo, da je n = 100. Koliksna je pogojna verjetnost, da bo sedez gosta
50 Se prost, ko le-ta stopi v dvorano, pri pogoju, da je po prihodu gostov
1,2,...,49 med sedezi 1,2, ...,49 zasedeno 30 sedezev?

3. (25) Janez posilja Katarini kodirana sporocilca v obliki ¢rt in pik. Na poti se
spremeni v ¢rtico % oddanih pik in se spremeni v piko % oddanih ¢rt. V zadnjem
sporocilu je Janez oddal 62°5% pik.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da je prvi znak v prejetem sporocilu ¢érta?

b. (15) Katarina je kot prvi znak prejela piko. Koliksna je verjetnost, da je Janez
piko tudi oddal?

4. (25) Carovnik iz deZele matemati¢nih ¢udes ima rad kocke. V njegovi zbirki so le
¢udne kocke s p > 3 ploskvami, kjer je p vedno prastevilo. Ko ¢arovnik tako kocko
vrze, se z enako verjetnostjo pojavi katerakoli stevilka.

a. (10) Carovnik izbere kocko s p = 11 in jo vrze. Naj bo A dogodek, da je $tevilo
pik deljivo z 2 in B dogodek, da je stevilo deljivo s 3. Ali sta dogodka A in B
neodvisna?

b. (15) Carovnik izbere nek p in vrze pripadajo¢o kocko. Pokazite, da je v primeru,
ko sta poljubna dogodka A in B neodvisna, vsaj eden od dogodkov ali ) ali €.



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
8. januar 2001

1. (25) Dva zdolgocasena statistika neodvisno meceta vsak svojo kocko, dokler se njuna
izida ne sestejeta v 6. Oznacite stevilo metov, vklju¢no z zadnjim, z X.

a. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X in jo poimenujte.

b. (15) Izracunajte verjetnost, da bosta statistika dobila vsoto 6 po sodem Stevilu
metov.

2. (25) Na krozni poti so Stirje semaforji. Vsak semafor je zaprt z verjetnostjo %

neodvisno od ostalih semaforjev. Avtomobilist se bo peljal enkrat okrog krozne
poti. Z X oznacimo Stevilo zaprtih semaforjev po poti.

a. (10) Izracunajte P(X < 3).
b. (10) Avtomobilist se bo peljal m rund. Naj bo Y stevilo zaprtih semaforjev v

m rundah. Izrac¢unajte E(Y).

3. (25) Igrate naslednji igri na srefo: (i) medete kovanec n-krat (n > 2). Ce dobite
dva enaka izida zapored, vam izplacajo $1. Predpostavite, da so meti med seboj
neodvisni in je P(G) = 1/2. Naj X oznacuje skupni dobi¢ek v n igrah. (ii) mecete
kovanec n-krat. Ce dobite razli¢na izida zapored, vam izplacajo $1. Oznacite z Y
celotno izplacilo po n igrah. Meti so spet neodvisni in je P(G) = 1/2.

a. (15) Izracunajte F(X).
b. (10) Izracunajte se E(Y).

4. (25) Porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X,Y’) je podana s tabelo:

Y=-1Y=0|Y=1
X=-1|02 01 0°05
X=0 |0 012 008
X=1 (001 003 006
X=2 |01 005 |02

. (15) Dolo¢i porazdelitev slucajne spremenljivke X in E(X).

a
b. (10) Ali sta X in Y neodvisni slu¢ajni spremenljivki?



3. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
27. marec 2001

1. (25) Na podstresju se je naenkrat znaslo deset misi: sedem sivih in tri rjave. Urni
macek Tom uspe vsako uro uloviti eno mis. Naj bo slucajna spremenljivka X Stevilo
sivih misi na podstresju po treh urah, Y pa Stevilo rjavih misi po treh urah.

a. (10) Ali sta slu¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni? Odgovor utemelji!
b. (15) Izracunaj upanje E(2).

2. (25) Neposten kovanec, kjer je verjetnost, da vrzemo grb, enaka %, vrzemo 42-krat
zapored.

a. (15) Zai=1,2,...,41 definirajmo

I 1, Ce stai-tiin (¢ 4 1)-ti met enaka
* 1 0, sicer
Izrac¢unaj var(/;) in cov(/l;, I;) za razlicna indeksa 1, j.
b. (10) Za vsaka enaka zaporedna izida si napiSsemo tocko. Naj bo X stevilo tock

po dvainstiridesetih metih. Izra¢unaj F(X) in var(X).

3. (25) Naj za neke slu¢ajne spremenljivke X7, Xs, ..., X, in za slucajno spremenljivko

Z velja
E(Xi|Z) = E(X;|2)

za vsak par 7, J.

a. (10) Pokazite, da v primeru, ko je X; + --- + X,, = g(Z) za neko funkcijo ¢,

velja
A
E(Xi|Z) = 9(Z)
n
za vsak 1.
b. (15) Naj bodo X1, X5, ..., X, med sabo neodvisne, enako porazdeljene sluc¢ajne

spremenljivke. Pokazite, da je

ZQ
E(X?+(n—1)X,X,|2) = —.

kjer je Z = X1+ Xo +-- -+ X,,.
Namig: Kajje Y | X?+237" . XiX;? Prepricajte se 3e, da je E(X;X;|Z) =
E(X1X5|Z) za vse i # j.



4. (25) V valeski pravljici “The Tale of Peredur ap Efrawg” obstaja ¢udezna ¢reda
belih in ¢rnih ovac. Vsako minuto bleja ovca, ki jo izbremo naklju¢no ne glede na
barvo in ne glede na prejsnje izbire izmed vseh N ovac. Ce je bela, se ena od érnih
ovac spremeni v belo, ¢e pa je ¢rna, se ena od belih ovac spremeni v ¢rno. Ce so
vse ovce bele ali vse ¢rne, se ne zgodi nic.

a. (10) Oznacite z X}, Stevilo belih ovac po k minutah, kjer je £ = 0,1,2,..... Za
vsak 0 < n < N izracunajte

P(Xk+1 = l|Xk = n)

za vse mozne |[.

b. (15) Pokazite, dajezal <n < N —1

2n
E(Xk+1|Xk :n) =n — 1+F



4. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
24. maj 2001

1. (30) Na kvadratu s stranico a = 1 naklju¢no izberemo tocko. Oznac¢imo z X in Y
koordinati izbrane tocke in definirajmo Z = | X — Y.

@

z

Sl. 1 Mnozica tock, za katere je |z — y| < z.

a. (15) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke Z.
Namig: MnoZica tock na kvadratu, za katere je |x —y| < z za nek z € (0,1) je
take oblike kot osencena mnoZica na sliki 1.

b. (15) Najdite E(Z), var(Z) in tak z, da bo P(Z < z) = P(Z > z).

2. (30) Za k =0,1,... ter nenegativni Stevili @ in b naj bodo dane vrednosti
_at!

a. (15) Dolo¢i zvezo med Steviloma a in b, da bodo Stevila py predstavljala ver-
jetnosti P(X = k) neke slucajne spremenljivke X. Izrazi verjetnosti py le s
parametrom a.

b. (15) Dolo¢ rodovno funkcijo Gx(s) te slu¢ajne spremenljivke, upanje £(X) in
varianco var(X).

3. (25) Naj bo dan proces razvejanja Zy, Z1, ... z rodovno funkcijo

a. (15) Izracunajte verjetnost, da bo Ze 3. generacija brez predstavnikov?



b. (10) Pokazite, da ta rodbina izumre z verjetnostjo n = 3’2\/5.

4. (25) Ponujena vam je naslednja igra na sreco: iz Skatle, v kateri je veliko Stevilo
listkov s $tevili, lahko nakljuéno izberete 1000 listkov z vracanjem. Ce je vsota
izbranih $tevil med vkljuéno a in a + 100, dobite stavo, sicer jo izgubite. Stevilo a
si lahko Se izberete. O skatli veste le to, da je povprecje 0'1 in standardni odklon

1°5811.
a. (15) Koliksna je priblizno verjetnost, da boste stavo dobili, ¢e si izberete a = 07
Stavo torej dobite, ¢e je vsota med 0 in 100.

b. (10) Katera izbira za a je za vas najugodnejSa? Utemeljite in izracunajte
verjetnost za dobitek za izbrani a.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
27. marec 2001

1. (20) Na lokalno tekmovanje psov so vas¢ani prijavili 13 Stirinozcev. Med njimi je 7
nemskih ovcarjev, trije labradorci, dva jazbecarja in en boksar.

a. (6) Na koliko nac¢inov lahko lastniki postavijo vse pse v vrsto pred sodnike, ce
morajo posamezne pasme psov stati skupaj?

b. (6) Na koliko nacinov se lahko psi postavijo v vrsto, ¢e ne smeta nobena dva
nemska ovcarja stati skupaj?

c. (8) Na koliko nacinov se lahko psi postavijo v krog okoli sodnikov, ¢e ne smeta
nobena psa, ki nista nemska ovcarja, stati skupaj?

2. (20) Dvema igralé¢ema z dobro premesanega kupa kart razdelimo po 5 kart. Igralca
si najbolj zelita poker iz asov, torej vse stiri ase med petimi razdeljenimi kartami.
Vsak igralec lahko vrne eno od kart in zahteva Se eno iz preostalega kupa 42 kart.

a. (10) Pokazite, da za poljubne dogodke velja

P(A|B) = P(A|BNC) P(C|B) + P(A|BNC°) P(C*|B).

b. (10) Recimo, da ima prvi igralec v roki natanko 3 ase in dve drugi karti.
Koliksna je njegova pogojna verjetnost, da bo s Sesto karto dobil asa?

3. (20) V posodi je b belih, 7 rde¢ih in m modrih kroglic. Dva igralca izmeni¢no izbirata
kroglico, ki jo nato vrneta v posodo. Zmaga tisti, ki prvi potegne belo kroglico. Z
X oznacimo Stevilo potegov do zmage kateregakoli igralca.

a. (10) Navedite E(X) in var(X).

b. (10) Izrac¢unajte verjetnost, da zmaga prvi igralec na potezi.

4. (20) Bera¢ na vogalu Beraske ulice beraci vsak dan. Na dan pride mimo slu¢ajno
stevilo N mimoidocih, kjer je N Poissonova sluc¢ajna spremenljivka s parametrom .
Vsak mimoidoc¢i da berac¢u nov¢ic¢ z verjetnostjo p, neodvisno od ostalih mimoidocih
in njihovega Stevila. Oznacimo z I slu¢ajno spremenljivko, ki ima vrednost 1, Ce
k-ti mimoidoc¢i berac¢u da nov¢ic, sicer pa je 0. Vemo, da je

X=hL+L+- - +1y,
kjer je X celotno stevilo nov¢icev, ki jih bo zbral berac.

a. (10) Kaksna je porazdelitev X?



b. (10) Recimo, da je neki drug dan N o< Geom(p), vsak mimoido¢i pa da bera¢u
tudi sluc¢ajno vsoto, ki je porazdeljena geometrijsko s parametrom p. Kaksna
je zdaj porazdelitev X7

5. (20) V valeski pravljici “The Tale of Peredur ap Efrawg” obstaja ¢udezna ¢reda
belih in ¢rnih ovac. Vsako minuto bleja ovca, ki jo izbremo naklju¢no ne glede na
barvo in ne glede na prejsnje izbire izmed vseh N ovac. Ce je bela, se ena od ¢rnih
ovac spremeni v belo, ¢e pa je ¢rna, se ena od belih ovac spremeni v ¢rno. Ce so
vse ovce bele ali vse ¢rne, se ne zgodi nic.

a. (10) Oznacite z X}, Stevilo belih ovac po k minutah, kjer je k = 0,1,2,.... Za
vsak 0 < n < N izracunajte

P(Xk-i—l = Z|Xk = n)

za vse mozne /.

b. (10) Pokazite, dajezal <n < N —1

2n
E(Xk+1|Xk :n) =n — 1+F

6. (20) Naj bo Cy = 1 cena delnice v trenutku n = 0. Na vsakem koraku se cena
delnice spremeni tako, da se pomnozi s slucajnim faktorjem X,, torej je C,11 =
X, - Cy, kjer so spremenljivke X,, za n = 1,2,... med seboj neodvisne in velja
P(X,=099)=P(X,=101)=1/2.

a. (10) Naj bo Y,, = log(X,,). Izracunajte E(Y,,) in var(Y,).

b. (10) Izracunajte priblizno verjetnost, da bo po n = 1000 korakih cena delnice
vecja kot na zacetku.

Namig: Z logaritmiranjem produkti preidejo v vsote.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
26. junij 2001

1. (20) Oce zeli sincku za darilo kupiti 6 avtomobil¢kov. Vsi avtomobilcki so enakega
tipa, razlikujejo se le po barvi.

a. (10) Recimo, da lahko oce izbira med rde¢imi, belimi in rumenimi avtomobilcki.
Na koliko razli¢nih nacinov lahko sestavi darilo iz 6 avtomobilckov, c¢e je na
razpolago poljubno mnogo avtomobilckov vsake barve?

b. (10) Na koliko nacinov lahko oce obdari sina, ¢e je na razpolago le 5 rdecih,
avtomobilckov, ostalih dveh barv pa je na razpolago poljubno mnogo?

2. (20) V modri skatli je 9 listkov oznadenih s Stevilkami od 1 do 9, v rde¢i skatli pa 5
listkov, oznacenih s stevili od 1 do 5.

a. (10) Iz vsake skatle potegnemo po en listi¢ in iz dobljenih Stevk sestavimo
dvomestno stevilo, tako da je stevilo iz prve Skatle z enako verjetnostjo prva
stevka kot Stevilo iz druge skatle. Koliksna je verjetnost, da bo tako sestavljeno
stevilo vecje ali enako 507

b. (10) Na slepo izberemo $katlo in iz nje potegnemo listek s sodo Stevilko. Doloci
verjetnost, da smo listek potegnili iz modre skatle.

3. (20) Igralci A, B in C igrajo naslednjo igro: v posodi je a belih in b ¢rnih kroglic.
Igralci izbirajo kroglice nakljuéno z vrac¢anjem v vrstnem redu ABCABC ... '
Zmaga tisti igralec, ki prvi izbere belo kroglico.

a. (10) Recimo, da je se za¢ne nova “runda” vsakic, ko izbira A. Naj bo Y stevilo
rund, ki jih bodo igrali igralci, dokler nekdo od njih ne zmaga. Primer: ce
je bilo ABCABCAB in je B prvi potegnil belo kroglico, je zmagal B v tretji
rundi. Opisite porazdelitev Y.

Namig: (1—q)(1+q+¢*) =1-¢.

b. (10) Izra¢unajte verjetnosti za zmago za posamezne igralce.

4. (20) Bera¢ na vogalu Beraske ulice beraci vsak dan. Na dan pride mimo slu¢ajno
stevilo N mimoidocih, kjer je N Poissonova slu¢ajna spremenljivka s parametrom .
Vsak mimoidoci da berac¢u nov¢i¢ z verjetnostjo p, neodvisno od ostalih mimoidocih
in njihovega stevila. Oznacimo z [j slucajno spremenljivko, ki ima vrednost 1, ¢e
k-ti mimoidoci berac¢u da nov¢ic, sicer pa je 0. Vemo, da je

X=h+L+ - +In,

15Problem iz knjige Christian Huygens De Raciociinis in Ludo Aleae, 1657. Christian Huygens (1629-
1695), nizozemski matematik.



kjer je X celotno stevilo novcicev, ki jih bo zbral berac.

a. (10) Kaksna je porazdelitev X?

b. (10) Recimo, da je neki drug dan N o« Geom(p), vsak mimoido¢i pa da berac¢u
tudi sluc¢ajno vsoto, ki je porazdeljena geometrijsko s parametrom p. Kaksna
je zdaj porazdelitev X7

. (20) V posodi je r rdecih, s belih in ¢ zelenih kroglic.

a. (10) Iz posode izberemo n kroglic brez vracanja, torej mora biti n < r + s+ t.
Naj bo X stevilo rdec¢ih kroglic med n izbranimi, Y Stevilo belih in Z Stevilo
zelenih. Izracunajte E(X|Y).

b. (10) Izberimo zdaj n kroglic z vracanjem in definirajmo slu¢ajne spremenljvke
X, Y in Z podobno kot v a. Izracunajte F(X|Y).

. (20) Znani angleski statistik M. G. Kendall v svojem obseznem ¢lanku The Random
Character of Stock Market Prices pravi:

dnevno zaporedje cen delnic zgleda “blodece”, kot da bi nek skrat
vsak dan nakljucno izbral stevilo iz velike skatle, ki ima povprecje 0 in
nek standardni odklon, in to izbrano Stevilo pristel ceni delnice prejSnega
dne.

Predpostavite, da je povprecje skatle res 0, standardni odklon pa 1. Razlika cene
delnice na zacetku leta in na koncu leta je tako enaka vsoti 365 naklju¢no izbranih
stevil iz te Skatle.

a. (10) Recimo, da je bila cena delnice na zacetku leta enaka 150 (v ustreznih
enotah). Koliksna je priblizno verjetnost, da bo na koncu vredna 160 ali vec¢?

b. (10) Nekdo vam ponuja naslednjo stavo: ¢e bo cena delnice na koncu leta 110
ali vec, ti placam 20 enot, ¢e ne pa ti meni placas 5 enot. Na zacetku leta je
vrednost delnice 100. Kaj menite o tej stavi?

Namig: Koliksen je vas pricakovan dobicek?



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
12. julij 2001

1. (20) Oc¢ka odpelje ob koncu Solskega leta malega Mihca v slaséicarno, kjer imajo 12
razli¢nih okusov sladoleda. “Super kupa” je sestavljena iz Sestih (ne nujno razli¢nih)
kepic sladoleda po lastnem izboru.

a. (10) Koliko razliénih “Super kup” nudijo v slas¢icarni?
b. (10) Mihec hoc¢e imeti “Super kupo” iz Sestih razli¢nih kepic sladoleda, vendar

pa nima rad vanilijevega sladoleda, ki ga nudijo. Na koliko na¢inov mu lahko
ustrezejo?

2. (20) Na mizi imamo modro in rdeco posodo. V modri posodi je 9 belih in 6 ¢rnih
kroglic, v rde¢i posodi pa 11 belih in 4 érne kroglice. VrZemo posteno kocko. Ce
pade 1 ali 6, sezemo v modro posodo in na slepo izvlecemo eno kroglico, sicer sezemo
v rdeco posodo in izvle¢emo kroglico.

a. (10) Izracunaj verjetnost, da je izvlecena kroglica bela.
b. (10) Izracunaj verjetnost, da je na kocki padla 6, pri pogoju, da smo izvlekli

belo kroglico.

3. (20) V skatli je m + n listkov osteviléenih z 1,2,...,m + n. Iz Skatle naklju¢no
izberemo n listkov brez vracanja. Z X oznacimo Stevilo listkov med izbranimi, na
katerih je stevilo, ki je vecje od vseh m stevil, ki so ostala v skatli.

a. (10) Oznacite z M najvecje stevilo, ki je ostalo v Skatli. Izra¢unajte P(M = k)
zak=m,m+2,....,n+m.
b. (10) Opisite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.

4. (25) Naj bo Zy, Z1,... proces razvejanja. Slucajno Stevilo Y potomcev vsakega
posameznika naj ima porazdelitev

P(Y = k) =2+
zak=0,1,....

a. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je rodovna funkcija G, (s) spremen-

ljivke Z,, enaka
n—(n—1)s
Gn(s) = ———.
(5) n+1-mns
b. (10) Izrac¢unajte E(Y') in P(Z, = 0) in izra¢unajte P(proces izumre). Kako se
to ujema s teorijo?



5. (20) Naj bodo I, I5,... med sabo neodvisni in enako porazdeljeni indikatorji s
P(I; =1)=pzavse j > 1. Naj bo N od njih neodvisna nenegativna celostevilska
slucajna spremenljivka in definirajmo

Naj bo N o Po(\).

a. (10) Izra¢unajte E(X?|N).
b. (10) Izra¢unajte E(N|X).

6. (20) Na spodnji sliki sta histograma za porazdelitvi vsot 25 neodvisnih izbiranj iz
ene od naslednjih dveh skatel:

(@ [[o] [1] [2]]
(ii) | [0] 4] |

Histograma za vsoti
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Sl. Histograma za vsote neodvisnih izbiranj iz skatel (i) ali (ii).

a. (10) Kateri od zgornjih dveh histogramov pripada skatli (i) in kateri skatli (ii)?
Utemeljite odgovor.

b. (10) Izrac¢unajte priblizno verjetnost, da bo vsota 25 izbiranj iz skatle (ii) vecja
ali enaka 40.



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
28. avgust 2001

1. (20) Na mizi lezijo tri kroglice in tri plos¢ice. Kroglice so oSteviléene s ciframi 1,3
in 5, plosc¢ice pa z 2,4 in 6. Vseh 6 elementov postavimo v raven niz. Kroglice in
ploscice so ostevil¢ene in jih lo¢imo med sabo!

a. (5) Na koliko nacinov lahko to storimo, ¢e morajo vse kroglice stati skupaj?
b. (5) Koliko je razli¢nih nizov, ki se zacno in koncajo s ploséico?
c. (5) Iz danih Sestih elementov lahko sestavimo ve¢ Stirimestnih Stevil. Koliko

tako dobljenih stevil je vec¢jih od stevila 40007

d. (5) Koliko stirimestnih Stevil ima enice in desetice zapisane na ploscicah?

2. (20) V zgornjem predalu Borutove omare se nahajo tri bele, $tiri modre in pet ¢rnih
nogavic, v spodnjem pa Sest belih, deset modrih in osem ¢rnih nogavic.

a. (10) Zjutraj Se v temi mora Borut iz poljubnega predala izvle¢i dve nogavici.
Seveda upa, da bosta enake barve. Kateri predal si bo izbral? Odgovor ute-
melji.

b. (10) Nekdo je Borutu prejs$nji vecer prestavil iz zgornjega v spodnji predal eno
nogavico. Borut zjutraj potegne iz spodnjega predala ¢rno nogavico. Koliksna
je verjetnost, da je bila tudi prestavljena nogavica ¢rna?

3. (20) Na zacetku imamo m postenih kock. Kocke vrzemo. Tiste, na katerih je Sestica,
pustimo, ostale poberemo in jih vrzemo Se enkrat. Spet pustimo tiste, na katerih
je Sestica, ostale poberemo in spet vrzemo. Kocke mecemo, dokler vse ne kazejo
Sestico. Oznacimo Stevilo potrebnih metov kocke z .

a. (10) Naj bodo Ny, N, ..., N,, med sabo neodvisne slu¢ajne spremenljivke z
N; < Geom(p). Izracunajte

P(max(Ny,...,N,) <n)
zan=1,2,.....

b. (10) Izra¢unajte P(N =n)zan=1,2,....
Namig: Naj bo N; stevilo metov, dokler se na kocki i ne pojavi Sestica. Upo-

rabite a.
4. (20) Naj bodo Xj, Xs, ... med sabo neodvisne slu¢ajne spremenljivke z enako po-
razdelitvijo. Naj bo N celostevilska in neodvisna od Xi, Xs,.... Na predavanjih

smo dokazali, da je rodovna funkcija spremenljivke Y = X; + X5 + -+ - + X enaka

Gy (s) = Gn(Gx,(5)) -



a. (10) Naj bo Y o Geom(f) za neki 6 € (0,1) in naj bo tudi N o< Geom(p), pri
¢emer je p > . Pokazite, da je

Os
G =
x(s) 0s +p—ps
b. (10) Pokazite Se, da je za k =1,2,. ..
O(p—0 k—1
P(X,=k) = Op -0y pk)

in poimenujte porazdelitev Xj.

5. (20) Naj bosta X in Y neodvisni sluc¢ajni spremenljivki z X oc Bi(m,p) in ¥
Bi(n,p). Oznadite Z = X + Y.

a. (10) Dokazite, da je Z o Bi(m + n,p).
b. (10) Izracunajte E(X|Z).

6. (20) Pri amerigki ruleti je 38 enako verjetnih moznih izidov Stevilki 0 in 00 sta zelene
barve. Od ostalih stevilk je pol rdecih in pol ¢rnih. Ce igate v Atlantic City in vedno
stavite na rdece, so pravila naslednja: stavite $1. Ce je izid rdece barve, vam vrnejo
stavo in $1, tako da je dobicek enak $1. Ce je izid ¢érne barve, ste izgubili stavo,
torej je dobicek enak -$1. Ce je izid zelen, vam vrnejo pol stave, torej je dobicek
enak —$0°5.

a. (10) Dobicek v eni igri je slucajna spremenljivka X. OpiSite porazdelitev te
slucajne spremenljivke in izracunajte njeno matematicno upanje in varianco.

b. (10) Privzemite, da igrate ruleto v Atlantic City 400-krat. Izra¢unajte priblizek
za verjetnost, da bo vas dobicek $10 ali vec.



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
12. september 2001

. (20) Pred nami sta modra in rdeca vrecka. V modri vrecki je 5 ploséic s Stevili
2,5,6,8 in 9, v rdeci pa pet ploscic, na katerih so zapisana stevila 2,3,8,8 in 9.

a. (10) Koliko razli¢nih petmestnih Stevil lahko sestavimo iz plos¢ic iz modre
vrecke, ¢e neposredno za ploscico s Stevilom 9 ne sme stati ploscica s sodo
Stevko?

b. (10) Sedaj na mizo stresemo vse plos¢ice iz obeh vreck. Koliko razli¢nih deset-

mestnih stevil lahko sestavimo iz vseh plos¢ic?

. (20) V vsakem zaboju breskev je 20 % gnilih. Janez in Metka kupita 2 taksna zaboja
s po 25 breskvami.

a. (10) Janez prelozi nakljucno 2 breskvi iz prvega v drugi zaboj. Metka naklju¢no
izbere breskev iz prvega (sedaj manjSega) zaboja. Dolo¢i verjetnost, da je njena
breskev gnila.

b. (10) Janez prelozi 5 breskev nakljucno iz prvega v drugi zaboj. Dolo¢i verje-

tnost, da je v preostanku prvega zaboja vsaj ena gnila breskev.

. (20) Iz mnozice {1,2,...,n} (n > 3) naklju¢no izberemo tri Stevila. Vsaka pod-
mnozica treh Stevil naj bo enako verjetna. Oznacimo najmanjse od izbranih treh
stevil z X, srednje z Y in najvecje z Z.

a. (10) Izracunajte P(X =k)zak=1,2,...,n — 2.

b. (10) Izracunajte P(Y = k) za k =2,3,...,n— L.
. (20) V skatli so listici s Stevili 0, 1, 1 in 2. Oznacimo z S, vsoto n Stevil na naklju¢no
izbranih listi¢ih. Izbire so neodvisne z vracanjem.

a. (10) Izrac¢unajte P(S, = k) za k=0,1,...,2n.

Namig: Uporabite rodovne funkcije.

b. (10) Ocenite P (S5 = 50) z uporabo centralnega limitnega izreka.

. (20) Porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

Y\X[1]2]3
3 1

1 ?20

A

3 20| 21 | o

4 |37l 9i] %




a. (10) Dolo¢ite stevilo a tako, da bo E(Y|X =2) = 3.
b. (10) Dolocite stevila a,b in ¢ tako, da bo E(Y|X) = X + 1.

6. (20) V elektri¢cnem brivniku moramo baterije ob¢asno zamenjati. Brivnik za de-
lovanje potrebuje eno baterijo. V povprecju traja baterija 4 tedne s standardnim
odklonom 1 teden. Trajanja posameznih baterij so med sabo neodvisne slucajne
spremenljivke.

a. (10) Izracunajte priblizek verjetnosti, da bo 28 baterij skupaj trajalo ve¢ kot
dve leti. Vzemite, da ima leto 52 tednov.

b. (10) Najmanj koliko baterij potrebujemo, ¢e naj bo verjetnost, da bo zaloga
dovolj za dve leti delovanja brivnika, vsaj 0°957



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
14. januar 2002

1. (20) Imamo 3 mnozice cifer: A :={1,2,3,4,5}, B:={3,5,7} in C := {0, 3,9}.

a. (5) Koliko je vseh razli¢nih osemmestnih Stevil, sestavljenih iz cifer mnozic A
in B? Vska cifra se lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor mnozicah je
vsebovana.

b. (5) Koliko je vseh razli¢nih enajstmestnih Stevil, sestavljenih iz cifer mnozic
A, B in C'?7 Pri tem se neka cifra lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor
mnozicah je vsebovana.

c. (10) Koliko je vseh razli¢nih tromestnih $tevil, sestavljenih iz cifer mnozic A in
B? Pri tem se neka cifra lahko ponovi natanko tolikokrat, v kolikor mnozicah
je vsebovana.

2. (20) Na srecelovu imajo srecke spravljene v dveh vreckah. V prvi vrecki v vsakem
trenutku zadene 30% sreck, v drugi pa 60%. Za vplacanim zneskom vedno najprej
vrzemo posteno igralno kocko. Ce pade enica, moramo izvledi dve sredki iz prve
vrecke, ¢e pade katerokoli drugo stevilo pik, moramo izvle¢i dve srecki iz druge
vrecke.

a. (10) Dolo¢i verjetnost, da pri vpla¢anem znesku za dve srecki (in enem metu
kocke), zadanemo na obe srecki.

b. (10) Nas sosed na levi je izvlekel eno prazno in eno polno srecko. Doloci
verjetnost, da je na kocki vrgel enico.

3. (20) Uzaljeni A je ljubimcu B svoje Zene napovedal dvoboj. Pravila za dvoboj so
naslednja: A in B bosta izmeni¢no streljala eden na drugega, dokler ne bo nekdo
od njiju zadet. Privzemite, da so posamezni streli med seboj neodvisni, A zadene z
verjetnostjo a in B zadene z verjetnostjo b.

a. (10) Recimo, da zacne streljati A. Koliksna je verjetnost, da se bo A uspesno
masceval?

Namig: Izrazite dogodek, da A zmaga, z dogodki

Ay, = {4 zadene prvi v svojem k-tem poskusu} .

b. (10) Naj bo X celotno stevilo strelov, vkljuéno z zadnjim. Izracunajte poraz-
delitev slucajne spremenljivke X in njeno matemati¢no upanje. Privzemite, da
je zacel streljati A.



4. (20) Naj bo Zy, Zy, Zs, ... proces razvejanja, in naj bo n = P(U,{Z, = 0}) verje-
tnost, da proces “izumre”.

a. (10) Porazdelitev slucajnega Stevila potomcev naj ima rodovno funkcijo G(s) =
g+ps?z0<p<1ling=1-p S pomodjo rodovnih funkcij izracunajte
verjetnost, da proces izumre pred 3. generacijo, torej da v 3. generaciji ni vec
nikogar.

b. (10) Za katere p € (0, 1) ima proces pozitivno verjetnost, da prezivi?

5. (20) Porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X in Y je dana s tabelo:

Y"WX[1]2]3
3 1

AR 0

Tt

3 a1 lar| o

4 1 [ a ] c

24 24 24

a. (10) Dolo¢ite stevilo a tako, da bo E(Y|X =2) = 3.
b. (10) Dolocite stevila a,b in ¢ tako, da bo E(Y|X) = X + 1.

6. (20) Zdolgocaseni statistik je n-krat z vracanjem izbiral listice iz spodnjih skatel.
Stevila na izbranih listi¢ih je oznacil z X, X, ..., X, njihovo vsoto pa z S,,.

() | [-1] [o] [1]]
(i) [ [-1] [o] [0] [o] [o] [0] [o] [o] [1]]

a. (10) Statistik je izracunal

P(—30 < Sio00 < 30) = 096 .

Za katero od skatel je racunal verjetnosti? Utemeljite odgovor.

b. (10) Statistik je izra¢unal P(S190 = 0) = 0°049. Katero skatlo je obravnaval?



1999/2000



1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
8. december 1999

1. (25) Oce zeli sincku za darilo kupiti 6 avtomobil¢kov. Vsi avtomobilcki so enakega
tipa, razlikujejo se le po barvi.

a. (15) Recimo, da lahko oce izbira med rde¢imi, belimi in rumenimi avtomobilcki.
Na koliko razli¢nih nacinov lahko sestavi darilo iz 6 avtomobilckov, c¢e je na
razpolago poljubno mnogo avtomobilckov vsake barve?

b. (10) Na koliko nacinov lahko oce obdari sina, ¢e je na razpolago le 5 rdecih,
avtomobilckov, ostalih dveh barv pa je na razpolago poljubno mnogo?

2. (25) Vrzemo tri kovance. Predpostavljamo, da so meti med seboj neodvisni, ver-
jetnosti, da pade grb, pa niso nujno enake. Naj bo A dogodek, da se na prvem
kovancu pojavi grb, B pa dogodek, da se grb pojavi na natanko dveh kovancih.

a. (15) Recimo, da so vsi trije kovanci posteni, torej verjetnost za grb je za vse
kovance enaka 1/2. Sta dogodka A in B neodvisna?

b. (10) Recimo, da je prvi kovanec posten, druga dva pa ne: na vsakem od njiju
se grb pojavi z verjetnostjo p. Pri katerih p sta A in B neodvisna?

3. (25) V prvi posodi so 3 bele in 7 ¢rnih kroglic, v drugi posodi pa 4 bele in 6 ¢rnih
kroglic. Iz vsake posode na slepo vzamemo po eno kroglico in ti dve premestimo v
tretjo posodo, v kateri so Ze 4 bele in 4 ¢rne kroglice. Nato iz te posode na slepo
potegnemo eno kroglico.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da je ta kroglica ¢rna?

4. (25) Jimmy igra na igralnem avtomatu. Vsaki¢, ko stavi dano vsoto, z verjetnostjo
1/4 dobi trikrat toliko, kot je stavil (¢e torej stavi en dolar, ima na koncu dva dolarja
ve¢ kot na zacetku). Z verjetnostjo 3/4 pa Jimmy stavo izgubi. Jimmy ima sedem
dolarjev. Najprej stavi en dolar. Ce dobi, konéa, ¢e izgubi, pa nadaljuje z igranjem
s podvojeno stavo. Tako nadaljuje, dokler bodisi ne dobi stave bodisi ne izgubi
vsega. Posamezne igre so med seboj neodvisne.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da Jimmy izgubi ves denar?

b. (15) Naj bo X koli¢ina Jimmyjevega denarja, ko neha igrati. Napisite poraz-
delitev slucajne spremenljivke X.



2. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
1. marec 2000

1. (25) V razredu je 15 ucencev. Prvo uro so vprasani Stirje od njih, drugo uro pri
drugem predmetu pa Se pet ucencev neodvisno od dogajanja prvo uro. Naj bo X
stevilo uc¢encev, ki niso bili vprasani niti prvo niti drugo uro.

a. (15) Poimenujte porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X, dolo¢ite njeno zalogo
vrednosti in za vsak k, ki ga X zavzame, izra¢unajte P(X = k).
b. (10) Izra¢unajte E(X).

2. (25) Kocko mecemo, dokler ne pade 5 ali 6, vendar najvec Sestkrat. Naj bo X Stevilo
metov.

a. (15) Dolocite zalogo vrednosti slu¢ajne spremenljivke in opiSite njeno porazde-
litev, t. j. za vsak k iz zaloge vrednosti izracunajte P(X = k).
b. (10) Izrac¢unajte F(X).

3. (25) Zavarovalnica je zavarovala 1000 oseb proti nezgodi. Verjetnost nezgode je
0°0012, zavarovalna premija je 1000 SIT, odskodnina v primeru nezgode pa znasa
750.000 SIT. Privzamemo, da se nezgode dogajajo neodvisno.

a. (b) Kako je porazdeljeno Stevilo nezgod?
b. (10) Izra¢unajte pricakovani dobic¢ek zavarovalnice.
c. (10) Koliksna je verjetnost, da ima zavarovalnica izgubo?

4. (25)' Za okroglo mizo sedi 8 gostov, ki igrajo karte. Vsak ima v rokah 1 karto
razdeljeno z dobro premesanega kupa standardnih 52 kart. Vsak lahko vidi svojo

karto in karti svojih sosedov na levi in na desni. Ce nekdo ima asa, soseda pa nimata
nobenega, bo stavil pomaranco, sicer ne bo stavil nicesar.

a. (15) Definirajte

7 - 1 ce igralec 1 stavi pomaranco
Y71 0 sicer.
Izracunajte P(I; = 1).
b. (10) Naj bo X stevilo igralcev, ki bodo stavili pomaranco. Izracunajte F(X).
Namig: Uporabite indikatorje.

16V izvirniku je bila naloga nekoliko drugac¢e formulirana.



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
19. april 2000

1. (25) Porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X naj bo podana s predpisom:
P(X=k) =c2% zak=1,2,34
a. (5) Dolocite konstanto c.
b. (10) Izracunajte F(X).
c. (10) Izrac¢unajte var(X).

2. (25) Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) je podana s tabelo:

Y=0|Y=1|Y=2
_ T T T
X =2 ? ? ?
a. (15) Dopolnite tabelo tako, da bosta X in Y neodvisni, in dolo¢ite robni po-

razdelitvi.
b. (10) Izracunajte E(XY?)
3. (25) Slucajne spremenljivke X7, X5, X3 naj imajo porazdelitev, dano z
PUPVPW
k1lkolks!

za dane pozitivne A1, Ao, A3, pri ¢emer je k; > 0 za vse 1 <7 < 3.

P(Xy =k, Xo = ko, X3 = k) = e 1Theths)

a. (15) Ali so slucajne spremenljivke X, X5, X3 med sabo neodvisne? Utemeljite
odgovor.

b. (10) Pois¢ite robne porazdelitve slu¢ajnih spremenljivk X; za 1 < ¢ < 3 in jih
poimenujte.
4. (25)17 Za okroglo mizo sedi 8 gostov, ki igrajo karte. Vsak ima v rokah 1 karto

razdeljeno z dobro premesanega kupa 52 kart. Vsak lahko vidi le svojo karto. Ce
nekdo ima asa, bo stavil pomaranco, sicer ne bo stavil nicesar.

a. (10) Definirajte

jan 1 ce igralec 7 stavi pomaranco
' 0 sicer

Izracunajte P(I; =1)in P(I; =1,1; =1) za i # j.

b. (10) Naj bo X stevilo igralcev, ki bodo stavili pomaranco. Izra¢unajte var(.X).

17V izvirniku je bila naloga nekoliko drugac¢e formulirana.



4. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
5. junij 2000

1. (25) V modelu telefonskega omrezja predpostavljamo, da je Stevilo zasedenih enot
v trenutku n neka slucajna spremenljivka X, z rodovno funkcijo GG,,. Naj bo Y
Po()\). Za rodovne funkcije Go, Gy, ... velja Go(s) =1 in

Gn+1(s> = Gn((l - p) +p5) GY(S) )
kjer je Gy rodovna funkcija spremenljivke Y in velja p € (0, 1).

a. (15) Izracunajte P(X5 = 0).
b. (10) Kaksna je porazdelitev spremenljivke X,,?

2. (25) Naj bo Zy, Z1,... proces razvejanja. Slucajno Stevilo Y potomcev vsakega
posameznika naj ima porazdelitev

P(Y = k) =2+
zak=0,1,....

a. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je rodovna funkcija G, (s) spremen-

ljivke Z,, enaka
n—(n—1)s
Gn(s) = ————.
(5) n+1-mns
b. (10) Izrac¢unajte E(Y') in P(Z, = 0) in izra¢unajte P(proces izumre). Kako se
to ujema s teorijo?

3. (25) V podjetju HIT so v letu 1999 gostje igrali igro Colore 440.000-krat. Verjetnost
za dobitek pri tej igri je p = 0°00198079.

a. (5) Zanima nas Stevilo S,, dobitkov v 440.000 igrah. To Stevilo je kot vsota
440.000 neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk z vrednostma 0 in 1, torej S, =
Xy + - X, kjer je P(X; = 1) = pin P(X; = 0) = 1 —p. Z uporabo
centralnega limitnega izreka izraCunajte priblizno verjetnost, da bo dobitkov
920 ali vec.

Upostevagte: ®(1°64) = 0'95.

b. (15) Recimo, da je izplacilo pri dobitku enako x > 0. Ce gost stavi enoto in
stavo dobi, mu to enoto vrnejo in dodajo Se x enot. Pokazite, da je ta dobitek
lahko najve¢ x = 502, ¢e naj bo verjetnost, da bo hisa po 440.000 igrah imela
izgubo, najve¢ 0°01?



4. (25) Ponujena vam je naslednja igra na sreco: iz skatle, v kateri je veliko Stevilo
listkov s $tevili, lahko naklju¢no izberete 1000 listkov z vracanjem. Ce je vsota
izbranih $tevil med vkljuéno a in a + 100, dobite stavo, sicer jo izgubite. Stevilo a
si lahko Se izberete. O skatli veste le to, da je povprecje 0’1 in standardni odklon

1°5811.
a. (15) Koliksna je vpriblizno erjetnost, da boste stavo dobili, ¢e si izberete a = 07
Stavo torej dobite, ¢e je vsota med 0 in 100.

b. (10) Katera izbira za a je za vas najugodnejSa? Utemeljite in izracunajte
verjetnost za dobitek za izbrani a.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
7. junij 2000

1. (20) Oce zeli sincku za darilo kupiti 6 avtomobil¢kov. Vsi avtomobilcki so enakega
tipa, razlikujejo se le po barvi.

a. (10) Recimo, da lahko oce izbira med rde¢imi, belimi in rumenimi avtomobilcki.
Na koliko razlicnih nacinov lahko sestavi darilo iz 6 avtomobilckov, ce je na
razpolago poljubno mnogo avtomobilckov vsake barve?

b. (10) Na koliko nacinov lahko oce obdari sina, ¢e je na razpolago le 5 rdecih,
avtomobilckov, ostalih dveh barv pa je na razpolago poljubno mnogo?

2. (20) Na mizi sta dve posodi. V eni je 20 raznobarvnih kroglic: 10 belih, 5 ¢rnih in
5 zelenih, druga pa je Se prazna. Iz polne posode socCasno izvlecemo dve kroglici.
Najklju¢no izberemo eno izmed njiju in jo pogledamo. Nato spustimo kroglici v
prazno posodo. Posodo pretresemo in iz nje naklju¢no izvlecemo kroglico.

a. (10) Dokazite formulo

P(A|B) = P(A|[BNC)- P(C|B) + P(A|BNC°) - P(C°|B).

b. (10) Izracunajte pogojno verjetnost, da bo kroglica izvlecena iz druge posode
bela pri pogoju, da je bila kroglica, ki smo jo pogledali bela.

3. (20) Dane so tri poStene in neodvisne kocke. Hazarder stavi na doloceno Stevilko.
Ce se ta $tevilka ne pojavi na nobeni izmed teh treh kock, izgubi en dolar. Ce pa
se stevilka, na katero stavi, pojavi na kateri od kock, dobi toliko dolarjev, kolikor je
kock z njegovo sStevilko. Dobic¢ek oziroma izgubo nasega hazarderja naj ponazarja
slucajna spremenjivka X.

a. (10) Napisite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.
b. (5) Izra¢unajte E(X).

c. (5) Recimo, da ima na$ hazarder na zacetku le en dolar in da igra, dokler kaj
ima. Naj bo NN stevilo iger, ki jih odigra nas hazarder. Igre so neodvisne.
Izra¢unajte P(N =n) zan =1,2,3 in e P(N > 3).

4. (20) Celostevilska nenegativna slucajna spremenljivka N naj ima porazdelitev dano
z

k)= L
PIV=R="fgai=n &

zak=1,2,...inpe (0,1).



a. (10) Izrac¢unajte rodovno funkcijo spremenljivke N.
Namig: log(1 4 z) = 330, (—1)k12",

b. (10) Izra¢unajte matemati¢no upanje in varianco spremenljivke N.

5. (20) Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) je podana s tabelo:

Y=-1Y=0|Y=1
X=-1 01 02 0
X =0 0 01 02
X =1 03 0 01

a. (b) Sta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni?
b. (15) Izracunajte E(X(X +Y) | X).

6. (20) Na gimnazijo se je vpisalo 400 dijakov. Po dolgoletnih povprecjih je 5% neza-
dostnih, 25% zadostnih, 35% dobrih, 25% prav dobrih in 10% odli¢nih. Privzamemo
seveda, da so dijaki neodvisni.

(10) Ocenite verjetnost, da bo letos ve¢ kot 11% odli¢njakov.

a.
b. (10) Ocenite verjetnost, da bo srednja ocena uspeha manjsa od 3.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
30. junij 2000

1. (20) Na obi¢ajno Sahovnico s 64 polji postavljamo figure. Figur med sabo ne lo¢imo.

a. (10) Na koliko nac¢inov lahko razpostavimo vseh 32 figur po Sahovnici, ¢e mora
vsaka stati na svojem polju? Podajte samo formulo s fakultetami, ni pa po-
trebno izracunati dejanskega sStevila moznosti.

b. (10) Na koliko nac¢inov lahko razpostavimo 4 figure tako, da nobeni dve figuri
ne bosta v isti vrsti ali v istem stolpcu na Sahovnici.

2. (20) V prvi posodi so 4 bele, 4 rdece in 4 zelene kroglice, v drugi posodi pa so 3
rdece in 6 zelenih. Najprej iz prve posode v drugo na slepo premestimo eno kroglico.
Nato drugo posodo premesamo in iz nje potegnemo kroglico.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da je kroglica, ki smo jo potegnili iz druge posode,
zelena?

b. (10) Recimo, da je bila kroglica, ki smo jo potegnili iz druge posode, zelena.
Koliksna je pogojna verjetnost, da je bila zelena tudi kroglica, ki smo jo pote-
gnili iz prve posode?

3. (20) Porazdelitev slucajne spremenljivke X je podana s predpisom:
P(X=Fk)=ck, k=1,2,3,4,5
a. (5) Dolocite konstanto c.
b. (15) Izra¢unajte E(X) in var(X).

4. (20) Naj bodo X7, X5, ... med sabo neodvisne sluc¢ajne spremenljivke z enako po-
razdelitvijo. Naj bo N celostevilska in neodvisna od X, Xs,.... Na predavanjih
smo dokazali, da je rodovna funkcija spremenljivke Y = X; + X5 + -+ + Xy enaka

Gy (s) = Gn(Gx,(5)) -



a. (10) Naj bo Y o Geom(f) za neki 6 € (0,1) in naj bo tudi N o< Geom(p), pri
¢emer je p > . Pokazite, da je

Os
Gy (s) = —>
x(s) 0s +p—ps
b. (10) Pokazite Se, da je za k =1,2,. ..
O(p—0 k—1
POx, — k) = 2 pk)

in poimenujte porazdelitev Xj.

5. (20) Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) je podana s tabelo:

Y=0|Y=1|Y=2

X=0| 005 01 0°05
X=1| 01 ? ?
X =2 ? ? ?

a. (10) Dopolnite tabelo tako, da bosta X in Y neodvisni, in dolo¢ite robni po-

razdelitvi.
X
) ol
()

b. (10) Izracunajte:
6. (25) V podjetju HIT so v letu 1999 gostje igrali igro Colore 440.000-krat. Verjetnost
za dobitek pri tej igri je p = 0°00198079.

a. (b) Zanima nas Stevilo S, dobitkov v 440.000 igrah. To Stevilo je kot vsota
440.000 neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk z vrednostma 0 in 1, torej S, =
Xy + -+ X, kjer je P(X; = 1) = pin P(X; = 0) = 1 —p. Z uporabo
centralnega limitnega izreka izracunajte priblizno verjetnost, da bo dobitkov
920 ali ve¢. Upostevajte: ®(1°64) = 0°95.

b. (15) Recimo, da je izplacilo pri dobitku enako x > 0. Ce gost stavi enoto in
stavo dobi, mu to enoto vrnejo in dodajo Se x enot. Pokazite, da je ta dobitek
lahko najve¢ x = 502, ¢e naj bo verjetnost, da bo hisa po 440.000 igrah imela
izgubo, najve¢ 0°017 Upostevagte: $(—2'33) = 0°01.



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
20. september 2000

. (20) Danih je pet begonij, Sest pelargonij in stiri fuksije. Cvetlic iste vrste med
seboj ne razlikujemo. Kot ravno gredico razumemo vseh 15 cvetlic v ravni vrsti.
a. (10) Na koliko nac¢inov lahko iz zgornjih cvetlic naredimo ravno gredico?
b. (10) Koliko pa je vseh moznih gredic, pri katerih so vse pelargonije skupaj?
. (20) Dan je dobro premesan kup standardnih 52 kart.
a. (10) Recimo, da vemo, da je druga karta as. Koliksna je pogojna verjetnost,
da je tudi prva karta as?
b. (10) Recimo, da vemo, da je prva karta pik, druga pa as. Koliksna je zdaj

pogojna verjetnost, da je prva karta as?

. (20) Billy in Jimmy igrata naslednjo igro. Najprej Billy placa Jimmyju 9 dolarjev.
Nato pa meceta posten kovanec, dokler ne pade cifra, vendar najve¢ desetkrat. Ce
cifra pade v n-tem metu, placa Jimmy Billyju 2" dolarjev (e pa cifra v desetih
metih ne pade, Jimmy ne placa nicesar).

a. (10) Koliksna je verjetnost, da ima Jimmy izgubo?

b. (10) Naj bo X Jimmyjev dobi¢ek oz. —X Jimmyjeva izguba. Izra¢unajte

E(X).

. (20) Par slu¢ajnih spremenljivk (X, Y’) naj ima porazdelitev podano po predpisu:
PX==zY=y)=cl@+y), z,y=01,2

a. (5) Izracunajte konstanto c.

b. (15) Dolo¢ite pogojno porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y glede na X.

. (20) Dan je proces razvejanja, v katerem ima Stevilo potomcev vsakega predstavnika
naslednjo rodovno funkcijo:
1
G(S):l—g\/l—s

Zacnemo z enim predstavnikom. Njegovi potomci predstavljajo prvo generacijo,
potomci le-teh drugo itd. Stevila potomcev posameznikov so neodvisne sluc¢ajne
spremenljivke.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da bo tretja generacija brez predstavnikov?



b. (15) Koliksna je verjetnost, da proces izumre?

6. (20) Danih je 2500 neodvisnih izdelkov. Verjetnost, da bo posamezen izdelek defek-
ten, je 10%.

a. (10) Ocenite verjetnost, da bo defektnih natanko 250 izdelkov.
b. (10) Ocenite verjetnost, da bo defektnih izdelkov ve¢ kot 275.



[zpit iz statistike

Prakti¢cna matematika
5. september 2000

1. (20) Na obi¢ajno sahovsko desko postavljamo figure, ki jih med sabo ne razlikujemo.

a. (10) Na koliko nacinov lahko razpostavimo 4 figure tako, da nobeni dve figuri
nista v istem stolpcu ali v isti vrstici.

b. (10) Na koliko nac¢inov lahko razpostavimo 4 figure tako, da bosta dve na ¢rnih,
dve pa na belih poljih. Figur med sabo ne razlikujemo!

2. (20) Abraham de Moivre v svoji “The Doctrine of Chances (1756)” kot nalogo 94
predlaga naslednje: Igralci A,B,C igrajo isto igro na sreco po naslednjih pravilih:
Najprej igrata dva od treh igralcev. Tisti, ki izgubi, preda svoje mesto tretjemu, ki je
cakal in to pravilo velja v naslednjih igrah. Zmaga tisti, ki mu uspe premagati ostala
dva v dveh zaporednih igrah. Predpostavljamo, da so igre med sabo neodvisne in
je verjetnost za zmago kogarkoli v posamezni igri enaka 1/2.

a. (10) Predpostavite, da najprej igrata igralca A in B. Definirajte naslednje do-
godke
— C = {zmaga A}.
— A; = {A zmaga v prvi in drugi igri}.
— As = {A zmaga v prvi igri in izgubi v drugi, C izgubi v tretji igri}.
— Az = {A izgubi v prvi igri, B izgubi v drugi igri}.

Naj bo « verjetnost za zmago igralca A, ¢e najprej igrata A in B, in 3 verjetnost
za zmago A, ¢e najprej igrata igralca A in C. Izrazite

P(C4;)

z ain 8 za vsak i =1,2,3,4.



b. (10) Naj bo spet a verjetnost za zmago igralca A, ¢e najprej igrata A in B, in
[ verjetnost za zmago A, ¢e najprej igrata igralca A in C. Utemeljite zvezi

ISP
RIS
n 1 1 1

in izracunajte .

3. (20) Kovanec mecemo, dokler ne pade vsaj en grb in vsaj ena Stevilka. Oznacimo
stevilo potrebnih metov z X. Meti so med sabo neodvisni in verjetnost za grb v
vsakem metu je p.

a. (10) Poiscite P(X = k) za k =2,3,....
b. (10) Izracunajte F(X).

4. (20) Naj bosta Y in N nenegativni, celostevilski slu¢ajni spremenljivki z rodovnima
funkcijama G(s) = E(sY) in H(s) = E(s"). Predpostavite, da velja

H(s) =G(0)s+G(H(s)) — G(0).
Oznadite p = E(Y) in v = E(N). Predpostavite p = E(Y) < 1.
a. (10) Pokazite, da je

G
y= SO

IL—p
b. (10) Pokazite Se, da je

2
Y
var(N) = %r() —V*(1+p)+v.
—

5. (20) Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) je podana s tabelo:

Y=-1]Y=0]Y =1
X=-1| 01 0,2 0

X =0 0 0,1 | 02
X=1] 03 0 0,1

a. (5) Sta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni?
b. (15) Izra¢unajte E(X(X +Y) | X).

6. (20) Dva strastna igralca na sreco igrata ruleto v neskon¢nost. Ruletni cilinder ima
37 izsekov, od katerih je 18 rdecih, 18 ¢rnih in 1 zelen. Prvi igralec vedno stavi $1
na rdeée, drugi pa vedno stavi $1 na stevilko 17, ki je ¢rna. Cisti dobicek po eni igri
je v primeru zmage za prvega $1, za drugega pa $35, v nasprotnem primeru pa oba
izgubita stavo.



a. (10) Aproksimirajte verjetnost, da drugi igralec po 1000 igrah nima izgube.
b. (10) Oznacite z X, Cisti profit prvega igralca po n igrah, z Y;, pa profit drugega

igralca po n igrah. Izracunajte

lim P(Y, > X,).

n—oo

Utemeljite vas razmislek.



[zpit iz statistike

Prakticna matematika
15. januar 2001

1.

2. (20) Na mizi imamo modro in rdeco posodo. V modri posodi je 9 belih in 6 ¢rnih
kroglic, v rdeé¢i posodi pa 11 belih in 4 ¢rne kroglice. VrZemo posteno kocko. Ce
pade 1 ali 6, sezemo v modro posodo in na slepo izvlecemo eno kroglico, sicer sezemo
v rdeco posodo in izvlecemo kroglico.

a. (10) Izracunaj verjetnost, da je izvlecena kroglica bela.
b. (10) Izracunaj verjetnost, da je na kocki padla 6, pri pogoju, da smo izvlekli
belo kroglico.

3. (20) Na klopi sedi 8 Sestosolcev, 7 sedmosolcev in 9 osmosolcev. Naklju¢no izberemo
odbojkarsko ekipo Sestih ucencev. Naj X oznacuje stevilo sedmo- in osmosolcev v
ekipi.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da sta v ekipi 2 SestoSolca, dva sedmoSolca in 2
osmosolca.

b. (10) Izrac¢unajte F(X).

4. 4. (20) Naj bosta X in Y neodvisni nenegativni celostevilski slu¢ajni spremenljivki
z enako porazdelitvijo. Oznacite pr = P(X = k) in privzemite, da velja

B 1+ m—1
Pt =3 "ok 1)) 1"

za k=0,1,..., kjer je m > 1 celo stevilo in pyg = 27

a. (10) Pokazite, da je rodovna funkcija sluc¢ajne spremenljivke X enaka

G(s) = (2;)7”.

Namig: Rodovna funkcija ustreza pogoju

2—s

-Gy (s) = Gx(s).

Napisite potencno vrsto za levo in desno stran in izenacite koeficiente.



b. (10) Najbor, = P(X +Y =k) za k=0,1,.... Pokazite, da je

1 n 2m —1
Thpr1 = | =+ ——= | T
k41 2 T3+ ) k

in ro = 272",

5. (20) Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) je podana s tabelo:

_ 1 1 1
X =2 ? ? ?

a. (10) Dopolnite tabelo tako, da bosta X in Y neodvisni, in dolo¢ite robni po-
razdelitvi.
b. (10) Izracunajte E(XY?)

6. (20) Naj bo Cy = 1 cena delnice v trenutku n = 0. Na vsakem koraku se cena
delnice spremeni tako, da se pomnozi s slucajnim faktorjem X,, torej je C,11 =
X, - Cy, kjer so spremenljivke X,, za n = 1,2,... med seboj neodvisne in velja

P(X,=099)=P(X,=101)=1/2.
a. (10) Naj bo Y, = log(X,,). Izracunajte E(Y,,) in var(Y,).

b. (10) Izracunajte priblizno verjetnost, da bo po n = 1000 korakih cena delnice
vecja kot na zacetku.
Namig: Z logaritmiranjem produkti preidejo v vsote.



1998/99



1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
19. november 1998

1. (25) Morsejeve znake sestavljamo iz pik in értic. Znak je lahko dolg 1, 2, 3 ali 4
znamenj, pri cemer je znamenje lahko pika ali ¢rtica. Primeri: --- — -, — — —- itd.

a. (10) Koliko je vseh moznih Morsejevih znakov?
b. (15) Koliko je vseh moznih Morsejevih znakov, ki vsebujejo vsaj eno piko?
2. (25) Iz mnozice {1,2,...,6N —1,6N} nakljucno izberemo stevilo. Poljubno $tevilo
izberemo z enako verjetnostjo.
a. (10) Izracunajte verjetnost, da je izbrano Stevilo deljivo z 2, ne pa tudi s 3.
b. (15) Naklju¢no izberimo Stevilo dvakrat zaporedoma. Izbiri sta neodvisni. Iz-

racunajte verjetnost, da je vsota liho stevilo.

3. (25)'® Dani sta dve $katli, rde¢a in modra. V vsaki je lahko zlatnik. Verjetnost, da
je v rdeci skatli zlatnik, je 0°3, verjetnost, da je v modri skatli zlatnik, pa je 0'4. Pri
tem sta Skatli neodvisni (kar med drugim pomeni, da je lahko zlatnik tudi v obeh
skatlah ali pa v nobeni).

Pepe odpre obe skatli, pogleda vsebino, spet zapre in za vsako na poseben list zapise,
ali je notri zlatnik ali ne. Nato da oba lista k skatlama. Z verjetnostjo 0'9 da vsak
list k pravi skatli, z verjetnostjo 0’1 pa zamenja.

a. (15) Recimo, da na listu ob rdeéi gkatli piSe, da je notri zlatnik. Kolik$na je
pogojna verjetnost, da je v rdeci skatli res zlatnik?
b. (10) Recimo, da na natanko enem listu piSe, da je v gkatli zlatnik. Kolik$na je

pogojna verjetnost, da je zlatnik v rdeci skatli?

4. (25) Kovanec vrzemo Sestkrat. Vsi mozni izidi so enako verjetni. Definirajmo na-
slednje tri dogodke:

A = {prvi¢ pade stevilka}
B = {zadnji¢ pade stevilka}
C = {stevilka pade natanko trikrat}

a. (15) Dokazi, da sta dogodka A in B neodvisna, prav tako pa tudi A in C ter
Bin C.

b. (10) Ali je C neodvisen od AN B?

18V izvirniku je bila naloga drugace formulirana.



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
25. januar 1999

1. (25) Posteno kocko vrzemo n-krat.

a. (10) Naj bo X Stevilo Sestic v n metih in Y Stevilo ostalih stevilk v n metih.
Izracunajte

P(Y - X =k)
zak=-n,—n+1,...,n.

b. (15) Pokazite, da je verjetnost, da dobimo 6 sodo mnogokrat, enaka
1+ (3)".
Namig: (1+2)" + (1 —2)" =2+ 2(3)2* +2(})a" + -

2. (25) Verjetnost, da posamezen poskus uspe, je 30%. Poskus ponavljamo, dokler ne
uspe 10-krat. Privzemamo, da so posamezni poskusi med seboj neodvisni.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da bomo morali poskus opraviti 20-krat, preden
nam uspe desetkrat.

b. (15) Naj bo X stevilo poskusov, ki jih moramo opraviti. Izracunaj F(X).

3. (25) Toncek in Pepcek imata pred seboj vsak kup dobro premesanih standardnih
52 kart. Hkrati obrneta vsak svojo vrhnjo karto in pogledata, katera je vec¢ vredna.
Privzemamo, da so vse barve enakovredne in ima da ima vseh 13 kart iste barve
razli¢ne vrednosti.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da sta prvi karti enakovredni?
b. (15) Recimo, da z obracanjem kart nadaljujeta (brez vracanja). Naj bo X

stevilo parov enakovrednih kart v prvih petih potezah. Izra¢unajte E(X).

4. (25) Standardnih 52 kart dobro premesamo in za¢nemo deliti 4 igralcem od vrha.
Vsakemu razdelimo po 13 kart. Oznac¢imo z X; Stevilo asov, ki jih ima prvi igralec.
Podobno definiramo se X,, X3 in Xj.

a. (10) Izracunajte var(X; + X5).
b. (15) Izracunajte cov(Xy, Xs).



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
29. april 1999

1. (25) Slucajni spremenljivki naj imata gostoto dano z

% za 22 + 1% < 1
pxy(z,y) =4 vI-2"—y
0 sicer

a. (10) Dolocite konstanto c.

b. (15) Izra¢unajte robni gostoti px(z) in py (y).

2. (25) Naj bosta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki ter X o Exp(a) in ¥
Exp(b). Naj bo Z := X/Y.

a. (15) Izracunajte porazdelitveno funkcijo in gostoto slu¢ajne spremenljivke Z.

b. (10) Izracunajte E(Z), ¢e obstaja. Odgovor utemeljite!

3. (25) Slucajna spremenljivka X ima gostoto, podano po predpisu:

C
—_ zax >0
x1+loga:

0 sicer
Naj bo se Y :=log X.

a. (10) Izracunajte porazdelitveno gostoto slu¢ajne spremenljivke Y.

b. (10) Poimenujte porazdelitev slucajne spremenljivke Y in doloc¢ite morebitne
parametre.

c. (5) Dolocite konstanto c.

4. (25) Naj bodo Xj, Xs,... med sabo neodvisne slu¢ajne spremenljivke, porazde-
ljene geometrijsko: X; oc Geom(p). Slu¢ajna spremenljivka N naj bo neodvisna
od X1, Xy, ... in naj bo N o< Geom(#). Oznacite S = X7 + Xy + -+ + Xy

a. (15) S pomocjo rodovnih funkcij izra¢unajte P(S = k) za k =1,2,....
b. (10) Izracunajte var(.S).



4. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
3. junij 1999

1. (25) Ruleta ima 37 izsekov, od katerih je 18 ¢rnih. Recimo, da vedno stavimo na
¢rno. Ce dobimo, je na$ ¢isti dobicek enak en dolar, drugade pa smo en dolar na
izgubi.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da po 100 igrah nismo na izgubi?

b. (15) Najmanj kolik§no naj bo Stevilo iger, da bo imela igralnica z verjetnostjo
99% z nami dobicek?

2. (25) V zelo veliki skatli je ogromno listicev s Stevilkami. Vemo, da je povpreéje
stevilk enako 0, ne vemo pa standardnega odklona o.

a. (15) Predpostavite, da smete poljubno mnogokrat izbirati listie z vra¢anjem
in ugotovite, da je za zelo velik n

Pe2<2n <o) n

RRRE IR

kjer kot ponavadi oznac¢imo z X, X5 ... stevilke na izbranih listi¢ih in S, =
X1+ Xo+ -+ X,,. Kaksen je po vasem mnenju o?

732/2 dS,

b. (10) Kolik$na je priblizno verjetnost

P(-1<2m <)

%Co

za zelo velike n?

3. (25) V malo manjsi skatli je 40 listi¢ev s stevilkami. Stirje od njih so oznaceni s
Stevilko 40, 12 od njih s Stevilko 22, preostali pa s stevilko 24. Slucajno izvlecemo
stiri listke, brez ponavljanja. Naj bo X povprec¢na vrednost na izbranih listkih.

a. (10) Izratunajte £ (X) in SE = |/var(X). Odgovor utemeljite!
b. (15) Natan¢no (t. j. brez uporabe CLI) izracunajte P (X > 35).

4. (20) Velikost vzorca pri Slovenskem javnem mnenju je n = 2100. Privzemite, da je
vzorec enostavni slucajni in zanemarite popravni faktor /(N —n)/(N — 1).

a. (15) Recimo, da ocenjujemo odstotek in z zgornjim vzorcem dobimo, da je
vzoréni odstotek enak 54%. Priblizno koliksna je verjetnost, da je napaka
vzoréne ocene manjsa od 1%7?

b. (10) Ali lahko zanesljivo trdite, da je pravi odstotek vecji od 50%7 Utemeljite
va$ razmislek.



1997/98



1. kolokvij iz statistike

Prakti¢na matematika
19. november 1997

1. (25) Naj bodo Ay, As, ..., A, poljubni dogodki.
a. (10) Dokazite, da je

P(ANAyN---NAy) = P(A] AN NA) - P(A| A3 N AL - P(Ay).

b. (15) Standardnih 52 kart dobro premeSamo in zacnemo deliti brez vracanja.
Tretja karta je rdeca. Kaksna je verjetnost, da je bila prva karta ¢rna?

2. (25) Zaporedoma mecemo dve posteni kocki.

a. (10) Naj bo X stevilo potrebnih metov dveh kock, dokler ne dobimo vsote 7.
Izrac¢unajte £(X).

b. (15) Naj bo Y vsota vseh pik v n metih dveh posStenih kock. Izracunajte
P({Y je lih}).

3. (25) V zari je my belih, ms modrih in m3 rdecih kroglic. Nakljuéno izberemo 3n
kroglic brez vrac¢anja, kjer je n < min{my, mq, ms}.

a. (15) Izracunajte verjetnost, da je med izbranimi kroglicami enako Stevilo kro-
glic posameznih barv.

b. (10) Naj bo X stevilo belih ali modrih kroglic med izbranimi 3n kroglicami.
Izracunajte E(X).

4. (25) Za okroglo mizo je n sedezev. Naj bo m < n. Predpostavite, da se m ljudi
posede za mizo povsem nakljucno.

a. (15) Med m ljudmi je tudi Janez. Naj bo X Stevilo praznih sedezev med
Janezom in njegovim najblizjim sosedom v smeri nasprotni urinemu kazalcu.
Izracunajte £(X).

Namig: Uporabite simetrijo.

b. (10) Naj bo 2m < n. Predpostavljajte, da se 2m ljudi posede za mizo v povsem
nakljuénem vrstnem redu. Med temi 2m ljudmi je tudi Janez s svojo zeno. Naj
bo Y stevilo stolov med Janezom in njegovo Zeno v smeri nasprotni urinemu
kazalcu. Izra¢unajte E(Y).



2. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
14. januar 1998

. (25) Najbodo X, Y, Z in W neodvisne standardne normalne slucajne spremenljivke.

a. (10) Izrac¢unajte P(X =Y > W — Z).
b. (15) Izra¢unajte P({X > Y} Nn{Z > W}).

. (25) Slucajni spremenljivki X in Y naj bosta neodvisni s porazdelitvama

b2

P(X:k) = m zak:(),l,?...
b

P(Y:k) = W zak:0,1,2...

za b > 0.

a. (10) Kaksne vrednosti lahko zavzame sluc¢ajna spremenljivka X + Y7
b. (15) Kaksna je porazdelitev X + Y7
. (25) Naj bodo Iy, I, ..., I, med seboj neodvisne slu¢ajne spremenljivke s P([; =
1)=pin P(I; =0) =1 —p. Oznacite S, =1, + Iy + --- + I,,.
a. (10) Izrac¢unajte E(I;|S, = k).
Namig: Uporabite simetrijo.

b. (15) Naj bo S; = I + Ir + - - - + I;. Izracunajte E(S)|S, = k).
. (25) Slucajni spremenljivki X in Y naj imata gostoto

(x+1y)e @) zaz,y>0

1
pxy(r.y) = { 8 sicer.

a. (10) Izracunajte gostoti spremenljivk X in Y.
b. (15) Izra¢unajte E(Y|X = z) za = > 0.



3. kolokvij iz statistike

Prakticna matematika
22. april 1998

1. (25) Naj bo Zy, Z1, Zs, ... proces razvejanja, in naj bo n = P(U,{Z, = 0}) verje-
tnost, da proces “izumre”.

a. (15) Porazdelitev slu¢ajnega Stevila potomcev naj ima rodovno funkcijo G(s) =
g+ps?z0<p<1ling=1-p S pomodjo rodovnih funkcij izracunajte
verjetnost, da proces izumre pred 3. generacijo, torej da v 3. generaciji ni vec¢
nikogar.

b. (10) Za katere p € (0, 1) ima proces pozitivno verjetnost, da prezivi?

2. (25) Porazdelitev pozitivne celo-Stevilske slucajne spremenljivke X naj bo dana z

pk

PR = e —p)

zanek0<p<link=12,....

a. (10) Uporabite razvoj
log(1 — s) Z %
k=1

za |s| < 1 za izra¢un rodovne funkcije spremenljivke X.

b. (15) Naj bodo X;, X3, ... med seboj neodvisne slu¢ajne spremenljivke s enako
porazdelitvijo kot X. Naj bo N Poissonova spremenljivka s parametrom A
neodvisna od vseh Xj. Izracunajte rodovno funkcijo spremenljivke ¥ = X +
Xy + -+ -+ Xy. Ali lahko razberete P(Y = k) iz rodovne funkcije?

3. (25) Naj ima slucajna spremenljivka X gostoto
px(z) = 3N (1 — )2
zax > 0in A > 0.

a. (15) Izracunajte karakteristi¢no funkcijo sluc¢ajne spremenljivke X

b. (10) Naj bodo X;, X5, X3 neodvisne eksponentno porazdeljene slucajne spre-
menljivke z X; o Exp(kA) za k = 1,2,3. S pomod¢jo karakteristi¢nih funkcij
poiscite gostoto vsote X; + Xy + X3.

4. 4. (25) Na spodnji sliki sta histograma za vsoti 25 neodvisnih izbiranj iz ene od
naslednjih dveh skatel:
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Sl. 1 Histograma za vsote neodvisnih izbiranj iz skatel (i) ali (ii).
a. (10) Kateri od zgornjih dveh histogramov pripada skatli (i) in kateri skatli (ii)?
Utemeljite odgovor.

b. (15) Izracunajte priblizno verjetnost, da bo vsota 25 izbiranj iz skatle (ii) vecja
ali enaka 40.



[zpit iz statistike

Prakti¢na matematika
2. julij 1998

1. (20) Naj bodo Xi, Xy, ..., X,, neodvisne, enako porazdeljene eksponentne sluc¢ajne
spremenljivke s parametrom \ = 1.

a. (b) Izracunajte karakteristi¢no funkcijo spremenljivke

X, X X,
X=X +2+2 4+ =2,
2 3 n

b. (5) Kaksna je karakteristicna funkcija spremenljivke Y z gostoto

py () =ne (1 —e ®)"!

za x> 07
c. (10) Ali imata X in Y enako porazdelitev?

2. (20) V redni anketi Slovensko javno mnengje je vzorec praviloma velik n = 2100.

a. (b) Privzemite najprej, da je vzorec enostavni slu¢ajni. Oceniti Zelimo odstotek
volilcev, ki niso zadovoljni z delom vlade. Recimo, da je v vzorcu takih 56%.
Kolik$na priblizno je verjetnost, da je ocena prevelika za 2% ali vec.

b. (5) V resnici vzorec v SJM ni enostavni sluc¢ajni, ampak je vzoréni nacrt bolj
zapleten. Statistiki znajo oceniti standardno napako in dobijo oceno SE =
1'5%. Koliksna je zdaj verjetnost, da je ocena prevelika za 2% ali vec?

c. (10) Kako velik bi moral biti enostavni slucajni vzorec, ¢e bi Zeleli, da se bo
z verjetnostjo 0°95 ocena razlikovala od pravega odstotka za manj kot za 2%?
Racunajte z oceno odstotka iz a.

3. (20) V raziskavi spreminjanja inteligen¢nega kvocienta s starostjo so veliko skupino

posameznikov testirali v 18. letu in Se enkrat v 35. letu starosti. Dobili so naslednje
18. leto: povprecni 1Q 100 std. odklon 15
35. leto: povprecéni IQ 100 std. odklon 15
cient med spremenljivkama je bil » = 0°80. Obe spremenljivki sta tudi normalno
porazdeljeni.

rezultate: Korelacijski koefi-

a. () Ocenite povprecéni IQ v 35. letu za vse posameznike, ki so imeli v 18. letu
IQ enak 115.

b. (5) Za kolikSen odstotek testiranih bi napovedali nizji percentil v 35. letu kot
so ga imeli v 18. letu?

c. (10) Koliksen odstotek tistih, ki so v 18. letu imeli IQ) enak 115, bo v 35. letu
Se vedno imelo nadpovprecen 1Q, torej IQ nad 1007



