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Resitve izpita iz slucajnih procesov 1 z dne 3. 6. 2021

1. a) Z indukcijo dobimo, da je proces n homogen Poissonov proces z intenzivnostjo
27", Ce torej z S, ozna¢imo ¢as n-tega zaporednega prihoda v procesu D oziroma
prvega prihoda v procesu n, je S, ~ Exp (2*”).

b) Velja:
P(N,>n)=P(S, <t)=1—-e?"",

torej je:
P(N, = n) = P(N, > n) = P(N, > n+1) =e 2" "t =72

zavsen =20,1,2,...

¢) Prvi prihod v procesu D ustreza prvemu prihodu v procesu 1. Ce le-ta ni izbran
v proces 2, je to tudi edini prihod znotraj prvega skoka. Ce pa je izbran, je to tudi
prvi prihod v procesu 2, torej drugi prihod v procesu 1, ki se zgodi ob istem casu kot
prvi prihod, torej znotraj istega skoka. Spet, ¢e prvi prihod v procesu 2 ni izbran v
proces 3, je to zadnji prihod znotraj prvega skoka v procesu D, sicer pa je to tudi
prvi prihod v procesu 3, torej tretji v procesu D. Tako nadaljujemo in dobimo:

P(Np, =n)=2""; n=1,2,3,...

d) Ce je prvi prihod v procesu 1 izbran v proces 2, je iskani medprihodni ¢as enak
ni¢. Pogojno na to, da ta prihod ni izbran, pa je proces 2 od tam naprej homogen
Poissonov proces z intenzivnostjo 1/4. Porazdelitev iskanega medprihodnega ¢asa
ima torej kumulativno porazdelitveno funkcijo:

0 ;<0
FTQ(t):{ 1—%6_t/4 1t >0.

2. V skladu z namigom gledamo obrnemo proces metov od trenutka ¢ nazaj in ga gle-
damo kar v nedogled v preteklost. Gre torej za oznacen homogen Poissonov proces
z intenzivnostjo A, pri ¢emer se pri vsakem metu prikaze Alberta z verjetnostjo a in
Beverly z verjetnostjo 1 — a, pri ¢emer so izidi metov neodvisni tako med seboj kot
tudi od njihovih ¢asov. Ce v intervalu od 0 do ¢ ni bilo nobenega meta, je jasno, da
Elon biva v Alberti, sicer pa Elon biva v vili, ki jo narekuje prvi met od trenutka ¢
nazaj. Iskana verjetnost je torej enaka:

e M4 (1 — e‘”)a.

3. Naj bo ¢t > 0. Stevilo prihodov v éasovnem intervalu od 0 do ¢ je porazdeljeno po
Poissonu s parametrom:

t
R(t) ::/ e fds=1—e"",
0
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stevilo prihodov od trenutka ¢ do neskonc¢no pa je porazdeljeno po Poissonu s para-

metrom: -
S(t) ::/ e fds=e"".
t

Nadalje izracunamo porazdelitev ¢asa T7. Za t > 0 iz:
P(Ty > t) = P(N; = 0) = e RO = ¢7" !

dobimo gostoto porazdelitve:
d _
fri(t) = = P(Th > 1) = ¢ e
Pogojno na 77 je proces nadaljnjih prihodov spet Poissonov proces z isto funkcijo

intenzivnosti, ¢e ne premaknemo ¢asa (e ga merimo od T naprej). Ce torej z N
oznac¢imo $tevilo prihodov v ¢asovnem intervalu od T; + ¢ do neskon¢no, velja:

E(N | Ty) = S(Ty +0) =e 1177,
Sledi:
E(N)=E[e "] =

o
:/ ee’t—2t—1—(5 —
0
1
= 616/ we'du =
0

. To lahko gledamo kot prenovitveni proces z nagradami: osnovni prenovitveni proces
je proces A, nagrada, ki pripada posameznemu medprihodemu intervalu, pa je cas
cakanja. Oznac¢imo medprihodni ¢as z U;, ¢as cakanja pa z R;. Iz krepke lastnosti
Markova, uporabljene za proces B, sledi, da je Cas cakanja od posameznega prihoda
v procesu A do naslednjega prihoda v procesu B porazdeljen eksponentno Exp(A) in
neodvisen od Casa Cakanja do naslednjega prihoda v procesu A. Torej ima R; enako
porazdelitev kot min{T}, U}, kjer sta T} ~ Exp(}) in U; ~ Unif.(a,b) neodvisni.
Izracunati moramo E(R;) = E [min{TI, Ul}} , kar lahko storimo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: s pomocjo dvorazsezne gostote. Velja:

A : —\ _
— /L<u<b min{t,u}e " dtdu =
>0

)\ b u 0o
= / </ te Mdt +/ ue M dt) du =
b—a a 0 u

E(R) =

1 b \
= ——- 1— 7ud =
/\(b—a)/a( ¢™) du
1 efa)\_efb)\
:X_m



Prvi nacin: s pomocjo prezivetvene funkcije slucajne spremenljivke R. Za 0 < s < a
je:

P(R, > s) =P(T, > s) = e,
za a < s < b pa je:

b—s

P(Rl >S):IP>(T1 > s, Uy >S):IP(T1 >3)]P><U1 >S):€—)\sb_a.

Torej je:

1
A A?(b - a) ’
kar je isto kot pri prvem nacinu.

Koncéno je E(U;) = “*b , torej je pricakovani delez casa iskanega cakanja enak:

E(R,) 2 (1 e_a)‘—e_b)‘> _

E{U) a+b\X  X(b—a)




Resitve izpita iz slucajnih procesov 1 z dne 18. 6. 2021

a) Ce ¢ase prihodov kot navadno ozna¢imo z S;, Ss, .. ., je treba izracunati:
E[S:Ss - Sn,] Z]P’ (N; =n)E[S1S, - Sy, | Ny =n] =
—ZIP E[S:Ss-+ Su | Ny =n].

Naj bodo Uy, U, ... neodvisne in porazdeljene enakomerno na intervalu [0,¢]. Po
lastnosti vrstilnih statistik je:

P(N, =n)E(U Uy ---U,) =

()\t)ne—)\t E n B
“ n! 2)

2/9_
— AP/2-Mt

hE

E[Sls2"'SNJ —

Il
o

n

M]3

Il
o

b) Pricakovana vrednost je najmanjsa pri t = 1 (neodvisno od \). Izra¢unajmo:

E[(S19:--8n,)"] =Y P(Ny =n)E[(S1S-+-5,)* | Ny =n] =

n=0

P(N; =n)E[U{U; ---U?] =

()\t)ne—kt ﬁ n B
n! 3 N

3/9_
— AP/3-A

[
NE

3
Il
=)

[
NE

i
o

Sledi:
Var(5152 SNt) )\t3/3 At 6)\15272)\15 _ 672,\/3 e

. a) Oznac¢imo z A dogodek, da je ribi¢ ujel vsaj eno ribo in da je bila prva ujeta
riba klen. Nadalje naj bo N; $tevilo Vseh ujetih rib. Velja P(A | N, = 0) = 0, za

n=1,23,...paveljaP(A| N, =n) = ,\+# Torej je:

P(N; > 0) = —— (1 — e 7).,

PA) = A+

A+ p

b) Oznacimo z B dogodek, da je ribi¢ ujel vsaj eno ribo, zadnja ujeta riba pa je bila

klen. Velja P(ANB | N, =0) =0, ]P’(AﬂB[Nt—l)— N zan =234 pa



velja PIANB | Ny =n) = (L)Q Torej je:

A
P(ANB) = LP(N{/ =1)+ (L)Q]P’(Nt >1) =
A A+
= L (A + p)t e~ (At (L)Z (1 — (1 + (A + H)t) e—(k+u)t> =
A+ A+ p
= )\—2 + ( )\ut _ N2 ) e_(’\+“)t
A+w? \A+p (A p)? ’

iskana pogojna verjetnost pa je:
A+ (A4 )t — X) em At
O+ ) (1 — e Ore)

P(B|A)=
. a) Oznadimo z N; $tevilo zamudnikov, ki pridejo do vkljuéno ¢asa t. Velja N, ~

Pois(R(t)), kjer je:
bods 3et
R(t) = =1 .
®) /0 1+2e5  1+2e
Definicijo lahko razsirimo na ¢t = co: N, je stevilo vseh zamudnikov, ki kdaj koli
pridejo, in velja N, ~ Pois (ln %)

Dogodek, da je priSel vsaj en zamudnik, je dogodek { Ny, > 1} in velja:
1
P(Noo >1)=1—-P(Ny =0) =1 — ¢ "B/2 = 3
b) Ozna¢imo z Z ¢as prihoda zadnjega zamudnika in zacnimo racunati pogojno
kumulativno porazdelitveno funkcijo:

Fzinez1(t) =P(Z <t | N 2 1)
Velja {Z <t} = {N, — N; = 0}. Slucajna spremenljivka N,, — N; je namre¢ enaka
stevilu zamudnikov, ki pridejo po c¢asu t. Je neodvisna od NV; in velja:

N — N; ~ Pois(R(c0) — R(t)) = Pois <1n (1 + %t)) :

Sedaj nadaljujmo z racunanjem pogojne kumulativne porazdelitvene funkcije:
Fyinez1(t) =P(Nog = Ny =0 | Nyo > 1) =

P(N, > 1)
PN — N, =0,N, >1)
P(No > 1)

_ IP)(]\/voo — Ny = O) P(Nt > 1)

P(Noo > 1)

et et
= 3exp (—ln (1—1—7)) {1 — exp (—ln 1+26t>:| —

2(e" — 1)
2et +1

Y



iz katere dobimo $e pogojno funkcijo prezivetja:

3
P(Z>t|Nyo>1)=1-F t) = .
(Z>1] >1) Z|Noo>1(t) 11 2¢
Pogojna pricakovana vrednost je potem enaka:
< 3dt 00 3
E(Z | Ny >1)= =—ln(2+e )| =Iln-.
(2] Now 21) /0 1126 n(2+e)| =g

. Sprejeti klici tvorijo prenovitveni proces z medprihodnimi ¢asi, katerih porazdelitev
je meSanica eksponentne porazdelitve Exp(\) in porazdelitve Gama(2, \), pri ¢emer
ima vsaka delez 1/2. Laplace-Stieltjesova transformiranka medprihodnega ¢asa je

torej:
R 1/ A A2
F(z)==
() 2(z+)\+(z+>\)2)’

Laplace—Stieltjesova transformiranka prenovitvene mere pa je:

. F Az 4202 2\ A
(=18 _ et

_1_F(2)_222+3/\z_§_62+3)\’

iskana prenovitvena mera pa je:

VD W & N 1 — e 3M/2
M(t) =E(N,) = 5 = 8/0 e 2= _2TC
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Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 3. 4. 2014

Finan¢éna matematika

. Naj bo §,, Tonetovo premozenje v evrih po n-tem metu. Pisemo lahko S, = 7 +
X1+ X5+ X, kjer je Xi znesek, ki ga je po k-tem metu Tine placal Tonetu. Naj
bo T" met, po katerem eden igralcev ostane brez denarja. Velja Sp = 0 ali S = 12,
zanima pa nas P(Sr = 12).

Ker je X; ~ (1_/11 192 1}4), je E(X%) = 0. Nadalje je T ¢as ustavljanja. Po
Waldovi identiteti je E(X; + -+ 4+ Xp) = 0, torej E(S7) = 7 (to sicer sledi tudi iz
opazanja, da je S, martingal). Po drugi strani pa je E(Sy) = 12P(Sy = 12), torej
je verjetnost, da na koncu Tone dobi vse, enaka 7/12.

. a) Oznac¢imo s T' ¢as, ki mine od klica uciteljice do prihoda prvega ucenca, z N
pa Stevilo ucencev, ki slisijo uciteljico. Za n = 1,2,3,... se na dogodku {N = n}
dogodek {T" > t} ujema z dogodkom, da do ¢asa ¢ Se ni prisel nobeden od n ucencev,
ki so slisali uciteljico. Torej zat > 0 velja P(T' >t | N =n) = 1/(1+1¢)". Po izreku
o polni verjetnosti je:

P(T>t)=> p(l—p)""- o=
— 1+t p+t

medtem ko za t > 0 seveda velja P(T" > ¢t) = 1. S tem je Ze natan¢no opisana
porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke 7', lahko pa zapisemo tudi kumulativno poraz-
delitveno funkcijo:

0 ;<0
Frit) = { s
— i t>0
in gostoto porazdelitve:
0 ;<0
po={ 5
W 3 t>0

b) Najprej izra¢unamo:

1 . S p
P(T>t|N22):W;p(l—p) Sl T

Ustrezno pogojno matematicno upanje najlazje izracunamo z integracijo zgornjega
izraza — pogojne prezivetvene funkcije):

E(T|N22):/ P g _bhp
o (I+t)p+1) l—p
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3. Zak=1,2,3,... velja:

P(N, = k)

P(N, > k) —P(N, > k+1) =
P(S, <t) —P(Sjy1 <t) =
=P(Sgy1 >t) —P(Sp > t) =

_ /(1) _ et/

medtem ko za k = 0 velja:

P(N; =0)=P(S; >t) =e".
4. Ce je X visina nagrade, velja:

kjer je N, stevilo zvonjenj do ¢asa t, ¢ > 0 pa neka konstanta. Ker je Ny ~ Pois(At),
velja:
E(X) = ct(1+ M)e™™,

1+
2\

=

kar je maksimalno pri t =
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Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 17. 6. 2014

Finan¢éna matematika

1. Prvi nacin. Oznacimo s T Cas, ob katerem pade prvi grb, z A pa dogodek, da dve
¢asovni enoti ali manj pred prvim grbom ni bilo nobene cifre. Ce je Tg < 2, je
obdobje, v katerem ni smelo biti nobene cifre, dolgo Ty ¢asovnih enot, sicer pa je
dolgo dve casovni enoti. Glede na to, da je meti cifer tvorijo homogen Poissonov

1_ 1

. . . 3 _ 1 L
proces z Intenzivnostjo 75 - 3 = 15, velja:

e Te/10 - T < 2
MA ’ TG) = { e—1/5 T > 2
1 7

. . . . . . 7 _ .
Meti grbov pa tvorijo homogen Poissonov proces z intenzivnostjo 10 © 3 = 3g+ tore]

je ¢as meta prvega grba porazdeljen eksponentno Exp(7/30). Sledi:

7 2 o] 7 3
P(A) = 5 U e 10 7T gy +/ e T30 dt} =" 10 e % = 0854.
0 2

Drugi nac¢in. Naj bosta T in A tako kot pri prvem nacinu. Dogodek AN{Ty < 2}
sovpada z dogodkom, da kovanec prvi¢ vrzemo prej kot dve ¢asovni enoti od zacetka
in da pri tem vrzemo grb. Torej je:

PAN{To < 2}) = (1 - 7).

Nadalje, ker za Tg > 2 velja P(A | Tg) = e '/°, je tudi P(A | Tg > 2) = e /5.
Sledi:

P(AN{Tg >2}) =P(Te > 2)P(A | Tg > 2) = e 2 WA W0 o71/5 = o=2/3

7 3
Ko sestejemo, dobimo P(A) = 0 + 0 e~%/3 kar je enako kot prej.
2. Prvi nacin. Ce z Sy, S, ... ozna¢imo ¢ase zaporednih prihodov potnikov in z N
stevilo potnikov, ki pridejo do odhoda vlaka, lahko piSemo:

Pogojna porazdelitev vsote S; +- - -+ Sy glede na N = n pa se ujema z brezpogojno
porazdelitvijo vsote U;+- - -+U,, kjer so Uy, . .. U,, neodvisne slucajne spremenljivke,
porazdeljene zvezno z gostoto, ki je za 0 <t < 1 enaka:

t
f(t) = —F——=2t.
fo sds
To pomeni, da lahko slu¢ajne spremenljivke Sy, Sy, ... zamenjamo s slu¢ajnimi spre-
menljivkami Uy, Us, . . ., ki so porazdeljene zvezno z gostoto f in neodvisne tako med
seboj kot tudi od N. Dobimo:
EW)=E(N—-U; —Us—---—Uy).

12



Po Waldovi identiteti je:

Velja:
! 1 ! 1
E(N):/ tdt = =, E(Ul):2/ tdt = -,
0 2 0 3

1
torej je E(W) = 6

Drugi nacin. Ce z N; oznadimo Stevilo prihodov potnikov do ¢asa ¢, opazimo, da je

1
W:/ Ny dt. Sledi:
0

E(W):/OlE(Nt)dt:/Ol/otsdsdt:é.

. Oglejmo si prenovitveni proces z nagradami, pri katerem so casi prihodov trenutki,
ko posamezno vozilo do konca prevozi most. Medprihodni cas T, je tedaj vsota
2 + U, kjer je U, ~ Exp(1/3). Ce jen = 1 ali T, > 4, je v celotnem n-tem
medprihodnem intervalu na mostu kvec¢jemu eno vozilo. Ce pa jen > 1 ali T}, < 4,
sta v okviru tega medprihodnega intervala 4 — T,, dolgo na mostu dve vozili (da sta
ve¢ kot dve, se zgodi z verjetnostjo ni¢). Torej n-temu medprihodnemu intervalu
priredimo nagrado R,, ki je enaka 4 — T},, ¢e je T, < 4, sicer pa naj bo R, = 0.

Oznacimo z D, skupni cas do trenutka ¢, ko sta na mostu dve vozili. Skupna koli¢ina
nagrad, ki pridejo do ¢asa t, pa je enaka Wy := Dy + (4 — T1) 1(T; < 4) (pri prvem
medprihodnem ¢asu se ne ujema). Glede dolgoro¢nega deleza ¢asa je vseeno, ali
vzamemo W, ali Dy, zato je zZeleni delez po krepkem zakonu velikih Stevil enak:

D, Wy E(Ry)

tlggT :tlggo t E(T}) ’

Velja E(Tl) =2+ E(Ul) =5 in:

1 2
E(R) =E[2-U) LU, <£2)] = 5/ (2 —uw)e ™3du=3e23 1.
0
Sledi: -
D —
lim 2t — 3¢ L= 1081
t—oo ¢ 5

. a) Laplaceova transformiranka medprihodne porazdelitve je:

(1-p)A

Flz)=p+ Atz

I

Laplace—Stieltjesova transformiranka prenovitvene mere pa je:

o p A
M(z)—l_p—i-(l_p)z.
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Torej je prenovitvena mera enaka:

b) Prvi nacin. Izracunati je potrebno:

E[min{T3,t}] = (1 —p)A [/Otse‘“ ds + /toote—“ ds} = %(1 — M)

ali tudi:
t t 1— P
E[min{T5,t}] = / P(Ty > s)ds = (1 — p)/ e Mds = T(l — e
0 0

(od koder dobimo Ze znano dejstvo, da je E(73) = (1 — p)/A). Kumulativna poraz-
delitvena funkcija novega prvega medprihodnega casa je torej enaka:

E[min{Ty,t}] Y

G(t) = B )

kar pomeni, da je prvi medprihodni ¢as porazdeljen eksponentno Exp(\).

Drugi nacin. Ce je proces stacionaren, velja:

t ~ 1 A

M(t) = (D) oziroma  M(z)

- 2E(Tz)  (1—p)z

Ce torej z G ozna¢imo kumulativno porazdelitveno funkcijo prvega medprihodnega
¢asa, mora veljati:

G(2) A
1— F(z) - (1-p)2
oziroma: . A1 F(z)) )

1—pz Atz

kar pomeni, da je prvi medprihodni ¢as porazdeljen eksponentno Exp(\).
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 27. 6. 2014

Finan¢éna matematika

1. Ce z S, oznadimo ¢as drugega prihoda in z NN, §tevilo prihodov do ¢asa ¢, je najlazje
izracunati:

E(Sz)_/OOOIP’(Sg>t)dt_/OOOIP>(Nt<2)dt_/ooo(1+t)h(t)dt_/ooo e _

1+ ¢2

| N

2. Oznadimo:

e 7 N, stevilo rib, z Nt(K) pa stevilo krapov, ki jih je Mirko ujel do casa t;
o 7 S ¢as, ko je Mirko ujel n-tega krapa.

Izracunati je potrebno:
E(SS) | Ny =2) =P(NM = 0| Ny = 2) E(S{¥ | Ny = 2, N5 = 0) +
(W = | Ny = 2) B | 2 1)+
+P(NE =2 | Ny =2)E(S | Ny =2, N =2).

Ker je vsaka ujeta riba krap z verjetnostjo 1/4 in postrv z verjetnostjo 3/4 ter ker
so vrste ujetih rib neodvisne, za k = 0,1, 2 velja:

ror=s1-0-() ) ()

torej:
PNS =0 M =2)= 2, P(NE =1|N =2)="
1 - 1 — —1_67 ( 1 - | 1 — )_gu
P(Nl(K>:2|N1:2):i.

16

Ce je Nl(K) = k € {0,1}, je Mirko drugega krapa zagotovo ujel po ¢asu 1, torej
se ¢as, ko je ujel drugega krapa, ujema s c¢asom, ko je ujel (2 — k)-tega krapa po
casu 1, merjeno od zacetka. Ker je dogajanje po ¢asu 1 neodvisno od dogodka
{N, =2, Nl(K) =k} (saj slednji zadeva le dogajanje pred ¢asom 1), je:
2—k
B(SyY | Ni=2, MY = k) =1+~
Pogojno na dogodek {N1 = 2,N1(K) = 2} (ki je dogodek, da je Mirko do ¢asa 1
ujel ni¢ postrvi in natanko dva krapa) pa je cas SéK) porazdeljen enako kot druga
vrstilna statistika, t. j. maksimum dveh neodvisnih slucajnih spremenljivk, ki sta
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porazdeljeni enakomerno na intervalu od 0 do 1. Ta maksimum ima kumulativno
porazdelitveno funkcijo F'(t) = ¢2, gostoto f(t) = 2t (za 0 < ¢ < 1) in pri¢akovano
vrednost fol 2t dt = 2/3. Izpeljali smo:

E(S5 | N =2, N® —0)=2, E(SF | Ny =2, N = ) :;
E(SéK) ’ N1:2’N1(K):O) :;
Sledi:
E(SéK)!N1:2):1%-2+§;+%§:%

oziroma 1 uro, 43 minut in 45 sekund.

. Kot ponavadi z S; oznac¢imo cas prvega, z S, pa c¢as drugega prihoda. Izrac¢unati je
potrebno E(S; | Sy > 2).
Pruvi nacin. Pogojno na S; je S; porazdeljen zvezno z gostoto:

1
;0<t< S
tHSfL): (1+t)In(1 +S) 2
o p(t)di 0 : sicer

Sledi:
1

%2 ¢ Sy
E(S”SQ)_ln(HSz)/O 1+tdt_ln(1—i—52) -

Za izracun zelenega potrebujemo Se porazdelitev slucajne spremevljivke Sy. Le-ta
ima kumulativno porazdelitveno funkcijo:

Fo,(t) =P(S; <t) =P(N, > 2) =1 P(N, < 2),

kjer je N, stevilo prihodov do casa t. Le-to je porazdeljeno po Poissonu s parame-
trom:

t
2
du=2In(1+¢
/Ol—i—uu n(l+1),

torej je:

14 2In(1 + ¢
Fo(t) = 1 — (14 2In(1 4 f))e-2n0+n — 1 _ 1 2mA+0)

142>
Od tod ze sledi: L+ 9213
P(Sy > 2) = 1 Fe,(2) = %
Potrebujemo Se gostoto:
41In(1+t)
)= 7
fSQ( ) (1 +t)3
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Sledi:

i 4In(1 +¢
E[S) 1(Sy > 2)] /2 (1n1+t l>ﬁdt_
3+ 2In(1 +t)
(1+t (141)? )
2In3
5

2

—1-—

Kon¢no je:

E[S11(S;>2)] 9—2In3

E(5: 15> 2) = P(S,>2)  1+2n3

=2'13.

Drugi nacin. Velja:
E(51|Sg>2):/OOOIP’(Sl>t|SQ>2)dt:
:/OOOIP(Nt<1|N2<2)dt:
:/OOOIP’(Nt:O|N2<2)dt,

kjer je N; stevilo prihodov do casa t. Za s < t ima slucajna spremenljivka N; — N
Poissonovo porazdelitev s parametrom:

/s 1iudu:2(ln(1+t)—ln(1+s)).

Torej je:
14+2In3

P(N, < 2) = (1+2In3)e?? = 5

Za t < 2 velja:
) [1 +2(In3 — In(1 + t))] o~ 2(n3-In(1+)) _

~ 1+2(In3 —In(1+1))
B 9

in posledi¢no:
14+2(In3 —1In(1 +1¢))

P(N, =0 Ny < 2) = I :

medtem ko za t > 2 velja:

1

P(N, =0,Ny < 2) =P(N, =0) = 200+ — __— ___
(t y 4V2 ) (t ) € (1+t)2



in posledi¢no:

9 1
PN =012 <2) = mors e

Sledi:
1 2 < dt
E(S,|Sy>2) = —— 1+2(In3—In(1+8))|dt+9 —
(S 152> 2) 1+2m3[A[ +2(1n3 = In(1 +1)) | de + A (L+w4
B 9—-2In3
 142In3°

Tretji nacin. Pisimo {Sy > 2} = {Ny < 2} = {N, = 0} U {N, = 1}, kjer je N,
stevilo prihodov do casa t. Sledi:
E(Sl ‘ SQ >2):P(N2:0 ‘ N2 <2)E<Sl ’ N2:0)+

Podobno kot pri prvem nacinu vidimo, da je Ny porazdeljena po Poissonu
Pois(21In(1 +t)), torej je:

1 21n 3

B(N, = 0) = ¢, Mmznzg,

1 21n 3
P(Ny=0|Ny<2)= —— P(Ny=1| Ny <2)=—2
(N2 [ N2 <2) 1+2In3’ (N2 [ N2 <2) 1+2In3

Pogojno na Ny, = 0 ima nas proces intenziteto:

0 st <2

t s 2 :
— ;t>2
1+t

torej je za t > 2 slu¢ajna spremenljivka N; porazdeljena po Poissonu s parametrom:

t
2
= 2(In(1 —1
/21+st (In(1 +¢) — In3)

in velja:

9
(1+1)2

P(S;>t[Ny=0)=P(N;=0]| Ny =0) =

za t < 2 pa je seveda P(Sy >t | Ny = 0) = 1. Torej je:
o0 o0 9
E(S; | Ny =0) = P(Sy >t N:Odt:2—|—/ ——=dt =5.
(S1] N2 =0) /O (S2 > 1[Ny =0) , (1107

Pogojno na Ny = 1 pa je S; porazdeljena zvezno z gostoto:

1
— ;0<t<?2
t%+ﬁ§EL_: (1+t)In3 ,
Jo p(t)dt 0 : sicer
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zato je:
t 2

2
E Ny=1) = —  dt=-——1
(SN2 =1) 14 (1+tﬂn3dt In3

Ko zberemo vse skupaj, dobimo:

E(S, | S, > 2) = -
(S1152>2) = o35+ o

1 5 2In3 l—l _9—21n3
In3  1+4+2In3°

. Gre za prenovitveni proces z zaostankom. Prvi prihod je porazdeljen eksponentno
Exp(1), vsi nadaljnji pa imajo porazdelitev Gama(2,2). Laplaceovi transformiranki

porazdelitev sta:
() = — F(z) 2y
z) = z) = .
1+2z’ 2+ 2

Izracunati je potrebno prenovitveno mero tega procesa. Njena Laplace—Stieltjesova
transformiranka je enaka:

ji - GO (+2) 1 1 1

TI1-F() 2+ 0)G+d  : 3G+1) 314
Iskano pricakovano stevilo je torej enako:

1_671‘/ 1_67475 1 eft 67415
®) 3 + 12 4+ 3
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 27. 8. 2014

Finan¢éna matematika

1. Posamezen tovornjak, ki zapelje ¢ez most v prvi smeri, bo srecal vse tovornjake iz
druge smeri, ki so bodisi na mostu bodisi jim do mostu manjka Se 1 minuta. To
so torej tovorljaki, ki bodo zacetek mostu prevozili v ¢asovnem razponu 2 minut.
Njihovo pricakovano stevilo je 2/3.

Stevilo vseh srecanj lahko zapisemo kot vsoto X; + X5 + - - - 4+ Xy, kjer je N stevilo
tovornjakov, ki iz prve smeri v predpisanem c¢asovnem okviru zapeljejo na most, X;
pa je stevilo tovornjakov, ki jih sreca i-ti tovornjak. Te sluc¢ajne spremenljivke so
neodvisne, N pa je ¢as ustavljanja, zato velja Waldova identiteta. Ker je E(N) =
60/5 = 12, je pri¢akovano $tevilo vseh srecanj enako 8.

2. Oznacimo z 5,, ¢as n-tega klica, z SP) gas n-tega domacega, z S pa cas n-tega
tujega klica. Nadalje z V; oznacimo stevilo klicev do casa t, z Nt(D) stevilo domacih
klicev do casa t, z Nt(T) pa Stevilo tujih klicev do ¢asa t. Izracunati moramo:

E(S, | NV =1) :/ P(Sy>t| N =1)dt.
0

Izrazimo dogodek {Sy > t} z dogodki, ki se bodisi nanasajo le na tuje klice do ¢asa
1 bodisi so od njih neodvisni. Opazimo naslednje:

o Zat< SfT) je Sy >t ekvivalentno Nt(D) < 2.
o Za S%T) <t <1jeSy >t ekvivalentno Nt(D) = 0.
o Zat>1je Sy >t ekvivalentno N\® =0, N, — N; = 0.

Za t <1 torej velja:
P(S, >t | N =1)=P(s{" >t | N =1)P(N" <2) +
+P(stY <t | NP =1)P(N" = 0)

Upostevamo, da je slucajna spremenljivka S§T) pogojno na {Nt(T) = 1} porazdeljena
enakomerno na intervalu od 0 do 1. Sledi:

PS>t | N =1)=(1—t) (1 +4t)e +te = (144t —4t2) e
Zat > 1 pa velja:

P(Sy >t | NV =1) =P(N" =0, N, = Ny =0) = e 1e 5 = 15,
Koncéno dobimo:

1 o)
3 13
IE(SQ‘Nl(T)—l)—/O (1+4t—4t2)e‘4tdt+/ A= o+ met
1

oziroma priblizno 23 minut.
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3. Pogojno na dogodek, da je bilo do ¢asa 1 natanko n prihodov, se porazdelitev
mnozice le-teh ujema s porazdelitvijo mnozice n neodvisnih slucajnih spremenljivk,
porazdeljenih zvezno z gostoto:

e s 0<t<

1) = { 0 ; sicer ’

kjer je a = fol t?e~tdt. Sok, ki ga povzroc¢i prihod ob ¢asu T, ima ucinek e
Pric¢akovani ucinek Soka, ki ga povzroci prihod ob slu¢ajnem casu z gostoto f, pa

je enak:
/Oo () dt = l/1t2eldt: 1
a o 3ae’

—00

T-1

kar pomeni, da je pricakovani skupni ucinek sokov, ki ga povzrocijo prihodi v nasem
procesu do ¢asa 1 pogojno na to, da jih je bilo do tedaj natanko n, enak n/(3ae).
Ker je pricakovano stevilo prihodov do ¢asa 1 enako a, je brezpogojni pricakovani
skupni u¢inek Sokov enak 1/(3e).

4. Proces bo stacionaren natanko tedaj, ko bo kumulativna porazdelitvena funkcija
casa 17 za t > 0 enaka:

E[min{T5, ¢
Gt) = [min{75, t}]
E(T3)
(in seveda G(t) =0 za t < 0). Zat <1 je kar min{7s,t} = ¢, medtem ko za t > 1
velja:

_ L2 > 2 1
E [min{T5,t}]| = S?dS—’— tgds:2—¥.
1 t

Mimogrede smo dobili se E(75) = 2. Sledi:

0 <0
G(t) = L 0<t<l1
1—L t>1

Torej je cas prvega prihoda porazdeljen zvezno z gostoto:
0 ;t<0

fy=4 & ;0<t<1

L

5z s t>1
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 8. 9. 2014

Finan¢éna matematika

1. Naj bodo T}, T5, ... Casi trajanja zarnic, S pa ¢as od zacetka do trenutka, ko Stanko
kupi sijalko.
Prvi nacin. Ce je T} < a, je S = a, sicer pa je slu¢ajna spremenljivka S — T}
pogojno na T porazdeljena enako kot S. Sledi E(S | T} < a) = a in E(S | T} >
a) = E(Ty | T4 > a) + E(S). Zaradi pozabljivosti eksponentne porazdelitve pa je
E(T) | Ty > a) = a+ E(T}). Ko vse poberemo skupaj, dobimo rekurzivno zvezo:

E(S)=aP(Ty < a)+P(Ty > a)(a +E(Ty) + E(S)) =
=a(l—e ") + e (a+b+E(S)),
ki ima reSitev:
a+be /b
1 —ea/b

E(S) =

Drugi nacin. in naj bo N prvi indeks, za katerega je Ty < a. Cas od zadetka do
trenutka, ko Stanko kupi sijalko, lahko zapisemo v obliki:

S:Tl+T2+"'+TN_1+(IZT1+T2+"'+TN+CL—TN.

Ker so 11, T5, . .. neodvisni, N pa Cas ustavljanja glede na zaporedje T}, T, . . ., lahko
uporabimo Waldovo identiteto. Iz eksponentne porazdelitve ¢asov dobimo:

E(Ty +To+---+Tn) =bE(N).

Sluc¢ajno spremenljivko N lahko gledamo kot prvi uspeli poskus v Bernoullijevem
zaporedju, kjer n-ti poskus uspe, Ce zarnica traja manj kot a. Verjetnost uspeha
takega poskusa je 1 — e=%/?, torej je:

1

EN)=1——=n

Izracunati je potrebno $e E(Ty). To lahko dobimo s pogojevanjem na N. Velja:

E(TN]T:n):E(Tn|T1Za,TQZa,...Tn,lza,Tn<a):
— (T, | T, < a) =
_pfotetdt

% foa et/ dt

_b—(a+b)e
N 1—ea/b 7

torej je tudi:
b— (a+b)e /"
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Ko poberemo vse skupaj, dobimo:

a+be /b
E(S) - 1 . eia/b )
kar je isto kot prej.
. Oznacimo N; stevilo zuzelk, z Nt(M) stevilo muh, z Nt(o) pa stevilo os, ki so priletele
v hiSo v ¢ minutah od zacetka. Izracunati je potrebno IP’(Nl <1 | N5(M) = 3).

Prvi nacin. Nastavimo:
P(N; < 1, N =3)

v | W ) - SO
s

(%)

Velja IP’(N5(M) =3) =g (%)36_5/2. Nadalje je dogodek {N1 < 1} disjunktna unija
dogodkov {N; = 0}, {N™ =0, N{® =1} in {N™ =1, N[? = 0}. Velja:

P(N, =0, N =3) =P(N, =0, N - NMW =3) =
_ 2_3 ¢ —27/10
3l ’
P(NM™ =0, N9 =1, NW =3) =p(N™ =0, N9 =1, N™ - N =3) =
_ 120
B
P(NM™ =1, N9 =0, MW =3) =p(N™ =1, N9 =0, N™ - NM = 2) =
1 22
T 22
Ko vse skupaj vstavimo v formulo (x), dobimo:
624
3) = —
) 625
Drugi nacin: pogojujemo na Stevilo os, ki so priletele v prvi minuti. Nastavimo
torej:

2 o211

P(N, <1 | NMW = e1/5 = 0817,

P(N; <1|NM=3)=
PN =0 | N =3)P(N; <1 | N =3, N9 =0) +
+P(NO =1 | N =3)P(N, <1 | N =3, NP =1) +
+P(N > 2| NW =3)P(N, < 1| N =3, N© >2).
Opazimo, da je zadnji ¢len enak ni¢: ¢e sta v prvi minuti prileteli vsaj dve osi, se ne
more zgoditi, da bi v tem obdobju priletela najve¢ ena zuzelka. V preostalih dveh

¢lenih pa pri prvem faktorju upostevamo neodvisnost, pri drugem pa dogodke na
levi zapisemo drugace. Dobimo:

P(V <13 =3) =P(\{” =0) P(N" <1 | M =3, N =0) +
+ (N = 1) P(N]
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Zdaj pa $e pri drugih faktorjih upostevamo neodvisnost in dobimo:
P(N < 1| N =3) =B(NM =0) (V™ <1 | N =3) +
+P(N =1) (N =0 | N =3).

Pogojno na dogodek, da so v prvih petih minutah priletele natanko tri muhe, je
mnozica njihovih prihodov porazdeljena enako kot mnozica {U;, Uy, Us}, kjer so Uy,
U in U neodvisne in porazdeljene enakomerno na intervalu [0, 3]. Tako dobimo:

P(N < 1| N =3) =P(N = 0)[P(Uhy > 1, U1 > 1, Uy > 1) +
—I—]P)(Ul <1, Uy >1, U3z > 1)

+P(U; >1, U, <1, Uy > 1)

)

+IP’(U1>1,U2>1,U3§1]+

+
+

+ PN =1)P(U; > 1, Uy > 1, Uy > 1) =

3 2 3
625 ’

kar je isto kot prej.
3. Oznacimo z A; starost ob Casu t. Za 0 < s < t velja:

P(A; > s) = IP’(V ¢asovnem intervalu [t — s, ¢] ni bilo nobenega prihoda) =

ceo (L) -
=exp(In(l+¢t—s)—In(l1+1)) =
_l+t—s
1+t

medtem ko za s > ¢ velja P(A; > s) = 0. Sledi:

"1+t—s 2t + ¢
E(A,) = ds = .
(4r) /0 1+t 0 21+

Y

4. a) Zadevo lahko interpretiramo kot prenovitveni proces z nagradami. Za prihode
vzamemo npr. prihode v kraj A, za nagrade pa vzamemo dolzine bivanj v kraju A.
Ce je W (t) skupni znesek nagrad (skupna dolzina bivanja v kraju A) do éasa t, je
dolgoro¢ni delez casa, ko Rudi sluzbuje v kraju A, enak:

. ~ E(A)
A Wi/t =gy

Pri tem je A, dolzina bivanja v kraju A v n-tem ciklu, 7, pa je skupna dolzina
bivanja v tem ciklu. Pisemo lahko T}, = A, + B, in B, = A, + R,,, kjer je E(4,,) = 2
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in E(R,) = 1. Torej je E(T,,) = 5, iskani dolgoro¢ni delez ¢asa pa je 2/5.

b) Naj bo H(t) verjetnost, da je Rudi ob ¢asu t v kraju A. Nadalje naj bo S(t) =
P(A,, > t) verjetnost, da Rudi v i-tem ciklu biva v kraju A veé¢ kot t ¢asa, f(t) =
P(T,, < t) panaj bo kumulativna porazdelitvena funkcija dolzine posameznega cikla.
Tedaj velja prenovitvena enacba:

H(t):S(t)+/tH(t—s)dF(s).

Iskani pogoj je, da je porazdelitev medprihodnih casov T, nearitmeticna. Tedaj
namre¢ po Smithovem kljuénem prenovitvenem izreku velja:

=g s

kar je ravno rezultat iz prejSnje tocke.

25



2012/13



Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 11. 4. 2013

Finan¢éna matematika

1. Za n-ti prihod po osnovni ekvivalenci velja:
Fs,(t) =P(S, <t) =P(N; >n)=P(N;+1>n)= (1—e")".
Sledi:

]E(Sl):/ etdt =1,
0
3

E(Sg):/ooo[l—(l—e_t)z} dtZ/Ooo(Qe—t_e—%)dt:E‘

2. Izkoristimo, da je Stevilo metov cas ustavljanja glede na zaporedje Stevil pik v po-
sameznih metih. Torej lahko uporabimo Waldovo identiteto, po kateri je pricako-
vano skupno stevilo pik enako produktu pricakovanega Stevila metov in pricakova-
nega Stevila pik pri posameznem metu. Stevilo metov je porazdeljeno geometrijsko
Geom(1/3), stevilo pik pri posameznem metu pa diskretno enakomerno na mnozici
{1,2,3,4,5,6}. Pricakovano skupno $tevilo pik je torej enako:

7T 21

=—=105.

3.2
2 2

3. a) Naj bo A, dogodek, da se je n-ti prihod zgodil do ¢asa a, obenem pa mu v
naslednjih b ¢asovnih enotah ne sledi noben prihod (torej v ¢asovnem intervalu od
S, do S,, + b ni nobenega prihoda). Bolj formalno:

An = {Sn < a, Tn+1 > b}

Iz neodvisnosti medprihodnih ¢asov ter dejstva, da je S, ~ Gama(n,\) in T, ~
Exp(A), sledi:
—bA a
S / Amgnl e M dt
(n =1 Jo

To pa lahko zapisemo tudi Se drugace: po osnovni ekvivalenci je {S, < a} = {N, >
n}. Ker je N, ~ Pois(al), velja tudi:

P(A,) = P(S, < a)P(T)y > b) =

2 gk \E e (a+b)A

P(A,) = e PPN, >n) =)

— k!
b) Prvi nacin.
E(X) = i e / B / i A / “ndr =
1 (n—1!Jy (| — (n—1)! 0
=are ™.
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Drugi nacin.

> - > akf \k e—ar (a+5)A > ak \k (@rb)A > ak \k
D D) SLCCRREE) 3) p- T p
n=1 k=n k=1 n=1 k=1
=ale ™.

Tretji nacin. Ker X steje, koliko dogodkov A,, se je zgodilo, velja:
E(X) =) P(A,) =Y PN, >n)=e"E(N,) =are ™.
n=1 n=1

Cetrti nacin (ne potrebujemo tocke a)). Naj bo Y, indikator dogodka, da n-temu
prihodu v naslednjih b ¢asovnih enotah ne sledi noben prihod. Ocitno je Y, neod-
visna od 17,75, ... T,. Nadalje velja:

X=Y1+Ys+ - +Yy,

kjer je N definiran na enega od naslednjih treh ekvivalentnih nacinov:

e Stevilo prihodov v ¢asovnem intervalu [0, a;
e zadnji indeks, za katerega je Sy =11+ --- +1Tn < a;
e prvi indeks, za katerega je 17 + - - - + Ty > a.

Ce definiramo Z,, := T4, je Y, neodvisna od Zy, Z1, ... Z,_1, N pa je prvi indeks,
za katerega je Zy + --- + Zn > a. Torej je N cas ustavljanja glede na zaporedje
Zy, 41, .... Po Waldovi identiteti je:

E(X) =E(N)E(Y;) = are ™.
. Naj bo T ¢as, ob katerem pes dobi Binetov briket, /V; Stevilo briketov, ki jih Andraz

da psu do casa t, N, pa stevilo briketov, ki jih pes pozre do casa t. Tedaj je:

b= Nt X T>t
Ker je E(N;) = 3s za vse s > 0 in ker sta Andraz in Bine neodvisna, velja:

- Sr+1 ;T<t
E<Nt’T):{ 3t T >t

Ker je T porazdeljena eksponentno Exp(1), sledi:

t [oe)
E(N;) = /0 (3s+ 1)e *dt + 375/ e *ds = 4(1 — e_t) )
t
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Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 6. 6. 2013

Finan¢éna matematika

.a)l—exp (—/ e’ dt) =1-e'=0632
0
! -1
b) 1 —exp (—/ e’ dt) =1—e 7)) =0469.
0

c¢) Ce z X oznacimo $tevilo prepoznih ponudnikov, je X = N — 1 4, kjer je N stevilo
vseh ponudnikov, A pa je dogodek, da vsaj ena ponudba pride pravocasno. Velja:

E(N) :/0 etdt = 1.

Torej je:
E(X) =E(N) —P(A) = (=) = 0531

. Zaradi preglednejsega zapisa ozna¢imo s to = 10~*s dolzino celotnega intervala, ki ga
gledamo, z § = 6- 1075 s dolzino posameznega mrtvega intervala, z A = 50.000/s pa
intenzivnost prihajanja zarkov. Nadalje oznacimo s 77,75, 75, ... dolzine ¢asovnih
intervalov, v katerih Stevec zaznava zarke. Naj bo Se M skupna dolzina mrtvega
casa do trenutka ty. Tedaj velja naslednje:

e CejeT >ty je M =0.

o Cejety—6 <T) <ty,je M =ty—T.

o CejeTl <t0—§inT22t0—T1—5,jeM:5.

o CejeTg <t0—T1—5,j€M:t0—T1—T2.

Sledi:
E(M) :E[(to—Tl)n(tO—ang <t0)} FOP(T) < ty— 8,y >ty — Ty — 0) +
+E[(tO—T1 T UT + T <t0—5)] .

Ker zarki tvorijo homogen Poissonov proces in ker velja krepka lastnost Markova, sta

Ty in T, porazdeljeni eksponentno Exp(\), njuna vsota 77 + T, pa ima porazdelitev
Gama(2, A). Sledi:

to to—0 00
E(M) = / 6(150 —2)e M dx + 6N /0 e M / e dydx +
to— 1

0—x—0

to—0
+ )\2/ (to — 2)ze M dz =
0

1 1\ 2
= — t _6 — (tO 6) t [ —
)\6 —l—(o +>\)e + 9 \

=683-107"s.
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3. Gre za prenovitveni proces z nagradami. Oznacimo s T ¢as voznje po avtocesti, s T
pa cas voznje po stari cesti. Tedaj je dolzina medprihdnega intervala porazdeljena
enako kot 7} + 75, nagrada pa je enaka T,. Ce ¢as merimo v urah, je 73 = 1. Cas
T5 pa je slucajen, in sicer je enak 120/V, kjer je V' povprecna hitrost potovanja po
stari cesti. Torej velja:

1 %0120 80
60

Po krepkem zakonu velikih stevil je iskani delez ¢asa enak:

E(T3)

N E D

4. a) Cas prvega prihoda je porazdeljen eksponentno Exp(1/ty), porazdelitev nadalj-
njih medprihodnh casov pa se ujema s porazdelitvijo slucajne spremenljivke, ki je
z verjetnostjo 1 — p enaka ni¢, z verjetnostjo p pa je porazdeljena eksponentno
Exp(1/to).
b) Poiskati je potrebno prenovitveno mero. Velja:

N 1 o P

od koder najprej dobimo:

torej je iskana prenovitvena mera M (t) = pg
Pto
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 20. 6. 2013

Finan¢éna matematika

1. a) Opazimo, da je rezultat popolnoma isti, kot ¢e bi Pepi ves ¢as lovil ribe v prvem
ribniku, to pa je 4e73 = 07199.

b) Oznacimo z S Cas, ko je Pepi ujel drugo ribo, z A pa dogodek, da je ujel ve¢ kot
dve ribi. Tedaj velja:

1 —e20-%) -6, <1
P(A] 52) = { 0 : si2cer

Nadalje ima slucajna spremenljivka S, porazdelitev Gama(2, 3), ki je zvezna z go-
stoto:

9se™3 1 5>0
f52<3) = {

0 ; sicer

Sledi:

1
P(A) = / 9se (1 — 6_2(1_8)) ds =
0

1 1
:9/ se3sds—962/ se ’ds =
0 0

=1—-9e 2+ 14e 3=
= 0°479.

2. Pruvi nacin. Cas, ob katerem zakonca kupita avto, je minimum slu¢ajnih spremen-
ljivk Z3 in M5. Pomagamo si s prezivetveno funkcijo:

P(My >t) = (ut +1)e™,  P(Zs>1t) = = (A2 + 2\ +2)e M,

N | —

iz katere izra¢unamo:

]P(T > t) = ]P(Zg >t, My > t) = ]P(Zg > t) ]P(MQ > t) =

(N2t + A\ + 20) 8 + 2(A + p)t + 2)e” ATt

N —

kar nam da:

3N A+ 2u) 1 N 1
A+t A +p? A p o Atp
:3)\3—1—12)\2,u+8)\u2+2,u3

(A4 p)? '

]E(T):/OOOIP(T>t)dt:

Drugi nacin. Uporabimo neodvisnost in enako porazdeljenost oznacb v zdruzenem
procesu prihajanja ponudb: vsaka ponudba je z verjetnostjo \/(\ + p) oznacena za
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zeno, z verjetnostjo /(A + p) pa za moza. Nato uporabimo Waldovo identiteto,
in sicer gledamo Casovne intervale med posameznimi primernimi ponudbami (tako
tistih, ki jih gleda Zena, kot tistih, ki jih gleda moz). Kot ponavadi oznac¢imo njihove
dolzine s 71,15, T3, .... Tedajje T =T+ 15+ --+ Ty, kjer je N zaporedna stevilka
ponudbe, ob kateri pride do nakupa. Za vsak casovni interval vemo, koliko dolg je
(T},) in kdo je ob njegovem izteku nasel ponudbo. Glede na to je N Cas ustavljanja.
Zdruzene ponudbe tvorijo homogen Poissonov proces z intenzivnostjo A + u, torej
je E(T,,) = 1/(A + p). Po Waldovi identiteti je dovolj izracunati E(N).

Mozni poteki ponudb do nakupa skupaj z verjetnostmi in dolzinami (N) so zbrani
v naslednji tabeli:

Potek 77 | MZ77 | IMZZ | ZZMZ
Dolzina 3 4 4 4

. )\3 )\3 )\3 )\3
Verjetnost | 5w | Gy | Gour® | Gt
Potek MM | ZMM | MZM | ZZMM | ZMZM | MZZM
Dolzina 2 3 3 1 1 i

. 2 by 2 by 2 >\2 2 /\2 2 )\2 2
Verjetnost | 5 | Goeap | GoruP | Gaur | Gawpd | Gow

2 3 4
Torej je N ~ 2 Aqan2 3a2u |, od koder izra¢unamo najpre;j:
At Fw? (Fw)?

N3+ 12020 + 8 + 243
E) = (A +p)?

in nato po Waldovi identiteti Se:

A3+ 1202 + 8 p? + 243
BT = (A +p)t ’

kar je seveda enako kot pri prvem nacinu.

. Pisimo W = X + Y, kjer je X = Ny — Ny in Y = N3 — N,y. Pogojno na dogodek A
je slucajna spremenljivka X porazdeljena binomsko Bin(2, p), kjer je:

2 dt
1+t :ln3—ln2

= 0'369
2 ar In3 ’
o 1+t
slu¢ajna spremenljivka Y pa je porazdeljena po Poissonu Pois()), kjer je:
3
dt
A= —— =In4—1n3 =0287.
5o 141

Poleg tega sta slucajni spremenljivki pogojno glede na A neodvisni. Torej je:

E(W | A) = E(X | A) + E(Y | A) = 2p + \ = 1'026,
var(W | A) =var(X | A) +var(Y | A) = 2p(1 —p) + A =0'753.
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4. Gre za prenovitveni proces z zaostankom, pri katerem je Cas prvega prihoda poraz-
deljen eksponentno Exp(1/30), vsi nadaljnji medprihodni ¢asi pa so mesanica 2/3
eksponentne porazdelitve Exp(1/20) in 1/3 eksponentne porazdelitve Exp(1/30) (¢e
¢as merimo v minutah). Laplaceovi transformiranki teh dveh porazdelitev sta enaki:

1
+30z°
1

Ge) = -

A 2 1 1 3+ 80

Pl =3 +3 =
31+20z  31+30z 3(1+4202)(1+302)

Laplace—Stieltjesova transformiranka prenovitvene mere pa je enaka:

NIz = G(zx)  3(1+202) 3 12 3 1
11— F(z) 2(70418002) 70z 7(T+180z) 70z  105(z+ 1)

torej je prenovitvena mera sama enaka:

t
_ 3t 1 o T5/180 1o — ﬁ + 2(1 . 6777&/180) '

M) ==+ —
(®) 70+1O50 70 49

Ponovimo, da ta mera velja za ¢as, merjen v minutah. Ce bi ga merili v urah, bi

dobili:
18t 12

M(t) 7 —f— E(l — 6_7t/3) .

Proces je stacionaren, ¢e je proces (Ngiy — Ny)s>o porazdeljen enako kot prvotni
proces (Ns)s>0. Od tod sledi, da je E(Ngit)—E(N;) = E(N;), torej M (s+t)—M(t) =

M (s). To pa v nasem primeru ne drzi, torej proces ni stacionaren.
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 26. 8. 2013

Finan¢éna matematika

1. Oznacimo z X,, spremembo Lojzetovega premozenja v n-ti igri, N pa igro, v kateri
Lojze izgubi Se zadnji evro. To je torej prvi indeks, za katerega je Sy = —100, kjer
je:

Sp=Xi+ X4+ X,
(brez skode si lahko mislimo, da Lojze tudi potem, ko pride na ni¢lo, $e naprej igra
na up). Ker je {N < n} dogodek, da je vsaj ena izmed vsot Si,Ss,...S, enaka
—100, je N cas ustavljanja.

Slucajne spremenljivke X, X5, ... so neodvisne in imajo porazdelitev:

(19_/27 18}37) '

Po Waldovi identiteti je E(Sy) = E(X;) E(N). VeljaE(X,) = —1/37in Sy = —100,
zato je E(N) = 3700.

2. Oznacimo z N, stevilo vseh iglic, ki padejo na teraso do Casa t, z Nt(D) pa stevilo
iglic, ki do ¢asa t padejo na njen desni del. Nadalje naj bo S ¢as, ko na desni del
terase pade n-ta iglica. Najprej opazimo, da je:

P(NP =0 N, =2) =

PN =1| Ny =2) =

PN =2 | N, =2) =

O RO O

Ce na desni del terase ni padla nobena iglica, se po lastnosti Markova vse za¢ne na
novo. Ker iglice, ki padajo na desni del terase, tvorijo homogen Poissonov proces z
intenzivnostjo ene iglice na uro, velja:

E(SP | NP =0) =1 +E(S”) = 3.
Ce je na desni del terase padla natanko ena iglica, mora pasti le $e ena iglica. Sledi:
E(SP | NP =1) =1 +E(5{”) = 2.

Ce pa sta na desni del terase Ze padli dve iglici, moramo gledati, kdaj je padla druga.
Pogojno na {NI(D) = 2} je SéD) porazdeljena tako kot max{Uy, Us}, kjer sta U; in
U, neodvisni in porazdeljeni enakomerno na intervalu od 0 do 1. Kerza 0 <t <1
velja:
FSéD)|N1<D):2(t) = Fmax{U1,U2}<t) = P(maX{Ul, UQ} S t) =
=P(U, <t,U, <t) =P(U, <t)P(U, < t) =12,
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je:
1
. 2
fSéD)lNl(D):Q(t) =2t in E(SéD) | Nl(D) = 2) = / 212 dt = 3
0

Kon¢no po pogojni razlicici izreka o polnem matemati¢nem upanju dobimo:

D 4 4 1 2 62 . .
]E(Sé)‘N1:2):§'3+§‘2+§'§:ﬁ:2h18mm'

. Nalogo resimo s pogojevanjem na cas prvega prihoda S;, torej moramo najprej
poznati porazdelitev te slu¢ajne spremenljivke. Za t > 0 velja:

P(Sy >t) =P(N, = 0) = ¢ o ds = =(c'=1)

torej:
t
fo(t) =7,
Ce je A dogodek, da eno ¢asovno enoto po prvem prihodu ni nobenega prihoda, po
krepki lastnosti Markova velja:

S141 4
P(A|S:)=e€" s s gmefiel)
Torej velja:

0 0

S substitucijo u = e* dobimo:

Mm:/emezwimm.
1

. Gre za prenovitveni proces z zaostankom, pri katerem ima ¢as prvega prihoda po-
razdelitev Gama(2,2), vsi nadaljnji medprihodni ¢asi pa so meSanica 2/3 determi-
nisti¢ne porazdelitve, skoncentrirane v ni¢, in 1/3 porazdelitve Gama(2,2) (Ce ¢as
merimo v letih). Laplaceovi transformiranki teh dveh porazdelitev sta enaki:

GQOZZ(2i2>2’

X 2 1/ 2 \?
F(z)=2 4=
(=) 3+3<2+z>’

Pricakovano stevilo nadaljnjih kandidatk, ki se v ¢ letih zvrstijo na razgovoru pri
direktorju, je ravno prenovitvena mera. Njena Laplace—Stieltjesova transformiranka
prenovitvene mere je enaka:

T G(z) _ 12 :3<1_ 1 )'

:1—F(z) z2(z+4) z z+4

torej je prenovitvena mera sama enaka:

AI@)=:3(t—u£té45ds)::3t—-2(1—e_“).
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 9. 9. 2013

Finan¢éna matematika

1. a) Naj bo L, ¢as lovljenja prve muhe, 75 pa ¢as, ki je minil od prihoda prve do pri-
hoda druge muhe. To sta neodvisni slu¢ajni spremenljivki ter velja L; ~ Exp(1/2)
in Ty ~ Exp(1/3) (¢ase merimo v minutah). Iskana verjetnost je:

1 [ [ 1 [~ 2
P(Ly > Ty) = 6/ / e et dldt = 5/ e 0 dt = =
0 t 0

b) Oznacimo z N Stevilo muh, ki so priletele v hiSo, medtem ko je Erazem lovil prvo
muho. Zaradi neodvisnosti velja E(N | L) = L1/3, torej E(N) = E(Ly)/3 = 2/3.
c¢) Oznacimo s T ¢as, ki mine od odprtja vrat do trenutka, ko Erazem ujame zadnjo
muho.

Prvi nacin. Pisimo T =T, + 15 + T, kjer je 1 ¢as prihoda prve muhe, 75 tako kot
prej ¢as, ki mine od prihoda prve do prihoda druge muhe, 7" pa preostanek Casa.
Nadalje naj bo U dogodek, da Erazem ujame prvo muho, preden prileti druga.
Oznacimo Se z Lo cas lovljenja druge mubhe.

Ce se zgodi U, je preprosto T" = L,. Zaradi neodvisnosti je E(T" | Ty, U) = E(Ly) =
2. Ce pa se U ne zgodi, velja T" = L, + Ly + L', kjer je L) preostanek ¢asa lovljenja
prve muhe, L’ pa ¢as lovljenja N muh, ki priletijo, medtem ko Erazem lovi prvo
muho. Podobno kot prej je E(Ly | T, U¢) = 2. Nadalje po krepki lastnosti Markova
velja E(L} | T,,U°) = 2. Spet zaradi krepke lastnosti Markova in Se neodvisnosti
velja E(N | Ty, U¢, L) = L} /3. Spet zaradi neodvisnosti je E(L' | T3, U, L}) =
2L /3, torej E(L' | T, U°¢) = 4/3. Sledi E(T" | T5,U°¢) =2+ 2+4/3 = 16/3.

Velja P(U° | Ty) = e "/2. Iz pogojne razli¢ice izreka o polnem matemati¢nem
upanju dobimo:

10
E(T' | Ty) =PU | R)E(T | Ty, U) + P(U° | To) E(T' | Ty, U) =2 + 5 e T2/2

Sledi:

1 > 1 1
E(T") :2—1—30/0 e’t/Z-ge’t/g’dt: ?O

Ker je T1, Ty ~ Exp(1/3), je E(T1) = E(T3) = 3, torej: in koné¢no:

E(T) =E(Th) + E(Ty) E(T") = ? )
Drugi nacin. Pisimo T = T1 + L + T", kjer je T ¢as prihoda prve muhe, L; tako
kot prej ¢as lovljenja prve muhe, 7" pa preostanek ¢asa. Oznac¢imo z N Stevilo mubh,
ki priletijo v hiso med lovljenjem prve muhe.
Ce je N = 0, lahko pisemo T"” = T4 + Lo, kjer je Ty preostanek casa ¢akanja na
drugo muho, Ly pa ¢as njenega lovljenja. Po krepki lastnosti Markova je E(T% |
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Li,N=0)=3inE(Ly | L1, N = 0) = 2, torej je E(T" | L;, N =0) = 5. Ce pa je
N > 0, je T" preprosto ¢as lovljenja N muh. Zaradi neodvisnosti torej na dogodku
{N > 0} velja E(T" | Ly, N) = 2N. Krajse, velja E(T" | L, N) = 2N+5 1(N = 0).
Pogojno na Ly je N ~ Pois(L;/3), torej je:

2L
E(T" | Ly) = Tl +3e /3,

Ker je Ly ~ Exp(1/2), nadalje velja:

4 o 1 13
E(T”>:§+5/ €_t/3'§€_t/2dt:§.
0

Konc¢no je:
1 28
E(T) = E(T}) + E(L) + E(T") =3+ 2+ -

Ve koli¢ine imajo kot enoto privzeto minuto. Iskani pri¢akovani cas je torej 9 minut
in 20 sekund.

. Pogojno na A meti tvorijo nehomogen Poissonov proces, ki ima na intervalu [0, 2]
intenzivnost 1/3-3/10 = 1/10, medtem ko ima na intervalu [2, co) polno intenzivnost
1/3. Za t < 2 torej velja:

E(T >t]|A) =e /10

medtem ko za t > 2 velja:

E(T >t ’ A) _ 672/10+(t72)/3.
Sledi:

) 2 00
E(T | A) = / P(T >t|A)dt = / e~t/10 dt+e1/5/ e Pds =10 —Te/" =
0 0 0
=427.
. a) Iskana verjetnost je enaka:
< 1
1 —exp —/ dt | .
0 2 Gt - 1

S substitucijo = = e' dobimo, da je enaka:

> dz 1
l—exp(— [ ——dz)=5.
eXp( / w2z — 1) ) 2

b) Upostevamo E(T) = [°P(T > t)dt. Dogodek {T" > t} pomeni, da je bil v
¢asovnem intervalu od ¢ do oo vsaj en prihod. Njegova verjetnost je enaka:

* 1 < dx et
1l—exp|— ds| =1—exp| — de | = —.
. 2ef—1 ot 2r—1 2

Torej je E(T) = 1/2.
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4. Dani proces lahko gledamo kot prenovitveni proces z nagradami: prihodi tvorijo kar
Poissonov proces z dano intenzivnostjo, medtem ko je nagrada enaka 1, ¢e je prihod
sprejet, sicer pa 0. Pricakovana vrednost nagrade je enaka verjetnosti, da bo prihod
sprejet. Ker je T ~ Exp()), je slednja verjetnost enaka:

= 1—e ) NeMdr = H
Y /0 ( ) At p
Dolgorocno stevilo sprejetih prihodov na ¢asovno enoto pa je enako:

AL

Ap = :
b A+
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Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 19. 4. 2012

Finan¢éna matematika

1. Prvi nacin. Ce tako kot ponavadi z N, oznacimo Stevilo meritev do ¢asa t brez
zaCetne meritve, velja P(T' >t | Ny =n) =1/(n + 1). Sledi:

=1 (M)reM eSS ()™ L —e M
IP)(T>t):;n+1 n! - )\tmzzl ml M

in s tem je porazdelitev natancno opisana. Je zvezna in z odvajanjem dobimo
gostoto:
1—(1+M)e M
fr(t) = At
0 ; sicer

i t>0

Drugi nacin. Oznac¢imo z F' kumulativno porazdelitveno funkcijo in z f gostoto
porazdelitve posamezne meritve. Nadalje naj bo Se X, prva izmerjena vrednost.
Ce je Xy = x, ¢akamo na prvo meritev, kjer izmerimo ve¢ od x. Verjetnost, da je
posamezna meritev vecja od x, je 1 — F(z). Ce torej naredimo redéenje procesa vseh
meritev, pri cemer odbiramo le tiste, ki dajo vrednost, ve¢jo od x, dobimo, da le-te
tvorijo homogen Poissonov proces z intenzivnostjo )\(1 —F (x)) Cas ¢akanja na prvo
meritev z vrednostjo, vecjo od x, je torej porazdeljen eksponentno s parametrom
A1 — F(z)). Sledi:

P(T >t | Xo) = e M-F&Xt (7 > ) = / e ANIF@E £(2) da
0

S substitucijo u = F(z) dobimo:
1 1 — -t
P(T >1t) = / e MWt gy = =~ :
0 At

kar je isto kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin. Ozna¢imo s K Stevilo meritev (brez zacetne) do prve, ki preseZe

zacetno. Velja:
1
PIK=k)=———; k=123, ...
( > k(k + 1) ) ) ) )
in pogojno na K = k ima slucajna spremenljivka T" porazdelitev Gama(k, \), torej
za t > 0 pogojno gostoto:

)\ktk—l Y
Jrig=k(t) = =] e .
Brezpogojno gostoto dobimo s sestetjem:
o X \kpk-1 O\
fr(t) = P(K = k) frix=x(t) = e M= M=
; | 2 (k+1)! ;um)!

1— (14 Mt)e ™
A2 ’
kar je isto kot pri prvem nacinu.
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2. Prwi nacin. Ker prihodi, ki so se zgodili pred ve¢ kot eno ¢asovno enoto, nimajo
ucinka, se je dovolj omejiti na ¢asovni interval dolzine 1, brez skode za splosnost kar
na [0, 1]. Pogojno na dogodek, da se je v tem intervalu zgodilo natanko n prihodov,
je mnozica njihovih ¢asov porazdeljena enako kot mnozica {Uy, Us,...U,}, kjer so
Uy, ...U, neodvisne in porazdeljene enakomerno na [0, 1]. Prihod, ki se je zgodil
ob ¢asu t, ima ucinek t. Ce torej z N; oznadimo Stevilo vseh Sokov v asovnem
intervalu [0, 1], z S pa njihov skupni u¢inek, velja:

N A
oziroma E(S | N;) = 71 Sledi E(S) = 5

Drugi nacin. Skupni ucinek sokov zapisimo kot Riemann—Stieltjesov integral:

1
S:/ sdN,
0

1
S:Nl—/ Nst.
0

in uporabimo integracijo po delih:

Sledi: . .
E(S):E(Nl)—/ E(NS)dSZ)\—/ )\stZ%.
0 0

3. Pruvi nacin. Racunamo lahko prezivetveno funkcijo slucajne spremenljivke T, t. j.
P(T > t). Ce z N, ozna¢imo &tevilo izpitov do ¢asa t, je T > t dogodek, da
Zvone izpita ni naredil niti Se po V; poskusih. Iz prezivetvene funkcije geometrijske

porazdelitve dobimo:
P(I'>t|Ny=n)=(1-p)"

in nato po izreku o polni verjetnosti:

P(T>t)ZiP(Ntzn)P(Twwt:n):i%

e—)\t
—— (L—p)" =",
n:

n=0 n=0

Torej je T' ~ Exp(pA).
Drugi nacin. Pogojno na K ima slu¢ajna spremenljivka T porazdelitev Gama( K, \).

Njena pogojna gostota je torej za t > 0 enaka:

/\ntnfl Y
frix=r(t) = = 1) e

Brezpogojno gostoto dobimo s sestetjem:

-1
A" Y

frt) = ZP(K =k) frig=c(t) = Zp(l —p)Ft 1) e N =ple P
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Spet dobimo 7" ~ Exp(pA).

Tretji nacin. Opazimo, da dejstvo, da je K porazdeljena geometrijsko, pomeni isto
kot to, da Zvone v vsakem poskusu naredi z verjetnostjo p, neodvisno od ostalih
poskusov. Ce Zvone hipoteti¢no dela izpite tudi potem, ko Ze naredi, in je Z,
stevilo izpitov, ki jih je Zvone naredil do Casa t, iz principa red¢enja sledi, da je
Z; ~ Pois(pAt). Tako lahko zakljuc¢imo, da je:

I[D(T > t) — ]P(Zt — ()) = €_P>\t’
tako kot pri prvem nacinu.

. Prvi nacin. Najprej izracunamo pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke T’
glede na N;. Ce je N; € {0,1}, predzadnji prihod ne obstaja in velja T = 0. Za
n=23,4,... pa velja:

P(N, € {n—1,n} | Ny =n) =
_ P(N; € {n —1,n}, N, =n) _

P(Nt = n)
_ P(Ny=n—-1,N,— Ny=1)+P(Ny=n,N, — N, =0)
B P(N, = n) B
— ns" ! — (n _ 1)8 ’
t
torej:
n—1
n—2 S
Frivimn(s) = nn = 1) (5772 = )
Sledi: )
/”L_
E(T'| Ny=n) = t.
(T'[ Ny =n) ntl

Torej velja:

n=2
:i()\t)" Atn—ltz
—~ n! n+1
=1 o )
— Z - — (M) te N =
s (n' (n+1)!
(A" 2 )™,y
e - =~ 7 t I
; n! At n;% m)! ¢




Drugi nacin. Dani proces hipoteti¢no razsirimo nazaj v zgodovino pred ¢as 0. Ce
ga gledamo od c¢asa T nazaj, spet dobimo homogen Poissonov proces. Predzadnji
prihod v izvirnem procesu, Ce obstaja, ustreza drugemu prihodu v novem procesu.
Cas tega drugega prihoda oznadimo z Ss. Velja:

Slucajna spremenljivka S, ima porazdelitev Gama(2, \), ki ima gostoto:
ng(s) = Mg
za s > (. Torej je:

t 24(g _ —
E(T) = /\2/ (t—s)seMds= Msls = t) +;\(28 H+?2 e =
0 0

(At +2)e M+ At — 2
3 :
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Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 14. 6. 2012

Finan¢éna matematika

1. Prvi nacin. Kot obicajno oznacimo z N, Stevilo klicev do casa t. Tedaj lahko

pogojno verjetnost, ki je vprasanje naloge, zapiSemo kot P(Ny > 2 | Ny > 1). Ker
je Ng ~ Pois(R(Q)), kjer je:

2

t

R(?):/ ——dt=2-1In3,
o 1+t

je:

P(N, > 1) 1— e EO) T 1-3e2
= 0384,

P(N,>2) 1—(1+R(2)e D  1-(9—3n3)e?
BN, > 2| Ny > 1) = B2 21— (1L+ER)e ™ 1-(9-3ln3)e

Drugi nacin: pogojujemo na ¢as prvega klica, Tj. Ce z A ozna¢imo dogodek, da
drugi klic pride pred ¢asom 2, moramo izra¢unati:

P(A)
]P(Tl < 2) ’
Najprej izracunajmo porazdelitev ¢asa 7. Za t > 0 velja:

FTl(t):IP’(Tlgt):IP(Ntz1):1—exp(/0t1isds) —1—(1+t)e "

Od tod takoj dobimo P(T} < 2) = P(T; < 2) =1 — 3e~2, nato pa Se gostoto:
fr(t)y=te™".

Nadalje je pogojno na T} stevilo klicev v ¢asovnem intervalu od 7T do 2 porazdeljeno
po Poissonu s parametrom:

P(A| Ty <2) =

2
t
—dt=2-T1 —In3+In(Ty +1).
1+t ! (Tr+1)

Sledi:

3 T —2
P(A|T)) = (1 _ 6—(2—T1—1n:~5+1n(T1+1))) (T, <2) = (1 _ Te+ 1) T, < 2).
1

Torej velja:

Po deljenju dobimo zZeleni rezultat, ki je seveda isti kot pre;j.
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2. Prwi nacin. Postavimo se v trenutek, ko prvi¢ naslednji¢ delijo nagrade, in ga
oznac¢imo s T;. Ce je Ty < 30, Toncek takrat dobi nagrado, zato je tedaj T' = T7.
Sicer pa se vse zacne na novo: Toncek mora od tega trenutka naprej cakati Se cas
T’, ki je pogojno na zgodovino porazdeljen enako kot T". Torej velja:

T:T1+T’]I(T1 > 30),
od koder sledi:
1
E(T) = E(Ty) + E(T) P(T7 > 30) = 30 + 3 E(T),

torej je E(T') = 60. Drugace povedano, Toncek lahko pri¢akuje, da bo ¢akal eno
uro.

Drugi nacin. Oznacimo z N delitev, pri kateri Tonc¢ek dobi nagrado, pri ¢emer iz-
vzamemo delitev ob ¢asu ni¢, ki jo Tonéek v vsakem primeru zamudi. Ces Ty, T, . ..
oznac¢imo medprihodne c¢ase v procesu deljenja nagrad, velja:

{N=n}={T,>30, Ty >30,...T, 1 > 30, T, <30}.

Na dogodku {N =n} jeT =T +To+---+T, in pogojnona {N =n}soT,...T, 1
porazdeljeni enakomerno na intervalu od 30 do 40 minut (torej za k = 1,...n — 1

velja E(Ty | N = n) = 35), T,, pa je porazdeljen enakomerno na intervalu od 20 do
30 minut (torej je E(T,, | N =n) = 25). Sledi:

E(T | N)=35(N —1)+25.
Ker je N porazdeljena geometrijsko Geom(1/2), je E(N) = 2. Sledi:
E(T) = E[35(N — 1) 4+ 25] = 60.

Tretji nacin. 7 oznakami iz drugega nacina je T'=T; +To+ - - -+ Ty. Opazimo, da
je N cas ustavljanja, saj je dogodek {IN = n} enoli¢no dolocen s Ti,Ts, ... T, (glej]
zgoraj). Po Waldovi identiteti je potem E(7) = E(N)E(77) =2 - 30 = 60.

Cetrti nacin. Naj bodo tako kot prej T}, T5, ... medprihodni ¢asi v prenovitvenem
procesu deljenja nagrad. Nadalje si zamislimo Se, da Tonc¢ek v nedogled hodi po
nagrade. Tedaj tudi te Tonckove nagrade tvorijo prenovitveni proces. Oznacimo
njegove medprihodne ¢ase s Ty, Ty, . . . (torej je T' = Tl).

Oznacimo z W; sStevilo nagrad, ki jih Toncek dobi do ¢asa ¢t. To lahko izrazimo na
naslednja dva nacina: s prenovitvenim procesom Tonckovih nagrad in s prenovitve-
nim procesom splosnega deljenja nagrad, ki mu pripiSemo Se nagrade Ri, Rs, ...,
kjer je R, = 1, ¢e Toncek ob n-tem deljenju dobi nagrado, sicer pa je R, = 0.
Velja P(R,, = 0) = P(R, = 1) = 1/2. Po krepkem zakonu velikih $tevil za oba
prenovitvena procesa je skoraj gotovo:

torej mora biti:




3. Stroski z menjavo avtomobilov tvorijo prenovitveni proces z nagradami. Medpriho-
dna porazdelitev je enaka porazdelitvi slucajne spremenljivke min{Z, ¢, }, kjer je Z
¢as do prve resne okvare avtomobila. Ce so torej 71,15, ... medprihodni ¢asi, velja:

3

by 10 t t
E(T1) = E{min{Z,t :/ t-—dt—i—/ ty - —dt =t — ——.
() [min{Z, 41}] o 50 W50 1300

Nadalje, ¢e z Ry, Rs, R3, ... oznac¢imo stroske posameznih menjav, velja:

R J 10000 ;Z<t
Y7 7000 ;Z>t

Torej je:
t1 t 10 ¢
E(Ry) = 10000/ —dt + 7000/ — dt = 7000 + 307 .
o o0 ¢y, 90

Dolgoroc¢ni stroski menjave na ¢asovno enoto so torej:

E(Ry) _ 7000 + 304

E(Tl) t1 — %

h(t1) =

Poiskati moramo minimum po t; na intervalu (0, 10]. Opazimo, da gre h(t) proti
neskonc¢no, ko gre ¢ proti ni¢. Nadalje velja:

t* 4 1000¢* — 70000

R'(t) = 9000
(®) (300t — t3)2

Ker je 1/(10) = 9000 - 40000/2000 > 0, je minimum doseZen v stacionarni tocki v
notranjosti intervala. Edina stacionarna tocka na danem intervalu pa je:

1=

=81.

\/—1000 -+ /1280000
2

Avto se torej najbolj splaca menjati na vsakih dobrih 8 let.

4. Oznacimo z A intenzivnost izvirnega homogenega Poissonovega procesa. Iskani pro-
ces je prenovitveni proces z zaostankom, pri ¢emer je prvi prihodni ¢as porazdeljen
eksponentno Exp()\), nadaljnji medprihodni ¢asi pa imajo porazdelitev Gama(2, A).
Laplaceova transformiranka prvega prihodnega Casa je torej enaka:

A A
G(z):Z+/\,

Laplaceova transformiranka nadaljnjih medprihodnih ¢asov pa je enaka:

. A2
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Is¢emo prenovitveno mero iskanega prenovitvenega procesa. Njena Laplace—Stiel-
tjesova transformiranka je enaka:

s G(x) A=+ AN A1 1
M<Z)_1—F(z)_z(z+2A)_§(‘+ )

z  z42)\
prenovitvena mera sama pa je enaka:

-~ A7 M1 — e
E(Nt) = 5/[; (1 + 6_2>\S) dS = ? + 46 .
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 20. 6. 2012

Finan¢éna matematika

1. Najvecji ucinek ima zadnji prihod. Mislimo si, da ¢asovni interval podaljSamo ne-
skon¢no nazaj v zgodovino. Ce tedaj z X oznacimo ¢as, ki je minil od zadnjega
prihoda do konca intervala, je X ~ Exp()), ucinek pa je enak:

e X X <1
U_{ 0 X >1

Iskana kolic¢ina je:

A
A+

1
E(U) = )\/ e e M dy = (1—e ).
0

2. Oznacimo najprej s H dogodek, da je bil v prve pol ure natanko en ogled. Dogodek
H je disjunktna unija dveh dogodkov: dogodka Hp, da edini Student, ki pride na
ogled, studira finan¢no matematiko, in dogodka Hg, da ta edini Student Studira
splosno matematiko. Iz teorije markiranja sledi, da je:

4 2 2 1

P(Hr|H)==-=- in PHs|H) ==-=-.
(Hp|H)=<== in B(Hs|H)== =3
Ce s Ty ozna¢imo pogojni pri¢akovani ¢as prvega $tudenta finan¢ne matematike,
ki pride, je ta slucajna spremenljivka pogojno na dogodek Hp porazdeljena enako-

merno na intervalu od 0 do 1/2 (merjeno v urah), pogojno na dogodek Hg pa je
Tr — 1/2 porazdeljena eksponentno Exp(4). Sledi:

+

. 3

DO | —
] =

Kon¢no velja:

m(ry | ) = S )

| E(Te1(Hp)) + E(Tr 1(Hs))
P(H)
_ P(Hp)E(TF | Hp) + P(Hs) E(TF | Hs) _

P(H)
(Tr | Hp) +P(Hg | H)E(Tr | Hg) =

=P(Hp | H)

= —|— . =

E
3
1

W =

2
3
I

12

oziroma 25 minut.
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3. a) Stevilo tistih, ki zamudijo manj kot dva meseca, je porazdeljeno po Poissonu
Pois(R(2)), kjer je R(t) = fot e %ds = 1—e . Torej je verjetnost iskanega dogodka
enaka:

R(2) e R = (1 —e72)e 17 = 0°364.

b) Vprasanje lahko formuliramo kot pogojno verjetnost dogodka, da nih¢e ne bo
zamudil vec¢ kot dva meseca, glede na dogodek, da natanko eden zamudi manj kot dva
meseca. Toda ta dva dogodka sta neodvisna, zato je to kar brezpogojna verjetnost
dogodka, da ne bo nihc¢e zamudil ve¢ kot dva meseca. Ker je stevilo tistih, ki
zamudijo ve¢ kot dva meseca, porazdeljeno po Poissonu Pois(R(co0) — R(2)) =
Pois (6_2), je iskana verjetnost enaka:

e ¢ =0873.
4. Graf:
F(t)
TR
1/2/——
n e NI B

Dolgorocno stevilo prihodov na ¢asovno enoto je recipro¢na vrednost pricakovanega
medprihodnega casa v urah, le-ta pa je enak:

o o 3 [ ¢t 1
E(Ty) = tdF(t) = tF’tdt:—/ —dt=-=
(T1) /0 (t) /0 (t) 2Jo (141t)* 4
ali tudi:

E(TI):/OOO(l—F(t))dt:%/Omﬁdt:}l.

Dolgoroc¢no gledano ima torej dani proces 4 prihode na ¢asovno enoto.

49



Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 2. 7. 2012

Finan¢éna matematika

1. Prvi nacin. Oznac¢imo ¢as opazovanja s 1. Ugodno ga je razdeliti na cas do prvega
prihoda (77) in preostanek, ki ga bomo oznadili s 7”. Oglejmo si drugi prihodni ¢as
Ty. Ceje Ty < 6, je opazovanja konec, zato je tedaj 7" = Ty. Sicer pa se od trenutka
drugega prihoda naprej vse zacne na novo: od takrat naprej moramo opazovati Se
¢as T"”, ki je pogojno na zgodovino porazdeljen enako kot 7”. Torej velja:

T/ == T2 + T//]I(TQ Z 5) 5
od koder sledi:
E(T’) =E(T3) + IE(T’) P(T; > 9).

Ker je Ty ~ Exp()\), je E(Ty) = 1/X in P(Ty > §) = e, torej je:
E(T') = % + e M E(T)
oziroma: ]
BT = Sa—em

in koné¢no:

B(T) = () + B(T") =+ S ooy = S ma)

Drugi nacin. Ce z N ozna¢imo zaporedno &tevilko prihoda, ob katerem konc¢amo
opazovanje, za n = 2,3,4, ... velja:

{N:n}:{T225, T32(5,Tn7125, Tn<(5}

Na dogodku {N =n} velja T =T, + Ty + --- + T,,. Seveda je E(T) | N = n) =
E(Ty) = 1/A. Nadalje za i = 2,3,...n — 1 velja:

E|T,1(T; > ¢ 1 > 1
E(T,| N = n) = E(T} | T, > 6) — [P(;>5) ) L [aea= e

(to sledi tudi iz pozabljivosti eksponentne porazdelitve), medtem ko je:

E[T, 1(T; < 0)] L[
E(T,| N=n)=E(T, | T, <6 = = Me Mdt =
(| N =) = B(T, | T, < 8) = =gt = s [ e
1 de
A 1 —e A
Sledi:
N de 1 2 —e M
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Ker je N — 1 porazdeljena geometrijsko Geom (P(T; < 6)) = Geom(1 — e™*?), je:

1 2 — e
l—e™M T1—eN’

E(N) =1+

Sledi:
1 2 —e N 2 —e N

E(T) = E(N) (X + 5) “Tmew = ey

Tretji nacin. Z oznakami iz drugega nacina je T' =T, + 15+ - - -+ Tx. Opazimo, da
je N cas ustavljanja, saj je dogodek {/N = n} enoli¢no dolocen s 17,75, ... T, (glej
zgoraj). Po Waldovi identiteti je potem:

2 _ 67)\5

E(T)=EN)E(T}) = ———.
( ) ( ) ( 1) )\(1—6_)‘5)

Cetrti nacin. Celotni ¢as opazovanja spet razdelimo na ¢as do prvega prihoda (7})
in preostanek 7”. V preostanku podaljSajmo celotni proces opazovanj v nedogled,
tako da dobimo cikle opazovanj. Celotni ¢as opazovanja je tako sestavljen iz casa
¢akanja na prvi prihod (77) in enega ali ve¢ ciklov. Vsak cikel se konc¢a ob prihodu,
pri katerem od prejSnjega prihoda mine manj kot 0. Cikli tvorijo prenovitveni
proces. Oznac¢imo njegove medprihodne ¢ase s 11,75, ... (torej je T = T7).

Oznacimo z W, stevilo zakljucenih ciklov do ¢asa t + T7. To lahko izrazimo na
naslednja dva nacina: s prej omenjenim prenovitvenim procesom ciklov opazovan;]
in s prenovitvenim procesom, ki pripada prvotnemu Poissonovemu procesu od prvega
prihoda naprej in ki mu pripiSemo Se nagrade Ry, R3, ..., kjer je R, = 1, e se ob
n-tem prihodu prvotnega Poissonovega procesa zakljuci cikel opazovanj (torej ce je
od prej$njega prihoda minilo manj kot ¢), sicer pa je R, = 0. Velja P(R, = 1) =
P(T;, < §) = 1—e ™. Po krepkem zakonu velikih $tevil za oba prenovitvena procesa

je skoraj gotovo:
. W 1 1 E(R;)
lim — = —— = =

wo t E(Ty) E(T)  E(Th)’

torej mora biti:

in konéno:

L1 1 2—e M
E(T) = B(Th) + B(T") =  + =R =

. Oznac¢imo z N} stevilo asistentov, z N pa stevilo studentov, ki pridejo do ¢asa t.
Dogodek, na katerega pogojujemo, lahko tedaj zapisemo kot {N3* + N5 = 3}. Po-
gojno na ta dogodek so posamezni prihodi neodvisni in porazdeljeni enakomerno na
intervalu od 0 do 2 (merjeno v urah) in ohrani se, da je vsak, ki pride, z verjetnostjo

o1



40% asistent, z verjetnostjo 60% pa Student. Dogodek, na katerega pogojujemo, je
disjunktna unija dogodkov {N3* =n, N5 =3 —n}; n=0,1,2,3. Velja:

P(Ny' =n, N5 =3 —n| N} + NJ =3) = <3

n

) 04" 063",
Ce s T oznad¢imo ¢as prihoda prvega asistenta, velja:

P(T} <1| Ny =n,Ny =3—-n)=P(T{* <1| N =n) =1— (%) :
Sledi:

P(T{ <1, N3 + N§ = 3)

A A S o 1 ) 2 2 o
P(T{ <1| N3+ NS =3) = B NS=)
P(T{ <1, Nyt =n, N5 =3—mn)

P(N3 + N5 = 3)
P(Ng =n, N5 =3—n)P(T{* <1| Ny =n, Ny =3—n)
P(N3* + N5 = 3)

NE

i
[e=]

M«

3
|
o

P(Ny =n, Ny =3—n| N} +N; =3)P(I{* <1| N} =n, Ny =3—n) =

o

S

1 3 7
.04-062-Z2 .042.06- = /L
3-04-06 2+3 0 06 4+0 S
0°488.

. Najprej izracunamo prezivetveno funkcijo:
1 —Fs,(s) =P(Sy >s)=P(N, <2).
Ker je N, ~ Pois(R(s)), kjer je:

R(s):/os%dt:%/g,

velja:
1—Fg(s)=(1+ 2\/5)6_2\/5.

Porazdelitvena gostota je torej enaka:
fo,(s) =2e72V%,

pricakovana vrednost pa:

E(Sz)IQ/ 862\/5:1/ t3e’tdt:§.
0 0

Alternativno jo lahko izracunajo tudi s pomocjo prezivetvene funkcije:
[e'¢) o0 - 1 o0 oy 3
E(S,) = (1= Fs,(s)) ds = (1+2v/5)e =3 (t+t)e dt:§'
0 0 0
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4. Oznac¢imo s T Cas, v katerem igralni avtomat izvrze nagrado. Tedaj lahko Nacetovo
igranje ponazorimo s prenovitvenim procesom z nagradami, kjer imajo medprihodni
Casi enako porazdelitev kot min{T, 2}, nagrade pa enako porazdelitev kot 1(T < x).
Torej velja:

3

T 1
E(T1)=2/ t(l—t)dt+2x/ (1—t)dt:x—x2—|—%
0 .

n:

]E(Rl):2/x(1—t)dt:2x—x2.

Dolgoroc¢no stevilo nagrad na casovno enoto je po krepkem zakonu velikih stevil
enako:

E(Ty) ~3—3r+a2’
Iz odvoda:
d E(Ry) _3—3+31:—x2+(2—:v)(3—2x) _3 r? —4r + 3
do E(Ty) (3 — 3z + 22)? T (3= 3z + 2?2)2

razberemo, da je to Stevilo maksimalno pri x = 1.
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 20. 8. 2012

Finan¢éna matematika

1. Oznacimo z M cas, ko reziser dobi moskega, z Z cas, ko dobi obe zenski, s T' pa
Cas, ko dobi vse potrebne igralce. Tedaj je T = max{M, Z}. Velja M ~ Exp(2) in
Z ~ Gama(2, 1), torej za t > 0 velja:

far(t) =272, Fyt)=1—¢2,
fz(t)=te", Fz(t)=1—(1+t)e".
Zaradi neodvisnosti je:
Frt) = Fuy@) Fz(t) =1— (1+t)e ' —e 2 +e72.
Pricakovano vrednost lahko izracunamo bodisi s pomocjo porazdelitvene gostote:

frt)=te ' +2e 2 — 373,
13

E(T) = / (t2 et 2te? — 3te*3f) dt = N
0

bodisi s pomocjo prezivetvene funkcije:

IEI(T)—/Ooo(l—FT(t))dt—/Ooo(1+t)et+2e2t—3e3t—%3.

2. Oznacimo iskani ¢as s T', Stevilo vSeckanj do ¢asa t pa kot ponavadi oznac¢imo z N;.

Velja:
b2 1+t
N, — N, ~ Pois / du | = Pois ( 2In + .
s 1+u 1+s

Pois¢imo prezivetveno funkcijo ¢asa T. Ce je t < 1, je {T >t} = {N; < 1}, torej
je:

ey - 200

Zat>1paje{T >t} ={N, <1,N;— N; = 0}, zato je:

1+2In2

Kumulativna porazdelitvena funkcija je torej enaka:

0 1t <0
1+ 21In(1 +¢)
- :0<t<1
Fr(t) = (1+1)? T
o LH2m2 oy
(1+1¢)2
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in je absolutno zvezna, gostota porazdelitve pa je enaka:

0 ;<0
2In(1+1)
—— 7 .0<t<1
fr(t) = (141)3 -
2+4In2

- t>
(1+¢)3 7 =

. Oznacimo z A; stevilo briketov, ki jih je pes dobil od Andraza, z B; stevilo briketov,
ki jih je dobil od Bineta, z NV; pa stevilo briketov, ki jih je pozrl. Velja N; =
A+ 1(B; > 1). Ker je A; ~ Pois(2t) in B, ~ Pois(3t), velja:

E(N;) = E(A4) +P(B; > 1) =2t +1—e .

. Gre za prenovitveni proces z nagradami. Posamezen cikel ustreza zivljenjski dobi
televizorja, priredimo pa mu nagrado, ki je enaka dohodku, ki ga ima trgovina
z dobavo naslednjega televizorja. Ce se televizorju Zivljenjska doba iztece Se pod
garancijo, je prihodek enak —200 evrov, sicer pa je enak 100 evrov.

Ce torej s T; oznac¢imo Zivljenjsko dobo televizorja, R; pa prihodek v posameznem
ciklu, velja:

2 [° 1
E(E):%/O thtZEO,

2 ! 1
25 J, 25

E(T;) = —200 P(T; < 1) + 100P(T; > 1) = 88,

pricakovani letni prihodek na zvesto stranko pa je enak:

E(R,)
E(Ty)

=264.
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Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 22. 4. 2011

Finan¢éna matematika

. a) Oznacimo s T; ¢as, ko Tone dobi prvo nalogo, z N, pa Stevilo vseh nalog, ki jih
je dobil v prvih §tirih urah sluzbe (¢e je Ny = 0, vzamemo T; > 4). Nadalje naj bo
T oznacimo cas, ki ga Tone prebije v sluzbi.
Prvi nacin. Velja:

T:{ Ty +4N, T, <4

4 ;T >4

Ce je Ty < 4, je pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke N, — 1 glede na T}
Poissonova Pois((4 — 13)/2). Zato je E(Ny — 1 | Ty) = 2 — T1/2 oziroma E(Ny |
Ty) = 3 —1T1/2, od koder sledi E(T" | T1) = 12 — T}. Ker je ¢as T; porazdeljen
eksponentno Exp(1/2), potem velja:

4 o0
E(T) = / (12 —t) - %e‘t/Q dt + 4/4 %e—t/z dt =
0

oo

4
= (2t — 10)e_t/2‘ +4e—t/2‘ -
0 4
=10—2e2=973.

Drugi nacin. PisSemo T' = ’fl + 4Ny, kjer je Tl =4, ¢eje Ny =0, in Tl = 1T1, Ce je
N, > 0. Ce je n € N, je pogojno na Ny = n slu¢ajna spremenljivka 7} porazdeljena
tako kot prva vrstilna statistika slu¢ajnega vektorja iz neodvisnih sluc¢ajnih spremen-
ljivk, porazdeljenih enakomerno na [0, 4]. Z drugimi besedami, ¢e so Uy, ... U, take
slucajne spremenljivke, se pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke T glede na
N, = n ujema z brezpogojno porazdelitvijo slu¢ajne spremenljivke min{Uy, ... U,}.
Iz funkcije prezivetja:

t n
1 — Fpyy,_,(t) = P(min{Uy,... Uy} > t) =P(Uy > t,...U, > t) = (1 - —)

4
n—1
fT|N4:n(t) = % (1 - %)

((;ba ratuna veljata za 0 < ¢ < 4; zunaj tega intervala lahko postavimo f7, Naen(t) =
0). Sledi:

~ n 4 " n—1 1 4

Racun smo izpeljali za n € N, opazimo pa, da je pravilen tudi za n = 0. Od tod
dobimo Se brezpogojno matemati¢no upanje:

dobimo gostoto:

E(T>:§:2ne2 4 :26_2§: on+1 :26_2iﬁ:2_26_2'
—~ nl n+l —~ (n+1) “= ml
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in kontno E(T) = E(T) + E(N,) =10 — 2¢2,
Tretji nacin. Opazimo, da velja T'= min{7},4} + 4N,. 1z
4 oo
E[min{T},4}] = / t- %e’tﬂdt +4/ %e’t/th =
0 4

o0

= (=t —2)e7/?
=2_-2¢72

4 . 2€—t/2
0

4

in E(Ny) =4 -1 =2 tako kot prej dobimo E(T) =10 — 22
b) Najprej izra¢unamo:
P(T>17)=1-P(T <17) =
= 1—]P)<T1 < 17N4 §4)—]P>(T1 > 17N4 S?)) =
=1-P(N, <3)-P(T; <1,N,=4).
Od tod naprej gre na vsaj dva nacina.

Prvi nacin. Ker je, kot smo ze omenili, za T} < 4 pogojna porazdelitev slucajne
spremenljivke N, — 1 glede na 77 Poissonova Pois(2 - %Tl), velja:

(2 - %Tl)g —(2-T1/2)

P(N4:4|T1):P(N4—1=3\T1)=Te ‘
Sledi:
Lo —1p3 1
P(T1§1>N4=4)=/ (G-l e~ (U2 ot2 g =
0 6 2
1 4
96¢2 J, 962 J, 384 ¢2
in konc¢no:
22 23 175 2607
PT>17) =1- 142+ 5+ 7 e —om =1- = 00812,
( ) ( +2+ 5 + 6)6 334 07 T

Drugi nacin. Uporabimo, da se pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke T}
glede na N, = 4 ujema z brezpogojno porazdelitvijo slucajne spremenljivke
min{Uy, Uy, Us, Uy}, kjer so Uy, ... Uy neodvisne in porazdeljene enakomerno na in-
tervalu [0, 4]. Dobimo:
P(Ty < 1| Ny=4) =P(min{U;, U5, U3, Uy} < 1) =
=1- ]P’(min{Ul, U,, Us, U4} > 1) =
=1-PU, >1,U,>1,U3s >1,U; > 1) =

4
:1_(5)::
4
175
256
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Sledi:
2e=? 175 175

24 256 384¢2’

P(Ty <1,N,=4) =
kar je seveda isto kot prej.

. Oznac¢imo z N, Stevilo potnikov, ki pridejo na postajo do vkljucéno ¢asa s. Od tod
naprej gre na vsaj Stiri nacine.

Prvi nacin. Velja W = (t—51)+(t—S2)+...+(t—Sn,) = Nt —S1 —...— Sy, kjer
80 51,59, ... Casi prihodov potnikov. Pri N; = n case prihodov Sy, ...S, na slepo
in neodvisno premesamo. Dobljeni casi, ki jih oznac¢imo z Sy, ....S5,, so pogojno na

N; = n neodvisni in porazdeljeni enakomerno na [0, ¢]. Sledi:

]E(W|Nt:n):nt—n%t:%t,
t2
var(W | Ny =n) =nig
nt? nt\> nt2  n2e?
EW? | Ny=n)=—+— | =—+—.
(W2 Ny =m) 12+(2) 2"
Nadalje iz:
E(N,) = var(N,) = At, E(N?2) = Xt + \*t2
dobimo:
¢ At?
E(W) = S E(N,) =
t? ¢ AN
E(W?) = = E(N,) + —E(N?) = — + —
A3
Var(W) = ? .

Drugi nacin. Naj bodo Sy, ...S, kot pri prvem nac¢inu. Za N, = n pisimo W =
(t —Sy) + -+ (t — S,) in opazimo, da so pogojno na ta dogodek tudi slucajne
spremenljivke t — S, ...t — S, neodvisne in porazdeljene enakomerno na [0,¢]. Od
tod sledi naslednje: ¢e so Uy, Us, . .. porazdeljene enakomerno na [0, t] ter neodvisne
med seboj in od Ny, je W porazdeljena enako kot U, + Uy + ...+ Uy,. Ce oznacimo

p =E(U;) in 0% = var(U;), potem velja:
£ (t o
12 \2) | 3°

Tretji nacin. Varianco razclenimo na pojasnjeno in nepojasnjeno:

var(W) = E(N;) 0 + var(N;) p® = Mt

var(W) = var(E(W | N,)) + E(var(W | Ny)) .

I1z:
t Nt
E(W | N, =n)= —7; oziroma E(W | N;) = e
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dobimo:
t? o A3
var(E(W | N)) = Zvar(Nt) =

T .
Iz: , o
var(W | N, =t) = 17; oziroma var(W | Ny) = lt;
pa dobimo:
t? A3
E(var(W | Ny)) = EI[»I‘,(]\ft) =T

A3
Sledi var(W) = 3 (delez pojasnjene variance je 3/4, nepojasnjene pa 1/4).

t
W :/ N, du.
0
Iz Fubinijevega izreka sledi:
t t
E(W)=E {/ Nudu} :/ E(N,) du,
0 0

t t t ot
=E {/ N, du/ N, dv} = / / E(N:N;)dudv
0 0 0o Jo

var(W) = E(W?) — (E(W))* =

t
//IE(NN dud’u—// ) dudo =
0 Jo
:/ / cov(Ny, N,) dudv =
0 Jo

Cetrti nacin. UpoStevamo:

in nato Se:

a) Igralec dobi igro, ¢e pride med ¢asoma s in 1 do natanko enega zvonjenja. Ker je
stevilo zvonjenj v tem ¢asovnem intervalu porazdeljeno po Poissonu Pois()\(l — s)),
je verjetnost dogodka, da igralec dobi igro, enaka:

A1 —s)e =9

b) Funkcija ¢ — ¢ e~ na intervalu [0, 1] narasca, pri t = 1 doseze maksimum e~!, na

intervalu [1,00) pa pada. Namesto ¢ zdaj vstavimo izraz A\(1 — s), ki lahko pretece
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interval od 0 do A\. Ce je A\ < 1, torej ta izraz ne more dosec¢i 1 in maksimum je
doseZen pri s = 0, maksimalna verjetnost, da igralec dobi igro, paje Ae . Pri A > 1
pa izraz A\(1 — s) doseze vrednost 1 pri s = (A — 1)/) in maksimalna verjetnost, da
igralec dobi igro, je e~ !.

. Prvi nacin. Oznacimo z Sy Cas, ob katerem Franc dobi drugi namig, z Sp pa cas,
ob katerem pride prvi izmed drugih kupcev. Franc dobi sliko, ¢e je Sp < Sp. Velja
Sp ~ Gama(2,\) in Sp ~ Exp(A/2). Gostoti teh dveh porazdelitev sta (za z,y > 0):

A

fSF (3:) = )‘Qx eiAx ) fSD (y> = § eiAy/Q :

in velja:

P(Se < So) = [ fule) [ foow)dy =
0 T
)\3 o] ) o) a2
= — rxe “dr e Wedy =
2 0 x

o0
2/ e 32 1y —
0

Ol >

Drugi nacin. Iz teorije markiranja sledi, da je dogodek, da Franc dobi sliko, ne-
odvisen od zdruzenega procesa namigov in prihodov drugih kupcev (pri ¢emer v
zdruZenem procesu pozabimo, kaj je namig Francu in kaj je prihod drugega kupca).
Ce z N, ozna¢imo $tevilo namigov in s K, Stevilo drugih kupcev do éasa t, z F
pa dogodek, da Franc dobi sliko, je torej dogodek F' neodvisen od nabora slucajnih
spremenljivk N;+ K;, t > 0. Njegova verjetnost se potem ujema s pogojno verjetno-
stjo glede na kateri koli dogodek s pozitivno verjetnostjo, ki se izraza le z N; + K.
Tak je tudi dogodek {N; + K; = 2} za poljuben t > 0. Na tem dogodku se dogodek
F ujema z dogodkom, da je N, = 2. Torej velja:

P(F)=P(N, =2 | N, + K, =2) = -
(F) = BNy = 2| No + K =2) P(N, + K, = 2) P(N, + K, = 2)

Ker je N; ~ Pois(At), K; ~ Pois(At/2) in N, + K; ~ Pois(3At/2), sledi:

(At)? e N2

| 4
P(F) = 3,\%2 —3Xt/2 - 9’
(%) e

2
2!

Tretji nacin. Namige in prihode drugih kupcev spet zdruzimo v enoten proces, ki

je spet Poissonov tok z intenziteto A\ + % = 32—’\ Pogojno na zdruzeni proces je
posamezen pojav namig Francu z verjetnostjo A / % = % in prihod drugega kupca z
verjetnostjo % / %, tipi posameznih pojavov pa so med seboj neodvisni.
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Franc dobi sliko natanko tedaj, ko sta prva dva pojava v zdruzenem procesu namiga.

Po prejsnjem je pogojna verjetnost tega dogodka glede na zdruzeni proces, enaka
2 2 4

55 = 5, ne glede na izid zdruZenega procesa. Sledi, da je tudi brezpogojna
verjetnost tega dogodka enaka 4/9.
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Resitve kolokvija iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 10. 6. 2011

Finan¢éna matematika

1. a) Stevilo zamudnikov, ki zamudijo ve¢ kot tri mesece, je porazdeljeno po Poissonu
Pois()), kjer je:
/ etdt=e73.
3

Verjetnost, da ni nobenega takega, pa je enaka:

A=A

= e ¢’ = 0951,

b) Prvi nacin. Ce tako kot ponavadi z So ozna¢imo prihod drugega zamudnika, z
N, pa stevilo prihodov do casa t, velja:

P(Sy <t,Noo=2) P(N, =2, No — N, = 0)
Foalvo=a(t) = Ny =2 B P(N, = 2) -

B -R@) ~(Reo)-R@) ( R(t) \”
= - ) ’

(R(;'O))2 e—R(0)

kjer je R(t) = [) p(t)dt = 1 — e~t. Torej je:

Foynems(t) = (1—e7")?,

pogojna gostota je enaka:
fot) = Fy(t) = 2(e™ = ™),
pogojna pricakovana vrednost pa:

E(S | N3=2)=2/ t(et—e%)dt:g
0

Drugi nacin. Znano je, da sta pogojno na dogodek, da zamudita natanko dva,
na slepo pomesana casa njunih zamud neodvisna, njuna porazdelitev pa je zvezna z
intenziteto, ki je sorazmerna z intenziteto Poissonovega procesa. Ker je fooo p(t)dt =
1, je ta pogojna gostota enaka kar p, kumulativna porazdelitvena funkcija pa je za
t > 0 enaka:

F(t):/osp(s)ds:l—e_t.

Zamuda zadnjega zamudnika je seveda maksimum (pomesanih) zamud obeh zamu-
dnikov, torej je njena pogojna kumulativna porazdelitvena funkcija enaka:

Foynam(t) = (1— e
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Nadaljujemo tako kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin. Znano je, da je pogojno na dogodek, da zamudita natanko dva, pogojna
navzkrizna gostota njunih prihodov enaka:

g Psp(sa) g
fsl,52|Noo:2(817 Sg) = R(0c0) )
0 ; sicer

kjer sta p in R tako kot pri prvem nacinu. Za 0 < s, < s9 torej velja:

f51752|Noo:2(817 52) = Qe 51752

Sledi:

E(Sy | Neo =2) = // 52f 51,52 Nso=2(51, 52) dsy dsy = 2/ e ! / spe” dsyds) =
R? 0

S1

* 3
:2/ (s1+ 1) e *ds; = —.
0 2

. Oznacimo z W, skupni znesek glob, ki jih mora lastnik restavracije placati do casa t.
To je prenovitveni proces z “nagradami” Ry, R, ..., ki imajo pricakovane vrednosti
10 - (10 — ¢)3, in medprihodnimi ¢asi 71,75, .. ., ki imajo pri¢akovano vrednost 60
dni. Torej skoraj gotovo velja:

Wi  E(R) (10-0¢)3

lim — = =

iooo ¢ E(TY) 6

Ce s C, ozna¢imo lastnikove stroske z vzdrzevanjem z globami vred, velja C, =
ct + Wy, torej skoraj gotovo velja:

lim — = f(c) :—c—l—%.

Za c € [10,00) je f(c) narascajoca funkcija, za ¢ € [0, 10] pa po odvajanju:

c—7
3

fi(e) =
dobimo, da je minimum dosezen pri ¢ = 7.

. Oznac¢imo M (t) := E(N;). Gre za prenovitveni proces z zaostankom, pri ¢emer ima
prvi (med)prihodni ¢as porazdelitev Gama(2, \), ki ima Laplaceovo transformiranko:

R 22
G(z2) = m,

nadaljnji medprihodni ¢asi pa imajo eksponentno porazdelitev Exp(A) z Laplaceovo
transformiranko:




Laplace—Stieltjesova transformiranka prenovitvene mere je torej enaka:

Jiey — G _ A

:l—F(z)_z(z—ir)\) TN

prenovitvena mera sama pa znasa:

t s
M(t):)\/ds—)\/ eMds =M —1+e M.
0 0

4
. a) Ce s T1, Ty, ... ozna¢imo medprihodne case, velja E(T;) = 3 torej

. E(MN) 1 4

lim = =-.
t—o0 t E(Tl) 3
b) Ker je medprihodni ¢as navzgor omejen z 1, varnostnik v dveh urah skoraj gotovo
obisce sef vsaj dvakrat. Ce ga torej je v prvi uri in pol obhodil natanko enkrat, ga
bo v naslednje pol ure skoraj gotovo vsaj Se enkrat. Iskana pogojna verjetnost je

torej enaka nic.
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 1. 7. 2011

Finan¢éna matematika

1. Oznacimo z NV, stevilo klicev do ¢asa t. Tedaj je N; ~ Pois(t/4).

a) Iskana verjetnost je enaka:
P(Nip >2)=1-P(Nj3=0)—P(Np=1)=1—e?(1+3) =07801.
b) Iskana pogojna verjetnost je enaka:

P(Ny>1|Nip>2)=1-P(N,=0| Npp >2) =
P(Ny =0, Nys > 2)

= 1 — =
P(Nyp > 2)

1 P(Ny = 0,N13 — Ny > 2)

N P(Nyy > 2)

Zaradi neodvisnosti je:

IP)(N4:0)]P(N12—N4Z2)
P(N,>1|Njpy>2)=1— —
Ny 21| N2 22) P(Nyp > 2)
P(Ny = 0)(1 = P(Niz — Ny = 0) — P(N1o — Ny = 1))

P(Nyp > 2)

—1-

Ker je Ny ~ Pois(1) in Ny — Ny ~ Pois(2), je konéno:

6_1(1 —e 21+ 2))

P(INy>1|Nip>2)=1-—
(Ny2 1] Niz 2 2) P(Nyy > 2)

=0727.

2. a) Velja S = U + V, kjer je U ¢as, ki ga potrebuje Pepe, da ujame svojo prvo ribo,
V' pa je cas, ki ga od trenutka, ko Pepe ujame svojo prvo ribo, potrebuje Rudi,
da ujame ribo. Seveda je U ~ Exp(2), zaradi krepke lastnosti Markova pa je tudi
V ~ Exp(3), poleg tega pa je V neodvisna od U. Torej je:

5

1
3 6’
1+1_13

49 36°

E(S) =E(U) +E(V) = - +

N |

var(S) = var(U) + var(V) =

b) Dogodek, da je Rudi ujel ribo Ze pred Pepetom, je enak dogodku, da je bila prva
3

3
ujeta riba Rudijeva. Verjetnost tega dogodka pa je 5135

3. Ce z N, oznadimo §tevilo prihodov do ¢asa t, velja:

IP’(T1>t):IP>(Nt:0):eXp(_/Ot du ) 1

1+u) 1+t
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Po odvajanju dobimo porazdelitveno gostoto:

1
(1+41t)2

fT1 (t) =

Nadalje velja:

t+s du
P(T2>sy:rlzt):P(Nm_Nt:o|T1:t):exp(_/ >:
t

1+t
o l4+t+s’

Z integracijo dobimo brezpogojno prezivetveno funkcijo:

o o dt In(1+s)
P(T; > s) = Py >s|T) =t t)dt = =
(2 ) /0 (2 ‘ 1 )fT1<> /0 (1+t>(1+t+8) s
in po odvajanju spet porazdelitveno gostoto:
(14+s)In(l+s)—s
fTQ(S) = 2 :
s2(1+ s)
. Gre za prenovitveni proces z nagradami, kjer so medprihodni ¢asi T}, T5, . . . dolzine

Manjinih telefonskih pogovorov s posameznimi strankami, nagrada R; pa je enaka
1, ¢e Manja izdelek proda, sicer pa 0. O¢itno je 7 < 1/2. Torej velja:

0 t<0
Fr(t)=<¢ 3(t—t*) ;0<t<r
1 s t>T

Torej slucajna spremenljivka T; ni niti diskretna niti zvezna. Vseeno pa lahko iz-
racunamo njeno matemati¢no upanje.

Prui nacin: razbijemo na zvezni in diskretni del:
E(T;) = / t Fp (t)dt + T(FTi<T) — FTi(T_)) =
0

:/ (3t — 6t*)dt + 7(1 — 37+ 37%) =
0

373 e
=7 ——47°.
2
Drugi nacin: izberemo slucajno spremenljivko T, katere kumulativna porazdeli-
tvena funkcija je absolutno zvezna in se na intervalu [0,7) ujema s kumulativno
porazdelitveno funkcijo slu¢ajne spremenljivke 7;. Tedaj je T; enako porazdeljena
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kot min{T", 7}, zato je:
E(T;) = E[min{T,T}] =
_ / min{t, 7} f-(t) dt =

:/;tff(t)dtjtr/joff(t)dt:

:/TtF:’f(t)dt%—T(l—FT(T)) =
- /OTfFi(t) dt + 7(Fr,(1) = Fr,(77)),

kar je isto kot prej.
Tretji nacin: upostevamo, da, ker je T; > 0, velja:
o T 9 373 3
E(T;) = P(T; > t)dt = (1—3t+3t)dt:7'—7+7',
0 0

kar je spet isto kot prej.
Dogodek, da je R; = 1, je enak dogodku, da Manji uspe prepricati kupca do casa 7.
Torej je:
Ce z W, oznaéimo $tevilo prodanih izdelkov do ¢asa t, skoraj gotovo velja:

W, ER)  61-7)
lim —' = - —: h(r).
St E(TY) 237122 (7)

1z:
6(272 — 47+ 1)

(72 — 37 + 2)2

h'(7) =

dobimo, da funkcija h na intervalu [0, 1/2] doseze maksimum pri 7 = 1— g = 0"293.
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 22. 8. 2011

Finan¢éna matematika

1. Ce Franéeve kosnje trave pogledamo od trenutka ¢ez 15 dni nazaj, le-te prav tako
tvorijo homogen Poissonov proces z intenziteto ene kosnje na 5 dni, le da mu moramo
dodati e pravkarsnjo kosnjo. Ce torej z z A ozna¢imo ¢as zadnje kosnje v prihodnjih
15 dneh, ima A isto porazdelitev kot min{7, 15}, kjer je T' ~ Exp(1/5) (slu¢ajna
spremenljivka A predstavlja starost Poissonovega procesa koSenj). Torej velja:

E(A) = = te—t/5dt+—5 e P dt=5—5e3.
5 0 5 15

Visina trave je enaka 2A, torej bo njena pricakovana vrednost enaka
2E(A) =10 —10e = 9'50 cm.

2. Velja D = max{S,,T1}, kjer je Sy ¢as, ko Stanka nabere drugega jurcka, 7} pa
je Cas, ko Tone ujame svojo (edino) postrv. Sluc¢ajni spremenljivki Sy in 7} sta
neodvisni, pri ¢emer je Sy ~ Gama(2,2) in 77 ~ Exp(1). Za t > 0 torej velja:

fs,(t) = 4te™ Fs,(t) =1— (2t +1)e ",
le(t):e_t7 FT1<t):1_e_t'
Sledi:
Fp(t) = Fo,(t) Fp,(t) =1 —e™" — (2t + 1)e™ 2 + (2t + 1)~
fot)=e " +date™ — (6t +1)e .

3. a) Oznac¢imo z N; Stevilo zamudnikov, ki pridejo do vklju¢no ¢asa t. Za t < s je
torej Ny — N, Stevilo zamudnikov, ki pridejo z zamudo med ¢ in s. Velja:

t
N; ~ Exp (/ e du) =Exp(l—¢7"),
0

N, — N; ~ Exp (/ e " du) = Exp(e’t — e’s) ,
t

poleg tega pa sta N; in Ny — Ny neodvisni. Definicijo lahko razsirimo na s = oc:
Ny — N, je stevilo vseh zamudnikov, ki zamudijo ve¢ kot ¢, in velja N — N; ~
Exp(e™).

Dogodek, da pride natanko en zamudnik in zamudi ve¢ kot dva meseca, lahko za-
pisemo kot:
A= {NQZO,NOO—NQZ 1}

Zaradi neodvisnosti je njegova verjetnost enaka:

P(A) = P(Ny = 0)P(Noo — Ny = 1) = ¢ e 27" = ¢ % = (00498.

69



b) Oznac¢imo z Z zamudo edinega zamudnika in za¢nimo ra¢unati pogojno kumula-
tivno porazdelitveno funkcijo:

P(N, > 1, Ny = 0, Nog — Ny = 1)
P(Ny = 0, Noo — No = 1)

Zat <2je Fya(t) =0, zat > 2 pa velja:

- (t)_P(Ngzo,Nt—szl,Noo—Nt:O) B
A4\ = P(Ny = 0, Noo — Ny = 1) -

_P(N2 = 0)P(N, = Ny =1)P(Now = N, = 0) _

P(N, = 0)P(No — Ny = 1)

=1—e*t.

Za izracun pogojne pricakovane zamude imamo ve¢ moznosti. Lahko izracunamo
gostoto:

faia(t) =

in z integriranjem dobimo:
E(Z | A) :/ te? tdt =3.
2
Lahko ga dobimo tudi neposredno iz prezivetvene funkcije:

E(Z | A) :/000(1—FZ|A(t)) dt:2+/:oe2fdt:3.

Lahko pa tudi opazimo, da se pogojna porazdelitev ujema z eksponentno porazde-
litvijo Exp(1), pomaknjeno za 2 v desno, in prav tako dobimo pogojno pri¢akovano
zamudo 3 mesece.

. a) Prihodi avtobusa tvorijo prenovitveni proces. Ce medprihodne ¢ase oznacimo s

T1,Ts, ..., je asimptoticno dolgoro¢no stevilo prihodov na uro enako:
1 3
E(T)) 2

b) Dogodek, da bodo Petersiljckovi ¢akali manj kot 20 minut, lahko zapiSsemo kot
{T1 > 40 min} U {T} + T» < 1 h}. To lahko prikazemo na naslednjem diagramu:
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60 -

40+

201

20 40 60 T,

in iz razmerja plos¢in razberemo, da je iskana verjetnost enaka 5/8.
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 5. 9. 2011

Finan¢éna matematika

1. Ce igralec pritisne na gumb ob ¢asu t, je verjetnost, da bo dobil nagrado, enaka
1 — e 61 torej je pri¢akovana vrednost njegove nagrade enaka:

f(t) = (¢ =1) (1 =€)

Iz:
flt) = =272 + (e +1)e!
e3+1
dobimo, da je maksimum dosezen pri ¢t = In = 2'355 oziroma priblizno
2 min 21 s.

2. Prwi nacin. Naj bo T} cCas, ko pride prva neprijazna stranka. Ker neprijazne stranke
prihajajo z intenziteto 411-2 = % stranke na uro, je T} ~ Exp(1/2). Iz krepke lastnosti
Markova sledi, da je pogojno na T) stevilo strank, ki pridejo za prvo neprijazno
stranko, porazdeljeno po Poissonu Pois(?(l — Tl)), e je seveda T} < 1. Ce torej z
A oznac¢imo dogodek, da pride natanko ena neprijazna stranka, za njo pa nobena
stranka vec, velja:

6_2(1_T1) : Tl <1
Torej je:
P(A) = — —t/2 —2(1-t) dt = _/ 3t/2 dt = = (0°236.
(A) 5 /0 e e 2 ), e Y

Drugi nacin. Ce je N &tevilo vseh strank, ki pridejo v eni uri, je N ~ Pois(2).
Nadalje, ¢e spet z A ozna¢imo nas dogodek, veljaP(A | N =0) =0,zan =1,2,3,...

paje P(A| N =n)= (%)nil - 1. Torej je:

2 /3\" 1 ne? 1 1 /3\" 321
P(A) = 2 L - — N (2) = .
(4) Z (4) 4 nl 2e3 ; n! (2) 3 e?

n=1

3. Slucajni spremenljivki N7 in Ny — N7 neodvisni in velja:

1 1 2 3
N, ~ Pois </ tdt> = Pois (5) in Ny — N; ~ Pois </ tdt> = Pois (5) )
0 1

Torej je:
E(N,Ny) = E(N? + Ny(Ny — Ny)) =
= E(N}) + E(N) E(Ny — Ny) =
ar(Ny) + (E(NVy))* + E(Ny) E(Ny — Ny) =

N 12+1 3
2 2 2
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4. a) Ce s T} oznac¢imo ¢as do beradevega naslednjega prihoda, z D; pa koli¢ino denarja,
ki ga gospa Genovefa v ¢asu t da beracu, skoraj gotovo velja:

D 1
L a =a(l+a ) =a+—,
a

kar je minimalno pri a = 1.

b) Ce je ¢as do beracevega naslednjega prihoda porazdeljen eksponentno Exp(2),
to pomeni, da beracevi prihodi tvorijo homogen Poissonov proces z intenzivnostjo
2. Sprasujemo se po verjetnosti, da bera¢ v eni ¢asovni enoti pride ve¢ kot dvakrat
(trikrat ali ve¢) in verjetnost tega dogodka je enaka:

22
1—e? (1+2+§) =0323.
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Resitve izpita iz Sluc¢ajnih procesov 1 z dne 1. 3. 2012

Finan¢éna matematika

1. Oznacimo s T cas skoka tistega ucenca, ki skoci drugi. Tedaj je 7' > ¢ natanko
tedaj, ko sta do vklju¢no casa t skocila manj kot dva ucenca.

Verjetnost, da je posamezen uc¢enec skocil do vkljuéno ¢asa t, je enaka 1 — e /39,

e je ¢as merjen v sekundah. Stevilo uéencev, ki sko¢ijo do vklju¢no ¢asa t, je torej
porazdeljeno binomsko Bin(l(), 1 - e*t/SO). Zato je:

P(T > t) = (/%)™ 4 10(1 — /%) (/%) = 107310 — g~/
od koder dobimo kumulativno porazdelitveno funkcijo:
Fr(t)=1—10e73/10 4 9 t/3
nato gostoto:
fr(t) = 3(6_3t/10 — e_t/S)

in kon¢no pric¢akovano vrednost:
E(T) = 3/ t(e 310 — e7t/3) At = 57
0

Pri¢akovani cas skoka je torej 57 sekund.

2. Od vsakega prodanega sesalnika ima druzba z obrestmi vred najmanj 200 in najvec
210 evrov dobicka. To pomeni, da se jim, ¢e prodajo najve¢ en sesalec, vlozek
zagotovo ne povrne, ¢e prodajo najmanj tri sesalce, pa se jim vlozek zagotovo povrne.
Ce prodajo natanko dva sesalca, pa je to, ali se vlozek povrne ali ne, odvisno od
obresti: ¢e so X; obresti od prvega, Xs pa od drugega prodanega sesalca, sta X;
in X5 (pogojno na to, da so prodali natanko dva sesalca) neodvisni in porazdeljeni
enakomerno na intervalu [0, 10]. Vlozek se povrne, ¢e je X; + Xs > 10 in pogojna
verjetnost tega dogodka je natanko 1/2.

Naj bo N stevilo prodanih sesalcev. Le-to je porazdeljeno po Poissonu Pois(2).
Verjetnost, da se zacetni vlozek povrne, je enaka:

1—IP’(N:0)—]P’(N:1)—%P(N:2):1_<1+2_%)6—2:

=1—4e2=0459.

3. Najprej velja:



Sledi:
Frt)=1—e"7?  frt)=te"/?

in koné¢no:

& 2 & 2 ].
P(Ty > Th) :/ e 3 /Qle(t)dt:/ te dt:l

0 0

. Gre za prenovitveni proces z nagradami, ki so v tem primeru globe. Ker je verjetnost,
da Bine v posameznem ciklu placa globo, to¢no 1/2, je njena pri¢akovana visina v
posameznem ciklu 60 evrov. Nadalje je pricakovana dolzina cikla leto in pol, torej
je dolgoroc¢ni letni znesek globe enak:

60
3/2

= 40 evrov.
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