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1. Osnove kombinatorike
Pravilo vsote, pravilo produkta. Variacije, kombinacije in permutacije.

1. Manca ima 12 kap in 3 klobuke. Na koliko nacinov se lahko pokrije?
2. Nace ima 4 puloverje, 2 srajci in 3 hlac¢. Na koliko nacinov se lahko oblece?

3. Olga je kupila novo stanovanje. Na koliko nacinov lahko opremi dnevno sobo, ce
ima na voljo 4 vrste parketa, 3 vrste nelesnih talnih oblog in 5 garnitur pohistva?

4. Peter je sprevodnik na progi Ljubljana — Litija, ki ima 7 postaj.

a) Koliko je moznih enosmernih vozovnic?

b) Najvec¢ koliko cen je lahko na ceniku, ¢e privzamemo, da voZnja na nasprotni
relaciji stane enako?

5. Jernej se uci postevanke. Koliko racunov se mora nauciti, ¢e ve:

e da se Stevilo ohrani, ¢e ga pomnozimo z 1;
e da se naravnemu Stevilu zgolj pripise nicla, ¢e ga pomnozimo z deset;
e da je mnozenje komutativno.

6. Koliko moznih besed (smiselnih ali nesmiselnih) lahko REZKA sestavi s premeta-
vanjem ¢rk svojega imena? Kaj pa TATJANA?

7. Urban je razrednik. 15 ucencev v njegovem razredu obiskuje modelarski krozek, 21
likovni krozek, 3 pa oba krozka. Najmanj koliko ucencev je v razredu?

8. 10 sportnikov se pomeri na tekmovanju. Na koliko nac¢inov lahko dobijo medalje?
Delitve mest so izkljucene.

9. Na koliko nacinov lahko 10 ucencev med seboj izbere triclansko delegacijo?
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2. Elementarna verjetnost

Diskretni pogled na verjetnost v povezavi s kombinatoriko.

Ce so vsi izidi enako verjetni, velja:

_ Stevilo ugodnih izidov

Stevilo vseh izidov

1. Koliksna je verjetnost, da na postenem kovancu pade grb?

2. Vrzemo dva kovanca, vsi izidi, kjer kovanca lo¢imo, so enako verjetni. Koliksna je
verjetnost, da pade ena cifra in en grb?

3. Vrzemo deset kovancev, vsi izidi, kjer kovance lo¢imo, so enako verjetni. Koliksna
je verjetnost, da pade en grb in devet cifer?

4. Vrzemo posteno kocko. Koliksna je verjetnost, da pade:

6 pik?
1 pika?

a
b

¢) sodo mnogo pik?

)
)
)
d) vsaj tri pike?

5. Vrzemo dve kocki, vsi izidi, kjer kocki lo¢imo, so enako verjetni.

a) Kolik$na je verjetnost, da na obeh pade enako mnogo pik?

b) Koliksna je verjetnost, da pade skupaj vsaj 10 pik?

Ce sta dogodka A in B nezdruzljiva, t. j. AN B = 0, velja:
P(AUB)=P(A)+ P(B).

Splosneje, ¢e so dogodki Aq, A, ..., A, paroma nezdruzljivi, t. j. Ce sta po-
ljubna dva izmed njih nezdruzljiva, velja:

P(AyjUAyU---UA,) =P(A)+ P(A) +---+ P(4,).

6. Petkrat vrzemo kocko, vsi izidi, kjer mete lo¢imo, so enako verjetni. Koliksna je
verjetnost, da padejo tri, ne pa tudi stiri zaporedne Sestice?

7. 1z dobro premesanega kupa standardnih 32 kart izvlecemo eno karto. Koliksna je
verjetnost, da bo karta:
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a)
b)

c)

pik?
as?

pik ali as?

Dogodka A in B sta si nasprotna, ¢e sta nezdruzljiva,
njuna unija pa je gotovi dogodek. V tem primeru velja:

P(B)=1- P(4).

8. Iz dobro premesanega kupa standardnih 32 kart brez vracanja izvlecemo pet kart.
Koliksna je verjetnost, da je med njimi vsaj en as?

10.

11.

Pri igri Loto na kombinacijskem listku prekrizamo 7 Stevilk izmed 39. IzZreba se 7
rednih sStevilk in Se ena dodatna. Mozni so naslednji dobitki:

sedmica: vse prekrizane stevilke so redno izzrebane;

Sest in dodatna: med prekrizanimi Stevilkami je Sest redno izzrebanih in ena
dodatna;

Sestica: natanko Sest prekrizanih stevilk je redno izzrebanih, dodatna ni pre-
krizana;
petica: natanko pet prekrizanih $tevilk je redno izzrebanih (dodatna pa je

lahko prekrizana ali ne);

Stirica: natanko Stiri prekrizane Stevilke so redno izzrebane (dodatna pa je
lahko prekrizana ali ne);

tri in dodatna: natanko tri prekrizane stevilke so redno izzrebane, prekrizana
pa je tudi dodatna stevilka.

Izracunajte verjetnosti posameznih dobitkov.

Igra Loto pozna tudi sistemske listke, pri katerih prekrizamo ve¢ kot sedem stevilk.
Sistem najmanj koliko Stevilk bi morali vplacati, ¢e naj bi bila verjetnost sedmice
vecja od polovice?

Studenti, ki bodo pisali izpit, se posedejo v tri vrste in tri kolone, tako kot je
prikazano spodayj:

Aljaz Brigita Cveto
Dragica Edo Fani
Gregor Hana Iztok

Asistent na slepo izbere tri Studente in jih zamenja: prvega premesti na mesto dru-
gega, drugega na mesto tretjega in tretjega na mesto prvega. Koliksna je verjetnost,
da Aljaz in Brigita po premestitvi Se vedno sedita skupaj v isti vrsti?
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3. Pogojna verjetnost

Racunanje pogojne verjetnosti po definiciji. Izrek o popolni verjetnosti. Neodvisnost. Bayesova
formula.

Definicija pogojne verjetnosti

A B Q

P(AN B)

Ce je dogodek B sestavljen iz samih enako verjetnih izidov, pa je tudi:

|AN B

P(A|B)= =5

1. Desetkrat vrzemo kovanec, vsi izidi so enako verjetni. Oznacimo naslednje dogodke:

A := {v vseh desetih metih pade cifra}
B := {v devetih metih pade cifra, v enem pa grb}
C := {v prvih devetih metih padejo same cifre}

Izrac¢unajte P(A) in P(B), nato pa $e P(A|C)in P(B | C).

2. Iz posode, v kateri je 5 rdecih in 2 zeleni kroglici, na slepo in brez vracanja vlecemo
kroglice. Koliksna je verjetnost:

a) da bo prva izvlecena kroglica rdeca?

b) da bosta prvi dve izvleceni kroglici rdeci?

¢) da bo prva izvlecena kroglica rdeca, druga pa zelena?

e) da bodo prve tri izvlecene kroglice rdece?

)
)
d) da bo prva izvlecena kroglica zelena, druga pa rdeca?
)
f)

da bodo prve tri izvlecene kroglice zelene?
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Izrek o polni verjetnosti

Ce H,, H>, ..., H, tvorijo popoln sistem dogodkov (t. j. vedno se zgodi natanko
eden izmed njih), velja:

P(A)= P(H,) P(A| H,)+ P(Hy) P(A| Hy) +---+ P(H,) P(A| Hy)

3. Iz posode, v kateri je 5 rdecih in 2 zeleni kroglici, ponovno na slepo in brez vracanja
vlecemo kroglice. Koliksna je:
a) verjetnost, da bo druga izvle¢ena kroglica rdec¢a?

b) pogojna verjetnost, da je bila prva izvleCena kroglica rdeca, ¢e vemo, da je
druga izvlecena kroglica rdeca?

¢) pogojna verjetnost, da je bila prva izvlecena kroglica rdeca, ¢e vemo, da sta
prvi dve izvleceni kroglici rdeci?

d) pogojna verjetnost, da je bila prva izvle¢ena kroglica rdeca, ¢e vemo, da je vsaj
ena izmed prvih dveh izvlecenih kroglic rdeca?
e) pogojna verjetnost, da je bila prva izvlecena kroglica rdeca, ¢e vemo, da je

izmed prvih dveh izvlecenih kroglic natanko ena rdeca?

4. Dan je standardni kup 32 kart. Njihove vrednosti od najveéje do najmanjse so as,
kralj, dama, fant, 10, 9, 8 in 7. Iz kupa na slepo in brez vracanja izvlecemo dve
karti. Koliksna je:

a) verjetnost, da bo prva karta as?
b) verjetnost, da ima prva karta vecjo vrednost od druge?

¢) pogojna verjetnost, da ima prva karta vecjo vrednost od druge, ¢e vemo, da je
prva karta as?

d) pogojna verjetnost, da je prva karta as, ¢e vemo, da ima vecjo vrednost od
druge?

Dogodka A in B sta neodvisna, ce velja:
P(ANnB)= P(A) P(B)

(t. j. P(A| B) = P(A)). Splosneje, dogodki Ay, As, As, ... so neodvisni, e za
poljubne razlicne indekse i1, s, . .., 1 velja:
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5. Vrzemo dva kovanca, vsi izidi so enako verjetni. Definirajmo naslednje dogodke:

A := {prvi¢ pade cifra}

B := {drugi¢ pade cifra}

C' := {obakrat pade cifra}

D := {obakrat pade razli¢no}

Sta A in B neodvisna? Kaj pa A in C7 Pa A in D? Pa B in D? Kaj pa dogodki
A, B in D, ali so neodvisni?

Neodvisnost izpeljanih dogodkov

Naj bodo Ai, As, ..., A, By, Bs, ..., B, neodvisni dogodki. Nadalje naj bo
A dogodek, izpeljan iz dogodkov Ay, ..., A,, z osnovnimi operacijami (unija,
presek, komplement), B pa naj bo dogodek, izpeljan iz dogodkov By, ..., B,.
Tedaj so naslednji dogodki neodvisni:

QA17A27...,AijB;
.AIHBI,BQ,aBTU
e Ain B.

6. Miha se odpravi na obisk k vinogradnikoma Janezu in Lojzu. Vsak mu ponudi
kozarec vina. Janez mu ponudi Smarnico z verjetnostjo 60%, Lojz pa z verjetnostjo
30%. Verjetnost, da Miho boli glava, ne da bi pil $marnico, je 40%, verjetnost, da ga
boli po kozarcu $marnice, 80%, po dveh kozarcih pa 100%. Koliksna je verjetnost,
da Miho po obisku obeh vinogradnikov boli glava? Privzamemo, da vinogradnika
izbereta vrsto vina neodvisno drug od drugega.

Bayesova formula
Ce H,, H,, ..., H, tvorijo popoln sistem dogodkov, velja:

P(H;) P(A | H;)

P(H; | A) = P(H,) P(A| H,)+---+ P(H,) P(A| H,)

7. Zena poslja moza na trg po solato, ki jo prodajata dve branjevki, Francka in Micka.
Verjetnost, da moZ kupi solato pri Francki, je 40%, verjetnost, da kupi pri Micki,
pa 60%. Francka ima 10%, Micka pa 20% nagnitih glav solate. Moz prinese domov
nagnito glavo solate in Zzena ga nahruli: “Drugic¢ raje glej solato, ne pa Micke!”
Koliks$na je pogojna verjetnost, da je moz res kupil solato pri Micki? Privzamemo,
da branjevki solato izbirata na slepo.
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8. Miha se odpravi na obisk k vinogradnikoma Janezu in Lojzu. Vsak mu ponudi
kozarec vina. Janez mu ponudi Smarnico z verjetnostjo 60%, Lojz pa z verjetnostjo
30%. Verjetnost, da Miho boli glava, ne da bi pil $marnico, je 40%, verjetnost, da ga
boli po kozarcu Smarnice (ne glede na to, ¢igave), 80%, po dveh kozarcih pa 100%.

Naslednji dan Miho boli glava in prijatelj Tone mu pravi: “Janez ti je gotovo dal
smarnico!” Koliksna je pogojna verjetnost, da ima prav? Privzamemo, da vinogra-
dnika izbereta vrsto vina neodvisno drug od drugega.

9. Janez, Francelj in Tone gredo streljat zajce. Janez zadene z verjetnostjo 0'1, Francelj
z verjetnostjo 0'2, Tone pa z verjetnostjo 0'3, neodvisno drug od drugega.

a) Vsi pomerijo, ustrelijo in zajec je zadet. Koliksna je pogojna verjetnost, da ga
je Janez zadel?

b) Ko pridejo do zajca, se izkaze, da ga je zadel natanko eden. Koliksna je pogojna
verjetnost, da je bil to Janez?
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4. Diskretne slucajne spremenljivke
Pojem porazdelitve. Matemati¢no upanje, disperzija, kovarianca, korelacijski koeficient.

1. Vrzemo dva neodvisna kovanca. Ce pade cifra, kovanec dobimo. Slu¢ajna spremen-
ljivka S naj predstavlja skupni znesek v evrih, ki ga dobimo. Dolo¢ite verjetnostni
prostor GG, S kot preslikavo iz G in porazdelitev slucajne spremenljivke .S, ¢e vrzemo:

a) en kovanec po 1€ in en kovanec po 2€;

b) dva kovanca po 2€.
2. Petkrat vrzemo posteno kocko. Oznacimo z S Stevilo Sestic, ki padejo. Dolocite:
a) porazdelitev slucajne spremenljivke S;
b) P(S sodo);
c) P(S>3);
d) P(Ssodo|S > 3).

3. Posten kovanec mecemo, dokler ne pade cifra, a najve¢ stirikrat. Oznacimo z M
stevilo metov. Zapisite porazdelitev te slucajne spremenljivke.

4. Posten kovanec mecemo, dokler ne padeta dve cifri zapored, vendar najve¢ sedem-
krat. Oznacimo z M Stevilo metov. ZapiSite porazdelitev te slucajne spremenljivke.

Matemati¢no upanje: ce je X ~ ar Gz rrln , velja:
P1 P2 - Pn

E(X) = aip1 + agpa + - - + anpn,
E(f(X)) = f(a)p1 + f(ag)ps + -+ - + fan)pn -

Disperzija (varianca):

2

D(X) = B((X ~ B(X)?) = B(X?) - (E(X))

Standardni odklon: o(X) = /D(X).
U-metoda:
E(X)=u+ E(X —u)
D(X) = D(X —u) = B((X —w?) — (B(X —u)

2

5. Naj bo:
-10 1 4
X”(0‘1 7 01 0'5>'

Izra¢unajte P(X =0), E(X), D(X) in o(X).
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6. Naj bo:

¥ 1001 1002 1003 1004
02 a b 01 ) -

Izrac¢unajte @ in b, ¢e veste, da je E(X) = 1002.
7. Naj bo:

D% 1001 1002 1003 1004
02 a b 01 )

a) Kolik$no je minimalno in koliksno maksimalno matemati¢no upanje slu¢ajne
spremenljivke X7

b) Kolik$na je minimalna in maksimalna disperzija?

8. V posodi so 3 kovanci po 1 tolar, 6 kovancev po 2 tolarja in 1 kovanec po 5 tolarjev.
Iz posode izvlecemo dva kovanca. Oznac¢imo z X; vrednost prvega v tolarjih, z X,
pa vrednost drugega.

a) Izracunajte E(X;) in D(X,).

b) Naj bo S = X; + X,. Izracunajte F(S) in D(S) tako v primeru, ¢e kovance
vracamo, kot tudi v primeru, ¢e jih ne vracamo.

E(aX +b)=aE(X)+b
D(aX +b) = a®> D(X)

9. Vrzemo pet standardnih in neodvisnih kock, za vsako Sestico, ki pade, dobimo 2€.
Posamezna igra stane 1,70€. Naj bo S bilanca igre. Izra¢unajte P(S > 0), E(S) in
a(S).

Kovarianca:

K(X,Y):=E [(X — B(X)) (Y - E(Y))} -
— B(XY) - E(X)E(Y)
Ceje K(X,Y) = 0, pravimo, da sta slucajni spremenljivki X in Y nekorelirani.

X,Y neodvisni = E(XY) = E(X) E(Y) <= X,Y nekorelirani
Nekoreliranost se ne pomeni neodvisnosti.

Korelacijski koeficient:

K(X,)Y)

PXY) = o)

Velja —1 < p(X,Y) < 1. Ce so a, b, c in d konstante ter a,c > 0, velja
plaX +b,cY +d) = p(X,Y).
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10.

11.

12.

Za slu¢ajni spremenljivki X in X, iz 8. naloge izra¢unajte K (X1, X3) in p(X1, X5).

Navzkrizna porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y") je podana z naslednjo tabelo:

Y=0|Y=1|Y=2
X=0| 02 02 02
X=1| 02 0 02

Dokazite, da sta slucajni spremenljivki X in Y nekorelirani. Sta tudi neodvisni?

Navzkrizna porazdelitev slu¢ajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

Y=1Y=2|Y=3
X=1| 01 02 01
X =2

Dopolnite tabelo, tako da bosta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni.
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5. Zvezne slucajne spremenljivke

Porazdelitvena gostota, kumulativna porazdelitvena funkcija. Matemati¢no upanje in disperzija.
Normalna porazdelitev, centralni limitni izrek.

Diskretne porazdelitve: Zvezne porazdelitve:

Pa<X<b)= Y PX=uz P(angb):/ng(m)dx

P(X=x2)>0 gx(z) =20
ZP(X:x)zl /_ gx(z)dr =1

B0 =S @ P =0)  BIO0] = [ f@xe)ds

1. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

{cx2 0<x<3

gx(r) = 0 ; sicer

Izracunajte konstanto ¢ ter se P(1 < X < 2), P(X <1), E(X) in D(X).

Kumulativna porazdelitvena funkcija

a<b= Pla <X <b)=Fx(b) — Fx(a)

Kumulativna porazdelitvena funkcija je narascajoca
ter velja

lim, , o« Fx(z) =0 in lim, ,, Fx(z) = 1.

Fx je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva —>
—> X je zvezno porazdeljena = Fx je zvezna.

Ce je X zvezno porazdeljena, je Fx (z) = / gx(t)dt

in skoraj povsod tudi gx(x) = Fi(z).

2. Izracunajte kumulativno porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke X iz 1. na-
loge.

3. Zvezna enakomerna porazdelitev U(a,b) na intervalu (a,b) ima gostoto, ki je na
navedenem intervalu konstantna, drugje pa je enaka nic.
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a) Zapisite natanéno formulo za gostoto.
b) Izra¢unajte kumulativno porazdelitveno funkcijo.
c¢) Izracdunajte matemati¢no upanje in disperzijo.

4. Dana je funkcija:

g(r) =

ae’® ;x>0
0 ; sicer

Dolocite konstanti a in b, tako da bo g gostota neke porazdelitve z matemati¢nim
upanjem 4.
5. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

(z) = 2—kxr ;0<x<a
IxE) = 0 : sicer

Pri katerih a in k£ je matemati¢no upanje FE(X) maksimalno?
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Naj bo o € R in ¢ > 0. Normalna (Gaussova) porazdelitev N(u,o) je

porazdelitev z gostoto:
1 _(@=w)?
o) =~ T
oV 2

Brz ko je a < b, velja:

P(a<X<b):P(a§X§b):<I><b_’”‘)—@(a_“),

g

Funkcija ® je Gaussov verjetnostni integral:

1 T
(D(l’) = E/O €_t2/2 dt

in je liha. Graf:

V literaturi so definicije funkcije ® razlicne, zato je treba paziti!

Normalna porazdelitev N(u,0) je porazdelitev, ki je skoncentrirana v p

(X ~ N(p,0) pomeni P(X = pu) =1).

Parameter p je tudi pricakovana vrednost (matematicno upanje), parameter o
pa standardni odklon normalne porazdelitve; posledi¢no je o njena disperzija.
Standardna normalna porazdelitev N(0, 1) ima potemtakem gostoto:

1 2
—x2/2
x) = e
9(@) V2
in kumulativno porazdelitveno funkcijo F(z) = 3 + ®(z)

6. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno N(100, 10). Izrac¢unajte
P(90 < X < 120) in P(X < 0).

7. Avtobus spelje s postaje ob 7:00, sam pa pridem na postajo ob casu, porazdelje-
nem normalno s sredino ob 6:59 in standardnim odklonom 3 minute. Koliksna je
verjetnost, da Se ujamem avtobus?
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Centralni limitni izrek

Ce je S vsota veliko neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk z dovolj lepimi poraz-
delitvami, od katerih nobena posebej ne izstopa, je priblizno S ~ N(u, o), kjer
je u= E(S) in 0> = D(S).

CejeS=X,+Xo+ -+ X, inso Xi,..., X, neodvisne, je seveda:

E(X))+E(Xy)+---+ E(X,)
D(Xy)+ D(Xs)+---+ D(X,).

Ju
o2

8. Zavarovalnica pri neki polici z verjetnostjo 15% izplaca 5 evrov, z verjetnostjo 10% 10
evrov, sicer pa ne izplaca ni¢. Zavarovalna premija je 2 evra. Koliksna je verjetnost,
da ima zavarovalnica izgubo, ce sklene:

a) eno polico?
b)
)
)

c
d) 500 polic (zgolj priblizno)?

tri police?

pet polic?

Pri eni, treh in petih policah toc¢en rezultat primerjajte z verjetnostjo, dobljeno iz
ustrezne normalne aproksimacije.

Naj bo X ~ B(n,p) tern — oo in Se p,1 —p>1/n
(ali, ekvivalentno, o := \/np(1 — p) — o0).
Ce je k € Z in |k — np| < 0*/3, velja Laplaceova lokalna formula:

1
P(X =k) ~ o—(k=np)?/(20%)
oV 2T

Ce je a < b ter Se |a — np| < o'/ ali |b — np| < o¥/3, velja
Laplaceova integralska formula, in sicer za a,b € 7Z v obliki:

h— 1 —np— 1
P(angb)Ncp(Lh)_q)(w)’

o o

Z&Q,bEZ%—%a]ib—a>>1pavob]ikj:

P(a<X<b)NP(QSXSb)N(I)(b_np>_(I)<a—np>

g

Z drugimi besedami, B(n,p) ~ N(np, o).

9. V tovarni vsak dan proizvedejo 1600 izdelkov. Za vsakega je verjetnost, da bo
okvarjen, enaka 10%.
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a) Koliksna je verjetnost, da bo okvarjenih natanko 160 izdelkov? Koliksna pa je
verjetnost, da bo okvarjenih natanko 175 izdelkov?

b) Koliksna je verjetnost, da bo okvarjenih ve¢ kot 175 izdelkov? Kaj pa, da bo
okvarjenih manj kot 150 izdelkov?

10. Zavarovalnica je proti nezgodi zavarovala 1000 oseb. Vsako od njih doleti nezgoda
z verjetnostjo 0°0015 in osebe so med seboj neodvisne. Koliksna je verjetnost, da
se noben zavarovanec ne ponesrec¢i? Koliksna pa je verjetnost, da se ponesrecijo
ve¢ kot stirje? Tocen rezultat primerjajte z rezultatom, dobljenem po Laplaceovi
lokalni oziroma integralski formuli.
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6. Kvantili

Pojem kvantila, mediana, kvartili, decili, percentili.

Kvantili

Stevilo x, je kvantil slu¢ajne spremenljivke X za verjetnost o, ce
velja:
P(X <zy) <a<P(X<uz,).

Ce je X zvezno porazdeljena in ima v okolici tocke x, strogo pozitivno
gostoto, pa velja:

Fx(zo,) =P(X <z,)=P(X <z, =a.

Mediana: m = xy;

Tercila: w13, T9/3

Kvartili: 1’1/47 5171/2 =m, 333/4
Decili: Lo.1, £0.2s---520.9
Percentili: 2L0.015 £0.025---520.99

1. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

— ;x>0
gx(x) = ¢ (1+x) B
0 ; sicer

Izracunajte mediano, prvi kvartil, 9. decil in 99. percentil.
2. Izracunajte 99. percentil standardne normalne porazdelitve.

3. V tovarni vsak dan proizvedejo 1600 izdelkov. Za vsakega je verjetnost, da bo
okvarjen, enaka 10%. Okvarjene izdelke spravijo v skladisce, kjer jih popravijo in
ki se dnevno prazni. Najmanj kako veliko mora biti skladisce, ¢e naj bo verjetnost,
da bo premajhno, najve¢ 0057

4. Verjetnost, da je izdelek prvovrsten, je 60%. Najmanj koliko izdelkov moramo naro-
¢iti, ¢e naj bo med narodenimi izdelki z verjetnostjo najmanj 0°99 vsaj 59% izdelkov
prvovrstnih?
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7. Vzorcenje
1. Pis¢anci v populaciji imajo naslednje teze (v gramih):
900, 920, 930, 950, 950, 980, 1000, 1010, 1010, 1050 .

Vzamemo enostavni slucajni vzorec dveh piscancev. Koliksna je verjetnost, da je
vzoréno povprecje teze vecje od enega kilograma, in kolikSen je 95. percentil, e gre
za VZorec:

a) brez ponavljanja?

b) s ponavljanjem?

2. Statisti¢na spremenljivka X na veliki populaciji ima naslednjo porazdelitev:

1 2 4
XNGQ1M1m>
Iz populacije vzamemo enostavni slucajni vzorec velikosti 100. Priblizno izra¢unajte:

a) verjetnost, da vzoréno povpredje odstopa od populacijskega za manj kot 0°1;

b) 95. percentil vzorénega povpredja.

3. Na travniku rastejo bele in rdece roze. Delez belih je 60%. Na slepo utrgamo 50
cvetov.

a) Koliksna je verjetnost, da delez belih odstopa od populacijskega za manj kot 5
absolutnih odstotkov?

b) Izrac¢unajte 95. percentil za delez belih cvetov v vzorcu.
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8.

Intervali zaupanja

20

Bernoullijevo zaporedje poskusov. Normalna porazdelitev z znanim ¢. Normalna porazdelitev z

obema neznanima parametroma, i§¢emo p ali 0. Asimptoti¢ni intervali zaupanja za ne-Gaussove

porazdelitve.

Interval zaupanja (Cumin, Cmax) za karakteristiko ¢ pri stopnji zaupanja 3 je
dolocen z neenacbo:

P(Cmin < C < Cmax) 2 ﬁ

ki mora veljati za vse verjetnostne mere P iz nasega statisticnega modela, (i,
in Cuax pa morata biti opazljivi. Ce je res Cuin < ¢ < Cmax, pravimo, da pride
do pokritosti. Ce se da, interval izberemo tako, da je [ natancéna spodnja
meja za verjetnost pokritosti. Tipi¢no vzamemo [ = 0°90, 0°95 ali 0°99.

Ce zaokrozujemo, spodnjo mejo vedno zaokrozimo navzdol, zgornjo pa navzgor.

Interval zaupanja za neznano verjetnost

Naj bo 6 verjetnost nekega dogodka. Izvedemo n poskusov in pri S se ta
dogodek zgodi. Edina smiselna tockasta ocena za 0 je seveda:

0=

\/ — ——<9<9+c\/

kjer je ¢ = za4p)2 = ®71(8/2).

Ta interval zaupanja je le priblizen, kar pomeni, da verjetnost, da je 0 res
notri, ni toéno . Minimalni pogoj za zadovoljivo natancnost je ¢ +1 < S <
n —c? — 1 (torej mora biti tudi n > 2(c* +1)). Kaj storiti, ¢e to ni izpolnjeno,
glej kasneje.

3ICQ

Interval zaupanja:

Waldov interval zaupanja s popravkom za zveznost.

za verjetnost, da pade Sestica.

verjetnost, da pade grb.

Opomba. Interval zapanja za neznano verjetnost ima veliko razli¢ic. Vsaka ima svoje prednosti in slabosti. Zgornja konstrukcija je

1. 'V 100 metih kocke je 20-krat padla Sestica. Doloc¢ite 95% in 99% interval zaupanja

2. Pri 10000 metih kovanca je padlo 5048 grbov. Dolocite 99% interval zaupanja za



M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 21

Interval zaupanja za neznano verjetnost
pri skrajnih frekvencah

Se naprej je 6 verjetnost, da posamezen poskus uspe, n Stevilo izvedenih po-
skusov in S opazeno Stevilo uspelih. Interval zaupanja za 6:

S=0:
0 < —xis(2)
5, X(1+8)/2
S blizu 0, S # 0:

1 1
= X%l—ﬁ)m(zs) <f< o X%1+B)/2(2S +2)

2n
S blizun, S #n:
I, Lo
- %X(Hﬁ)m(z(n —-S)+2)<f<1- o X(l—ﬁ)/2<2(” - 9))
S=n:

1
0> 1= o= Xirs)2(2)

Tu je XZ(df ) kvantil porazdelitve hi kvadrat z df prostostnimi stopnjami.

3. Janez je pri testu na vseh 20 vprasanj odgovoril pravilno. Dolo¢ite 95% interval za-
upanja za verjetnost dogodka, da Janez na posamezno vprasanje odgovori pravilno.
Kaj pa, ¢e bi bilo vprasanj 2007

Sredina pri normalni porazdelitvi z znanim standardnim odklonom

Ocenjujemo parameter y pri porazdelitvi N(u, o), kjer je o znan, na voljo pa
imamo vzorec neodvisnih opazanj X1, ..., X,. Tedaj ne glede na p velja:

X —
o

K /n ~N(0,1),

kjer je X vzoréno povpreéje, definirano spodaj. Izracunamo torej:

o Xi+ X+ + X,

X =
n
¢ = 2a1p)2 = 27 (8/2)
A= 2

NG

Interval zaupanja: X — A < < X + A.

4. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena normalno N(gu,5). Vrednosti na vzorcu so:

101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95
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Doloc¢ite 95% interval zaupanja za .

Sredina pri normalni porazdelitvi
z neznanim standardnim odklonom

Ocenjujemo parameter p pri porazdelitvi N(u, o), kjer o ni znan, na voljo pa
imamo spet vzorec neodvisnih opazanj Xi,...,X,. Tedaj ne glede na p in o
velja: -
X —p
s

Vi~ S(n 1),

kjer je s popravljeni vzorc¢ni standardni odklon, definiran spodaj. Izracunamo
torej:

X+ Xet+ -+ X,
5= 1+ Xo+ +

n
c=tayp)2(n—1)

3:\/(X1_X)2+"'+(Xn_X)2

n—1
cs

A= % ,
kjer je t,(df) kvantil Studentove porazdelitve z df prostostnimi stopnjami za ver-
jetnost p.
Interval zaupanja: X — A < < X + A.
Za velike vzorce konstrukcija asimptoticno deluje tudi pri ne-Gaussovih spre-
menljivkah. V tem primeru lahko kvantil Studentove porazdelitve t( 4z /2(n —1)
zamenjamo s kvantilom normalne porazdelitve z(144)2 = ®71(5/2).

5. Isto kot prejsnja naloga, le da o zdaj ni znan.

6. Za 860 zZensk poizvemo, koliko otrok imajo. Dobimo naslednjo frekvenc¢no porazde-
litev:

Stevilo otrok 0 1 21 3| 4] 5167819110
Stevilo Zensk | 227 | 168 1320 |96 |29 |11 (4|22 |0 | 1

Poiscite 95% interval zaupanja za povpre¢no $tevilo otrok na Zensko na celotni
populaciji.

Opomba. Podatki so sicer izmisljeni, so pa ukrojeni po popisu Slovenije iz leta 2002 (Stevila Zensk so deljena s 1000 in zaokroZena,
izmisljen je tudi konec tabele).
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Standardni odklon pri normalni porazdelitvi

Ocenjujemo parameter o pri porazdelitvi N(u, o), kjer p ni znan. Tedaj je:

1 - (n—1)s?

S xp = L ),
i=1
Izracunamo torej:
_ X1+ X e+ X,
- 1+ X9+ +
n
= X%1_5)/2(n -1
C2 = X?1+5)/2(n —1)
o G =X (X, = X2
n—1 ’

kjer je X%(df) kvantil porazdelitve hi kvadrat z df prostostnimi stopnjami za

verjetnost p.
n—1 n—1
S <o <s
Co C1

Interval zaupanja:

oziroma:

8. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena normalno N(u, o).

7. Isti podatki kot pri 4. nalogi, le da ocenjujemo o.

SO:
124, 129, 126, 122, 124

Ocenite o po obc¢utku. Ali pride v 90% interval zaupanja?

9. Telesna teza v skupini 75 ucencev ima naslednjo frekven¢no porazdelitev:

teza [kg] |39 |40 | 41 |42 |43 |44 |45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
St.uCencev | 1 | 3 | 5| 8| 8|79 |8]6 |6 |43

teza [kg} 51|52 | 53| 54| 59
St. ucencev | 2 2 1 1 1

23

Vrednosti na vzorcu

Privzemimo, da ta skupina predstavlja enostavni slucajni vzorec iz populacije, kjer
je telesna teza porazdeljena normalno N(u, o). Poiséite 99% interval zaupanja za p

in za o (za vsakega posebej, pri Cemer privzemite, da drugi parameter ni znan).
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Asimptotic¢ni interval zaupanja za populacijski standardni odklon
pri ne-Gaussovih spremenljivkah

L [iA _ 54 s [EA _ 54
0" —c——F——<o"' <o +Cc——r—,
vn vn
kjer je:
a': l n(X—X)Q %:412()(_)()4
n 7 5 n C i

10. Poiscite 95% interval zaupanja za standardni odklon Stevila otrok na Zensko za
podatke iz 6. naloge:

stevilo otrok 0 1 20 3| 4| 5|6|7|18]9]|10
stevilo zensk | 227 | 168 {320 |96 |29 |11 |4 |22 |0 | 1
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9. Testi znacilnosti

p-vrednosti. Test neznane verjetnosti. Z- in T-test sredine. T-test razlike sredin (za parne in
neparne vzorce). Analiza variance z enojno klasifikacijo. Testiranje disperzije. Pearsonov test
skladnosti. Test z znaki. Inverzijski test.

Zeleli bi testirati, ali so opazeni podatki v vzorcu v skladu z nic¢elno hipo-
tezo Hy o porazdelitvi ali pa so morda bolj v skladu z alternativno hipotezo
H,. Pri testih znacilnosti bodisi zavrnemo nicelno hipotezo bodisi pravimo, da
odstopanja niso statisticno dovolj znacilna, da bi jo zavrnili.

Postopku, po katerem se odlo¢imo, ali bomo nicelno hipotezo zavrnili ali ne,
pravimo test. Test ima stopnjo znacilnosti «, c¢e za vsako verjetnostno mero
P, za katero velja Hy, velja:

P(Hy zavrnemo) < « .

Ce se da, test nacrtujemo tako, da je o natanéna zgornja meja, z drugimi
besedami, da je stopnja znacilnosti eksaktna.

Ce nicelno hipotezo zavrnemo pri o = 0°05, pravimo, da so odstopanja stati-
sticno znadilna. Ce se to zgodi pri pragu 0°01, pa pravimo, da so statisti¢no
zelo znacilna.

Veliko testov poteka tako, da izracunamo testno statistiko T' in H, zavrnemo,
¢e T pade v kriticno obmocje K,. Tipi¢na nic¢elna hipoteza je ( = (o, kjer je
kaksna karakteristika porazdelitve, tipicne alternativne hipoteze pa so ¢ # (
(dvostranski test) ali ¢ < (y oz. ( > (o (enostranski test).

Neznana verjetnost

Naj bo 0 verjetnost nekega dogodka. Testiramo nic¢elno hipotezo Hy, ki pravi,
da je 0 = 6y. Izvedemo n poskusov in pri S se ta dogodek zgodi. Nicelno
hipotezo zavrnemo, Ce je p-vrednost manjsa ali enaka «, natancneje, p(S) <
«, kjer je funkcija p odvisna od alternativne hipoteze:

[ ] ijHli 9>00]€p(k):P<BZk);
e pri Hi: 0 <0y jep(k)=P(B<k);

e pri Hy: 0 <0y jep(k) =2min{P(B <k),P(B>k)}.

Tu je B ~ B(n, ).

1. Loterija za neko vrsto srecke trdi, da jih je vsaj pol dobitnih. Kupili smo osem sreck
in le dve sta bili dobitni. Lahko pri stopnji znacilnosti @ = 0°05 za¢nemo sumiti,
da loterija laze? Seveda privzamemo, da so posamezne kupljene srecke med seboj
neodvisne.

Kaj pa, ¢e bi kupili 16 sreck in bi 4 zadele?
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2. Na neki fakulteti studira 70% Zensk in 30% mogkih. Posebno priznanje za izjemne
studijske dosezke je bilo podeljeno 5 Zenskam in 7 moskim. Pri stopnji znacilnosti
a = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da so izjemni Studijski dosezki (po merilih
komisije) neodvisni od spola, proti alternativni hipotezi, da so od spola odvisni.

Neznana verjetnost pri veliko poskusih

Naj bo 0 verjetnost, da se zgodi dolo¢en dogodek. Testiramo nicelno hipotezo
Hy, ki pravi, da je 0 = 0y. Izvedemo n poskusov in pri S se ta dogodek zgodi.
Tokrat privzamemo, da je Stevilo poskusov dovolj veliko: za nase potrebe je to
tedaj, ko jen > 5 inn(1 —60) > 5. Glede na alternativno hipotezo H; nic¢elno
hipotezo zavrnemo:

1

—Oo| — %) > Z(1-a)/2;

n S
i Hy: s cej — | |—
o pri Hy: 0 # 6y: ce je 90(1—90)<n

. .. n S 1
e pri Hy: 0> 0y: ce je m<;—90—%)221_a;

. . n S 1
® pri Hy: 9<90.’ ce je m(E—QO—F%) < —2i_q-

Z z, =71 (p — %) smo oznacili kvantil standardne normalne porazdelitve za
verjetnost p.

3. Tovarna jamdi, da je delez izdelkov z napako enak 20%. V vzorcu 100 izdelkov pa jih
je 24 z napako. Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte hipotezo, da je verjetnost,
da ima izdelek napako, enaka 0°2, proti alternativni hipotezi, da je ve¢ja od 0°2. Kaj
pa, ¢e bi imelo napako 120 izdelkov izmed 5007 In kaj, ¢e bi v slednjem primeru
vzeli stopnjo znacilnosti 0°017

4. 10000-krat vrzemo kovanec in 5090-krat je padel grb. Pri stopnji znacilnosti a =
0°05 testirajte hipotezo, da je kovanec posten, proti alternativni hipotezi, da ni
posten. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli, da grb pade z vec¢jo verjetnostjo
kot cifra?

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka imamo za vsako statisti¢no spremenljivko X,
definirano na populaciji, na voljo vzorec, na katerem ima ustrezna spremenljivka vrednosti
X1, Xs,..., X, pri Cemer so vrednosti neodvisne in porazdeljene enako kot X.
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Sredina pri normalni porazdelitvi z znanim standardnim odklonom

Testiramo nicelno hipotezo Hy: = py. Ker pri Hy velja:

XMO

Z = Vi ~N(0,1),

uporabimo Z-test za testno statistiko 7, in sicer:

e dvostransko razliCico, ¢e H; trdi, da je p # po;
e enostransko razlic¢ico v desno, ce H; trdi, da je p > jip;
e dvostransko razli¢ico v levo, ce H; trdi, da je p < po;

Zgoraj omenjene razlicice Z-testa za testno statistiko Z nicelno hipotezo zavr-
nejo:

e Dvostranska razli¢ica: ce je |Z] > z1_q/2;

e Enostranska razliCica v desno: ce je Z > z1_,;

e Enostranska razli¢ica v levo: ce je Z7 < —z;_,.

5. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, 5), dajo naslednje vrednosti:
101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je u = 100, proti
alternativni hipotezi, da je u # 100. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli
< 100 ali g > 1007

Sredina pri normalni porazdelitvi
z neznanim standardnim odklonom

Testiramo nicelno hipotezo Hy: p = po. Ker pri Hy velja:

X -
T .— Ho

Vn~S(n—1)

kjer je s definiran tako kot pri konstrukciji intervala zaupanja za ta primer,
uporabimo T-test za testno statistiko T' z n — 1 prostostnimi stopnjami, in
sicer:

e dvostransko razliCico, ¢e H; trdi, da je p # po;

e enostransko razli¢ico v desno, ¢e H; trdi, da je p > po;

e dvostransko razli¢ico v levo, ¢e H; trdi, da je p < po;

Zgoraj omenjene razlicice T-testa za testno statistiko T" z df prostostnimi sto-
pnjami nicelno hipotezo zavrnejo:

e Dvostranska razlicica: ce je |T'| > t1_q/2(df);

e Enostranska razli¢ica v desno: c¢e je T > t1_,(df);

e Enostranska razliCica v levo: ce je T < —t;_,(df).
Tu je t,(df) kvantil Studentove porazdelitve z df prostostnimi stopnjami za
verjetnost p.
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6. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
109, 107, 95, 121, 107, 97, 111, 121, 95

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je u = 100, proti
alternativni hipotezi, da je p # 100. Kaj pa, ¢e bi vedeli, da je o = 107

7. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
46, 51, 48, 46, 52, 47, 51, 44, 47, 48

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je u = 50, proti
alternativni hipotezi, da je p # 50. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli, da
je p < 507

Testiranje enakosti sredin za vzorce po parih

Veckrat hkrati izmerimo statisticni spremenljivki X in Y. Privzamemo, da
je (X,Y) ~ N(u, 2, 01,02,p), pri ¢emer pa se p; in ps lahko spreminjata
od meritve do meritve. Ce meritve izhajajo iz enostavnega slucajnega vzorca
iz velike populacije, to velja, ¢e je porazdelitev vektorja (X,Y) na populaciji
meSanica porazdelitev N(uy, pio, 01, 09, p), kjer se py in po lahko spreminjata.
Testiramo nicelno hipotezo Hy, da je ves cas j1; = ji2, alternativna hipoteza pa
je lahko:

e da je ves cas pux > py in vsaj kdaj px > py;

e da je ves cas ux < py in vsaj kdaj pux < piy;

e da velja ena izmed zgornjih dveh moznosti.
Testiramo tako, da testiramo sredino razlike X — Y glede na 0 (pri normalni
porazdelitvi z neznanim standardnim odklonom: v prvih dveh primerih z eno-
stranskim, v zadnjem primeru pa z dvostranskim testom).

POZOR! Ce za alternativno hipotezo preprosto postavimo, da ni ves ¢as ux = puy, ustrezni dvostranski test ni ve¢ dosleden, kar
pomeni, da obstaja primer, ko velja alternativna hipoteza, a verjetnost, da hipotezo zavrnemo, z vec¢anjem vzorca ne gre proti 1. To se zgodi,
¢e je recimo na polovici populacije pux = py + 6, na polovici pa ux = py — 6.

8. Na desetih osebah so preizkusali uc¢inek neke diete proti debelosti. Osebe so stehtali
pred zacetkom in po koncu diete. Podatki so naslednji:

Pred dieto | 125 | 131 | 126 | 117 | 114
Po dieti 121 | 118 | 119 | 121 | 113

Pred dieto | 134 | 123 | 135 | 100 | 117
Po dieti 118 | 111 | 130 | 97 | 118

Pri stopnji znacilnosti = 0°05 testirajte ni¢elno hipotezo, da dieta nima ucinka,
proti alternativni hipotezi, da ima shujsevalni uc¢inek. Privzeti smete, da je vektor
telesne teze pred in po dieti porazdeljen dvorazsezno normalno.
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Testiranje enakosti sredin za neodvisne vzorce
(homoskedasti¢ni model)

Naj bo X ~ N(u1,0) in' Y ~ N(us,0). Pri statisticni spremenljivki X opa-
zimo Xy,..., X, priY paYi,...,Y,. Privzamemo, da so vsa opazanja med
seboj neodvisna. Ce opazanja temeljijo na jemanju vzorcev, sta lahko X inY
definirani na razlicnih populacijah.
Testiramo hipotezo Hy: p; = po. Ker pri Hy velja:
T::X_Y mn ~S(m+n-—2),
S m-+n

kjer je:

\/(Xl—X)2+"’+(Xm—X)2+(Y1—Y)2+---+(YR—Y)2

S =
m+n—2 ’

uporabimo T-test za testno statistiko T" z m + n — 2 prostostnimi stopnjami,
in sicer:

e dvostransko razliCico, ¢e H; trdi, da je py # jio;

e enostransko razlic¢ico v desno, c¢e H; trdi, da je p1 > pio;

e dvostransko razli¢ico v levo, ¢e H; trdi, da je j1; < ps;

9. Vzoréne vrednosti statisti¢ne spremenljivke X ~ N(uy, o) iz prve populacije pridejo:

10.

25, 16, 23, 17, 22, 18, 18, 21, 20,

vzoréne vrednosti statistine spremenljivke Y ~ N(ug,0) iz druge populacije pa
pridejo:

19, 21, 23, 21, 25, 21, 24
Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da je p; = ps, proti alternativni
hipotezi, da je p1 # ps.

Vzoréne vrednosti statisticne spremenljivke X ~ N(uq, 0) iz prve populacije pridejo:
102, 96, 103, 98, 105, 97, 103, 98, 100, 98, 99, 101

vzoréne vrednosti statisticne spremenljivke Y ~ N(ug,0) iz druge populacije pa
pridejo:
95, 97, 95, 99, 95, 95

Pri stopnji znacilnosti o = 0°01 testirajte hipotezo, da je j1; = o, proti alternativni
hipotezi, da je 1 > po.
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Enakost sredin ve¢ normalnih statisticnih spremenljivk:
analiza variance (ANOVA) z enojno klasifikacijo

Danih je k populacij, na vsaki je definirana statisticna spremenljivka, naj bodo
to X ~ N(u1,0), ..., Xy ~ N(ug,0). Iz vsake populacije vzamemo vzorec,
pri cemer so vse enote vzorcev med seboj neodvisne. Vrednosti na vzorcu iz i-te
populacije oznac¢imo z X1, . . ., X;y,,. Testiramo hipotezo Hy: piy = po = ... = pu,
alternativna hipoteza H, pa je nasprotje Hy. Izracunajmo:

ng k k n; k
XiZ:lZXij, TLZ:ZTLZ‘, X:lZZXU: &XZ,
i i=1 (e =1
k ko n

i=1 i=1 j=1

Ce velja Hy, sta S3 in S%; neodvisni ter S%/a* ~ x*(k—1) in S% /0% ~ x*(n—k),
zato je:
S2/(k—1
R TA G RS P I
Sw/(n—k)
kjer je F(k — 1,n — k) Snedecorjeva porazdelitev. V skladu s tem uporabimo
F-test za testno statistiko F' s (k — 1,n — k) prostostnimi stopnjami, in sicer
enostransko razlicico v desno.
F-test za testno statistiko F' z (dfy,dfs) prostostnimi stopnjami ima sicer spet
tri razlicice:
e Dvostranska razli¢ica: H, zavrnemo, ce je I' < F, /o(df1, df2) ali
F > Fi_o0(df1, dfs);
e Enostranska razli¢ica v desno: H, zavrnemo, ce je F' > Fy_,(df1,dfs);
e Enostranska razli¢ica v levo: H, zavrnemo, ce je F' < F,(dfy,df>).

Tu je F,(df1,dfs) kvantil Snedecorjeve porazdelitve z (dfy, dfs) prostostnimi sto-
pnjami za verjetnost p.

11. Pacientom, ki so jim dajali dolocena zdravila, so merili neki parameter. Meritve so
dale naslednje vrednosti:

Aspirin: 3,5, 3,5
Tilenol: 2,2, 4,4
Placebo: 2,1, 2

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte hipotezo, da je vrednost parametra neod-
visna od tega, ali pacient jemlje katero izmed obeh zdravil ali pa sploh nobenega.
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12.

Standardni odklon pri normalni porazdelitvi

Testiramo nic¢elno hipotezo Hy: o = 0y. Ker pri Hy velja:
2 s? 1 ¢ )2 2
Xi=n—1) % =5 (Xi—X)P~x*(n—1)
7% %055

uporabimo test hi hvadrat za testno statistiko x? z n — 1 prostostnimi sto-
pnjami, in sicer:

e dvostransko razliCico, ¢e H; trdi, da je o # oy;

e enostransko razli¢ico v desno, ¢e H, trdi, da je o > oy;

e enostransko razlicico v levo, ce H; trdi, da je 0 < oy.
Omenjene razlicice testa hi kvadrat za testno statistiko x* z df prostostnimi
stopnjami zavrnejo nicelno hipotezo:

e Dvostranska razliéica: ce je y? < Xi/z(df) ali x* > X%,a/g(df);

e Enostranska razli¢ica v desno: ce je x> > x?__(df);

e Enostranska razlicica v levo: ce je x* < x2(df).
Tu je Xf)(df) kvantil porazdelitve hi kvadrat z df prostostnimi stopnjami za
verjetnost p.

Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
99, 90, 108, 111, 97, 93, 90, 106, 104, 102
Pri o = 0°05 testirajte:

a) ni¢elno hipotezo, da je 0 = 5, proti alternativni hipotezi, da je o # 5;

b) nicelno hipotezo, da je o = 10, proti alternativni hipotezi, da je o < 10.

31
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Pearsonov test skladnosti s fiksno porazdelitvijo

Testiramo, ali je porazdelitev dane statisticne spremenljivke enaka:

(al as - a’,‘) (71 2 3> .

p1 p2 -+ Dr

Pri tem so lahko aq, ..., a, dejanske vrednosti spremenljivke ali pa le razredi,
v katere pade. Vzorec velikosti n ima frekvencno porazdelitev:

N, Ny --- N,

Izracunamo pricakovane frekvence N; = np;. Ker tedaj pri veljavnosti
nicelne hipoteze priblizno velja:

N, - N,)2
X2 :ZQNXQ(T—1>
i=1 Ni

hipotezo o porazdelitvi testiramo s testom hi kvadrat za testno statistiko x* z
r — 1 prostostnimi stopnjami, in sicer enostransko v desno.

Za nade potrebe je test dovolj natancen, ¢e je r > 3 in N; > 5 za vse i. Ce
dobimo N; < 5, lahko razrede zdruzimo. Za r = 2 pa lahko uporabimo kar
dvostranski test uspeha poskusa.
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13. V vzorcu so 2 osebka tipa RR, 5 tipa Rr in 4 tipa rr. Pri stopnji znacilnosti « = 0°05
testirajte hipotezo, da je v populaciji 25% osebkov tipa RR, 50% tipa Rr in 25%
tipa rr. Kaj pa, ¢e bi bilo v vzorcu 20 osebkov tipa RR, 50 tipa Rr in 50 tipa r7?

14.

15.

Pri kvizu Lepo je biti milijonar od 22. novembra do 28. decembra 2003 je bil 21-
krat pravilen odgovor A, 42-krat B, 77-krat C in 116-krat D. Pri stopnji znacilnosti
a = 0°01 testirajte nicelno hipotezo, da so odgovori enakomerno porazdeljeni, proti

alternativni hipotezi, da niso.

Ce izvzamemo prvih pet vprasanj, je bil A pravilen 21-krat, B 37-krat, C 53-krat in

D 25-krat. Naredite isti test.

Podatki imajo naslednjo frekven¢no porazdelitev:

pod 10 | 10-20 | 20-30 | 3040 | nad 40
) 20 35 25 15

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte hipotezo, da podatki izhajajo iz popula-

cije, porazdeljene normalno N(25, 10).
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16.

17.

Test z znaki

Veckrat hkrati izmerimo urejenostni statisticni spremenljivki X in Y. Privza-
memo, da sta X in Y ob vsaki meritvi neodvisni, sicer pa se lahko porazdelitvi
od meritve do meritve spreminjata. Ce meritve izhajajo iz enostavnega slucaj-
nega vzorca iz velike populacije, to velja, ¢e je porazdelitev vektorja (X,Y') na
populaciji mesanica porazdelitev parov neodvisnih slucajnih spremenljivk.
Testiramo nicelno hipotezo Hy, da sta X in'Y ves ¢as (ob vsaki meritvi) enako
porazdeljeni. Za formulacijo alternativne hipoteze pa moramo razumeti sto-
hasti¢no primerjavo porazdelitev slucajnih spremenljivk. Pravimo, da je
slucajna spremenljivka X stohasti¢no vecja od Y, ce je Fx < Fy, in X
stohasti¢no manjsa od Y, ce je Fx > Fy. Alternativna hipoteza je lahko:
e H,, da je X ves cas stohasti¢no vedja od Y in da X inY nista ves ¢as
enako porazdeljeni;
e [, da je X ves cas stohasticno manjsa od Y in da X in Y nista ves ¢as
enako porazdeljeni;
e Hi, da velja ena od zgornjih dveh moznosti.
Naj bo n Stevilo meritev. Z ST oznacimo Stevilo meritev, pri katerih je X > Y,
z S™ pa Stevilo meritev, pri katerih je X < Y. Naj bo Se n = S + S~ Stevilo
meritev, pri katerih je X # Y (primere, kjer pride enako, torej preprosto
izlo¢imo). Nicelno hipotezo zavrnemo, ¢e je p(S*,S7) < a. Funkcija p (p-
vrednost) je odvisna od nicelne hipoteze in ustreza testu uspeha poskusa pri
nicelni hipotezi, da je le-ta enaka 1/2:
e pri H; postavimo p(kT, k™) = P(S' > k™) = P(S' < k7);
e pri H; postavimo p(k™, k™) = P(S' > k™) = P(S' <k™T);
e pri Hif postavimo p(k* k™) = 2min{P(S’ > k*),P(S' > k™)} =
=2min{P(S' < k*), P(S' < k7)}.
Tu je S’ ~ B(n,1/2).

Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

X; 2814116 16|31 |17 |13|14|12 |13
Y; 12629311837 |10(19|33 |23 45|
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Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da sta X in Y vsaki¢ enako
porazdeljeni, proti alternativni, da je X ves Cas stohasti¢no manjsa od Y in vsaj kdaj
stohasti¢no strogo manjsa od Y. Nato naredite ustrezni enostranski test povprecij.

Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

X;125128(30(23|28[26|29|23|33 |21 33|28
Y, 1352712921 1825|2827 |31|19|32|26|

Pri stopnji znacilnosti « = 0°05 testirajte hipotezo, da sta X in Y vsaki¢ enako
porazdeljeni, proti alternativni, da je X ves cas stohasticno vecja od Y in vsaj kdaj

stohasti¢no strogo vecja od Y. Nato naredite ustrezni enostranski test povprecij.



M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 34

18. Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

25 | 31 | 362125
129 134120 | 22 | 23 | 126 | 26

26129 12911918
18 |17 |

X; 130 24 122282619
Y, 128121121 ]25|25|17|122

Pri stopnji znacilnosti « = 0°05 testirajte hipotezo, da sta X in Y vsaki¢ enako
porazdeljeni, proti obema enostranskima alternativnima hipotezama. Nato naredite

Se ustrezna enostranska testa povprecij.

Test z znaki za veliko Stevilo meritev

Ce je stevilo meritev dovolj veliko (za nase potrebe vsaj 10), lahko test z znaki
nadomestimo s pribliznim testom, pri katerem nicelno hipotezo zavrnemo:

. S =5 —1

e proti H{", de je ————— > 21 4;
Vi

S+—S,+1<

e proti H;, e je ——— < —z1_,.
b 1 J \/ﬁ 1
S-S5 |—-1
Q > Z1-a/2;

e proti H, &e je
Vi

19. 50 ljudi so pred ogledom in po ogledu filma povprasali, kako se pocutijo: zelo slabo,
slabo, srednje, dobro ali zelo dobro. Rezultati so naslednji:



M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE

pred po
srednje srednje
dobro zelo dobro
srednje zelo dobro
dobro srednje
srednje zelo dobro
dobro dobro
srednje dobro
dobro dobro
dobro zelo dobro
zelo dobro | zelo dobro
dobro zelo dobro
zelo dobro dobro
dobro srednje
zelo dobro srednje
srednje dobro
srednje dobro
dobro zelo dobro
srednje dobro
dobro zelo dobro
zelo dobro dobro
zelo dobro | zelo dobro
zelo dobro dobro
slabo dobro
dobro srednje
srednje zelo dobro

pred po
dobro zelo dobro
dobro dobro
zelo dobro | zelo dobro
dobro dobro
srednje zelo slabo
srednje zelo dobro
zelo dobro srednje
dobro dobro
dobro dobro
srednje slabo
slabo srednje
srednje srednje
zelo slabo slabo
slabo srednje
slabo srednje
slabo zelo dobro
zelo slabo srednje
srednje slabo
srednje slabo
zelo slabo srednje
srednje dobro
slabo zelo dobro
slabo slabo
slabo slabo
zelo slabo srednje

35

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte ni¢elno hipotezo, da ogled filma ne spre-
meni pocutja, proti alternativni hipotezi, da ga spremeni.
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Inverzijski (Wilcoxon—-Mann—Whitneyjev) test

Testiramo, ali sta urejenostni statisticni spremenljivki X inY enako porazde-
ljeni. Pri statisticni spremenljivki X opazimo Xi,...,X,,, priY paYi,...,Y,.
Privzamemo, da so vsa opazanja med seboj neodvisna. Ce opaZanja temeljijo
na jemanju vzorcev, sta lahko X in'Y definirani na razlicnih populacijah.
Opazene vrednosti zdruzimo in jih uredimo po velikosti, recimo od namanjse
do najvecje. Naj bodo Ry, ..., R, mesta (rangi), ki pripadajo opazanjem spre-
menljivke X. Privzemimo, da sta vzorca dovolj velika.

Tudi tu lo¢imo enostransko in dvostransko razlicico testa. Obravnavali bomo
torej tri alternativne hipoteze:

e H, da je X stohasti¢no strogo vedja od Y, t. j. Fx < Fy, za dolo¢en x
pa tudi Fx(x) < Fy(x);

e H, da je X stohasticno strogo manjsa od Y, t. j. Fix > Fy, za dolocen
x pa tudi Fx(z) > Fy(z);

e H, da velja ena od zgornjih dveh moznosti.

Ce je stevilo meritev dovolj veliko, ni¢elno hipotezo zavrnemo:

. .. 3 "
e proti H,", ce je \/mn(m+n—|—1) (QZI:RZ-—m(mjLnle)—l) > 2a;
oti H{ , ¢e je 5 QiR (m4+n+1)+1 | <
e proti ;—m(m+n < =210
P 1o ced mn(m+n+1)\" < !

3 m
e proti Hf, ce je \/mn(m g ('2 > Ri—m(m+n+1)‘—1) > 21 aja-
=1

Z drugimi besedami, izvedemo Z-test na testni statistiki

3 - 3
2 R, — 1 ki .
\/mn(m +n+1) ( ; m(m+n+ )) S popravot \/mn(m +n+1)

POZOR! Ce bi dvostranska alternativna hipoteza preprosto trdila, da je spremenljivka na prvi skupini drugaée porazdeljena kot na drugi,
test ne bi bil ve¢ dosleden!

20. Tekmovalci dveh ekip, “zelenih” in “oranznih”, so se pomerili v teku. Vrstni red
tekmovalcev je naslednji:

7,7,0,7, 72,0, 7 7, 0, Z 0,0,0, Z, 0,0, 0,0, Z, O

(t. j. prvi, ki je prispel na cilj, je bil ¢lan “zelenih”, drugi prav tako, tretji je bil ¢lan
“oranznih” itd.). Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da so zeleni

enako dobri kot oranzni, proti alternativni hipotezi, da je med njimi razlika.

21. Dijaki so se pomerili v teku na 60 metrov. Doloceni so izjavili, da so se prej pripra-
vljali, doloc¢eni pa, da ne. Rezultati tistih, ki so se pripravljali, so:

76,76,77,78,78,80,81,82,83,83,83,93,
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22.

rezultati tistih, ki se niso pripravljali, pa so:
79,82,83,83,83, 84,87, 88.

Z inverzijskim testom testirajte nicelno hipotezo, da tisti, ki se pripravljajo, tecejo
enako kot tisti, ki se ne pripravljajo, proti alternativni hipotezi, da tisti, ki se
pripravljajo, tecejo bolje od tistih, ki se ne pripravljajo. Kaj pa pravi T-test?
Stopnja znacilnosti naj bo obakrat a = 0°05.

Med 17 studenti so izvedli anketo z naslednjima vprasanjema:

1. Ocenite stopnjo stresa pri vas v zadnjih dveh tednih.
(1 — zelo majhna, 2 — majhna, 3 — srednja, 4 — velika, 5 — zelo velika)

2. Ali ste se v zadnjih dveh tednih posvecali Studiju bolj kot ponavadi?
(da/ne)

112131415
Rezultati ankete so: da||0]2|1]5]|2
ne||0[5]2[0]0

Pri stopnji znacilnosti @ = 0°01 testirajte hipotezo, ali so studenti, ki se v zadnjih
dveh tednih bolj posvecajo studiju, v tem ¢asu enako pod stresom kot tisti, ki se ne,
proti alternativni hipotezi, da so Studenti, ki se v zadnjih dveh tednih bolj posvecajo
studiju, v tem casu bolj pod stresom kot tisti, ki se ne.
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10.

Povezanost dveh stevilskih spremenljivk

38

Interval zaupanja za korelacijski koeficient. Testiranje nekoreliranosti. Kontingencni test. Eno-

stavna linearna regresija.

1.

Interval zaupanja za korelacijski koeficient

R:

n

C2=> (X;—X)= Zn:Xf —nX?
=1

R=—-""
C,C,
in ga normaliziramo:
1. 1+R
Z =ArthR = -1
' 2 '1-R

Priblizen interval zaupanja za p:

th(Z—\/nc__g> Spﬁth(Z—i—\/nc__?))

T

et —e”

kjer je ¢ = za1p)2 in th(z) = ————.

Naj bo p = p(X,Y). Najprej izracunamo vzoréni korelacijski koeficient

Meritve krvnega pritiska so zbrane v naslednji tabeli:

sistoli¢ni | 130 | 120 | 120 | 125 | 125 | 125 | 105 | 130 | 130

135

diastolicni | 80| 80| 8 | 8 | 75| 75| 75| 80| 85

70

sistoli¢ni 130 | 125 | 140 | 130 | 120
diastolicni | 75| 80| 90| 80| &5

Poisc¢ite 95% interval zaupanja za korelacijski koeficient med sistoliénim in diastoli-

¢nim pritiskom.



M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE

Testiranje nekoreliranosti (Gaussov model)

Ce velja nicelna hipoteza H,, da sta X in Y nekorelirani, je priblizno:

R
T::ﬁ\/n—2~8(n—2)

kjer je R vzorcni korelacijski koeficient. Tako nekoreliranost testiramo s T'-
testom za testno statistiko T' z n — 2 prostostnimi stopnjami, in sicer z:

e dvostransko razlicico, ¢e H, trdi, da sta X in Y korelirani;

e enostransko razli¢ico v desno, ¢e H, trdi, da sta X inY pozitivno kore-
lirani;

e enostransko razli¢ico v levo, ce Hy trdi, da sta X in Y negativno koreli-
rani.

39

2. Za meritve krvnega pritiska iz 1. naloge pri stopnji znacilnosti a = 0'1 testirajte

nic¢elno hipotezo, da sta sistoli¢ni in diastoli¢ni pritisk nekorelirana, proti alterna-

tivni hipotezi, da sta korelirana.

Kontingencni test neodvisnosti

Testiramo, ali sta spremenljivki X in Y, definirani na isti populaciji, neodvisni,

pri ¢emer v vzorcu kombinacija X = a;,Y = b; nastopa N;;-krat (i=1,...,r,
j=1,...,s). Ker pri neodvisnosti priblizno velja:
T S Nl . NZ ')2
I L))
i=1 j=1 Nij
j
kjer je:
S T n n 5 NZN )
No=D Nio Nj=D) Ny, n=3 3 Ny, Ny=—=
j=1 i=1 i=1 j=1

neodvisnost testiramo s testom hi kvadrat z (r — 1)(s — 1) prostostnimi sto-
pnjami, in sicer z enostransko razli¢ico v desno. Za nase potrebe je test dovolj
natancen, ce je N;j; > 5 za vse ¢ in j.

in las:

’ o¢i\lasje H rdeci, blond \ rjavi, ¢rni H Skupayj ‘

modre 12 1 13
zelene 14 9 23
rjave 4 22 26

[Skupaj | 30 32 [ 62 |

3. Na vzorcu 62 oseb dobimo naslednjo navzkrizno frekven¢no porazdelitev barve oci
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Pri stopnji znacilnosti o = 0°01 testirajte hipotezo, da sta barva las in barva oci

neodvisni.

frekvence podane s tabelo:

A

C

B
D ?

velja:

Kontingencni test neodvisnosti za dihotomni
spremenljivki

Ce sta spremenljivki X in Y dihotomni in so navzkrizne

) (A+ B+C+ D)(AD — BC)?

(A+ B)(C+D)(A+C)(B+D)"

4. Rezultati ankete z dvema vprasanjema ‘Ali verjamete v horoskop?’ in ‘Ali verjamete
v NLP-je?’ so zbrani v naslednji tabeli:

’ Horoskop\NLP H vsaj malo \ ne H Skupaj ‘
vsaj malo 5 7 12
ne 6 9 15

| Skupaj || 11 16 27 |

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte neodvisnost verovanja ljudi v horoskop in

v NLP-je.

5. Na neki spletni strani je 1990 ljudi glasovalo, kateri film bo najverjetneje dobil
oskarja. Anketirance so razdelili v tri razrede glede na starost. Rezultati ankete so

naslednji:

do 20 | od 20 do 40 | nad 40
Gospodar prstanov 350 250 180
Skrivnostna reka 80 100 100
Seabiscuit 70 90 130
Zgubljeno s prevodom | 50 80 110
Gospodar in bojevnik | 200 150 50

S kontingenc¢nim testom preizkusite domnevo, da je mnenje o oskarjih neodvisno od
starosti. Stopnja znacilnosti naj bo 0°05.
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Enostavna linearna regresija

Spremenljivki X in'Y zadoscata zvezi:
Y=a+0X+R

kjer je R ~ N(0,0) neodvisna od X in kjer so a, b in ¢ neznani parametri.
Zeleli bi tockasto oceniti a in b (t. j. potegniti premico skozi podatke), poleg
tega pa Se tockasto in intervalsko oceniti vrednost spremenljivke Y za dano
realizacijo, pri kateri poznamo X. Cenilki za a in b sta:

b= CCY;/ L a=Y X
Cenilka za Y pri danem X pa je:
Y =a+bX
Interval zaupanja: R )
Y-A<Y <Y +A

kjer je:

1 (X —X)
A :t(1+5)/2(n—2) S\/l—i—ﬁ‘f—c—%

~

6. Meritve dajo naslednje vrednosti:

X; 1112131415
Y;12(6|7]10]10

Doloc¢ite regresijsko premico, napovejte Y pri X = 10 in poiséite 95% interval
zaupanja.



RESITVE
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1.

1.

Osnove kombinatorike

12 + 3 = 15.

. Ce mora oble¢i natanko eno srajco, natanko ene hlade in natanko en pulover, na

4-2-3 =24 nac¢inov. Ce ni nujno, da nosi pulover, pa na 5 -2 -3 = 30 nacinov.
(4+3)-5=35.

MoZnih vozovnic je 7 -6 = 42, moznih cen pa 7-6/2 = 21.

. Dejansko se mora nauciti produkte stevil od 2 do 9, pri ¢emer lahko uposteva Se

komutativnost. Teh pa je:

8- 7 -9

7!
. Rezka 5! = 120, Tatjana pa — = 420.

213!
15+21 -3 =33

10-9-8 = T720.

10-90 -
098: 10 _ 190,
3! 3
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2. Elementarna verjetnost

1. 1/2.

2. 1/2.

3. 10/2' = 0°00977.

4. P(6 pik) = P(1 pika) = 1/6. P(sodo mnogo pik) = 1/2. P(vsaj tri pike) = 2/3.
5. 1/6 (oboje).

1-1-1-5-6 5-1-1-1-5 6-5-1-1-1 85
6. = = 0°0109.
6° * 6° * 6° 7776

7. P(pik) =1/4, P(as)=1/8, P(pik ali as) = 11/32.

8. 1— @ =1- ) = (0'512.
: 32y
(%) 6]

9. Verjetnosti dobitkov lahko ra¢unamo na dva nacina. Pri prvem nacinu si predsta-
vljamo, da so prekrizane Stevilke fiksne, nakar gledamo vsa mozna Zrebanja (pogled
igralca). Lahko pa si predstavljamo tudi, da so fiksne izZrebane Stevilke, nakar
gledamo vsa mozna krizanja (pogled Loterije). Dobimo:

P(sedmica) = (319) = 15'3810.937 = 6'50-1078
P(sest in dodatna) = (%9))(‘31?2 _ () E%)))(gol) ~ 2‘19;277 = 4551077
P(3estica) = (7()352) o G) Eé;;il) > 7();80 =141-107°
P(petica) = (()37()) 14177 =677-107"
P (3tirica) = (()35)) rg = 00113
Pt - B2 O 1

39

10. Ce vplacamo sistem k stevilk, je verjetnost sedmice enaka (l;) / (7) Ocitno je ta
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izraz narascajo¢ v k. Tabela nekaj verjetnosti:

k | P(sedmica)
391

38 | 0°821
3710669

36 | 0°543

35 | 0437

Torej bi bilo potrebno vplacati sistem najmanj 36 stevilk.
11. Dogodek, Cigar verjetnost iS¢emo, je disjunktna unija naslednjih treh dogodkov:

e Asistent ne premesti niti Aljaza niti Brigite. Naj bo to dogodek Sy.

e Asistent premesti Aljaza ali Brigito, Cveta in Se enega od ostalih, pri ¢emer pa
mora Cveto v ciklu premestitev slediti Aljazu oz. Brigiti. Naj bo to dogodek
Si.

o Asistent premesti Aljaza, Brigito in Cveta, pri ¢emer pa mora Cveto v ciklu
premestitev slediti Brigiti. Naj bo to dogodek Ss.

Verjetnostni prostor lahko razdelimo na 9 -8 -7 = 504 enako verjetne izide — glede
na to, katere Studente asistent izbere za premestitev in v katerem vrstnem redu.
Vsak tak izid lahko ponazorimo z zaporedjem ¢rk oblike zyz, pri ¢emer bo ¢rka A
oznacevala Aljaza, ¢rka B Brigito, ¢rka C' Cveta, ¢rke X, Y in Z katerega koli, ki
ni Aljaz ali Brigita, ¢rka W pa katerega koli, ki ni Aljaz, Brigita ali Cveto.

e Dogodek S sestavljajo izidi oblike XY Z, ki jih je 7-6 -5 = 210.

e Dogodek S sestavljajo vsi izidi oblike ACW, BCW, WAC, WBC, CW A in
CWB. Teh je 6 -6 = 36.

e Dogodek S, pa sestavljajo izidi oblike ABC', BCA in C'AB, ki so trije.
Iskana verjetnost je tako enaka:

210+ 36+3 249 83
P(S P(S P(Sy)=———=—=—=049%4.
(S0) + P(S1) + P(52) 504 504 168
Opomba. Po trije in trije izidi, kot smo jih definirali, doloc¢ajo enako premestitev.

9-8-7 9
Tako bi lahko za izide vzeli tudi kar premestitve. Teh je 5 = 2- ( 3) = 168.
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3.

1.

Pogojna verjetnost

P(A) = 1057 = 0°000977, P(B):1024—000977
P(A|C)=P(B|C)=14=05.

a) 2 =0714, b)§-§—§:0'476, ¢)2-2=2=0238, d)
e)2.2-2=2=0286, f)0

a) 2=0714, b) 2=00667, ¢)1, d)2/(1—-2-%)=3=075,
a) £ =0125, b)i(1—2) =4 =0452, c)§i0903 d) -2

. Ain B sta neodvisna, prav tako tudi A in D ter B in D.

A in C sta odvisna.
A, B in D so odvisni.

04-07-04+ (06-07+04-03)-08+06-03-1=0724.

0602
06-02+04-01

06-07-08+06-03-1
04-07-04+ (06-07+04-03)-08+06-03-1

= 0'75.

01
= 0202
) T"09.08. 07 0202
S
b) ——— O. 0.8 0.7 = ('141.
01-08-07+09-02-07+09-08-03

= 0713.

46
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4.

1.

10.

Diskretne slucajne spremenljivke

G = {gg, gc, cg, cc}, S kot preslikava:

gg | gc | cg | cc

(w) 14 [1/4[1/4] 1/4
S(w) — primer a) | 0 2 1 3
S(w) — primer b) | 0 2 2 4

Porazdelitev slucajne spremenljivke S:

. 0 1 2 3
Pr1mera).5~(1/4 /4 1/4 1/4).

. 0 2 4
Primer b): S ~ (1/4 1/2 1/4)

47

a) S ~ B(5,1/6), torej za k = 0,1,2,3,4,5 velja P(S = k) = (") ()" (2)"".

Priblizna porazdelitev:

0 1 2 3 4 5
0.402 0.402 0.161 0.0322 0.00322 0.000129 ) -

- M~ (1}2 134 1?8 1;18)'

u(2 3 4 5 6 7
' 1/4 1/8 1/8 3/32 5/64 21/64)

.P(X=0)=03, E(X)=2 D(X)=42, o(X)=205.

) Iz E(X) = 1002 + b dobimo min £(X) = 1002 in max F(X) = 1002°7.
)

(X1)=2, D(X;)=12.
E(S) = 4 v obeh primerih.
(5) =
(

24, ¢e vraCamo, in 32/15, ¢e ne vracamo.
P(S>0)=0598, E(S)=-0,033€, o(S)=1,67€.

Ce vracamo, je K (X1, X5) = 0 in seveda tudi p(X;, X5) = 0.
Ce ne vracamo, je K (X, Xo) = —2/15 in p(X;, Xp) = —1/9.

Iz D(X) =06+ b — b*> dobimo, da je min D(X) = 0'6 in max D(X) = 0'85.
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11. Slucajni spremenljivki X in Y sta odvisni, ¢eprav sta nekorelirani. To lahko vidimo
iz poljubne navzkrizne verjetnosti.

12. Dopolnjena tabela:

Y=1Y=2|Y=3
01 02 01
015 03 015

<)
I
NO| —
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5. Zvezne slucajne spremenljivke

1. c=1/9, P(1<X <2)=7/27, P(X<1)=1/27,
E(X)=9/4, D(X) =27/80.

0 <0
2. Fx(z) = %x?’ 0<x<3
1 ;>3
1 0 ;r<a
3-g(x>={b—a R O — sa<a<b,
- —a
0 ; sicer 1 2> b

E(X)=(b—a)/2, DX)=(b—a)?/12.
4. a=b=1/4.

5. Da je gx sploh gostota, mora veljati a > 0, ka < 2 in 2a — ka?/2 = 1, torej
k=4/a—2/a?in 0 < a < 1. Nadalje velja F(X) = a* — ka®/3 = (2a — a?)/3, kar
je maksimalno pria =1 in k = 2.

6. P(90 < X < 120) = ¢(2) — ¢(—1) = 0'81859,
P(X <0)=®(—10) + 5 = 76210724

7. 1/2 4 ®(1/3) = 0°63056.

8. Za izracun verjetnosti iz normalne aproksimacije moramo izracunati matematicno
upanje in varianco. Ce je X bilanca zavarovalnice pri posamezni polici, je E(X) =
025 1in D(X) = 10.6875. Normalna aproksimacija za verjetnost izgube pri n policah

'etakol—CI)( 025n )—1—<I>< n)
: 2 Vi06875n/) 2 V171 )
n = 1: Tocen rezultat: 0°25, normalna aproksimacija: 0°4695.

n = 3: Zavarovalnica nima izgube, ¢e bodisi ne placa nicesar bodisi placa enkrat po
5 evrov. Verjetnost, da ima izgubo, je torej:

1—-075%—=3-0752-015=0'325.

Normalna aproksimacija: 0°4473.

n = 5: Zavarovalnica nima izgube, ¢e bodisi placa najvec¢ eno skodo bodisi placa
dve skodi po 5 evrov. Verjetnost, da ima izgubo, je torej:

1—075°=5-075*-025—10-075%-015% = 0°272.

Normalna aproksimacija: 0°4321.

n = 500: Tocen rezultat je tezko izraCunati, znasa pa 0°04265.
Normalna aproksimacija: 0°04364.
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9. Oznacdimo z X stevilo okvarjenih izdelkov.

a) Laplaceova aproksimacija za P(X = 160): 0033245
Tocen rezultat za P(X = 160): 0°033228.

Laplaceova aproksimacija za P(X = 175): 0°015221.

Tocen rezultat za P(X = 175): 0°014929.

b) Laplaceova aproksimacija za P(X > 175): 0°09824
Tocen rezultat za P(X > 175): 0°09944.

Laplaceova aproksimacija za P(X < 150): 0°19079.
Tocen rezultat za P(X < 150): 0°19147.

10. Oznacimo z X stevilo ponesrecenih.
Laplaceova lokalna formula za P(X = 0): 015381,
Tocen rezultat za P(X = 0): 0°22288.

Laplaceova integralska formula za P(X > 4): 0°00712.
Tocen rezultat za P(X > 4): 0°01849.

50
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6.

1.

Kvantili

Za 0 < a < 1 velja r, = /(1 — a). Tako je x1y4 = 1/3, m = 1, 299 = 9 in
20.99 = 99.

. 2'33.

Oznacimo z x potrebno velikost skladis¢a. Po Laplaceovi integralski formuli je x
priblizno najmanjse celo stevilo, za katerega velja:

o (:c — 159'5

> 045
12 )—

Torej priblizno velja x = [y], kjer je y reSitev enacbe:

y—159'5 .
o(LI—222) =04
( ! ) 045

in iz y = 179.24 dobimo z = 180.

Dejansko je verjetnost, da bo pokvarjenih izdelkov (strogo) ve¢ kot 179, enaka
00539, da jih bo ve¢ kot 180, pa 0°0457.

Po Laplaceovi integralski formuli (brez uporabe polovi¢k) dobimo, da moramo na-
roc¢iti najmanj 13030 izdelkov.

V resnici je najmanjSe mozno Stevilo narocenih izdelkov, ki ustrezajo zahtevi, Ze
12922. Ne ustreza pa wvsako Stevilo izdelkov, ki je vecje ali enako 12922: prvo Ste-
vilo, od katerega naprej vsako Stevilo narocenih ustreza, je 13096. Nekaj toc¢nih
verjetnosti, kjer z n oznacimo Stevilo izdelkov, z S pa Stevilo prvovrstnih:

n=12921: P(S > 7624) = 09897146436
n=12922: P(S > 7624) = 09900021378
n=13095: P(S > 7727) = 09899715692
n=13096 : P(S > 7727) = 09902509306
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7.

1. a) Moznih vzorcev, ¢e elementov ne uredimo, je (

Vzorcenje

10

2) = 45. Vzorci, pri katerih je

povprecje teze vecje od 1000 gramov, so:
(1010, 1000) (2x), (1010,1010), (1050, 980), (1050, 1000), (1050, 1010) (2x).

Verjetnost, da bo vzor¢no povprecje vecje od 1000 gramov, je torej 7/45 = 0°156.
Vzoréna povprecja tez uredimo po velikosti od najvecjega navzdol:

1030, 1030, 1025, 1015, ...

Torej je P(X < 1025) = 43/45 > 0°95 in P(X < 1025) = 42/25 < 0°95. Torej je
1025 95. percentil. Ce je ¢ > 1025, je P(X < q) > 43/45 > 095, torej ¢ ni 95.
percentil. Ce pa je ¢ < 1025, je P(X < q) < 42/45 < 095 in ¢ prav tako ni 95.
percentil. Torej je 1025 edini 95. percentil.

b) Moznih vzorcev je 100. Vzorci, pri katerih je povpredje teze vecje od 1000 gramov,
S0:

(1010, 1000) (4x), (1010,1010) (4x), (1050,980) (2x), (1050,1000) (2x),
(1050, 1010) (4x), (1050, 1050) .

Verjetnost, da bo vzor¢no povprecje vecje od 1000 gramov, je torej 17/100 = 0°17.
Vzoréna povprecja tez spet uredimo po velikosti od najvecjega navzdol:

1050, 1030, 1030, 1030, 1030, 1025, 1025, 1015, ...

Brz ko je 1025 < ¢ < 1030, je P(X < ¢q) > 095 in P(X < q) < 0'95, torej je q 95.
percentil. Ce je ¢ > 1030, je P(X < q) > 099 > 0°95, torej ¢ ni 95. percentil. Ce
pa je ¢ < 1025, je P(X < ¢q) <093 < 095 in ¢ spet ni 95. pecentil. 95. percentili
so torej zajeti v intervalu [1025, 1030].

. Za normalno aproksimacijo potrebujemo £(X) =2in D(X) = 3/2.

a) Iz normalne aproksimacije izraza P(1'9 < X < 2'1) dobimo 0'58578, iz nor-
malne aproksimacije izraza P(1'905 < X < 2°095) pa 0'56206.
Tocen rezultat: 0°'56133.

b) Iz normalne aproksimacije dobimo 2°201.
V resnici je (edini) 95. percentil enak 2°2.

a) Iz Laplaceove integralske formule dobimo 0°52951.
Tocen rezultat: 0°52914.

b) Iz Laplaceove integralske formule dobimo 0°714.
V resnici je (edini) 95. percentil enak 0°72.
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8.

1.

10.

Intervali zaupanja

95% interval: (0°1166, 0'2834).
99% interval: (0°0919, 0°3081).

. (0°4918,0°5178).

Za 20 vprasanj pride (0°631, 1].
Za 200 vprasanj pride (0°963, 1].

X =97, A =327 (zaokrozeno navzgor),
9373 < p < 100°27.

. =5, toor5(8) =231, A =385 (zaokroZeno navzgor),

9315 < p < 100°85.

X =155, o=s=130. Interval zaupanja za pu: 1'46 < u < 1°64.

X6.025(8) = 27180,  X§g75(8) = 1753,
3'37 < 0 < 958 (spodnja meja zaokroZena navzdol, zgornja pa navzgor).

X =125, s=2646, x205(4) = 0711, x2g5(4) =949, 1'72< 0 < 628,

X =4551, s=37T1,

to.005(74) =264, A = 1'14 (zaokroZzeno navzgor), 4437 < pu < 46765,

X205 (T4) =464, X2405(74) = 1091, 305 < o < 4°69.

Pri obeh intervalih zaupanja je spodnja meja zaokrozena navzdol, zgornja pa nav-
Zgor.

X =155, =130, k=209.
Interval zaupanja za o: 1'19 < 0 < 1'41.
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9.

1.

Testi znacilnosti

Za alternativno hipotezo je smiselno postaviti, da je dobitnih manj kot pol sreck.
Ce je torej B ~ B(8,1/2), je:

o r=a () () G006 6066 -

torej ne moremo trditi, da loterija laze.

Ce pa bi kupili 16 sreck in bi 4 zadele, bi vzeli B ~ B(8,1/2) in bi dobili:
p(4) = P(B < 4) = 0°0384

in bi lahko (pri 5% tveganju) trdili, da loterija laze.

. Izvedemo dvostranski test. Ce je S ~ B(12,0'7), je P(S < 5) = 00386 in P(S >

5) = 079905, torej je p(5) = 0'772. Hipoteze ne moremo zavrniti (zavrnili pa bi jo,
¢e bi za alternativno hipotezo postavili, da so izjemni Studijski dosezki pristranski
v korist mogkih).

n = 100,55 =24, a = 0'05: 0°875 < 1°645, hipoteze ne moremo zavrniti.
n = 500,55 =120, = 0°05: 2718 > 1'645, hipotezo zavrnemo.
n = 500,55 =120, = 001: 2718 < 233, hipoteze ne moremo zavrniti.

n = 10000, S =5090, Hy: 6=05:Hy: 0#05: 179 < 196,
hipoteze ne moremo zavrniti.

n = 10000, S =5090, Hy: 6=05:H;: 6>005: 179 > 1645,
hipotezo zavrnemo.

X =97, Z=-18.

Pri alternativni hipotezi 1 # 100 upoStevamo zpg975 = 1°96 in hipoteze ne moremo
zavrniti.

Pri alternativni hipotezi pu < 100 upostevamo zp g5 = 1°645 in hipotezo zavrnemo.
Pri alternativni hipotezi ¢ > 100 tudi upostevamo zpg95 = 1°645, a hipoteze ne
zavrnemo.

X =107, s=10, T =21, toor5(8)=23l.

Hipoteze ne moremo zavrniti.
Ce bi vedeli, da je o = 10, pa bi upostevali 2975 = 196 in hipotezo bi zavrnili.

X =48, s=258, T =-245 df=09.

Ce za H; vzamemo, da je p # 50, upostevamo tg.975(9) = 2'26 in hipotezo zavrnemo.
Ce za H, vzamemo, da je j < 50, pa upostevamo t0.05(9) = 1'83 in hipotezo prav
tako zavrnemo.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Ozna¢imo z A razliko v tezi posamezne osebe (teza po dieti minus teza pred dieto).
Tedaj je A ~ N(u,0) in testiramo nic¢elno hipotezo, da je u = 0, proti alternativni
hipotezi, da je pu < 0.

Velja A = =56, s=6433, T =—275, tgg5(9)=183.

Nicelno hipotezo zavrnemo, torej sprejmemo hipotezo, da dieta deluje.

X =20, Y =22, s=265, T=-15, togr5(14)=2"14.
Hipoteze ne moremo zavrniti.

X =100, Y =96, s=25, T =32, tog(16)=2'58.
Hipotezo zavrnemo.

X, =4, X,=3, X;=1667,

SE =9333, S% =8667, F =431, Fyo5(2,8) =446.
Hipoteze ne moremo zavrniti.

s = T7'45.

a) X2 =20, XZ025(9) =270, x2¢75(9) =190, hipotezo zavrnemo.
b) x> =5, xZ05(9) =333, hipoteze ne moremo zavrniti.
Ce so frekvence 2, 5in 4, je: 2 =1, x245(2) =599.

Hipoteze ne moremo zavrniti.

Pri frekvencah 20, 50 in 40 pa je x* = 10. Ker je kriti¢no obmoc¢je isto, hipotezo
zdaj zavrnemo.

Pri frekvencah 21, 42, 77 in 116 je: x* =81'3 3 49(3) = 11'3.
Hipotezo zavrnemo.
Ce so frekvence 21, 37, 53 in 25, pa je x2 = 182 in hipotezo $e vedno zavrnemo.

Diskretizirana porazdelitev iz nicelne hipoteze:

pod 10 | 10-20 | 20-30 | 3040 | nad 40
070668 | 0'2417 | 03829 | 0°2417 | 0°0668

2118, df =4, x2o5(4) =949.
Hipotezo zavrnemo.

Velja ST = 2 in S = 8. Ker za sluc¢ajno spremenljivko B ~ B(10,1/2) velja
P(B < 2) = 0°0547, nicelne hipoteze o enakosti porazdelitev s testom z znaki pri
tej stopnji znacilnosti ne moremo zavrniti.

Pac pa lahko zavrnemo hipotezo, da imata enaki povpredji:
X =174, Y =271, s=1127, T =-272, tg5(9) =183.

Velja ST = 10 in S~ = 2. Ker za slucajno spremenljivko B ~ B(12,1/2) velja
P(B < 2) = 00193, nicelno hipotezo o enakosti porazdelitev zavrnemo: sprejmemo
hipotezo, da je X stohasticno vecja in vsaj kdaj tudi strogo vecja od Y.

Pac¢ pa ne moremo zavrniti hipoteze, da imata X in Y enaki povprecji:

X =2725, Y =265, s=4575, T =057, tog5(11)=1'80.
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18.

19.

20.

21.

22.

Velja ST = 12 in S~ = 4. Ker za slucajno spremenljivko B ~ B(16,1/2) ve-
lja P(B < 4) = 00193, nicelno hipotezo o enakosti porazdelitev zavrnemo, ¢e jo
testiramo proti hipotezi, da je X stohasti¢no vecja in vsaj kdaj strogo vecja od Y.

Oglejmo pa si zdaj, kaj pravita ustrezna testa povprecij. Iz:

X =255, Y =48375, s=44'36, T =206, toos(15) =175

dobimo, da lahko nicelno hipotezo zavrnemo v korist hipoteze, da ima Y ves cas
vecje povprecje od X. Tako smo pri testu povprecij zavrnili nic¢elno hipotezo ravno
v nasprotno smer kot pri testu z znaki.

Opomba. Pri tej in tudi pri prejsnji nalogi smo pri obeh testih dobili kontradiktorne
rezultate. To kaze na to, da je nekaj narobe z nasim modelom, recimo s tem, da je
X ves Cas stohasti¢no vecja od Y.

Ko prestejemo, dobimo, da se je 12 ljudi pred ogledom pocutilo boljse kot po ogledu,
25 ljudi pa po ogledu boljse kot pred ogledom; 13 ljudi se je pred in po ogledu
pocutilo enako. Ker je:

C12-250-1

=197 > 1'96,
V37

hipotezo zavrnemo.

m=9,n=11, S0 R =70, Z=-182, zg75=196.
Hipoteze ne moremo zavrniti.

Pripravljalo se jih je 12, 8 pa se jih ni pripravljalo. Vsota rangov tistih, ki se niso
pripravljali, je 110. Testna statistika v korist teh rangov pride Z = 197, kar je vec
od kriticne vrednosti 1'645. Nicelno hipotezo tako zavrnemo in sprejmemo hipotezo,
da so tisti, ki so se pripravljali, tekli bolje od tistih, ki se niso.

Pri T-testu pa povprecje tistih, ki so se pripravljali, pride 8 083, povprecje tistih,
ki se niso pripravljali, pa 8362. Velja Se s = 040606, testna statistika pa pride
T = 150, kar primerjamo s kriti¢no vrednostjo tg5(18) = 1'73. Nicelne hipoteze
tokrat ne moremo zavrniti.

Iz tabele:
1 2 3 4 5 | Skupaj
da 0 2 1 5 2 10
ne 0 5 2 0 0 7
Skupaj 0 7 3 5 2 17
Kumulativno 0 7 10 15 17
Vezani rang - 4 9 13| 1675

razberemo vsoto rangov tistih, ki so odgovorili z da:

2:44+1-945-13+2-165 =115,
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Testna statistika pride 2°39, kar presega kriti¢no vrednost zgg99 = 2°33. Torej za-
vrnemo hipotezo, da so oboji studenti enako pod stresom, in sprejmemo hipotezo,
da so tisti, ki so se bolj posvecali studiju, bolj pod stresom kot tisti, ki se niso.
Enostranska odstopanja so prisla zelo znacilna.
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10. Povezanost dveh sStevilskih spremenljivk

1. Oznacimo z X sistoli¢ni, z Y pa diastoli¢ni pritisk. Izra¢unajmo:
X =126, Y = 7967, C, = 3017, C, = 1932, C, = 130, R = 0223,
Z =0227, c¢=196.
Interval zaupanja: —0.327 < p < 0.656.

2. T=0825, df =13, tp95(13) =177.
Hipoteze ne moremo zavrniti.

3. Teoretic¢ne frekence:

’ o¢i\lasje H rdeci, blond \ rjavi, ¢rni H Skupayj ‘
modre 629 671 13
zelene 11712 11°87 23
rjave 1258 13°42 26

’ Skupaj H 30 \ 32 H 62 ‘

so vse vigje od 5. Velja x? = 22'8, kar primerjamo z xZq9(2) = 9'21.
Hipotezo o neodvisnosti zavrnemo: barva las in barva oci sta bili statisticno zelo
znacilno povezani.

4. Velja x? = 0°0077, kar primerjemo s x345(1) = 3'84.
Hipoteze o neodvisnosti ne moremo zavrniti.

5. Vse opazene in zato tudi vse pricakovane frekvence so enake vsaj 5.
X* =169, x345(8) =155. Hipotezo zavrnemo.

6. X =3, Y=17 C?=10, C, =20.
Regresijska premica: y = 2x + 1.
Pri X =10 je Y = 21.
toors(3) =318, S =1155, A =908.
Interval zaupanja: 11°92 < Y < 30°08.
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