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1. Ponovitev elementarnih integralov

Ponovitev tehnik integriranja (substitucija, per partes) pri nedolo¢enih in dolocenih integralih.
Pasti pri substituciji v doloc¢eni integral in pri posplosenih integralih.

V vseh nalogah tega razdelka izracunajte integrale.

1
1. /(x2+—2) Ve dz.
T
22 +3
'/2+3xdx'

3. /(ac2 +z)e > d.

\)

5
X
/—dw.
1 \/2[[’-1

2m
5. Izracunajte doloceni integral / !sin:c — % dx.
0

/°° dz
, w2 —1"

1
7. / vV1—22dx.
-1

&

2 (2% — 42 + 2) cos(z? — 822 + 8x + 3)
8. 1 5 dx.
0 r* — 8z + 8x + 3
9 /271’ dr
" Jo 16+ 9cos?z
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2.

Integrali s parametrom

Odvajanje integralov s parametrom, konvergenca posplosenih integralov. Funkciji gama in beta.

1. Izracunajte integral s parametrom:

1
F(y):/ |2y — 3z|dz.
0

Konvergenca integralov v fiksnih koncénih mejah

Naj boa < b. Ce zaporedje zveznih funkcij fi, f2,...: |a,b] — R enakomerno
konvergira proti funkciji f, velja tudi:

b

b
lim [ f.(z)dz = / f(z)dz.

n—od
— a

Zveznost integralov v fiksnih kon¢nih mejah

Najboa<b, JCR"™in f: [a,b] X J — R zvezna funkcija. Tedaj je integral:

b
F(y)=/ f(z,y)dz

zvezen na J.

1
. Je funkcija F(y) := /

dx
o 1+ x2y?
situacijo, ko se y bliza izhodisc¢u?

zvezna? Kaj lahko sklepamo iz tega, ¢e gledamo

. Za katere « in kje je funkcija:

foloy) = %xl/y(l—x) ;xe€0,1], y>0
o\TY) = 0 Lxe0,1], y=0

zvezna v posamezni spremenljivki? Kaj pa kot funkcija dveh spremenljivk? Kako

1
pa je z zveznostjo integrala F,(y) := / falz,y)dz ?
0

/2
. Izracunajte lim (/ In(y? — sin’ ) dp — Wln(y +vy?—1 ))
0

Yy—00

w/2

. IzraCunajte lim e sine do.

R—o0 0
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Zveznost integralov v spremenljivih kon¢nih mejah

Naj bo D C R"™ =R xR" in za vsak y € R" naj bo mnozica {x € R ; (z,y) €
D} interval (lahko tudi prazen). Naj bo f: D — R zvezna funkcija. Tedaj je
integral:

Flya.t) = [ floy)ds

zvezen na mnozici {(y,a,b) ; (a,y) € D, (b,y) € D}.

n—oo [,—n n

1 n
1
6. Izracunajte lim (1 + ﬂ) dzx.

Odvajanje integralov v fiksnih kon¢nih mejah

Naj bo a < b, J interval na realni osi in f: [a,b] x J — R funkcija, pri ¢emer
naj bo f(z,y) parcialno zvezno odvedljiva po y. Tedaj za y € J velja:

d [? )
d_y/af(xvy>dx_/av a_yf(x’y)dx

/2 o
sin(zy) dr.

7. Izracunajte F'(y), kjer je F(y) := /
0 x

Opomba. Integral, ki ga odvajamo, je sicer po definiciji posplosen, a posplosenost
se da odpraviti, saj lahko integral zapiSemo v obliki:

/2
F(y) = /0 y S(ry)dy,

kjer je funkcija:

sint t7é0
[ t )
S(t)._{ .

zvezna na celi realni osi.

w/2
8. Za vse |y| > 1 izraCunajte / In(y* — sin? ) de.
0

Odvajanje integralov v spremenljivih kon¢nih mejah

Naj bosta I in J intervala na realni osi in f: I x J — R funkcija, pri ¢emer
naj bo f(x,y) parcialno zvezno odvedljiva poy. Nadalje naj bosta u,v: J — I
odvedljivi funkciji. Tedaj za y € J velja:

Y d o d / :
dy Jug) fey z_/u@) 3y’ "Y) z+ f(u(y),y) v'(y) = fuy),y) v'(y) .
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\/37 671‘2/?/

T

dx.

d
9. IzraCunajte —/
dy J,

10. Dolocite definicijsko obmocje integrala:

oy
—2 _d
/_001+x2y2 o

in ga izracunajte. Kaj opazite?

Enakomerna konvergenca posplosenih integralov

Naj bo —o0o < a < b < co. Posploseni Riemannov integral v zgornjem

krajiscu b je limita:
b c
/ g(x)dx := ligl/ g(x)dx,

kjer je v limiti obicajni Riemannov integral. Ce obstaja, za vsak € > 0 obstaja

/cbg(x) dz

Naj bosta a in b kot prej, J C R in f: [a,b) X J — R funkcija. Posploseni
b

tak co < b, da za vse ¢y < ¢ < b velja < €.

Riemannov integral s parametrom f(z,y) dy konvergira enakomerno po
y € J, ce obstaja za vsak y € J in Ce za vsak € > 0 obstaja tak cy < b, da za

/be(w,y) da

vse ¢ < ¢ < b in vse y € J velja < e. FEkvivalentno, integral

konvergira enakomerno, ce je:

lim sup =0.

/cbf(x,y) da

Podobno definiramo tudi enakomerno konvergenco posplosenih integralov v

.....

integral razdelimo na dva dela.

Zveznost enakomerno konvergentnih posplosenih integralov

Naj bo I = [a,b), (a,b] oziroma (a,b). Ce je f: I x J — R zvezna funkcija
in posploseni Riemannov integral F(y) := ff f(z,y)dy (v zgornjem, spodnjem

.....

na J.

Se vec, ¢e je f e vedno zvezna na I x J, y, € J in posploseni integral F(y)
konvergira enakomerno za y € J \ {yo}, je F zvezna v yj.

11. Na katerih podintervalih intervala (0, c0) integral / %
0

o dx konvergira ena-
7y

komerno?
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12.

13.

14.

Weierstrassov kriterij

Najbo—oc0o <a<b<oo,JCRinf: [a,b)xJ — R funkcija. Posploseni Rie-
b

mannov integral s parametrom f(z,y) dy konvergira enakomerno poy € J,
brz ko za vsey € J velja | f(x, y)]ag h(x), kjer ima funkcija h koncen posplosen
integral f: h(z)dz. Ce je funkcija s(x) := sup,e, | f(z,y)| integrabilna na vseh
intervalih [a, c|, kjer je a < ¢ < b, se pogoj prevede na obstoj posplosenega
integrala f:S(x) dz.

Podobno velja tudi za enakomerno konvergenco posplosenih integralov v spo-

.....

Za x,y > 1 definirajmo:

' 0 <y
f(xay) = { e—(x—y)y cx >y,

Ali posploSeni integrali [ f(x,y) dz konvergirajo enakomerno po y > 1?7 Ali izpol-
njujejo Weierstrassov kriterij?

w/2
Utemeljite, da integral F'(y) := / In(y? — sin® ) dy obstaja tudi za y = 1 in da
0

je tam zvezen.

R—o0

/2 .
[zracunajte lim R/ e ftsine qo.
0

Odvajanje posplosenih integralov

Oglejmo si posploseni integral:

F@szmwm,

kjer je —oo < a < b < o0,y € J,J pajeinterval na realni osi. Privzemimo:
e Posploseni integral F(y) obstaja za neki y € J.
e Zavsex € (a,b) invsey € J je f(x,y) zvezna v (x,y).

e Za vse x € (a,b) in vse y iz notranjosti intervala J je f(x,y) parcialno
odvedljiva po y, parcialni odvod f,(z,y) pa je zvezen v (x,y).

e Posploseni integral ff fy(x,y) dz konvergira enakomerno po J.

Tedaj posploseni integral F'(y) obstaja za vse y € J, konvergira enakomerno na
vseh koncnih podintervalih intervala J in lahko ga odvajamo pod integralskim
znakom:

b
F) = [ e ds




M. RAIC: VAJE 1Z MATEMATIKE 3 ZA FIZIKE 7

15. Utemeljite, da integral:

/ arctg(zy) e
o x(1+2?)

obstaja za vse y € R, in ga izracunajte.

16. Naj boy = / ‘ dz. Za x > 0 izraCunajte y” + y.
0

1+ 22
/OO dz
oo (2 +a)?

obstaja za vse a > 0, in ga izracunajte.

17. Utemeljite, da integral:

18. Dan je integral s parametrom:

I(a) = /°° arctg(a’r) — arctg(ax) .
0 x

a) Dolocite konvergenéno obmocje K danega integrala.

b) Za vse a € K izracunajte I(a).

c) Ali integral na K konvergira enakomerno?

19. Dan je integral s parametrom:

I(a) :/ e |z — a| dz.
0

a) Dolocite konvergenéno obmocje integrala.

b) Pokazite, da integral konvergira enakomerno na omejenih podmnozicah kon-
vergencnega obmocja.

c¢) Izracunajte I'(0). Odgovor utemeljite!

Fubinijev izrek (osnovna razli¢ica)

Za vsako zvezno funkcijo f: la,b] X [c,d] — R velja:

[ emayar= [ [ ) dedy.
[/ ¥

b —

1
20. Za a,b > 0 izracunajte integral / dx. Gre tu za osnovni ali posploSeni
0

nx
Riemannov integral?



M. RAIC: VAJE 1Z MATEMATIKE 3 ZA FIZIKE 8

Fubinijev izrek (splosna razli¢ica)
Dana naj bo funkcija f: (a,b) x (¢,d) — R, ki izpolnjuje naslednje pogoje:
e Zavsaky € (c,d) naj obstaja posploseni Riemannov integral fab flz,y)dz,
funkcija y — fab f(z,y) dz pa naj bo Riemannovo integrabilna na koncnih
podintervalih intervala (c,d).

e Zavsakx € (c,d) naj obstaja posploseni Riemannov integral fcd f(z,y)dy,

funkcija x fcd f(x,y) dy pa naj bo Riemannovo integrabilna na konc¢nih
podintervalih intervala (a,b).

e Obstaja naj bodisi fcd f; |f(z,y)| dz dy bodisi fab fcd |f(x,y)|dydx (v pr-
vem primeru to pomeni, da za vsak y € (c,d) obstaja posploSeni Rie-
mannov integral fab |f(z,y)| dz, za funkcijo y fab |f(x,y)| dz pa obstaja
posploseni integral od ¢ do d).

/ab/cdf(x,y)dydxz/Cd/abf(x,y)dxdy,

tj. oba posplosena integrala obstajata in sta enaka.

Tedaj velja:

21. Utemeljite, da rezultat prejsSnje naloge v resnici velja za vse a,b > —1.

0 p—az _ e—ba:
22. Za a,b > 0 izracunajte integral / —dx.
0 x

1 el o2 2
23. Izrac¢unajte integral / / % drdy. Ali v njem lahko zamenjamo vrstni
o Jo (2% +y?)

red integracije? Kateri pogoji splosne razli¢ice Fubinijevega izreka so izpolnjeni?

Funkcija gama

[(s) = / ¥ e " dx
0
nl=Tn+1)= / e v dx
0

[(s+1)=sT(s)
') - v

24. Izraéunajte/ 22 e da.
0
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1
25. Izraéunajte/ (Inz)*v—Inxdz.
0

2
—azr
— €

>— dz. Vse korake utemeljite.

<1
26. Za a > 0 izracunajte integral /
0 x

Funkcija beta

B _ ! x—1 y—1 _ F

B(z,y) = B(y, z)

1
27. Izracunajte / V1—2z2dz.
—1

4
28. Izracunajte / 2216 — 22 dx.
0

[ee) usc—l
B = —d
(xay) /0' (1 +u)x+y u

5

29. Izracunajte / dx.
0

1+ 212

w/2
B(z,y) = / cos® 1y sin® o dyp
0

2
30. Izrac¢unajte / cos? psin® ¢ de.
0
31. Izrac¢unajte / cos? psin® o d.
0

/2
32. Izrac¢unajte integral / tg” o dy. Za katere a obstaja?
0

1 3

x
33. Izracunajte limito lim —— dt.
zl0 Jo xt 4t
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3. Dvojni in trojni integral

Prevedba na dvakratni oz. trikratni integral, zamenjava vrstnega reda integracije.

10

Vpeljava

novih koordinat. Polarne, cilindri¢ne in sferi¢ne koordinate. Uporaba: volumen, masa, tezisce,

vztrajnostni moment.

Dvojni integral

//Dudxdy://Df(x,y)dxdyz// enct flz,y)dzdy =

1(z)<y<g2(=)

b rga(x)
=/ / f(z,y)dydx.
a Jgi(x)

vljamo lik, je dx dy diferencial plosc¢ine: dP = dz dy.

Ce je ravninsko obmodje D podano s pogojema a < x < b, g1(x) <y < ga(x),
kjer je gi(x) < ga(x), brz ko je a < x < b, dvojni integral spremenljivke
u = f(x,y) po tem obmocju prevedemo na dvakratnega na naslednji nacin:

Ce z in y tvorita kartezijski koordinatni sistem v ravnini, v kateri si predsta-

1. Izracunajte dvojni integral:

J[ @+ anay.

kjer je D obmocje, ki ga omejujeta krivulji y = x/2 in z = 3* (tj. obmodje je
neprazno, omejeno, njegov rob je sestavljen iz delov teh dveh krivulj in vsaka krivulja

ima svoj nezanemarljiv del na robu obmodja).

// rxydrdy,
Q

kjer je @ stirikotnik z oglisci A(0,0), B(2,0), C(3,1) in D(1,1).

2. Izracunajte dvojni integral:
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Trojni integral
Ce je prostorsko obmocje D podano s pogoji:

(xay) €A7 hl(:v,y)<z<h2(x,y),

hi(z,y) < ho(z,y), brz ko je (x,y) € A, trojni integral spremenljivke u =
f(z,y,2) po danem obmocdju prevedemo na trikratnega na naslednji nacin:

///udxdydz—// f(z,y,2)dxdydz =

_/// wpes @y z)dedyds =

hi(z,y)<z<ha(z,y)

ha(x,y)
/// flx,y,2)dzdzdy.
hi(z,y)

Seveda moramo v nadaljevanju zunanji dvojni integral prevesti na dvakratnega,
kar lahko storimo na ve¢ nacinov (lahko tudi z vpeljavo novih spremenljivk).
Ce z, y in z tvorijo kartezijski koordinatni sistem v prostoru, v katerem si pred-
stavljamo telo, je dx dy dz diferencial volumna: dV = dxdydz.

1
3. Izracunajte /// eco  —dzdydz.
12<y<x3 <

y<z<zy

4. Izracunajte integral ///2< out 2 dx dy d=.
e <y<9z*

x2y?22<1

11
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Posploseni integral je limita integralov, ko integracijsko obmocje sirimo proti
Zelenemu. Ce je torej Dy C Dy C --- narascajoce zaporedje obmocij z unijo
D, je:
/ f(x)dx = lim f(x)dx
D

n—o0 Dn

pri cemer se integral na levi razume kot posplosen, integrali na desni pa kot
obicajni.
Posploseni integral lahko obstaja ali pa tudi ne. Obstoj in vrednost integrala
sta lahko odvisna od tega, na kaksen nacin Sirimo integracijsko obmocje proti
D, torej od izbire zaporedja Dy, Dy, ... z unijo D. Toda:
e Ce integriramo nenegativno funkcijo, sta obstoj in vrednost neodvisna
od izbire zaporedja.
e Ce obstaja integral absolutne vrednosti funkcije, obstaja tudi integral
prvotne funkcije in njegova vrednost je neodvisna od izbire zaporedja.

Posploseni dvojni ali trojni integral prevedemo na posplosenega dvakratnega
oziroma trikratnega na enak nacin kot obicajnega, le da tam, kjer meja za
posamezno spremenljivko manjka, za mejo v integralu smiselno postavimo plus
ali minus neskoncno.

5. IzraCunajte // e “dxdy.
z>2y>0

6. Izracunajte / / —dx dy.
y<2x Ty

<2y

7. Za a,b > 0 izracunajte // Yy —y) e da dy.
z>y>0

Vpeljava novih spremenljivk

Naj bo G = (g,h): A — D, kjer je D, A C R? bijektivna preslikava. Tedaj

velja:
U] et [] oo s

kjer je J Jacobijeva! determinanta ali jacobiana:

99 99
__|Ou  Ovw
J=1on on

ou  Ov

2
Zakaj moramo pri Jacobijevi determinanti vzeti absolutno vrednost, nam ilustrira naslednji primer: ¢e v integral / x\/23 — 7z dxz vpeljemo
1

substitucijo v = /23 — 7z, = = (23 — u?)/7, dobimo:

3 23 — u? 2 2 4 5
/ (77udu>:—/ (23 —u”)udu.
4 7 7 49 J3

LCarl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemski matematik judovskega rodu
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V duhu integrala, s katerim delamo sedaj, pa bi substitucijo uvedli takole:

23 —u? | 2

= 2
——u du:7/ (23 —u%)udu.
7 7J/(3,4)

/ /23 — Tedx = /
(1,2) (

J(3,4) 7

8. Izracunajte // xdx dy, kjer je D obmocje, ki lezi v kvadrantu x > 0,y > 0 ter ga
D

omejujejo krivulje x =y, x =9y, xy = 1 in xy = 4.

Polarne koordinate

T =TCcosp r >0
y=rsing 0< <2
J=r

Namesto mej od 0 do 27 lahko vzame-
mo kateri koli interval dolzine 2.

9. Izracunajte // 0 il 5 do dy.
2-;-y <4 1+ x2+y ) )

10. Izracunajte plos¢ino obmocja v ravnini, dolo¢enega s pogoji:

0<z<yvV3, (@*4y?)?<day(z®—4?).

11. Naj bo a > 0. Izracunajte trojni integral /// rdxdydz, kjer je D telo, doloceno
D
S pogoji:
O0<zx<a, i+ 2t < 22z

12. Izracunajte // \/ (x+1)2+ (y + 1)2dz dy, kjer je D krog s sredis¢em v izhodiséu

in polmerom /2.

Cilindri¢ne koordinate

X =17Ccosp r >0
y=rsing 0<p<2m

2=z J=r

2
13. Izracunajte /// %dx dydz.
22 4y2<3 1+ 242
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Sferi¢ne koordinate
x =rsinfcos p r>0
y =rsinfsing 0<ep<2m
z=rcosf 0<o<m
J =1r?sin6

14. Izracunajte /// Va2 +y? + 22 dedydz.
r24y2+22<2

15. Izracunajte volumen telesa, dolocenega s pogoji:

16. MANJKA!

17.

18.

Pyt 4+ <1, Pyt <2, 2>0.

Ploséina kot dvojni integral

Ploscina ravninskega obmocja D je dvojni integral konstante 1 po tem obmocju:

P://DdP://Ddxdy.

[zracunajte ploscino obmocja iz 8. naloge.

Ravninski lik D z (Iahko nehomogeno) ploscinsko gostoto o ima maso:

m://adP,
D

in tezisce (x*,y*), kjer je:

1 1
x*:—// cxrdP, y*:—//aydP.
m.JJp m.JJp

y >0, %3 + 9?3 < R?/3,

19. Dana sta ravninska lika:

A={(z,y) e R? [ 2? +¢® —x < Va2 + 12},

B:={(z,y) e R?| (x—1)> +y* < 1}.

I[zracunajte tezis¢e homogenega lika A\ B.

14

Izracunajte teziS¢e homogenega ravninskega lika, dolocenega z neenacbami z > 0,
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Vztrajnostni moment ravninskega lika D:

J://Do(x2—|—y2)dP

20. Izrac¢unajte razmerje med vztrajnostnim momentom in maso lika, ki ga omejuje
astroida x%/% 4+ y?/3 = R?*3. Privzemite, da je homogen, vztrajnostni moment pa
gledamo skozi tezisce.

Volumen telesa, podanega s pogoji:
(xay) EA? hl(x,y)<z<hg(x,y),

kjer je A ravninska mnozica in hy(x,y) < ho(x,y), brz ko je (xz,y) € A, je enak:

V= //A[hQ(x,y) ~u(ey)] dedy.

21. Izracunajte volumen telesa, ki ga dolocajo neenacbe:

r>0, y¥<z<l-—zx.

Volumen kot trojni integral

Volumen prostorskega obmocja D je tudi trojni integral konstante 1 po tem
obmocju:
Vz///dV:/// drdydz.
D D

22. Izracunajte volumen torusa, tj. mnozice tock, ki so od osrednje kroznice s polmerom
a oddaljene za manj kot b (0 < b < a).
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Masa tridimenzionalnega telesa D:

D

1 1 1
m*:—///pa:dv, y*:—///pydv, z*:—///pde
m D m D m D

Vztrajnostni momenti okoli osi z, y in z:

Jx:///Dp(y2+22)dV, Jy:///Dp(xz—i—zQ)dV,
Jzz///Dp(szer?)dV

23. Dan je pokoncen stozec, pri katerem je gostota premo sorazmerna z visino. Izracu-
najte njegovo maso, tezisce in vztrajnostni moment okoli simetrijske osi.
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4. Krivulje, ploskve in vektorska analiza

17

Lo¢na dolzina, naravni parameter. Spremljajoci trieder ter pripadajoCe premice in ravnine.

Fleksijska in torzijska ukrivljenost. Krivuljni in ploskovni integrali. Uporaba v fiziki.

Prostorska krivulja je mnozica v R3, ki se da opisati v obliki:

r=f(t), y=g(t), z=nh(t) oziroma T = |g(t)| ,

kjer t pretece dolocen interval, f, g in h pa so dovolj lepe funkcije. Tudi
prostorsko krivuljo lahko predstavimo v kaksni drugi obliki, npr. implicitni ali
eksplicitni.

Tangenta je premica, ki gre skozi dano tocko na krivulji, smerni vektor pa
se ujema z odvodom krajevnega vektorja po parametru. Ce krajevni vektor
tocke na tangenti oznacimo R = (X,Y, Z), ima tangenta enacbo R =T + uT.
Tangenta je neodvisna od parametrizacije.

. Parametrizirajte krivuljo:

Pyt =4
(r =1 +¢y*=1

in zapiSite enacbo tangente pri z =1,y < 0,z > 0.

Locna dolzina prostorske krivulje od a do b, a < b:

b
l:/ Va2 + g+ 22dt

Naravni parameter:

2

P =gt P+ 42

Naravni parameter, ki doloca isto orientacijo:
§ = /1% + y* + 22
Odvajanje po naravnem parametru:

/ u

u = . . .
T2+ 9% + 22
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2. Dana je prostorska krivulja:

2 t*
x =2t =1, z=—
Y 3
a) lzracunajte dolzino krivulje v razponu od t = 0 do ¢t = 3.

b) V izhodiscu izracunajte w”, kjer je w = x? +4y*+ 922, s ¢rtico () pa je oznacen
odvod po naravnem parametru.

Spremljajodi trieder prostorske krivulje
Spremljajoci trieder v dani tocki je naslednja trojica enotskih vektorjev:
e Tangentni vektor T je smer krivulje, skladna z orientacijo.
e Normalni vektor N je smer spreminjanja tangentnega vektorja.

e Vektorja T in N dolocata in orientirata pritisnjeno ravnino. Binor-
malni vektor B je pravokoten na to ravnino in usmerjen skladno z njeno
orientacijo: velja B =T x N.

Spremljajoci trieder se izraza na naslednji nacin:

TXT — (TxT)xT o
, N=———-+—"—=BxT.
1 > 7)< 7|

|

- B

|7 x 7|

=)

Spremljajoci trieder doloca ustrezne premice — tangento, normalo in binormalo.
Poleg tega pa doloca tudi ravnine:

e Pritisnjena ravnina je dolocena s T in N ter je pravokotna na B.
e Normalna ravnina je dolocena z N in B ter je pravokotna na T.

e Rektifikacijska ravnina je dolocena z BinT ter je pravokotna na N.

3. Dana je krivulja:
t4 t3 t2
xZZ) y:§, Z:§~
a) V vseh tockah dolocite spremljajoci trieder.

b) Pri ¢t = 1 dolocite Se binormalo in pritisnjeno ravnino.
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Ukrivljenosti prostorske krivulje

Hitrost spreminjanja spremljajocega triedra merimo z dvema ukrivljenostma.
Merimo glede na naravni parameter. Fleksijska ukrivljenost ali upognje-
nost meri spreminjanje tangentnega vektorja, torzijska ukrivljenost ali zvi-
tost pa spreminjanje binormalnega vektorja oz. pritisnjene ravnine. Z njima
je mozno opisati tudi spreminjanje normalnega vektorja. Natancneje, veljajo
Frenet’-Serretove® formule:

T'=kN, B =-wN, N =-kT+wB.
Sicer pa se ukrivljenosti izrazata na naslednji nacin:

B H?X?H B (TxT)-T [?,?,ﬂ

ENTERE - N ENTPETIEN ENTRN
7] [ | |

4. Parametrizirajte krivuljo:
y=¢€"sinz, 2 4y = e**
ter pri z = 0,2 > 0 dolocite fleksijsko in torzijsko ukrivljenost.

5. Parametrizirajte krivuljo:

K:={(z,y,2) eR® ;2 +2° =2(2—2), z=1—uz, z € [1—\%,14—\%}}

ter pri z = 1,y > 0 dolocite fleksijsko in torzijsko ukrivljenost.

2Jean Frédéric Frenet (1816-1900), francoski matematik, astronom in meteorolog
3Joseph-Alfred Serret (1819-1885), francoski matematik
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Ploskev je mnoZica v R3, ki se da opisati v obliki:

x:f(u,v), y:g(uav>7 Z:h(u7v)

oziroma:
f(u,v)
T = g(u, U) )
h(u,v)

kjer (u,v) pretece doloceno odprto mnozico, f, g in h pa so dovolj lepe funkcije
— zahteve specificiramo posebej.

Zgornjemu zapisu pravimo parametrizacija, spremenljivkama v in v pa pa-
rametra. Ploskev pa lahko podamo tudi v kaksni drugi obliki, npr. implicitni
ali eksplicitni.

Normalni vektor N v dani tocki na ploskvi je enotski vektor, cigar smer
se ujema ali pa je nasprotna smeri vektorja T, X T,. Tocka je regularna, ce
ustrezni vektor obstaja in je razlicen od ni¢. V posamezni regularni tocki sta
torej mozna dva normalna vektorja. Le-ta sta neodvisna od zapisa ploskve.

Normala na ploskev v regularni tocki je premica, ki gre skozi dano tocko in
katere smerni vektor je enak normalnemu vektorju (torej je vzporeden vektorju
Ty X Ty).

Tangentna ravnina na ploskev v regularni tocki je ravnina, ki gre skozi dano
tocko in katere normalni vektor je enak normalnemu vektorju ploskve (torej je
vzporeden vektorju T, X T,).

6. Parametrizirajte ploskev 22 +1? — 2% = 1 ter v tocki T'(3, 4, 2), kjer je z < 0, poicite
normalni vektor, normalo in tangentno ravnino.

3t
7. Dana je krivulja 7 = | 3t?
23

a) Zapisite enacbo ploskve, ki jo sestavljajo premice, ki gredo skozi posamezne
tocke na krivulji v smeri pripadajocega normalnega vektorja.

b) Poiscite evoluto te krivulje, tj. krivulje, ki jo sestavljajo srediS¢a pritisnjenih
krogov, tj. krogov, ki se dotikajo dane krivulje, so vzporedni z ustreznimi priti-
snjenimi ravninami in imajo polmere, ki se ujemajo s pripadajo¢imi krivinskimi
polmeri krivulje, torej reciproc¢nimi vrednostmi fleksijskih ukrivljenosti.
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Krivuljni integral skalarnega polja w = ®(x,y, z) po krivulji K, parame-
trizirani v vektorski obliki T = (z,y,2) = 9(t), ko t pretece interval (a,b), je
definiran po predpisu:

[ was= [ o |7t = [ o) [0 a

in je neodvisen od parametrizacije.

Ce parametrizacijo zapisemo po komponentah:

se integral izraza v obliki:

/Kwds = /bé(x,y,z)\/j:2+y2+z2dt:
- / (f(1), g(t), h(D)/ (1) + (5(0)° + (h(1))* dt .

8. IzraCunajte / vV 2+ y? + 22ds, kjer je K prvi zavoj standardne Arhimedove spi-
K

rale:
r=acosa, Yy=asina, z=0; 0<a<2r.

Prostorska krivulja K z (lahko nehomogeno) dolzinsko gostoto p ima maso:

m = / pds
K
in tezisce (x*,y*, z*), kjer je:

1 1 1
x*:—/ prds, y*:—/ wyds, z*:—/ (zds.
mJk mJk mJk

Vztrajnostni momenti okoli koordinatnih osi so enaki:

@z/ﬂ@+fM& %Z/MW+fN& LZ/MW+fN&
K K K

9. Izracunajte tezisce in vztrajnostni moment okoli osi x prostorske krivulje:
r=23t, y=3t, =z=23; 0<t<l1

Yy
x4+ 3z

z dolzinsko gostoto u =
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Krivuljni integral vektorskega polja R= 5(?) po krivulji K, parametri-
zirani v vektorski obliki T = p(t), ko gre t od a do b, je definiran po predpisu:

/KE AT = /ab6(¢(t>) () dt

in je v osnovi neodvisen od parametrizacije: odvisen je le od orientacije krivu-
lje, ki jo doloca dana parametrizacija. Orientirani krivulji pravimo tudi pot.
Integral po nasprotno orientirani krivulji je nasprotna vrednost prvotnega in-
tegrala. Pri parametrizaciji ni nujno, da je a < b.

Opomba. Krivuljni integral polja sil po dani poti predstavlja delo, ki ga opravi sila
vzdolz te poti.

Orientacijo gladke krivulje lahko podamo kot usklajen nabor tangentnih vektorjev: za vsako notranjo tocko je predpisan vektor T\, ki je
tangenten na krivuljo, pri ¢emer mora obstajati taka parametrizacija 7 = 7 (t), ko gre t od a do b, da ima d7 /dt isto smer kot T (7 (t)), ¢e
je a < b, in nasprotno smer, ¢e je a > b. Tako parametrizacija doloc¢i eno od dveh moznih orientacij.

Y t
10. Izracunajte integral vektorskega polja R= |-z po krivuljah K; = |¢]| in
x t
t
Ky = [#?|, pri ¢emer gre parameter ¢ obakrat od 0 do 1.

tS
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Krivuljni integral vektorskega polja po komponentah

Krivuljni integral vektorskega polja:

R B F(z,y,2)
R=Y|=|G(zy,2)
| Z H(z,y,z)

po krivulji:

kjer gret od a do b,

Y

=l

I
>S9
A~ N~
~ T~ T~
—— N

se izraza v obliki:

/K R.-dr - / F(1(0),9(0), F0) F(5) + G(F(1),9(0), 9(1)) §(0)+
+ H(f(2), 9(6), h(t)) ()] at.

To pa lahko zapisemo tudi kot:

t=b
/R-d?:/ (Xd;l:—i—Ydy—l—Zdz).
K ¢

=a

Izrazu X de+Y dy+ Z dz pravimo diferencialna forma. Splosneje, diferenci-
alna forma je vsota izrazov oblike u dv, kjer sta u in v skalarni polji. Krivuljni
integral diferencialne forme definiramo po predpisu:

d

/Kudv = /abu(?(t)) &U(?(t)) dt.

pri cemer za vsote razsirimo po linearnosti.

21z
11. Izracunajte Se integral vektorskega polja R = 22 po krivuljah K in K iz
2yz + x°

prejsnje naloge.
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Potencial vektorskega polja R je tako skalarno polje w, da je R njegov

X
gradient — pisemo R= grad w ali R=Vw. ZaR=|Y| to pomeni:
Z
ow ow ow
X=—, Y=—, Z=—
Oz’ oy’ 0z

ali tudi dw = X de +Y dy + Z dz. Ce ima vektorsko polje potencial, pravimo,
da je potencialno.

Vektorsko polje R je potencialno natanko tedaj, ko je njegov krivuljni inte-

gral odvisen le od zacetnega in koncnega krajisca krivulje. V tem primeru je
b

smiselno definirati / R-d7. Ce je w potencial polja R, velja kar:

—

a

b
/ R-d7 =w(b) —w(a).

12. Dokazite, da je vektorsko polje R iz prejsnje naloge potencialno, in izracunajte
njegov potencial.

Povrsina ploskve, parametrizirane z 7 = p(u,v), kjer je (u,v) € A, je enaka:
P = // VEG — F?dudv,
A

kjer so E, F' in G koeficienti prve fundamentalne forme:
E=|7?, F=7,7T, G=]7l>.

Rezultat je neodvisen od parametrizacije.

13. Izracunajte povrsino tistega dela ploskve x? + y? + z = 1, ki leZi nad ravnino xy.
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Ploskovni integral skalarnega polja w = ®(x,y, z) po ploskvi S, parame-
trizirani z 7 = (2,9, 2) = ¢(u,v), kjer je (u,v) € A, je definiran po predpisu:

//de / 7)VEG — F2dudv,

in je neodvisen od parametrizacije.

Masa ploskve s povrsinsko gostoto o je enaka m = / / o dP, njeno tezisce
s

pa ima koordinate:

1 1 1
x*:—//ade, y*:—//aydp, z*:—//azdP.
mJJs mJJs mJJs

Vztrajnostni momenti okoli koordinatnih osi so enaki:
Jx://a(y2+z2)dP, Jy://a(sc2+z2)dP, JZ://a(x2+y2)dP
s s S

14. Izracunajte maso, tezisce in vztrajnostni moment okoli osi z dela paraboloida:

z:x2+y2; z <1,
katerega povrSinska gostota je enaka o = x? + y2.

15. Izracunajte maso in vztrajnostni moment homogenega votlega torusa z zanemarljivo
debelino okoli simetrijske osi.

Ploskovni integral vektorskega polja (pretok)

Orientacija ploskve je podana z usklajenim naborom normalnih vektorjev: v
vsaki tocki T na robu ploskve mora biti podan enotski vektor N = W(7), ki je
pravokoten na ploskev, vektorska funkcija W pa mora biti zvezna.

Parametrizacija 7 = ¢(u,v) je skladna z orientacijo, ¢e ima T, X T, isto smer
kot vektor (7). Tako parametrizacija tudi doloci orientacijo.

Ploskovni integral vektorskega polja R = 5(?) po orientirani ploskvi S
ali tudi pretok polja R skozi S je ploskovni integral skalarnega polja

/ / R-NdP. Ce je ploskev orientirana skladno s parametrizacijo T = @(u,v),
(u,v) € A, je pretok enak:

//R NdP = // (T x 7) dudo.

16. Izracunajte pretok polja (z,v,22) skozi ploskev z? = 22 + ¢ 0 < z < 1 v smeri
navzdol.
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Ploskovni integral vektorskega polja po komponentah

X

Ce je R = |Y | ter &e se da ploskev parametrizirati v oblikah x = f(y, z),
Z

(x,2) € A1,y =g(x,2), (x,2) € Ay, in z=h(z,y), (z,y) € As, velja tudi:

//E-ﬁdp:// sgn(Nx)Xdydz—l—// sgn(N,)Y dzdx +
S Ay Ag

+// sgn(N,) Z dx dy,
Az

kjer so sgn(N,), sgn(N,) in sgn(N,) predznaki komponent normalnega vektorja
N.

Opomba. Zadnja izrazava pretoka ima Se bolj sofisticirano razli¢ico. PiSemo lahko:
// ﬁ-ﬁdpz// (Xdy Adz+ Y dzAdz + Zde Ady) .
S S

Produkti dy A dz, dz A do in dz A dy so malo drugacni od obic¢ajnih produktov diferencialov dydz, dzdz in dzdy. Medtem ko se drugi
nanasajo na projekcije Ay, Ao in Agz, se prvi nanasajo na orientirano ploskev S.

e Produkt dy A dz ustreza produktu dy dz, ¢e ima N pozitivho komponento z; sicer ustreza produktu —dydz.

e Produkt dz A dz ustreza produktu dz dz, ¢e ima N pozitivno komponento y; sicer ustreza produktu —dz dz.
o Produkt dz A dy ustreza produktu dz dy, ¢e ima N pozitivno komponento z; sicer ustreza produktu —dx dy.

Novo definirani produkti so antikomutativni: velja de A dz = —dz A dz, medtem ko je v obi¢ajnem dvojnem integralu seveda dax dz = dz d=z.

Ploskovni integral lahko definiramo celo po poljubnem produktu diferencialov skalarnih polj: za skalarna polja w, o in 8 definiramo:

Jf w3 ff it

Opazimo, da gre zveza med diferenciali prek Jacobijeve determinante.

%a( (u,v)) %a(?(u,v)) dude .

I
2B8(F(w,v)  ZB(T (v, v)

2
2
2

8

17. Izracunajte pretok vektorskega polja R= y“ | skozi ploskev:

I

r—2y+32=6, >0, y<0, z>0,
orientirano tako, da normala kaze navzgor.
18. Izracunajte pretok vektorskega polja:

(%, y, 2)

R= 2"
2?2 4% + 22

skozi plas¢ valja 2% 4+ y? = 1, orientiran navzven.
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X
Divergenca vektorskega polja R=|Y je skalarno polje:
Z
= 00X oY 0907 = =
divR=—+—+—=V_-R.
v Ox * oy * 0z v

19. Izracunajte div(z?z, —xy?z, 3yz?).

20. Naj bo r = \/z2 + y? + 22 = ||7||. Za vse p izracunajte div(r*7).

X
Rotor vektorskega polja R = |Y | je vektorsko polje:
A
9Z _ oY
IR dy 0z N N
rotR= |95 - 22| =V xR.
Y X
ox y

21. Izracunajte rot(xz3, —222%yz, 2yz*).

V zaporedju operatorjev:

skalarno grad vektorsko rot vektorsko div skalarno
polje polje polje polje

je kompozitum dveh zaporednih operacij enak nic: rot grad = 0 in divrot = 0.

Za vektorsko polje pravimo, da je brez vrtincev, ce je njegov rotor enak nic,
in brez izvirov (solenoidalno), ce je njegova divergenca enaka nic.
Pravimo tudi, da je vektorsko polje R potencialno, ce je gradient nekega
skalarnega polja w: R = gradw. Polje w je njegov potencial. Ce je R =
(X,Y, Z), lahko ekvivalentno zapisemo tudi dw = X dz+Y dy+Z dz. Pravimo,
da je diferencialna forma na desni eksaktna.

Vsako potencialno polje je torej brez vrtincev in vsako vektorsko polje, ki je
dobljeno kot rotor nekega drugega vektorskega polja, je brez izvirov.
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Na dovolj lepih obmodjih (povrsno povedano, brez lukenj)
velja tudi obrat: vsako polje brez vrtincev je potencialno in
vsako polje brez izvirov je rotor nekega vektorskega polja.

22. Dokazite, da obstajata taka a in b, da je vektorsko polje:

23.

(22%sin z, 3y’sinz, (7' +y"*") cos z)

potencialno. Za taka a in b izracunajte njegov potencial.

Cirkulacija je integral po sklenjeni krivulji in jo oznacujemo z % R-d7.
K

Je neodvisna od zacetne oz. koncne tocke v parametrizaciji, odvisna pa je
od orientacije.

Greenova’ formula
Naj bo D omejeno ravninsko obmocje z odsekoma gladkim robom 0D, ki ga
S i . .3 X ..
orientiramo pozitivno. Tedaj za vektorsko polje R = [Y]’ ki je zvezno na

zaprtju obmocja in zvezno odvedljivo v njegovi notranjosti, velja:

oy 00X
X Y dy) = - _ = .
jép< do+ Y dy) //D(a%' 8@/) dody

28

Naj bo K rob trikotnika z oglis¢i A(0,0), B(1,0) in C(0,1), orientiran v nasprotni

smeri urinega kazalca. Izracunajte:

]{{(de—i—Ydy),

kjer je:

4George Green (1793-1841), angleski matemati¢ni fizik
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5

Gaussov® izrek

Naj bo D omejeno prostorsko obmocje z odsekoma gladkim robom 9D, ki ga
orientiramo tako, da normala kaze navzven. Tedaj za vsako zvezno odvedljivo
vektorsko polje R velja:

// Tz.ﬁdpz/// div RdV .
oD D

Opomba. Greenovo formulo lahko razumemo tudi kot poseben primer Gaussovega izreka.

. .| X .. .
Natancneje, Greenova formula za polje {Y} in obmocje D ustreza Gaussovemu izreku za

Y
polje | —X| in obmocje D x [0, 1].
0

24. Izracunajte pretok vektorskega polja:
X=a(+2%), Y=y@a®+2%), Z=z0a"+y°

skozi rob enotske krogle 2 + y* + 22 = 1, orientiran navzven (gre torej za iztok iz

krogle).
R T+ Y+ 22
25. Izracunajte pretok vektorskega polja R := |y + Va2 + 22| skozi plas¢ stozca
24+ /2% 4+ y?

22 > 2% 4+ 92, 0 < 2z < 1, orientiran tako, da normala kaZe navzgor.

26. Dana naj bo ploskev S s parametrizacijo:

(1 + e " cos v) cosu
7(u,v) = | (1+ecosv)sinu| ; wel0,2n], vel027],
e “sinv

orientirana v smeri vektorja 7, X T,. Ploskev je skicirana na spodnji sliki:

5Carl Friedrich Gauf (1777-1855), nemski matematik
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a) Opisite krivulji, ki ju dobite pri u = 0 oz. u = 2.

b) Izracunajte integral vektorskega polja:
O

po ploskvi §.

Stokesov® izrek

Naj bo S omejena orientirana odsekoma gladka ploskev v prostoru z odsekoma
gladkim robom 0S. Orientiramo se rob dS. Ploskev S in njen rob 0S sta
skladno orientirana, ¢e imamo, ce se sprehajamo po robu ploskve v smeri
njegove orientacije in smo obrnjeni tako kot normalni vektor ploskve, ploskev
na levi.

Racunsko gledano, naj bo ploskev parametrizirana z (u,v) € A C R? in naj
parametrizacija rob OA preslika na rob 0S. Ce:

e rob OA orientiramo pozitivno, tj. v nasprotni smeri urinega kazalca,

e to orientacijo prek parametrizacije prenesemo na 05,

e ploskev orientiramo skladno s parametrizacijo,
sta S in 0S skladno orientirana.

Ce sta ploskev S "in njen rob 0SS skladno orientirana, za vsako zvezno odvedljivo
vektorsko polje R velja:

7{ ﬁ‘d?://rotﬁ-ﬁdP.
08 s

Opomba. Stokesov izrek je posplositev Greenove formule. Natancneje, Greenova formula
X X

za polje [Y} in obmocje D ustreza Stokesovemu izreku za polje |Y | in ploskev D x {0}.
0

Opomba. Ce se v elektriénem polju nahaja prevodna zanka in gledamo delo, ki ga prejme
elektricni naboj, ko gre enkrat okoli zanke, Stokesov izrek to delo izrazi z integralom
rotorja.

27. Izracunajte integral vektorskega polja:

R e + Ty
R = z + sin’(y°)
e +2x +cosz+y

po krivulji, ki jo dolo¢ata enacbi #? + y? = 1 in 2z = xy, orientirana pa je tako, da
se, ¢e jo gledamo od zgoraj, vrti v nasprotni smeri urinega kazalca.

6Sir George Gabriel Stokes, 15¢ Baronet (1819-1903), irski fizik in matematik, deloval v Angliji
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28. Izracunajte cirkulacijo:

ﬁKm“’tf) dx+<m—x2+22> dy +
ke o0) o

kjer je K krivulja, ki gre od tocke (1,0,0) premoc¢rtno do (0,1, 0), nato premocrtno
do (0,0, 1) in nato premoértno spet do (1,0,0).
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5. Navadne diferencialne enac¢be

Locljive spremenljivke. Homogena, linearna, Bernoullijeva, Riccatijeva in eksaktna enacba.
Iskanje resitev v parametri¢ni obliki. Clairautova enacba. Znizanje reda. Sistemi linearnih
enacb.

Navadna diferencialna enacba reda n je enacba, v kateri je neznanka
funkcija y = h(z) in je oblike:

F(a,yy ..., y™) =0,

kjer je F' zvezna funkcija n + 2 spremenljivk.

Klasi¢na resitev tovrstne enacbe na dani neprazni odprti mnozici je funkcija,
ki je n-krat zvezno odvedljiva in zadosca dani enacbi.

1. Poiscite ¢im ve¢ klasi¢nih resitev enacbe y' = y%3, definiranih na odprtih intervalih.
Komentirajte!

Splosna resitev diferencialne enacbe je druzina klasicnih resitev te enacbe,
iz katerih lahko sestavimo vse klasicne resitve enacbe.

Za enacbo n-tega reda to pomeni, da za vsako klasicno resitev h in vsako tocko
o v njenem definicijskem obmocju obstaja funkcija hy iz te druzine, ki se v
levi limiti pri xg ujema s h tako v vrednosti kot tudi v prvih n odvodih, prav
tako pa tudi funkcija hp iz te druzine, ki se na ta nacin ujema s h v desni
limiti.

Ob navajanju splosne resitve se dogovorimo, da funkcije zozimo na mnozico
tock, kjer so n-krat zvezno odvedljive.

Druzina funkcij, ki zajema vse klasicne resitve diferencialne enacbe, ocitno
predstavlja splosno resitev diferencialne enacbe. To pa predstavlja tudi druzina
funkcij, ki zajema vse klasicne resitve enacbe, iz katere izvzamemo izbrane
tocke x1,xa,...,2,.

2. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe iz prejsnje naloge.

3. Poiscite klasi¢no resitev diferencialne enacbe y? = xyy’ + 9, za katero je y(1) = —2.
Katero je njeno maksimalno definicijsko obmocje?
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Poenostavitev izrazov z logaritmi

V enacbhi z locenima spremenljivkama:

~—

() dx = 9y

9(y) %,

kjer je kot ponavadi x neodvisna, y pa odvisna spremenljivka, lahko desno
stran integriramo v In %‘?) (in potem seveda na drugi strani ne pisemo aditivne
konstante).

Pogosto se resitev izraza z druzino funkcij C|h(zx)|, kjer C' pretece doloceno
podmnozico mnozice R\ {0}. Tedaj lahko na vsakem intervalu, kjer funkcija
h nima nicel, to druzino nadomestimo z druzino funkcij C' h(x), kjer C' pretece
mnozico, ki je ista ali pa prezrcaljena okoli izhodisca.

Enacba z locenima spremenljivkama je navadno prvi korak pri resevanju ne-
ke druge enacbe, ki ji ni povsem ekvivalentna. Preveriti moramo torej, kaj
se spremeni, ¢e enacbo z locenima spremenljivkama nadomestimo s prvotno
enacbo (tipicno, ali tudi za C' = 0 dobimo resitev).

4. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe 3% = xyy’ + 9.

5. Kolesar sprva vozi s hitrostjo 7 m/s in neha poganjati. Zra¢ni upor, ki ga zavira,
je sorazmeren s kvadratom kolesarjeve hitrosti. Po 3 sekundah se hitrost zmanjsa
na 6 m/s. Kdaj bo hitrost kolesarja znasala 1 m/s? Privzamemo, da ni vetra, in
zanemarimo upore druge vrste.

6. Stiroporno kroglo z maso m = 10 g izstrelimo navpic¢no v zrak s hitrostjo 100 m/s.
Zracni upor povzroca silo, ki je enaka cv?, kjer je v hitrost krogle in
c=2-107%Ns?/m?. Seveda pa na kroglo deluje e sila teze mg, kjer je g = 10 m /s>
Po koliksnem ¢asu krogla doseze najvisjo tocko in koliksno visino doseze? Kako pa
bi bilo, ¢e ne bi bilo zra¢nega upora?

Homogena diferencialna enacba je tista, ki je oblike:

r-a(?).

X v y . v
Ce v tako enacbo uvedemo z = =, jo prevedemo na enacbo z
x

lo¢ljivima spremenljivkama.

7. Poiscite partikularno resitev diferencialne enacbe:
vy —y=uxtg?,
x

ki zadosca zacetnemu pogoju y(3) = 8, skupaj z maksimalnim odprtim intervalom,
kjer je definirana.
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Linearna diferencialna enacba je tista, ki se da zapisati v obliki:

Y +a(@)y =r(z).

Ce poznamo eno resitev y = h(z), lahko preostale is¢emo v obliki y =
h(z) + z.

8. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe zy’ — 3y = .

Namig: ena od resitev je linearna funkcija.

Ce ne poznamo nobene resitve linearne diferencialne enacbe, jo lahko resimo
tudi tako, da najprej poiscemo resitev homogenega dela enacbe:

Yg +a(x)yn = 0. (*)

ki se da vedno zapisati v obliki yy = C h(x), kjer je C' konstanta, ki je lahko
poljubno realno stevilo: to so vse klasicne resitve enacbe (x).

Resitev izvirne enacbe nato iscemo z variacijo konstante, kar pomeni, da jo
nastavimo v obliki y = h(x) z, kjer je z zdaj funkcija.

Ce torej poznamo eno netrivialno resitev y = h(r) homogenega dela enacbe,
lahko resitve izvirne enacbe iS¢emo v obliki y = h(z) z.

9. Poiscite resitev diferencialne enacbe:
(e"+1)y +e*y=¢€"—1,

ki gre skozi izhodisce.

Bernoullijeva’ diferencialna enadéba je tista, ki se da zapisati v obliki:

«

v +al@)y=r(x)y”.
Enacbo lahko prevedemo na linearno, ce uvedemo:
w=y *, w=01-a)y ™y .
Pred tem se splaca deliti z y*. A pozor: ¢e je a > 0, pri deljenju izgubimo
resitve z niclami. V tem primeru ima enacba vedno konstantno resitev y = 0,

ki vcasih pride kot ogrinjaca ostalih resitev, vcasih pa ne. Paziti je treba tudi
na predznaka kolicin y in w!

10. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe 3y’ 4+ 2y = (1 +3 ex)y‘l.
11. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe xy’ + 3y = &y sinz.

12. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe xy’ — 4y + 4,/y = 0.

"Jakob Bernoulli (1655-1705), Svicarski matematik
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Riccatijeva® diferencialna enaéba ima obliko:

Y =plx) +q(z)y+r(z)y’.

Ta enacba se v splosnem ne da resiti v kvadraturah, tj. z integrali. Ce pa
poznamo eno resitev y = h(z), lahko preostale nastavimo v obliki:

y:h(x)+a.

Tako se enacba prevede na linearno.

13. Poiscite splosno resitev diferencialne enache:

2
y'=x2y2+—4.
X

Namig: za primerna a in p funkcija y = ax? resi enacbo.

Diferencialna enacba, zapisana v obliki:

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

OF oF
je eksaktna, ce obstaja taka funkcija F', da je M = e in N = 0
T Y
Splosna resitev enacbe je potem F(x,y) = C.
ON OM

Diferencialna enacba je eksaktna natanko tedaj, ko velja % o

Z Y
Funkciji F' pravimo ohranitvena koli¢ina ali prvi integral enacbe in jo
lahko is¢emo kot nedoloceni integral:

F(x,y) = /M(w,y) dr = Fi(z,y) + Ay) =

= /N(aj,y) dy = Fy(z,y) + B(x);

funkcije Fy, F,, A in B nastavimo tako, da se izraza ujemata.

14. Dokazite, da je diferencialna enacba:

(22° —y)do = (z +y)dy

eksaktna, in jo resite.

8Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), italijanski matematik
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Integracijski multiplikator

Vsaka diferencialna enacba prvega reda postane eksaktna, ¢e jo pomnozimo s
primerno funkcijo. Tej funkciji pravimo integracijski multiplikator. V splosnem
je sicer iskanje integracijskega multiplikatorja prav tako zahtevna naloga kot
iskanje resitve same diferencialne enacbe, vcasih pa se da za multiplikator
uganiti nastavek.

15. Poisc¢ite splosno resitev diferencialne enache:

X X
3ln(z+vy) + —— ) do + dy =0.
( n(r +y) x+y> v,

Namig: enacba postane eksaktna, ¢e jo pomnozite s primerno potenco dolocene
spremenljivke.

Iskanje resitev v parametri¢ni obliki

Posebej c¢e se v dani diferencialni enacbi odvod izraza na zapleten nacin, se
resitev cesto splaca iskati v parametricni obliki:

in sicer tako, da pois¢emo primerno funkcijo ¥, za katero bo y' = 9(t). Tedaj
velja: .
r_ Y

It =y =< (%)
(dogovorimo se, da pika oznacuje odvod po spremenljivki t). Dostikrat deluje
ze kar U(t) =t.
Ce je dana enacha oblike v = f(y'), iz nastavka takoj dobimo x = f(J(t)),
nakar po odvajanju iz zveze (x) dobimo Se y in po integraciji y.
Ce je dana enacba oblike y = g(y'), iz nastavka takoj dobimo x = g(J(t)),
nakar po odvajanju iz zveze (x) dobimo Se & in po integraciji x.

16. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe x = ' + siny/.

17. Pois¢ite splogno resitev diferencialne enacbe 22 — ¢y = 1.

18. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe y = /1 — y2.
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Clairautova® diferencialna enacba je oblike:
y=ay + f(y).

Njeno splosno resitev sestavljajo linearne funkcije:
y=Cx+ f(C).

Enacba ima tipicno tudi singularno resitev, ki jo dobimo tako, da zgornjo
enacbo parcialno odvajamo po C' in upostevamo oboje.

19. Poiscite splosno resitev diferencialne enac¢be y = zy’ + 32 skupaj z ogrinjaco.

Znizanje reda, ¢e manjka odvisna spremenljivka

Ce je y odvisna spremenljivka v diferencialni enachi, ki ne
vsebuje y,y/, ...,y ', lahko enacbi znizamo red z uvedbo
nove odvisne spremenljivke z = y").

Iz splosne resitve enacbe z znizanim redom z integracijo
dobimo splosno resitev prvotne enacbe.

20. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe z2y"” = (y”)2.

Znizanje reda, ¢e manjka neodvisna spremenljivka

Ce diferencialna enac¢ba ne vsebuje neodvisne spremenljivke
x, ji lahko prav tako znizamo red z uvedbo nove spremen-
ljivkev = 3. Enacba se namrec¢ da prevesti na diferencialno
enacbo za funkcijsko zvezo med y in Yy = v, saj se tudi visji
odvodi dajo izraziti zgolj s tema dvema spremenljivkama,
na primer:
,,_dv_dv dy_vdfu
S dr dydr  dy

Opomba. Ta matematicna identiteta lahko sluzi kot motivacija za vpeljavo kineti¢ne
energije in dela v Newtonovi mehaniki.

21. Poiséite klasi¢no resitev diferencialne enacbe yy” = 2yy’ —y'?, ki zadoSéa zacetnima
pogojema y(0) = —1,y/(0) = 3. Kateri je maksimalni mozni odprt interval, na
katerem je definirana?

9Alexis Claude Clairaut (1713-1765), francoski matematik, astronom in geofizik
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22.

23.

38

Na tockasto telo, ki je spocetka na razdalji yo od izhodis¢éa in miruje, deluje sila,
ki ga vlece proti izhodis¢u in je obratno sorazmerna z oddaljenostjo od izhodisca
(tako se denimo obnasa elektri¢na ali gravitacijska sila dolge zice). Se drugade, ¢e
z y ozna¢imo lego telesa glede na izhodisce, je njegov pospesek enak —k/y, kjer je

k > 0 neka konstanta.

a) Izracunajte hitrost telesa v odvisnosti od njegove lege.

b) Za vse 0 < y < yo zapiSite Cas, v katerem telo pride do lege y, kot doloceni

integral primerne elementarne funkcije.

c¢) Eksplicitno izracunajte ¢as, v katerem telo pride do izhodisca.

Homogena vrv, zvita v klob¢i¢ na robu mize, se zac¢ne odvijati navzdol. Opisite

dinamiko tega odvijanja.

Linearni sistemi s konstantnimi koeficienti

Sistem diferencialnih enach:

yi = f1($7y17y27"')yn)
yé = f2<x7y17y27"'7yn)

y;L = fn(nybyQa cee 7y’fb>

—

lahko interpretiramo kot vektorsko enacho ¥’ = f(x,y). Homogen linearni
sistem lahko zapisemo v obliki ¥’ = A(x)¥y, kjer je A matricna funkcija. Vse
klasicne resitve takega sistema se izrazajo v obliki:

? = Cl hl(l’) + CQhQ(.fE) + -+ Cnhn(ﬂﬁ) s
kjer so ﬁl, ceey ﬁn linearno neodvisne resitve.
Sistem ima konstantne koeficiente, ¢e je A konstantna matrika. Ce je U lastni
vektor matrike A za lastno vrednost \, je § = e’ resitev danega sistema.
Za linearno neodvisne lastne vektorje dobimo linearno neodvisne resitve. Ce
se torej matrika A da diagonalizirati, lahko na ta nacin dobimo vse resitve

danega sistema.

V nalogah od 24. do 28. poiscite splosno resitev danega sistema linearnih enacb.

24. 3y =2y + 3z,

2 =1y +2z.
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25.

26.

28.

29.

Kompleksne lastne vrednosti

Pri kompleksnih lastnih vrednostih dobimo realne bazne
resitve tako, da iz vsakega konjugiranega para izberemo
eno lastno vrednost, nakar vzamemo realni in imaginarni
del pripadajoce bazne resitve.

y =4y — 3z,
2 =3y +4z.

Resevanje sistemov pri korenskih vektorjih

V splosnem se matrika A ne da diagonalizirati. V tem primeru za cel prostor
potrebujemo lastne in korenske vektorje. Le-te lahko uredimo v verige:

N A-)N A-)I A-X A-)N A-)I
Um+r —_— Um+r—1 [ Um+2 —_— Um+1 — 0

(Va1 je lastni vektor, preostali vektorji pa so korenski). Iz take verige dobimo
naslednje linearno neodvisne resitve:

Ar —
(& Um—f—l s

6)\x (6m+2 +x ﬁerl) )

2
)\Q? RN RN :C RN
e Um+3 T2 Utz + 57 Umtt |

2!
€ Um—&-r—f—xvm—&-r—l"f_gUm+r—2+"'+ (7"—1)' Um+1 | -

y=-2+z,
Y= —y—4z.
v =y+2z+u,

2= -8y —9z— 3u,
u =12y + 122 + 3u.
Yy =—-2y+ 2+ 3u,

"= 22+ 5u,

u = —2u.

w
I

Dan je linearen sistem enacb

T -1 0 -1 T
yl=13 2 1 Y
z 0 0 -1 z

39
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a) Dolocite splosno resitev sistema enacb.

b) Doloéite vse tocke (zq,vo, 20) € R? z lastnostjo, da za reSitev sistema, ki gre
ob ¢asu t = 0 skozi tocko (o, Yo, 20), velja:

T 0
lim |y| = |0
t—o0 - 0

30. Dan je sistem navadnih diferencialnih enacb:
T 2 2 3 x
yl=11 3 3 Y
z -1 -2 =2 |z
a) Poiscite splosno resitev sistema diferencialnih enacb.

b) Pokazite, da je vsaka reSitev sistema enacb ravninska krivulja, in dolocite
enacbo ravnine, v kateri lezi resitev sistema z:

z(0)=4, y(0)=0, =z20)=-1.

Variacija konstant pri nehomogenih linearnih sistemih

Resitev nehomogenega sistema linearnih diferencialnih enacb:
y'=A2)y + b()

lahko poiscemo s pomocjo splosne resitve pripadajocega homogenega sistema
Yy = A(x)y . Naj se le-ta izraza v obliki:

— —

(@) = Cy hi(z) + Co ha(z) + -+ Cy hnl(z) = Y(2) C |

kjer je:
Cy
SN N IR N Cg
V()= [Mi(@) Bole) - Fu@)] i C= |
Ch

Matriki Y (x) pravimo fundamentalna matrika sistema.

Tedaj se resitev danega nehomogenega sistema izraza v obliki y = Y (z)u
kjer vektorska funkcija u resi sistem:

)

Y(z)3d' = b(x).

31. Poiscite splosno resitev sistema:

y=-2+z+e”,

/

2 =—y—4z.
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Homogena linearna DE s konstantnimi koeficienti

Resitev enacbe:

any™ + ap_ 1y £ ay +Fagy =0, (%)

kjer so ay, ..., a, konstante, poisS¢emo s pomocjo karakteristicne enacbe:
ap A" + ap N+ e A+ a9 = 0. (%)
Ce ima enacha (*%) same enostavne resitve Ay, ..., \,, so vse klasicne resitve

enacbe (x), definirane na odprtih intervalih, oblike:

y:016A11+C2€)\2:r+_”_i_Cne)\nx.

V nalogah od 32. do 39. poiscite splosno resitev dane diferencialne enacbe.

32.

33.

34.
35.
36.

37.
38.
39.

y' —y —2y=0.
y"+2y =0.

Veckratne nic¢le karakteristicnega polinoma

Pri veckratnih resitvah mnozimo z x, dokler ne dobimo dovolj neodvisnih resi-
tev: ce je torej \ r-kratna resitev, iz nje dobimo clene oblike:

(Ck + Crp1z + -+ + Cryprz™™ e

y" + 6y + 9y = 0.
y" +3y" +3y +y=0.

y/// _ 23/” _ 4y/ + 8y = 0.

Kompleksne nicle karakteristicnega polinoma

Clene, dobljene iz (konjugirano) kompleksnih resitev, spremenimo v trigonome-

trijo, npr. Cy e @P)T 4+ Cy @7 se spremeni v C; €® cos(Bx)+Cy €% sin(Bz).

y" + 2y + 5y = 0.
y@ +6y" + 9y = 0.

y(5) . 3y(4) + 4y/// . 4y// + 3y/ —y= 0.

41
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Homogena Euler!°-Cauchyjeva!! diferencialna enaéba

Resitev enacbe:

anxny(n) + an—lxnily(nil) + -+ Cllxyl + Aoy = 0 ’ (*)

kjer so ay, ..., a, konstante, poiS¢emo s pomocjo karakteristicne enacbe:
apn A A=1) - A=n+1)+a, 1 AA=1) - (A=n+2)+---+a;A\+ag = 0. (*x)

Ce ima enacha (x*) same enostavne resitve Ay, ..., \,, so pri z > 0 vse klasicne
resitve (x), definirane na odprtih intervalih, oblike:

y:Clx)‘l%—C’gx’\?—i—---—i—C’nxA".

Pri veckratnih resitvah mnozimo z Inx: ce je recimo A r-kratna resitev, iz nje
dobimo clene oblike:

(Ck + Ck+1 Inz + o4 Ck-{—r—l(lnf)r_l)l‘)‘ .

Poleg tega pa clene, dobljene iz (konjugirano) kompleksnih resitev, spremenimo
v trigonometrijo, npr. Cy P + Cy2%7P" se spremeni v Cy 2% cos(BInz) +
Cyz®sin(flnz).

Klasic¢ne resitve pri x < 0 dobimo tako, da x zamenjamo z —x. Splosno resitev
dobimo tako, da x zamenjamo z |x|. V dolocenih ¢lenih menjava morda ni
potrebna.

POZOR: pri x = 0 pogoji eksistencnega izreka niso izpolnjeni!

V nalogah od 40. do 42. poiscite splosno resitev dane diferencialne enacbe.
40. 22%y" — Tay + 9y = 0.
41. 22%y" — 3xy' + 4y = 0.

42. 2%y" — 2y’ + 10y = 0.

OLeonhard Euler (1707-1783), §vicarski matematik
Hbaron Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francoski matematik
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Variacija konstant pri linearnih DE visjih redov

Variacijo konstant naredimo tako, da enacbo n-tega reda prevedemo na sistem

Yy
/
n enacb. Resitvi y enacbe n-tega reda ustreza resitev . pripadajoce-
y(nfl)
ga sistema. Iz baze (hq, hs, ..., h,) resitev enacbe n-tega reda torej dobimo
fundamentalno matriko:
[ hi(z)  he(z) hn(x) ]
hi(z)  hy(z) hy, ()
Y(x) = : : - :
e S, S
oy (@) Ry e (@)
Resitev izvirne enacbe nastavimo v obliki y = hy(z)uy + - -+ + hy(z) u,, kjer
funkcije uy, . . ., u, zadoscajo sistemu:
uh 0
/
uly 0
Y(x) | | =
Up 0
/ b(z)
[ Un L an(x)

43. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe 4y” +y = ——.
sin Z

N

44. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe z%y” — 2zy’ + 2y = T
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45.

46.

Nastavki za nehomogeno enacbo s konstantnimi koeficienti
(brez prekrivanja z reSitvijo homogene enac¢be)

Resitev enacbe s konstantnimi koeficienti:
any(n) + an—ly(n_l) 4+ 4 aly/ —+ apy = P(gp) e ,

kjer je P polinom, o pa ni resitev karakteristicne enacbe, is¢emo v obliki y =
yu + yp, kjer je yg resitev homogenega dela enacbe, yp pa je resitev izvirne
enacbe oblike yp = P(z) e**, kjer je P polinom, ki je iste stopnje kot P.
Resitev enacbe:

any™ + apy™ Y + -+ ay + agy = e (P(x) cosx + Q(z) sinx)

kjer sta P in () polinoma, o & (i pa ni resitev karakteristicne enacbe, iscemo
v obliki y = yg + yp, kjer je yg tako kot prej, yp pa je resitev izvirne enacbe
oblike yp = e** (P(x) cos z4+Q(z) sin ZL‘) , kjer se maksimalna stopnja polinomov
P in Q) ujema z maksimalno stopnjo polinomov P in Q.

Poisc¢ite splo$no reditev diferencialne enacbe 3" — 3/ — 2y = x e =2 + cos .

Nastavki za nehomogeno enacbo s konstantnimi koeficienti
(s prekrivanjem z reSitvijo homogene enacbe)

Ce je v enacbi, podani tako kot prej, a oziroma « + (51 resitev karakteristicne
enacbe z veckratnostjo r, ustrezni c¢len v nastavku za yp mnozimo z x". Z
drugimi besedami, ce se desna stran prekriva z resitvijo pripadajoce homogene

enacbe, mnozimo z x, dokler se ne prekriva vec.

Poiséite splosno resitev diferencialne enacbe 3 + 6y’ + 9y = e~32.

44
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6. Variacijski racun

.....

Ekstremale funkcionalov

Ekstrem funkcionala: ,
1) = [ L) da

kjer je L dvakrat parcialno zvezno odvedljiva funkcija treh spremenljivk, y pa
dvakrat zvezno odvedljiva funkcija na |[a,b|, pri morebitnih dodatnih robnih
pogojih y(a) = A, y(b) = B (vsak od njiju lahko nastopa ali ne nastopa), je
lahko dosezen kvecjemu za funkcije, ki zadoscajo Euler—Lagrangeovi enacbi:

d
LyzaLy/.

Ce posamezen robni pogoj ne nastopa (imamo prosto krajisée), ga nado-
mestimo s pogojem transverzalnosti:

Ly(a,y(a),y'(a)) =0 oziroma Ly, (b,y(b),y'(b)) =0.

1. Raziscite zalogo vrednosti funkcionala:

2
I(y) = / (z*y* + 2¢°) dz,
1

definiranega na prostoru vseh dvakrat zvezno odvedljivih funkcij y na intervalu [1, 2],
za katere je y(1) =4 in y(2) = 1.

Ad hoc zadosten pogoj za minimum
Ce je:

9 d
L(w,y,y) = (Mz,9,9))" + - Fla,y)
in je yo funkcija z A(x,yo,yp) = 0, F' pa je v posameznem krajiscu intervala
la, b] enaka za vse y, je v yo doseZzen minimum funkcionala I.
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Konveksna jedra

Oznacimo K := Ly Ly, — Lf/y, in naj bo yy stacionarna tocka funkcionala

I(y) = ff L(z,y,vy") dz v vektorskem funkcijskem prostoru ).
e Ce povsod velja L,, > 0in K > 0, funkcional I v y, doseze minimum,
tj. za vsak y € Y velja I(y) > 1(yo).
e Ce jedro L izpolnjuje zgornje pogoje in je vy, edina stacionarna tocka
funkcionala I, je v yo doseZen strogi minimum,, tj. za vsak y € Y\ {yo}
velja I(y) > 1(yo).

2. Raziscite zalogo vrednosti funkcionala:

1
]@):1/ (v +y* +2ye”) da,
0

definiranega na prostoru vseh dvakrat zvezno odvedljivih funkcijah y na intervalu
0, 1], za katere je y(1) = 0.

3. Poiscite najkrajso pot — geodetko med tockama A(—1,0,1/2) in B(1,1,1/2), ¢e smo
omejeni na ploskev z = 2%/2. Kot znano privzemite, da le-ta obstaja in jo je mozno
izraziti v obliki (x, y(x), xQ), kjer je y dvakrat zvezno odvedljiva funkcija.

Konveksna jedra, neodvisna od y

I<y)=/abF(%)sodx,

kjer je ¢: [a,b] — (0,00) zvezna, F': R — R pa konveksna funkcija. Nadalje
naj bo ) prostor vseh dvakrat zvezno odvedljivih funkcij y: [a,b] — R, za
katere je y(a) = u in y(b) = v. Tedaj je:

Naj bo funkcional I oblike:

mmI@y—u%)—cF<”_“),

yeY C

b
kjerjec—/ pdx in

1 T b . T
yo(a:):—(v/ gpdx+u/ Lpdx):u+v u/ pdr.
c a xT c a

4. Po kateri poti najhitreje pridemo iz tocke A(1,0) v tocko B(0,2), ¢e je hitrost
premo sorazmerna z oddaljenostjo od izhodis¢a? Kot znano lahko privzamete, da
je optimalno pot mozno izraziti v polarnih koordinatah kot r = r(0), 0 < 6 < 7,
kjer je r dvakrat zvezno odvedljiva funkcija kota 6.
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5. Valjast stolp polmera 2 m zelimo pokriti z rotacijsko simetri¢no streho. Streha naj
se za¢ne na robu valja, visoka pa mora biti v/3m in na vrhu naj ima luknjo polmera
1 m. Oznac¢imo s h(r) visino strehe, s ¢(r) pa ceno strehe na enoto povrsine, pri
¢emer je r oddaljenost od simetrijske osi.

a) lIzrazite ceno strehe s funkcijama c in h.

b) Dolocite obliko strehe, pri kateri cena strehe doseze ekstremno vrednost, Ce je

1
c(r) = 2 Za kaksen ekstrem gre?

Ce je L odvisen le od y in i, iz Euler-Lagrangeove enacbe sledi Beltramijeva
identiteta:

L— y/Ly/ == C .
Obratno Euler-Lagrangeova enacba sledi iz Beltramijeve identitete na interva-
lih, kjer odvod 1/ ni enak nic.

6. Poiscéite stacionarne tocke funkcionala:

2 1 2
I<y>=/2—v o da

na prostoru vseh dvakrat zvezno odvedljivih funkcij na [—2, 2], za katere je y(—2) =
y(2) =21in y(x) > 0 za vsak = € [-2,2].
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7. Hilbertovi prostori

Splosni skalarni produkt, ortogonalnost, ortogonalizacija, ortogonalna projekcija.

V nalogah od 1. do 4. na prostoru zveznih funkcij iz [—1, 1] v R gledamo naslednji skalarni
produkt:

p-q::/_lp@)q(x)dx.

1

1. Izracunajte kot med funkcijama p(z) := 1 in ¢(x) := x.

2. Izracunajte kot med funkcijama p(z) := 1 in ¢(z) := 2%

3. Dana je druZina polinomov p,(z) := 2% + a.

a) Poiscite a, pri katerem je p, ortogonalen na konstanto 1.
b
c

d

Koliksna je norma polinoma p, iz prejsnje tocke?

Koliksen je kot med polinomoma p, in x — z?

)
)
)
) Poiscite ortonormirano bazo prostora polinomov stopnje najvec 2.

3

4. Poiscite ortogonalno projekcijo polinoma ¢(z) := z° na prostor polinomov stopnje

najvec 2.

Opomba. Induktivno se da konstruirati ortonormirana baza eg, eq, es, ... prostora vseh
polinomov, pri ¢emer je polinom vsak e, stopnje n. Do konstantnega faktorja natancno
so to Legendrovi polinomi.



RESITVE
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1.

f—t

Ponovitev elementarnih integralov

. (2_:53_2)\/5+G

7 T

3z —4x 31
x1—8x4—ﬁln]2+3x|+0.

C L 1) C

S substitucijo t = v/2x — 1, x = (t* + 1) /2, dz = t dt dobimo:

> g 1 /3 16
—C _de== +1Ddt=—.
/1\/23:—1 * 2/1( ) 3

27
. Oznac¢imo J ::/ |sin:v — %| dz.
0

Prvi nacin. Neposredno izracunamo:

w/6 57/6 2m T
J:/ (%—sinm)d:ﬂ—l—/ (sinx—%)dxjt/ (%—sinz)dz:—+2\/§.
0 T

/6 57 /6 3

Drugi nacin. 7 upostevanjem periodi¢nosti malo poenostavimo:

137/6 57/6 137/6 -
J:/ ‘sinx—%‘dx:/ (sinx—%)dx—l—/ (%—sinx)dx:—+2\/§.
/6 /6 57/6 3

. (In3)/2.

Pruvi nacin. To je ploscina polkroga s polmerom 1, ki je enaka /2.

Drugi nacin. V integral vpeljemo substitucijo ¢ = /1 — 22, toda to ne gre brez
razdelitve integrala (z neprevidno izvedbo kaj lahko dobimo, da je integral enak
ni¢, to pa ni res, ker je integrand povsod pozitiven). Ker je z — /1 — 22 soda
funkcija, velja:

1
J—2/ vV1—22dx.
0

Po vpeljavi nove spremenljivke ¢ = /1 — 22 dobimo:
5 O At
1 V1—12
. bedt
0o V1—1t?
1
1
=2 —VI—)dt=
| Gr=s=7)

1
—_J=
0

J:

= 2arcsint

=1—J.
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Sledi J = m/2.
Tretji nacin. Oznacimo:

1
J::/ vV1—22dx.
-1

S substitucijo £ = sint dobimo:

J= / " ot rdr = £ 4 S0
71_/2 2 4

w/2

—7/2

8. S substitucijo t = 2* — 822 4 8x + 3 se dani integral prevede na:

3
t
/ﬂdtzo,
5 4t

Substitucija je legitimna, ker je integracijska pot zvezna in gladka ter ker sta vzdolz
cele poti oba integranda dobro definirana (recimo nikjer ne pride do deljenja z 0) in
enaka (nikjer recimo ni dileme o predznaku korena).

9. Oznacimo iskani integral z J. Vanj se splaca vpeljati substitucijo t = tgx, a z
nepremisljeno uporabo dobimo:

O dt
J=] ———=0
/0 25 + 16t2 ’

kar ni res. Taka uvedba substitucije je napacna zato, ker je krivulja t = tgx
prekinjena. Zato je potrebno integral razdeliti:

S /7r/2 dx N /37r/2 dx N /3%/2 dx
Jo 16+9cos?z S 1649cos’z ), 164 9cos’z

Z upostevanjem periodi¢nosti dobimo:

3mw/2 d
j_Q/ @
=2 16+ 9cos?z

in v ta integral lahko vpeljemo zgornjo substitucijo. Dobimo:

& dt T
/ /_Oo 2% + 162 10



M. RAIC: VAJE 1Z MATEMATIKE 3 ZA FIZIKE 52

2. Integrali s parametrom

1. V integrandu moramo razdelati absolutno vrednost. Za ta namen je klju¢no, da
izraz 2y — 3x pride na ni¢ pri z = 2y/3. Lo¢imo tri moznosti:

e Ceje2y/3 <0, jetudi 2y/3 < x za vse x € [0,1]. Povsod znotraj integrala je
torej 2y — 3x > 0, torej je:

F(y):/o (2y—3x)dx:g—2y.

o Ceje2y/3>1,jetudi 2y/3 > x za vse x € [0,1]. Povsod znotraj integrala je
torej 2y — 3x < 0, torej je:

F(y):/o (33:—2y)da::2y—;.

e Cepaje0<2y/3<1,je2y—3r>0za0<z<2y/3in2y—3z<0za
2y/3 <z < 1. Torej je:

2y/3 1 4y2 3
F(y):/ (2y—3x)dx+/ (Bx —3y)de = =— — 2y + —.
0 2y/3 3 2

Sklep:
2

Py
Flyy=¢ 3y*—2y+3 ;0
Dy

IA

vV IA
ol L o
IN
([

2. Funkcija (z,y) — W je definirana za poljubna z,y € R in je zvezna, saj je
elementarna. Torej je tudi funkcija F' povsod zvezna. S substitucijo t = xy izracu-

namao: 1 vt ¢
arctgy
(y) /0 e y Yy #

in Se trivialno F'(0) = 1. Dobimo torej znano dejstvo, da je lim, o arc;gy = 1.

3. Funkcija f, je vselej in povsod zvezna v spremenljivki x, saj jo je mozno predstaviti
kot enotno elementarno funkcijo na [0, 1]. Nadalje je f, za vsak « zvezna kot funkcija
dveh spremenljivk (torej tudi v spremenljivki y), ¢e je y > 0, saj jo je v okolici take
tocke spet mozno predstaviti kot enotno elementarno funkcijo. Zato je tudi integral
F,(y) zvezen za vse «, Ce je y > 0.

Preostane le Se primer, ko je y = 0. Ker eksponentna funkcija prevlada nad po-
tencno, za vsak x € [0, 1) velja lim, o y~*2*¥ = 0, od koder sledi lim, g f,(z,y) =
0 = fa(x,0). Slednje trivialno velja tudi za x = 1. Sledi, da je f, vselej in povsod
zvezna v spremenljivki y.

Funkcija f, je v tocki (z,0) zvezna kot funkcija dveh spremenljivk, ¢e za vsak € > 0
obstaja taka okolica tocke (z,0), da za vsak (£,7) iz te okolice velja fo(£,n) < e
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(funkcija je nenegativna). Pri danem y > 0 si oglejmo maksimum izraza f,(x,y),
ko z pretece interval [0,1]. Velja f(0,y) = fo(1,y) =0 in:

%(x,y):fa(:c,y) (i_ : )

zy l—=x

kar je enako ni¢ pri z = ﬁ Sledi:

1 1

2€l0) fa@,y) = Ja <y+ 1 y) oy l(y 4 1)y
Za o < 1 gre zgornji izraz proti ni¢, ko gre y proti ni¢, kar pomeni, da je f, povsod
zvezna tudi kot funkcija dveh spremenljivk. Za o > 1 pa zgornji izraz ne gre proti
nic¢, kar pomeni, da f, kot funkcija dveh spremenljivk ne more biti povsod zvezna.
Pokazimo, da je zvezna v vseh tockah (z,0), kjer je z € [0,1). Za ta namen vzemimo
a € [0,1) in ocenimo:

max fo(z,y) < —a'l,

z€[0,a] Y
zgornji izraz pa gre proti ni¢, ko gre y proti ni¢. Torej za a > 1 velja, da je f, kot
funkcija dveh spremenljivk zvezna povsod razen v tocki (1,0).

Ocitno je torej integral F,, za o < 1 povsod zvezen. S tem pa Se ni receno, da za
a > 1 ni zvezen. Velja F,(0) =0, za y > 0 pa izratunajmo:

1 1 1 y>
Fu(y) = vl 1 = :
y* \;+1 ,+2 y(y+1)2y+ 1)
Torej je integral F, zvezen natanko tedaj, ko je a < 2. Za 1 < a < 2 je torej
integral F,, zvezen, ceprav funkcija f, kot funkcija dveh spremenljivk ni zvezna.

Zveznost integrala za a < 2 se da utemeljiti tudi z izrekom o dominirani konvergenci,
iz katerega sledi, da je integral zvezen v 0, brz ko sta izpolnjena naslednja dva

pogoja:
e Funkcija f, je v vseh tockah (z,0) zvezna v spremenljivki y.

e Obstajata tak b > 0 in funkcija G,: (0,1) — R, za katero obstaja posplosen
integral fol Go(z)dz ter je taka, da za vsak = € (0,1) in vsak y € [0,b] velja
|Fa(z,y)] < Ga(2).

Za a > 0 in z € (0,1) izra¢unajmo maksimum izraza f,(z,y) kar po vseh y >
0. Vemo, da je izraz zvezen v y in da je f,(z,0) = 0. Ker je a > 0, je tudi
lim, o fo(z,y) = 0. Nadalje iz:

%_ﬁ(%y) = fa(xwy) (_g - ln_x) )

kar je enako ni¢ pri y = —22 dobimo:

o )

mas () = ( —1“{) = (-2) e ) = Gule).
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S substitucijo x = e~ dobimo:

1 00 0o —t
/ Go(z)de = aae_a/ (et —e)dt = a%e a/ ;_1 E(t)dt,
0 0 0

kjer je E(t) := 1*;34. Ker je funkcija £ omejena na (0,00) in lim, 0 E(t) = 1,
posploseni integral fol Go(z) dz obstaja natanko tedaj, ko je a < 2, prav takrat pa

je integral F,, tudi zvezen.

4. Najprej prevedemo na enotni integral:

F(y) = /F/an(y2—sin2<,0)dgp—wln(y—|—\/ﬁ) :/ﬂﬂl y? —sin? o
: 0 v+ vy’ - )

Rezultat v okviru se ne da neposredno uporabiti za limito proti neskonc¢no, temvec
samo za limito proti kon¢nemu stevilu. Zato pisimo:

lim F(y) =1limG(¢),

Y—00 tl0

kjer je:

1 /2 1 — 2 i 2

G(t) = F (—) :/ N Lk P P
t 0 (1+vV1-¢)

1 —t%sin?

(1+vi—2)’

je deﬁnirana za ((p, ) [0 7r/2] (—1,1) in je elementarna, zato je tam tudi zvezna.

Funkcija:

9(p,t) == 1In
Torej je G(t fo t) dy zvezna v 0, zato je:

Y—00 tl0

w/2
lim F(y) =1limG(t) = G(O):/O (—In4)dp = —7In2.

5. Poskusimo se lotiti naloge na isti nacin kot prejnje. Ce definiramo:

F o /2 —Rsinp o 1
(R) = ; € dQD =G ; )

kjer je
/2
Gt = [ glom
0
in sin ¢
et ;t>0,0<p< %
glp.t) = ’
0 ;6=0,0<p< 7,
je funkcija g zvezna, a se ne da zvezno razsiriti na [O, g} [0, 00), torej ne moremo

neposredno uporabiti izreka. A glede na to, da je g(¢,0) = 0za 0 < ¢ < 7, sumimo,
da je rezultat enak nic.
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To pa je najlazje preveriti z neposredno oceno. Iz konkavnosti sinusa na intervalu
[0, /2] dobimo oceno sin ¢ > 2¢, iz katere sledi:

w/2 ) /2 () T
0< / e—Rsmgp d§0 < / e—2Rgp/7r ng < / 6—2Rg0/7r ng =,
0 0 0 2R

w/2
kar pomeni, da je res lim e~ ftsine dp = 0.
R—oo J
6. Ce zZelimo uporabiti izrek v okviru, moramo limito prevesti na limito proti koné¢nemu
stevilu. Pisimo torej:

1 1 n 1
lim (1 + H) dr = hﬂ)l F(y), kjerje F(y):= / (1+ylnz)"" dz.
n Y €

n—oo e— n —1/y

Funkcija fi(x,y) := (1 + yInz)'¥ je naravno definirana in zaradi elementarnosti
zvezna na mnozici Dy := {(z,y) ; y > 0, * > e~1/¥}. Slika:

Yy
2*
1+/ Dy

1 2 7

Toda funkcija:
_fa+nYt s t#£0
E(t) = { e ;1=0

je zvezna na celi realni osi. Torej je funkcija:

fo(z,y) == (E(y In m))lnw

zvezna razsiritev funkcije g; na mnozico Dy := Dy U {(x,0) ; > 0}. Pokazimo, da
se da gy zvezno razsiriti Se na mnozico D3 := Dy U{(0,0)}. Za ta namen uporabimo
delni Taylorjev razvoj eksponentne funkcije z ostankom, in sicer ¢' = 1+¢+ 1e%t? >
1 +t, iz katerega sledi E(t) < e; to velja za vse t € R. Sledi, da za vse (z,y) € Do
velja 0 < fo(x,y) < x. Ce torej postavimo fs3(z,y) := fao(z,y) za (z,y) € Dy in
13(0,0) := 0, je f3 zvezna na D3, torej je funkcija G3(y, a, b) := fab f3(x,y) dx zvezna
na {(y,a,b) ; (a,y) € D3, (b,y) € D3}. Potem pa je tudi funkcija:

Fyy) = Gs(y,e /v, 1) ;y>0 F(y) cy >0
ST Gs(0,0,1)  iy=0 "~ | G3(0,0,1) ;y=0

zvezna razsiritev funkcije I na interval [0, c0). Sledi:

) ! Inz\" , ! ! 1
lim 1+ —) de=limF(y) = F300) = [ g3(z,0)dx = xdx:§.
0 0

R—o0 p—— n yl0
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7. Velja:

/2 sin 7¥
dz :/ cos(zy) dr = 2
0 Y

Opomba. Iz odvoda dobimo Se eno integralsko izrazavo funkcije F':

Y gin &
F(y)z/ tQ dt,
0

™2 9 sin(zy)

F(y)zo ) x

ki pa je ekvivalentna prvotni: le-to namre¢ dobimo s substitucijo y = 7t/ (2y).
8. Ker je:
/2
F(y) = / In(y* — sin® p) dg
0
soda funkcija, jo je dovolj izracunati za y > 1. Za ta namen odvajamo:
w/2 d
' 4
Fly) =2y / -~ 7 -
o Yy:—sin“p

S substitucijo ¢ = tg ¢ dobimo:

, o dt 2 [ dt T
Fol=2) Ferpe =y 1+ le o1
0 0 " Y
Integriramo in dobimo:

Fly)=nln(y++y?—1)+C.

Za izracun konstante C' bi ¢lovek najprej pomislil na F'(1) = fow/ ?In(1—sin? ) dp =
2 foﬂ/ ?In cos pdep, a tu sta dve tezavi. Prvi¢, integrand se ne da zvezno razsiriti na
(p,y) € [0,7/2] x [1,00) (integral za F(1) je posplosen). Drugi¢, integral za F(1)
tudi racunsko ni tako ociten. Pa¢ pa smo v 4. nalogi izracunali, da je:

/2
lim </ ln(yQ—siDQQD)dgo—Wln(y—i-\/y2—1)) = —7ln2,
0

Yy—0o0

torej je C' = —mIn 2. Sledi, da je:

za vse y > 1. Ker je F soda, pa za y < —1 velja:

_ /2 — 1
F(y)=7ln yr 2y :

Za vse y z |y| > 1 torej velja:

F(y)

_ yl +y? -1
=T Hf.
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Opomba. Rezultat da misliti, da je potem:

/2 7rln2
| d ——1 F )
| meosids = Sim ) = <75

To je sicer res, ni pa ocitno, saj predpostavke rezultata v okviru niso izpolnjene.
Potrebovali bi rezultat, ki obravnava posplosene integrale.

9. Velja:
d \/37 671‘2/:[/ \/y xefxz/y 71 1 efy
dy Jy @ vy Y VI2VY Y
1 —1 —1 -y
N N
2y J_y 2y (0
efy
= _Z

10. Integral obstaja za vsak y in je enak msgn(y).
Rezultat ni zvezna funkcija, ¢eprav je integrand zvezna funkcija dveh spremenljivk.

11. Naj bo ¢ > 0. Iz

> Y > dt T
/C 1+ 2252 T /Cy T 2 arc g(cy)

<y
S A—|
/c 1+ 22y? v

dobimo, da integral konvergira enakomerno na vseh intervalih od u do v, kjer je
0 < u < v < o0, na ostalih podintervalih, torej intervalih od 0 do v, pa integral ne
konvergira enakomerno.

in posledi¢no:

sup
Y€ (u,v)

= Sup
ye [u,v}

/C — dx' =5 arctg(uy)

14 2%y

Opomba. Da integral ne konvergira enakomerno na nobenem intervalu [0, v), kjer
je 0 < v < oo, se vidi tudi iz dejstva, da v 0 ni zvezen, saj je enak 7 sgn(y).

12. Opazimo, da za x = y velja f(z,y) = 1, sicer pa je 0 < f(z,y) < 1. Torej za
vsak x > 0 velja s(x) := sup,>q |f(z,y)| = 1. Ta funkcija je integrabilna na vsah
konc¢nih intervalih, ne obstaja pa njen posploseni integral od 0 do neskoncno, zato
Weierstrassov kriterij ni izpolnjen.

Pac¢ pa za ¢,y > 1 velja:

> —(max{c,y}—y)y 1 y%—cy . <
/ f(lv,y)dx—/ G P yel fy_c
c max{c,y} Y ” DY Z c.

Ocitno je maxy>. [~ f(z,y)dz = . Nadalje definirajmo g.(y) := ie?ﬂ_cy in izra-

c¢unajmo:

9:(y) = (21/ —c— i) 9¢(y) -
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13.

Funkcija ¢/ ima dve nicli, in sicer # < 0 in “YeES Vf“rs > 0. Med njima je
negativna, drugod pa pozitivnha. To pomeni, da je funkcija g. na intervalu [1, |
bodisi ves ¢as padajoca bodisi najprej padajoca, potem pa narascajoca. V vsakem

primeru pa je:

o 0e() = (1), ()} = e {1, 2

1<y<c c
> 1—-c 1
max f(z,y)de =maxe ¢ — ¢,

y=>1 c

in tudi:

to pa gre proti ni¢, ko gre ¢ proti neskonéno (v resnici je izraz enak kar 1/c¢). Sledi,
da dani integral konvergira enakomerno.

Integral moramo zdaj obravnavati kot posplosen. A tudi kot posplosen integral ima
pomen le za |y| > 1. Zato pri obravnavi enakomerne konvergence gledamo le primer
y > 1. V tem primeru ocenimo:

21ncos p = In(1 — sin® p) < In(y* — sin® ) < 2Iny,

od koder sledi:
In(y* — sin® )| < 2[Incos |+ 2Iny.

Za 1 < y < 2 torej velja ’1n(y2 — sin? g0)| < 2(|Incosp| + In2). Za enakomerno
konvergenco integrala F'(y) za y € [1, 2] bo torej po Weierstrassovem kriteriju dovolj
pokazati obstoj integrala fow/ 2 | In cos @[ de. S substitucijo t = § — se le-ta prevede
na foﬂ/ | Insint|dt = Oﬂ/ (= Insint)dt. Z uporabo konveksnosti funkcije sinus za
0 <¢ < 3 ocenimo sint > %t, torej —Insint < —ln(%t). Torej je dovolj pokazati,
da obstaja posplosSeni integral:

w/2 2 1 1
/ (—ln—t) dt:z/ (—lnu)du:zu(l—lnu)‘ :E(l—hmulnu) :

slednja limita pa obstaja npr. po L’Hopitalovem pravilu, saj je:

) . Inu .1 )
limulnu =lim —— = —lim 4 = —limu =0
ul0 ul0 ” ul0 2 ul0

Ker integral F(y) za y € [1,2] enakomerno konvergira in je funkcija f(x,y) =
In(y® —sin® @) zvezna v (,y) € (0, %) x[1, 2], integral F(y) res obstaja tudi zay = 1
in je tam zvezen. Iz 8. naloge pa vemo, da za vse y > 1 velja F(y) = 7 ln 2V =1 VQyLl

Ker je desna stran zvezna v y = 1, enakost velja tudi za y = 1, od koder dobimo
F(1) = —mIn 2, torej:

w/2 w/2 In2
/ lncos¢d<p:/ lnsingodgp:—wzn .
0 0




M. RAIC: VAJE 1Z MATEMATIKE 3 ZA FIZIKE 59

14. Glede na to, da je:

. —Rsingp _ oo 790:0
R fre {o 0<p<i,

je integral smiselno preoblikovati tako, da bo imel integrand povsod konc¢no limito.
S substitucijo @ = Ry dobimo:

w/2 ) mR/2 _
F(R) — R/O' efRsmtp d(,O ::/O efRsm(a/R) dov .

Limita integranda:

—Rsin(a/R) —«

lim e =e

R—o0

daje misliti, da je:

R—o0

lim F(R):/ e “da=1,
0

a ce zelimo uporabiti rezultat v okviru, moramo limito prevesti na limito proti
konénemu stevilu. Pisimo torej:

lim F(R)=1lmG(y),

R—o0 3]0

1 77/(23/) sin (o)
Gy) =F (—) :/ e v da.
Yy 0

Za uporabo izreka iz zadnjega okvira potrebujemo zvezno funkcijo in fiksne meje.
To dosezemo z izrazavo:

ﬂ—/(Qy) sin(ay) 0
G(y):/o (e* v _e;)da—i-%ei:/o g(a,y)da—l—;ye;,

kjer je:

kjer je:

sin(ay)

6_ Y : — 6_% ) 0 < o < s _ sin(ay) 1

g(oz,y)z — T 2y =maxqe v —e v, 0.
0 ;o>

Ce tako uvedemo:

sint i t#£0 . leww : 0
S(t):{i 'tiO in E(y):{y ‘Zio

lahko to nadalje izrazimo kot:
g(a,y) = max{e ) —y B(y), 0},

tako da je:
o T
G(y) = / glayy)da+ 5 E(y).
0
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15.

Funkcija S je zvezna na celi realni osi, funkcija F pa na [0, 00). Sledi, da je funkcija
91(y) == max{e~*9) —y E(y), 0} zvezna razsiritev funkcije g na [0, 00) x [0, 00).
Tudi predpis Gi(y) := [, g1(a,y)da je razdiritev funkcije G na interval [0, co)
pokazati pa moramo Se, da je funkcija GGy zvezna.

Ker za vse 0 < t < g velja sint > %, lahko za y > 0in 0 < a < % ocenimo

_ sin(ay)

e v <e v A krajsi premislek pokaze, da lahko potem za vse a« > 0, y > 0

ocenimo: , ) ,
0 <g(a,y) < max{e’Fa —e v, ()} <e 7.

Ker posploseni integral fooo e~3a obstaja, posploseni integral O!)"OOO g(a,y) da konver-
gira enakomerno za y > 0. Sledi, da je posploseni integral fo g1(a, y) da zvezen v
y = 0. Ker je tudi funkcija F zvezna na [0, 00), je tam zvezna tudi funkcija G;. To
pa pomeni, da je:

w/2
: —Rsing — 1 —
z%l—rgoR/o e dy 1y1§)1 G(y)

= Gl(o) =

- /Ooogl(a,O)doz+zE(O) -

2
/ e “da =
0

1.

o t
Oznacimo F'(y) —/ arctg(zy)

dz. Najprej opazimo, da obstaja:
o1+ g2) 47 Najprej opazimo, ]

F(O):/OOOdezo.

Za f(x,y) = f(cfi(;%) je fylz,y) = m Zaradi elementarnosti sta obe
1

funkciji zvezni v (z,y). Nadalje lahko ocenimo |f,(z,y)| < 175,

1Jr%d:c pa obstaja. Torej integral fooo fy(z,y) dx konvergira enakomerno na celi

posploseni integral
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realni osi in velja:

/ - > dz _
P = || T -

_ 1 /°° v L D
_y2—1 0 1+ 2292 1+ 22 y=

= L (y arctg(ry) — arctg IL‘) -
y2 —1 =0
1 [e%S)
= - (ly| arctg(z|y|) — arctg z) ’x:O =
_mlyl-1
2 y2—1
T y=1
2 |y[* -1
B T
2(lyl + 1)

Zgornji izracun je legitimen za y € R\ {—1,1}. Toda iz ocene |f,(z,y)] < 7=

in obstoja integrala [~ —5 dx sledi tudi, da je funkcija F’ zvezna. Ker je tudi
J g 0 Ttz J

izraz % zvezen v y, mora enakost veljati za vse realne y. Mimogrede, tako smo

2(|y|+1)
/°° dz oo
o (1+22)?2 4

izracunali tudi:
Primitivno funkcijo F' najprej izracunajmo za y > 0. Tedaj je:
T

T

7 integracijo dobimo, da za y > 0 velja:

ﬂwzgm@+m+c.

Ker je FI(0) =0, zay > 0 velja F(y) = gln(y+ 1). Zdaj pa opazimo, da je funkcija
F' liha, torej mora veljati:

/OO arctg(zry)
0

™
dr = -1 1

in sicer za vse y € R.

16. Integral formalno odvajamo:
o0 —Iz
y/ = / L dZ )
0 1+ 22

oo 2 ,—xz
y":/ SR oy
o 1422
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17.

18.

Integrali za y, ¥ in y” vsi konvergirajo enakomerno na vseh intervalih oblike [m, 00),

kjer je m > 0, saj za x € [m,00) velja 0 < &—, 2 2e 2 < ¢=m= posploeni

14227 14227 1422
integral fooo e~ ™*dz pa obstaja. Zato je zgornje odvajanje pod integralskim znakom

legitimno. Sledi:

o 1
y"—i—y:/ e " dz = —.
0

8

Oznac¢imo:

1 oo
fla,x) = m, F(a) := / fla,z)dx

in opazimo, da je f(a,z) = gq(a, z), kjer oznac¢imo Se:

gla,x) == —(; G(a) == /oo g(a,x)dx.

2 +a)’ o

Preverimo, da velja F' = G’. Najprej izra¢unamo:

o)
T

G(a) = _ L arctg — T

Va R al T T Va

Funkcija G torej obstaja za vsak a > 0. Naj bo m > 0. Za a > m lahko ocenimo:

1 1}_ ozl < vm,
i el > vm.

Ker integral:

oo —\/ﬁ 1 Vvm 1 oo 1
h(x)da = —dr + — dz + — dz
— 50 — 0 T —m m Jm T

obstaja, f pa je zvezna v a in x, za a > m res velja:

F(a) = G'(a) = #

Ker je bil m > 0 poljuben, to velja za vse a > 0.

a) Velja:
tg(a’z) — arct
limg 2C g(a*r) — arctg(ax) — &,
z—0 xr

tako da je treba integral v posplosenem smislu gledati le pri oco.

Najprej opazimo, da velja 1(0) = I(1) = 0; za ti dve vrednosti parametra integral
zagotovo obstaja.

Za a > 0 lahko integral preuredimo v:

2

I(a) /0°° z(arctg(a’r) — arctg(ax)) do
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19.

Ker je:
. 2y a—1
:}Lrgox(arctg(a x) arctg(a:)s)) =2

je funkcija v Stevcu omejena, tako da integral konvergira.

Za a < 0 pa oznac¢imo ¢ = —a in dobimo:

o0 2
I(a) = / arctg(c’x) + arctg(cx) Az
0 x

Ker je:
lim (arctg(c’z) + arctg(cz)) =,
Tr—00

je funkcija v Stevcu omejena stran od 0, tako da integral divergira. Konvergencno
obmogdje je torej K = [0, 00).

b) Brz ko integral odvoda po a enakomerno konvergira, za a > 0 velja:

o 2a 1 T
I'(a) = — de = —.
(@) /0 (1 +a'z? 1+ a2x2) * T %

Ker je I(1) = 0, je I(a) = glna.

Enakomerno konvergenco integrala preverimo po Weierstrassovem kriteriju: za a iz
poljubnega zaprtega intervala [m, M| C (0, c0) lahko ocenimo:

2M 1

< -+ ,
14+ m*x?2 14+ m2a2

2a 1
14+ a%2?2 14+ a222

integral slednjega pa konvergira. To je edina enakomerna konvergenca, ki jo je treba
preveriti.

Opomba. V resnici obstoj integrala za a > 0 sledi Ze iz obstoja za a = 1 in
enakomerne konvergence integrala odvoda po a na intervalih [m, M] C (0, co).

c¢) Ker rezultat ni zvezen v a = 0, dani integral ne more enakomerno konvergirati
na [0,00).

a) Problem za konvergenco je v co. Naj bo a € R in x > 0. Ocenimo:
|z —ale™™ < (z+a]) e /2 e /2,

Produkt prvih dveh faktorjev gre proti ni¢, ko gre x proti neskon¢no, zato je omejen,
tretji faktor pa je pozitivna integrabilna funkcija. Sledi, da tudi izvirni integral
konvergira.

b) Uporabimo Weierstrassov kriterij: za a € [—M, M] ocenimo:
ez —a| < (z+M)e™

in ker integral fooo(x + M) e dx konvergira, originalni integral konvergira enako-
merno na [—M, M].
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20.

c¢) Glede na to, da integrand ni povsod odvedljiv po a, integral razdelimo. Pisimo:
I(a) = J(a) + K(a),

kjer je:
J(a):/ exz\x—a\dx:/ e (a—x)dz,
0 0
K(a):/ e_$2|:v—a|dx:/ e (z —a)dz,

pri cemer to velja za vse a € R, ne le za a > 0. Potem je:

I'(a) :/ e dx—/ e d,
0 a
torej je:

= I 1 /1 NG
roy=— [ e*d :——/ it = (=) = Y.
(0) /0 Y 2 \2 2

Treba je le Se preveriti, da je odvajanje pod integralom upraviceno. Izraz J(a) je
integral, ki ima koné¢ne meje, integrand pa je zvezno odvedljiv po a. Integral K(a)
pa lahko spet razdelimo:

K(a) = /ao e (z — a)dz + /OOO e (z —a)dz.

Prvi ¢len je spet integral funkcije, ki je zvezno odvedljiva po a, v konénih mejah.
Formalni odvod drugega integrala:

&0 2
—/ e dx,
0

pa ocitno konvergira enakomerno po a, saj konvergira in je neodvisen od a. Zato
lahko oba integrala odvajamo pod integralskim znakom. Odvoda lahko spet zdru-
zimo v enoten integral in dobimo, da lahko tudi K(a) odvajamo pod integralskim
znakom.

Z zamenjavo vrstnega reda integracije izra¢unamo:

1 b _ ,a 1 b b 1 b d b 1
/ — dx:/ / xydydx:/ / 7Y da dy = Yo - o (%)
0 Inz 0 a a 0 a y+1 CL+1

Ta racun pa je treba Se utemeljiti. Za zacetek opazimo, da je funkcija (z,y) — z¥
definirana in zvezna na ([0, 1] x [0,00)) \ {(0,0)}. To pomeni, da je izracun veljaven
za a,b > 0, pri cemer je treba pripomniti, da racun:

b b_ ,.a
/a:ydy:x x
a Inx
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21.

22,

strogo gledano velja le za 0 < x < 1. Izvirni integral je formalno gledano posploseni

.....

0 velja:

. 0 s x =0,
/xydy: ‘”?;g‘fa 0<xr <1
“ b—a ;x=1.

Funkcija na desni mora biti zvezna, saj je dobljena kot integral funkcije, ki je zvezna
na [0, 1] x [a, b] oziroma [0, 1] x [b, a]. Seveda pa lahko to preverimo tudi neposredno,
z limitiranjem. Dani posploseni Riemannov integral se torej ujema z osnovnim
Riemannovim integralom zvezno razsirjene funkcije.

Opomba. Racun lahko razsirimo tudi na primer, ko je a = 0 ali b = 0, ¢eprav ne
z uporabo osnovnega Fubinijevega izreka, saj se funkcija (x,y) — z¥ ne da zvezno
razsiriti na [0, 1] x [0, 00). Vendar pa se da ustrezno zvezno razsiriti izvirni integrand.
Za ta namen lahko zapisemo:

ab—a (2 —1)— (2" —1)

nz Inz

)

nakar opazimo, da je funkcija:

0 ;t=
ht)=¢ = ;0<t<l1
1 ;t=1
zvezna na [0, 1] in velja:
0 =0,
bh(z®) — ah(z®) = f”l;;;”a 0<z <1
b—a ;x=1.

Iz zveznosti funkcije h in ocene 0 < th(t) <t za 0 <t <1 sledi, da je zgornji izraz
zvezen v (z,a,b) € [0,1] x [0,00) x [0,00), torej je zvezen tudi njegov integral po
x. Ker je tudi funkcija (a,b) — In ZL+11 zvezna v (a,b) € [0,00) x [0, 00), formula (x)
velja tudi, ¢e je a = 0 ali b = 0. A v naslednji nalogi bomo formulo razsirili Se na

primer, ko jea > 11in b > 1.

[zracun poteka enako kot pri prejSnji nalogi. Vse, kar je treba preveriti, pa je to-
krat tretji pogoj splosne razli¢ice Fubinijevega izreka. Ta je izpolnjen, ker integrand
povsod istega predznaka, torej lahko pri preverjanju tretjega pogoja absolutno vre-
dnost izbrisemo ali pa jo nadomestimo s spremembo predznaka. Integral absolutne
vrednosti obstaja, ker obstaja integral izvirne funkcije.

Prvi nacin. Velja:

x —axr __ —bx o0 b b [e'e) b d b
/ idx:/ / e_’”ydydx:/ / e_"”ydxdy:/ Yo
0 x 0 a a JO a Y a
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23.

24.

25.

26.

[zrac¢un utemeljimo s splosno razli¢ico Fubinijevega izreka. Tretji pogoj je izpolnjen,
ker je integrand povsod istega predznaka.

Drugi nacin. S substitucijo x = — Int prevedemo na prejsnjo nalogo:

oo ,—ax —bx 1 46-1 a—1
— 7 —t b
[T [ )
0 x 0 Int a

1,12 2 1 1 1
- x d T
// 3/2 22d$dy:/ 2 4 .2 dy:/ y2:_’
o Jo (% +y?) 0o Tty =0 o L+y* 4
vrstnega reda pa ne smemo zamenjati, saj je:

Tt =y s
dy dz = dedy = —— .
//:v2+y yx//xzﬂ/ vy 4

Prva dva pogoja Fubinijevega izreka sta izpolnjena, torej tretji o¢itno ni izpolnjen.
To se vidi tudi neposredno, saj integral:

Velja:

1 y 1
d
//2 dmdy‘/% =[5
(2% +y?) 0o T+ Y. 0 2y
ne obstaja.
S substitucijo t = 2% dobimo:
e 1 [ 4!
/ e dr = —/ thetdt = — =12.
0 2 Jo 2
S substitucijo t = — Inz dobimo:
1 00
11 9 7531 1 945
Inz)*vV—Inzdr = et dt=T(—)==---=.2.2. (=)=
/O<M) Mx/o ‘ > )=23232 N g) = VT
Oznacimo: ,
1 — e o0
fla,x) = %, F(a) := (a,z)dz.
xr 0

Najprej opazimo, da obstaja integral F'(0) in da je enak 0. A za uporabo izreka o
odvajanju posplosenih integralov to ne bo dovolj, saj potrebujemo obstoj v notranji
tocki intervala.

Pokazimo, da obstaja F(1). Funkcija ¢(x) := f(1,2) je zvezna na (0,00) in ima
limito, tako ko gre x proti ni¢ kot tudi, ko gre proti neskon¢no. Zato je omejena,
se pravi, da obstaja tak M, da je |p(x)] < M za vse z > 0. Velja pa tudi ocena
lo(z)] < 1/2%. Oboje povzamemo v oceno:

o) < i) o= min {21, }
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00 l/m 1
/ h(as)da::/ Md:v—i—/ — dz
0 0 1/vM T

obstaja, obstaja tudi F'(1).

in ker integral:

Integral odvajajmo. Velja:
2
fala,x) = e .

Ta funkcija je zvezna v a in v x. Izberimo 0 < m < 1. Za a > m in = > 0 ocenimo:

[ faa,2)] < e =t ().

S substitucijo t = az? izra¢unamo:

- I (3
/ e dp = / t71/2€7t dt = (2) — \/E )
0 2v/a Jy 2va  2Va

Torej integral [ hm(x) dz obstaja. Sledi, da integral F(a) obstaja za vse a > m

in tam velja:
F’(a)—/ e~ dx = ﬁ
0 2\/a

Ker je bil m poljuben, vse to v resnici velja za vse a > 0. Za te a sledi:

F(a) = vma+C,

kjer je C' neka konstanta. Ker je F'(0) = 0, je C = 0, ¢e je le F zvezna v 0. Za
dokaz tega dejstva pa uporabimo, da je f(a,z) = agp(x\/a). Iz ocene |p(x)| < M
sledi ocena | f(a,x)| < a, iz ocene |p(x)| < 1/2% pa sledi ocena | f(a,z)| < 1/22. To
pa pomeni, da za 0 < a < 1 velja |f(a,z)| < h(z). Ker je funkcija f zvezna v obeh
spremenljivkah in ker integral fo h(z) dz obstaja, je F res zvezna v 0. Sledi:

o0 1 _ pax?
/ de:\/ﬁa.
0

xr2

Konstanto C' pa lahko izracunamo Se hitreje: ¢e v prvotni integral uvedemo substi-
tucijo s = xy/a, dobimo zvezo F(a) = F(1)y/a. To pa je mozno le, ¢e je C' = 0.

27. Prvi nacin. Z upostevanjem sodosti in substitucijo ¢+ = 22 dobimo:

1 1
/\/1—x2d$:2/ V1—z22dx =
-1

= [ ga
(

l\DI»—t
| wo

l\')lH
SN—

§
2

\_//—\[\D
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Drugi nacin. S substitucijo t = HTx dobimo:

68

1 -1
1
= 4/ V21 — )2 de
0
_ap(?8) -
272
3 3
ERACIANCI N
I'(3)
oo
=3
Tretji nacin. Iskani integral je enak polovici ploséine enotskega kroga, kar je enako
/2.
28. Velja:

[oiracea [ o

—128/ t2(1 = )2 dt =
0

3 3
=128B
(3)-

= 16m7.

29. S substitucijo ¢ = 2'2 dobimo:

g 1 [~  d 1 /11
[ bt (L)
o 1+ 12 )y (1+6)VE 12°\2°2) 12

30. Velja:

s 27

27
/ cos? psin® g dp = cos? psin® o dy + cos? @sin® g dp =
0

o~

cos® psin® ¢ dy + cos® acsin® avdor =

0

)
I

Il
o
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31. Velja:

™ w/2 ™
/ cos® psin® g dy = / cos? psin® ¢ dy + / cos® psin® g dy =
0 0 /2

/2
2 / cos? psin® ¢ dp =
0

32. Integral lahko izrazimo v oblikah:

/7r/2 4 /2 ( ) 4 w/2 4 w/2 dw
te? =/ “T(p)° =/ ctg® ¢ wz/ _
0 s 0 S 0 o YT (ap)e

kjer je: o b
e 5 £
o ={ § 70

Dani integral obstaja natanko tedaj ko obstajata integrala:

w/4 dw
o YT

Funkcija T' je na intervalu [[0, Z;‘r}] zvezna in strogo pozitivna, torej obstajata taka

w/4
/ ©"T(p)*dp in
0

0<m < M, dazavse pc |0,7] velja m <T(p) < M. Torej prvi integral obstaja
natanko za a > —1, drugi pa natanko za a < 1. Dani integral torej obstaja natanko

za —1 < a < 1. Izra¢unamo:

w/2 w/2
/ tg® pdp = / cos “psin® pdy =
0 0

le 1—|—a’ 1—a _
2 2 2
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33. Limite ne moremo nesti pod integral. Pa¢ pa lahko s substitucijo ¢ = xs limito
prevedemo na:

1/ 1 00 1 1 oo —3/4d B(:. 3 2
lim ds:/ ds:—/ “ - (474)2 W IW\/_-
20 Jo 14t o 1444 4/, 1+4u 4 4sin § 4
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3. Dvojni in trojni integral
1. Integracijsko obmocje moramo najprej opredeliti s pogoji, ki jih dobimo tako, da

enache spremenimo v neenache, to pa tako, da obmocje zadosca zahtevam iz besedila
naloge. Za to imamo Stiri moznosti, edina, ki zadosc¢a zahtevam, pa je:

DI{(w,y);y>g,x>y2}-

Prevedba na dvakratni integral gre lahko na dva nacina.

Prvi nacin: pogoje zapiSemo v obliki 0 < z < 4, /2 < y < y/z. Dobimo:

4 prz 4 2
z Y B AW S I
o [ [l (i) e 5557

Drugi nacin: pogoje zapisemo v obliki 0 < y < 2, y*> < x < 2y. Dobimo:

2 2 [8y® —yf 124
/ / (w2+y)dxdy=/ [%er(?y—?f)} T
0 Jy2? 0

2. Prvi nacin:

1 T 2 1 3 1
//xydyd$—l—/ / :vydydz—l—// rxydydr =
0o Jo 1 Jo 2 Jaz—2
1 [t 1 [? 13
:—/ m3d$+—/ xdx+—/ z(1—(z—2)%)de =
2 0 2 1 2 2
I 1 [? I
—/ x3dx—|——/ xdx——/(w3—4x2+3x)dx:
2 Jo 2 )1 2 Js

_:v41+a:22 x4 2x3+3$2 3_
8, 4, 8 3 4 /|,
1 1 81 27 16
— 41— 418— 42— 43=
gtl- - g H18- T +2- 43
_5
3

Drugi nacin:

1 py+2 1 [t , , 2 , 5
// xydwdy=§/ y((y+2) —y)dy=2/(y +y)dy=§~
0 Jy 0 0

3. Najprej opazimo, da iz drugega pogoja sledi, da mora biti x > 1. Tedaj iz 2% < y <
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23 sledi tudi y < xy. Iskani integral je torej enak:

Y dz Y dz
//1<9c<2/ —dyd:p—// / —dydx—

a;<y<x
:/ (2° —2*)Inxrdr =
1

Inz 1 Inz
I B R W
- () - (5

42 23 |
3 144
= (0'764.

4. Integral je enak:

1/3 1 9z4 1/|zy| 9z4 1/|zy|
/ —2/ / dzdyd:t—l—/ / /
—oo ¥ —1/]zy] /31' —1/|zy|
1/3 9z* 9zt
/ 2/ dydz—l—/ 2/ —dydz—
x 13 |zy]

1/3 oo
:4/ ln3+ln|a:]dx+4/ ln3+ln\aj]dx_

o |7l s |zP
*In3+1
:8/ n inxdx:
1/3 T
9In3 1 > <1
=38 o n—f +/ sde| =
2 2x 1/3 1/3 2x3

=18.

5. Prvi nacin:

oo prx/2 1 9) 1
/ / e:”dyd:v:—/ re Ydr ==
o Jo 2 Jo 2
e "drdy = e Ydy=-.

0 Joy 0 2

Drugi nacin:

6. Dobimo:

//—dydx_anZ/ de
2 LY o T

7. Oznacimo iskani integral z J.

in integral ne obstaja.

Prvi nacin:

/ / y)’ Ay e d .

dzdydzr =

72
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S substitucijo ¢t = y/x v notranjem integralu dobimo:

o) 1
J:/ x‘”blemdx/ t* 11 —t)""tdt = I'(a + b) B(a,b) .
0 0

:/ y“_l/ (x —y) e dady.
0 y

S substitucijo t = x — y v notranjem integralu dobimo:

Drugi nacin:

J = y“_l/ t*tetdtevdy =T'(a) (D).
0

I'(a)T'(b)

Dobili smo torej znano zvezo B(a,b) = Tath)
a

8. Velja D = {(z,y) ; y <z < 9y,1 < zy < 4}. Oznacimo nas integral z /. Neposre-
dna prevedba na dvakratni integral ni tako preprosta:

[—// xdydx+// a:dyda:+// rdydr =
1/ 1/ /9
6
:/(a: —1)dx+/ 3d93+/ (4——) dz =
1 2 3 9

28
-

S substitucijo:

pa dobimo:

1 u 1 9 dv 28

9. Po uvedbi polarnih koordinat dobimo:

Ty r3 cos @ sin @
//acy>0 dxdy—//o ) —d dp =
’ (1+ (22 + y?)? <r< rt)?

z24y?<4 0<p<m/2

2 3d7’ /2
= _ cospsin pdy =
/0 <1+r4>2/0 PRy

1 [7dt
= — t—2:

8.1
2
17"
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10. Ce dano obmodje oznadimo z D, velja:
R |
D r>0
r2 <4 sin @ cos p(cos? p—sin? @)

Zadnji pogoj je ekvivalenten r? < sin(46), kar pomeni, da mora biti sin(46) > 0, se
pravi 7/6 < § < w/4. Sledi:

w/4  py/sin(4de) 1 w/4 1
pl(D) = / / rdrde = —/ sin(4p) dp = —.
/6 0 2 /6 16

Do tega rezultata bi lahko prisli tudi z elementarno analizo, in sicer z uporabo
formule za plos¢ino obmocja, podanega v polarnih koordinatah.

11. Iskani integral je enak:

J:/ // xdydzdx:/ :U// dydzdax.
0 y2+22<2zx2 0 y2+22<2x2

Neenacho y? + 2% < 222 lahko prepisemo v obliki (z — z)* +4* < 2%, kar pomeni, da
gre za krog s polmerom x. Integral forme dydz po tem krogu je natancno njegova
ploséina, ki je enaka wa?. Sledi:

a 4
J:7T/ x3d$zﬁ.
0 4

12. Polarne koordinate se tu splaca prilagoditi integrandu. Vpeljemo:
r=rcosp—1, y=rcosp—1, J=r.
Ce iskani integral oznac¢imo z I, dobimo:
1= / / r2dr.
0<p<2m
0<r<2(cos p+sin ¢)

Torej mora biti:
cos @ +sinyp = V2 cos <g0 — Z) >0,

kar je v okviru intervala [0, 27) res za ¢ € [O, %’r) U (%’T, 27r). Torej se interval [0, 27)
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splaca zamenjati npr. z intervalom [—%, %”) Sledi:

— 2 —
I= // —7/4<p<Tm /4 ridr =

0<r<2v2 cos(p—7/4)

3r/4  p2v/2cos(p—7/4)
/ / r?drde =
w/4

16\/_ 3r/4 T
/ cos® —) dp =
w/4 4
16\/_ /2
cos® ada =
3 —7/2

cos® ada =

B 32\/5 /7T/2

0
2v2 [°
:_¥ (1—t*)dt =

1

—%5/01(1—152)&,—

_64V2
=

13. Oznac¢imo z J iskani integral. Po vpeljavi cilindri¢nih koordinat dobimo:

o cos®
drded
//A<r<\f1+7’2220082(,0 rapde

0<p<2m

Prevedba na trikratni integral nam da:

3 cos®
dzdrdp =
/ / / 14 1r222cos? Zarde
—71‘/ / 72| cos | dr dy =
= 47V/3.

14. Oznacimo iskani integral z I. Po vpeljavi sfericnih koordinat dobimo:

I = ///0§w<27r r3sin @ drdedf .
0<0<7

0<r<cosf

Ker mora biti cosf > 0, mora biti 6 € [0,7/2] (integracijsko obmodje je krogla s
sredis¢em v (0,0, 1) in polmerom 3). Sledi:

27 w/2 cos T /2 T
I:/ dgo/ siné’/ rgdrdQZ—/ cos’fsinfdf = — .
0 0 0 2 Jo 10

75
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15. Prvi nadin: s cilindri¢nimi koordinatami.

V2/2  p/1-r2
/// rdrdgodz—/ / / dpdzrdr =
r<z<v/1—r2 r 0

0<p<2m

= 27r/f/2<\/1—77“2—r)7“dr.
0

Ce v prvi del integrala vpeljemo substitucijo t = v/1 — r2, dobimo:

! v2/2 2 -2
V =27 / t2dt—/ r2dr :M.
V2/2 0 3

16. Drugi nacin: s cilindriénimi koordinatami, le z druga¢nim vrstnim redom integra-

cije.
V= /// r<. rdrdedz =
r<y/1—2z2

0<p<2m

V2/2 V1=z2
/ // dcprdrdz—i—/ / /dgprdrdz-
v2/2 Jo

V2/2
—7T/ Td?”—|—7l’/ (1—7’)d7‘—
0 V2/2

- va)r
/),

Tretji nacin: s sfericnimi koordinatami.

1 w/2 27
V:///0<T<1 rzcosgpdrdgpdezf r2d7“/ Siﬂ@d@/ dp =
0<0<m/4 0 w/4 0

0<p<2mr

(2-v2)s
)

17. 7 isto sbstitucijo kot v omenjeni nalogi:

1
u:xy) U:£7 xZ\/“”? y:\/§7 J:——
Y v 2v

dobimo:

4 9 dov
S = // dxdy—// —dudv— / du/ — =1In3.
y<:v<9y l<usd 20 1 1

R
m=o dxdyza/ (R2/3—:U2/3)3/2dx.
0

z,y>0
22/ 23R

18. Velja:
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S substitucijo t = (x/R)?? dobimo:

3 [ 3/2 3, (53 37r2

Koordinati tezisc¢a pa sta:

// 0 rdrxdy =
2/3+y2/3<R2/3
— 3/ x(RQ/S _ x2/3)3/2 dr =
m Jo
3o0R? [!
=20 - =
2 m Jy
3 3
Sy () -
2 m 2
B 8 oR3 B
105 m
B 256
- 3157w
in:
o]y vasi-
2/3+y2/3<R2/3
R2/3*$2/3 3/2
/ / ydydr =
m
1oR?
— ——O- (1 — I2/3) dl‘ -
2 m 0
3 0R3

=1 (1—t)3\/_dt

:aa_Rf”B(& -
2 m 2

8 0R3

105 m

256

= 3157

Opomba: seveda sta koordinati tezisca enaki, vendar pa smo ju izracunali na dva
razlicna nacina.

19. V polarnih koordinatah ima A rob danzr = 14+cos¢, ¢ € [0,27], Bpazr = 2cos

za p € [ 5 g} in 0 za ostale kote. Sledi A D B.

Oznacimo koordinati tezisCa z x* in y*. Zaradi simetrije je y* = 0. Koordinato z*
pa lahko izracunamo na vsaj dva nacina.
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Prvi nacin. Plos¢ina lika je enaka:

w/2 1+cos ¢ 3r/2  pl4cose
// dxdy:/ / rdrdgo—i—/ / rdrdp =
A\B —7/2 J2cosp 0

1 & 1 3m/2
— / ((1+Cosg0)2—4cos2gp)d<,0+§// (1+cosp)’dp =
—7/2 /2

2
1
2

w/2
/ (1+2008g0—3c082g0)dg0+
w/2

3m/2
+§/ (1—|—2cosgo+0052g0)dg0.
w/2

Zaradi simetrije je:

w/2 3m/2
/ cos<pdg0—|—/ cospdp =0,
—7/2 w/2

velja pa Se:

0 /2 ™ 3m/2
/ coszwdwz/ congodap:/ coszgodap:/ cos? pdp = — .
—7/2 0 /2 ™ 4

Po krajsem rac¢unu iz tega dobimo:

T
dedy = —.
//A\B 2
Nadalje je:

w/2 1+cos 3n/2  pl+cosyp
// xdxdy—/ / r cosgpd?"dcp—i-/ / r?cosdrdyp =
A\B 7r/2 2cos<p 0

:—/ ((1+ cosp)® —8cos® ) cospdp +
—7/2

3

3

1 3m/2
+—/ (14 cosp)®cospdy =
3 w/2

1 [™/?
_5/ (cosg0+30052g0+30053g0—7cos4g0)dgo—l—
—7/2

1 3m/2
+§/ (cos + 3cos® p 4 3cos® ¢ + cos ) dip.
w/2

Zaradi simetrije je:

w/2 3m/2
/ cos?’godgo—ir/ cos® pdp =0,
—7/2 w/2

78
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velja pa Se:

0 w/2 T 3m/2
/ cos? pdp = / cos? pdp = / cos? pdp = / cos? pdp =
—7/2 0 w/2 ™

:%B(5 1) rG)r) _sr

2'2) 7 2T(3) 16

Po krajsem rac¢unu iz tega in prejsnjega dobimo:

T
rdrdy = —.
//A\B 4

1
Torej je z* = —.
rej je x 5

Drugi nacin. Upostevamo, da je A O B, zaradi ¢esar lahko poljuben integral po
A\ B ra¢unamo kot razliko:

/A\Bf(x,y)da:dyz//Af(x,y)dxdy—//Bf(x,y)dxdy,

Lik B je krog s sredis¢em v (1,0) in polmerom 1, torej je:

// drdy =7 in tudi //chxdyzw.
B B

Nadalje je:
2m 14cos ¢
//dxdy: / rdrdp =
A o Jo
1 2w )
= — (1+cosep) dp =
2 Jo
1 2m
:5/ (1+2cosp + cos® ) dp =
0
_3m
o2
in

2 14cos e
//mdxdy:/ / r? cos pdrdy =
A o Jo

1 2
25/ (1+cosyp)®cospdy =
0

1 2
= g/ (cosg0+30052g0—|—3cos3g0—1—cos4go) dy =
0
o

1
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Dobimo:
37 s om T 1
dedy=——m=—, // rdrdy=——m=— in ==,
//A\B 2 2 A\B 4 4 2
kar je isto kot prej.

20. Masa: m = g o R? (enaka je tirikratni masi iz 18. naloge).

Vztrajnostni moment:

J

0/ (z° +y*) dedy =
22/344y2/3 < R2/3

2 2 _
40/ >0 (z+y°)dedy =

22/3 442/3 < R2/3

_ 2 _
=80 >0 r drdy =

22/3142/3 < R2/3

R
= 80/ x2(R2/3 — x2/3)3/2dx =
0

1
:120R431/ t72(1—1)*2dt =
m Jo

o 9 5
=120R* =B (=, = | =
e <2’2>

21. Po formuli je iskani volumen enak:
_ 2
V_//x>0 (1—2z—y")dedy.
y2<l—zx

Dobljeni dvojni integral lahko izracunamo bodisi kot:

1 Vi—z 4 1 8
V:/ / (1—x—y2)dydx:—/(1—x)3/2dx:—
0 7@ 3 0 15

bodisi kot:

1 1—y2 1 1 ]
V:/ / (1—x—y2)dxdy:—/(1—y2)2dy:—.
-1J0 2 -1 15

22. Iskani volumen bomo izracunali z uvedbo novih spremenljivk, zato bomo torus
parametrizirali. Najprej osrednjo kroznico postavimo v ravnino xy in tako, da ima
sredisce v izhodis¢u. Tako jo lahko parametriziramo kot:

T=acosp, Yy=asny; 0< <2,
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23.

Vsako tocko v torusu dobimo tako, da se z osrednje kroznice premaknemo za manj
kot b. A tako tocko lahko dobimo na veliko nac¢inov. Dobra izbira, pri kateri dobimo
enoli¢nost, je, da izhajamo iz tocke na osrednji kroznici, ki je ciljni tocki najblizje.
To pa bo takrat, ko se premaknemo pravokotno na osrednjo kroznico. Pravokotne
pa so smeri, ki so kombinacije smeri (cosp,sing,0) in (0,0,1): v taki smeri se
smemo premakniti za najve¢ b. Dobimo tocko:

x=(a+p)cosp, y=(a+p)sing, z=gq,
kjer je || (pcosp, psing, q)|| = /p* + ¢*> < b. Zdaj pa “polarizirajmo” tudi par (p, q)

— pisimo:
p=tcosf, q=tsinf; 0<t<b, 0<6<2m.

Tako dobimo naslednjo parametrizacijo torusa:

z = (a+tcosh)cosy 0<¢<2rm
y=(a+tcosf)siny ; 0<6<2r
z=tsin6 0<t<hb.

[zracunamo Se Jacobijevo determinanto:

ox 0z Ox
dp 00 ot

J=|% % 9| _

= |3, @6 at|
dp 00 ot

—(a+tcosf)sing —tsinfcosp cosbcosp

= | (a+tcos@)cosp —tsinfsingy cosfhsinp|=
0 tcosf sin 0
=t(a+tcosh)

in dobimo, da je iskani volumen enak:

b 27
V= // h<p<on t(a+tcosd) dpdfdt = 2%/ / t(a+tcosf)dfdt = 2w%ab* .
o Jo

0<6<2m
0<t<b

Oznac¢imo z R polmer osnovne ploskve, s h pa visino. Ce koordinatni sistem posta-
vimo tako, da je izhodisce v sredis¢u osnovne ploskve, os z pa se ujema s simetrijsko
osjo stozca, je gostota stozca enaka cz za neko konstanto c. Privzemimo se, da ima
vrh stozca pozitivno koordinato z, torej h. Najprej izracunamo maso:

m:/// 0 czdx dydz.

Va?+y? /R+z/h<1
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Po vpeljavi cilindri¢nih koordinat dobimo:

:c/// re>0  Tzdrdpdz =
r/R+z/h<1

0<p<2m

2r (1-r/R)

= c/ dgo/ / zdzrdr =
2 _ — =

= mch /0 (1 R> rdr =

wcR%*h?
12

Iz simetrije sledi, da ima tezis¢e koordinati x in y enaki ni¢. Koordinata z pa je

enaka:
z* —/// c2drdydz =
2>0

V22 Y2 /R+2/h<1

(1-r/R)
/ d(p/ / 2dzrdr =
m

27:;6:3 ; (1_§> rdr=

mcR2h3 B
30m
2h

TeziscCe je torej na simetrijski osi stozca, in sicer na 2/5 visine.

Glede na postavitev koordinatnega sistema je simetrijska os stozca os z. Vztrajno-
stni moment okoli te osi je torej enak:

2 2 _
J, —/// 0 cz(x® 4+ y°)dedydz =

Va2+y2?/Rtz/h<1

h(1—r/R)
/ dcp// zdzrddr =
472 T _
—WCRh/O (1 R) r3dr =

B mcR*h? B
60
mR?

5




M. RAIC: VAJE 1Z MATEMATIKE 3 ZA FIZIKE 83

4. Krivulje, ploskve in vektorska analiza

1. Krivuljo parametriziramo tako, da izrazimo:

y==+v1—(z—1)2=+xV2zr—2?%,
z=4\4—2?—y?=+v4—-2z;

predznaka korenov pri izrazavi spremenljivk ¢ in z sta neodvisna. Drugace poveda-
no,

0<x<2;

T = (t,£V2t — 2, £V4 - 21)..

Tangento moramo izracunati v tocki (17 -1, \/5) V njeni okolici je
7 = (t, —V2t — £2,/4 = 2t), torej v njej velja:

. -1 1
?:(1, i o ): Lo, V2
V2t —t27 42t 2
Tangenta v implicitni obliki:
X—-1=—V2(Z-V2), Z=-1.

Opomba. Mozna je tudi parametrizacija:

t
xr=1+cost, y=sint, z:2sin§

(to opiSe celo krivuljo, brz ko ¢ pretece interval dolzine 4m; ko t pretece interval
0, 27], dobimo zgornji del krivulje (z > 0), ko pa t pretece interval [27, 47], dobimo
spodnji del krivulje (z < 0).

3
2. a)l :/ (2 +t%)dt = 15.
0
t3
b) Vsi mozni naravni parametri: s = £ (g + Qt) + C. Velja:
w =1+ 4t* + 4¢*

, 61> + 161> 4 8t
w = —=— = s

ds
< 2 +2
, W 186 4 7614 + 8812 + 16
W= = 2 1 9)3
do (12 4 2)
V izhodis¢u je t = 0 in w” = 2.
_ 2.t 1 . —1,2t, —t?
3.a)T:—(”) sgnt, B:—( . ),
4241 Vit 412 + 1

N (83 +2t, —t* + 1, =23 — 1)
V8 + 510 + 6t + 512 + 1

b) Binormala: X — 1 =-1(v - 1) =27 - 1.

Pritisnjena ravnina: —X +2Y — Z %

sgnt




M. RAIC: VAJE 1Z MATEMATIKE 3 ZA FIZIKE

4. Ko y, kot je izrazen v prvi enacbi, vstavimo v drugo enacbo, dobimo x

Dobimo torej dve krivulji:

Pri z =0 in & > 0 je seveda relevantna prva krivulja. Odvajamo:

T =

. e*(cos z — sin z) ) —2e%sinz
T = |e*(sinz+cosz)| , T =|2e*cosz
1 0
Vstavimo z = 0 in dobimo:
. 1 . O
T= |1, T=[2],
1 0
Nadalje je:
. . . _2
|7|=v3, *x7=]0]|, [7x7|
-2
od koder kon¢no dobimo:
2v2
=—— in w=-=

—2¢*(sin z + cos z)
2 ¢e*(cos z — sin z)

0

2

84

zZ.

5. Prvi nacin. Vstavimo z = 1 —x v 22 4+ 2y*> = 2(2 — 2) in dobimo 22? 4 2y* = 1,
tako da izberemo parametrizacijo:

1

ﬁcost
T(t)=| Jgsint | ;
1—\%(}081&
1\%sint . ?509525
?569& , T = —l\ﬁsmt
%smt ECOSt

1
% 0

t €10,2n].
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kar nam da:

TXT =

NI= O Nl
Sl
X
=
=)
I
jan)
=
I
—_
=)
X
=)

I
Sl-

in konc¢no:

_ 1 _
K= 75, T7T=0.

Opomba. Torzijska ukrivljenost je enaka ni¢, ker krivulja lezi v ravnini x + z = 1.

Drugi nacin. Parametriziramo kar z z:

1—=z
T(t) = \%\/4,2 —222-1
z
(upostevali smo, da je y > 0). Odvajamo:

_ -1 R 0 _ 0
dr _ | _vaa-y T &7 evsa-s)
dz | Va—22-1 | dz2 (4z—222-1)3/2 | > dz3 | @z

1 0 0
Vstavimo z = 1 in dobimo:
~ -1 — 0 N

dr d*7 37

— =10 — = |—V2 — =0

dz 1 ’ dz? V2| dz3 ’

0
kar nam da:
. . 2 . . “ee . . .
Fxi=lo|, @Fx#)F=0, |F|=va, [Fx7|=

V2

in kon¢no
_ 1
K = ok T = O,
kar je isto kot prej.
Tretji nacin. Parametriziramo z x:
x
T(t) = | 5V1— 227
1l—x
(spet smo upostevali, da je y > 0). Odvajamo:
. 1 ~ 0 ~ 0
U N S d?’_r:_ﬁﬁz

@ - V1—22 ) d$2 - (1_(2]352)3/2 ) dl’g (1_2m2)5/2
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Ceje z=1, je x =0, torej:

dr 4’7 d*7
w | = w Y
kar nam da:
. . - 2
FxF=| 0 |, Fx¥)F=0, [F]=v2, |Fx7|=2

in spet
1
k=73

6. Preseki ploskve z ravnino, ki ustreza doloceni koordinati z, so kroznice 2% + y? =
1+ 22. Le-te lahko parametriziramo s kotom ¢. Dobimo parametrizacijo:

V22 + 1cosy
T = [V22+ Ising

z

Ce Zelimo zajeti celo ploskev, mora kot ¢ preteci interval dolzine 27, z pa mora
preteci celo realno os. Odvajajmo:

T Cosy —V 22 + 1singp
T, = \/z‘§+1 sing |, Te= | V22 + 1cosg
1 0

V splosnem je treba vedeti, koliko sta v dani tocki enaka parametra. A v tem
primeru je dovolj vedeti, da v dani tocki velja:

3 4
cosp = —, singp = -, z=—V24,
5) 5)
torej je:
—3v/24/25 —4 -3 1 -3
o= |-avaa/s|, T= 3], TxT=| 4|, N--| -
1 0 —v24 —V24
X-3 Y—-4 Z+4+V24
Normala: = = .

4 V24

Tangentna ravnina: 3X +4Y ++v24 7 = 1.
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7. a) Velja:
. 1 .. 0 . .. 2t2
T=3|2t], T=6]|1 TXT =18 | -2t
2t* 2t 1
|7 =32 +1), |7 x 7| = 18(2> + 1)
1 2t2 —2t
— 1 - 1 — 1
F=5p CB=ge o |TH| N=gmg |22
T o T + 2t
Mozna parametrizacija iskane ploskve je:
R 3t — 2st
€= |3t + s — 2st?
2t + 2st
b) Iz krivinskega polmera:
=13
1 |7 3 (042 2
S T
dobimo parametrizacijo iskane evolute:
. —6t
= _ = _ 4.9 3
E=T+pN=|-3t"+5t*+3
3t + 8¢
8. Racunajmo:
x2+y2+22:a2,
Tr=cosa—asina, y=sina—acosa, z=0,
PP+ =1+,
2 2 3/2 _
4 1 1
Iskani integral je torej enak / aVvl+a?da = (r” + 3) .
0
9. Najprej izracunamo:
t
s O s 2 o 2 _
t=3, y=6t z=061", ds =3(2t° +1)dt, = op

Sledi:

1
m:3/ tdt = —,
0

1 1 1 4
x*:6/t2dt:2, y*:6/t3dt: , z*:4/ thdt = |
0 0 0 5

1
Iy :/ 3t(9t* + 4t%)dt = 6.
0

N | o o | o
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10. Velja:
R [t 1 1
/Rd?: —t 1 =/tdt:—,
K 0 t 1 0
~ A ! 41
/ R-d?:/ —t3| - | 2t :/(t2—2t4+3t3)dt:—.
Kz 0|t 3t? 0 60
11. Velja:

1
/ R-d?—/(2t2dt+t2dt+3t2dt)—2,
K1 0

1 1
/ R.d?_/ (2t4dt+t6d(t2)+(2t5+t2)d(t3))_/ (5t* +8tT)dt = 2.
Ko 0 0

Integrala sta torej enaka.

12. 222 + y22.
(1,1,1)
Tako je potem R-d7 =w(1,1,1) —w(0,0,0) =2 -0 = 2.
(0,0,0)
13. Prvi nacin. Ploskev lahko izrazimo eksplicitno:

z=1—-2>—9*; 224+¢y* <1,

od koder dobimo tudi EG — F? =1+ 22 + 2, = 14 42” + 43>, Iskana povrina je
enaka:

1
// \/1+4x2—|—4y2dxdy:27r/ p\/1+4p2dp:%(5\/5—1).
z2+y?<1 0

Drugi nacin. Ploskev parametriziramo v polarnih koordinatah:

T =pcosp, y=psing, z=1-p*; 0<p<l, 0<p<2r.

Iz:
Cos ¢ —psin e
T,= |sing|, T,=| pcosep
—2p 0

dobimo EG — F? = p*(1 + 4p?) in iskana povrsina je enaka:

1
/ﬂ)<p<1 p\/1+4p2dpdg0:27r/ p/ 1+ 4p*dp,
S 0

0<p<2m

kar je isto kot prej.
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14. Prvi nacin: z eksplicitno izrazavo ploskve. Najprej izracunajmo kvadrat plos¢inske-
ga elementa:

9 dz\? dz\? 9 9
EG—-F" =1+ 1r + &y =1+4a" +4y°.

Masa je torej enaka:

m:// 0\/EG—F2dxdy:// (2 +y*) /1 + 422 + 42 da dy.
z<1

x2+y?<1

Po uvedbi polarnih koordinat x = pcosy, y = psinp, J = p dobimo:

el L 9255 + 1
m = p°\1+4p?dpdy =27 p\/1+4p2dp:Tﬂ.
o Jo 0

Zaradi simetrije je x* = y* = 0, aplikata teziSca pa je enaka:

1
z*:—// (2 +y*)? /1 + 422 + 42 dody =
m z2+y2<1
o ! 5 5
0

Com125v6 -1
S m 420

~125v5—1

7(25v5+1)

Kon¢no izracunamo se vztrajnostni moment okoli osi z:

1255 —1
JZZ// (x2—|—y2)2\/1+4$2+4y2dxdy:Lw.
x24y2<1

420

Drugi nacin: s parametrizacijo v polarnih koordinatah:
r=pcosy, y=psing, z=p*; 0<p<l, 0<p<2r.

Tedaj je o0 = p?. Iz

Cos ¢ —psin @
T,= |sing|, T,= | pcose
2p 0

dobimo EG — F? = p?(1 + 4p?). Masa ploskve je tako enaka:

25v5 + 1

3./ 2 —

//0<p<1'0 Ldptdpde = 60
0<p<2mr

Ker je z = p?, je koordinata z teziSéa enaka:

, 1 5 5 ~125v5-1

0<p<2m 7(25\/5 + 1)
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in ker je 22 + % = p?, je vztrajnostni moment okoli osi z enak:

1255 — 1
_ 5 2 _
J, —//0<p<1 0’1+ 4p2dpdy = g

0<p<2m

Rezultati so seveda enaki kot prej.

15. Ker je debelina torusa zanemarljiva, ga lahko obravnavamo kot ploskev. Oznacimo
z a polmer osrednje, z b pa polmer stranske kroznice. Torus parametrizirajmo na
naslednji nacin:

x = (a+ bcosh) cos p

0< <2
= bcos @) si ; -
Yy (a.—l— cosf)siny 0<6<or.
z =bsinf
Racunajmo:
—(a+ bcosB)sin ¢ —bsin f cos p
T, = | (a+bcosO)cosp | , Tp= |—bsinfsing| ,
0 bcos 6

E=(a+bcosh)?, F=0, G=»>.

Ce je torej o povrsinska gostota torusa, je njegova masa enaka:

27
m = // ob(a+bcosh) dpdf = 27rab/ (a+bcos®)dd = 4nx’cab.
0<p,0<2m 0

Vztrajnostni moment okoli simetrijske osi pa je enak:

J :// ob(a + beos6)? dpdf =
0<p,0<2m

2
= 27mb/ (a+bcosf)*dd =
0

= 2mwob (27ra3 + 37mb2) =
= 212%0ab (a2 + 37rb2) =

3
— 2 _b2 )
m<a —i—2 >

16. Ploskev parametriziramo s pomocjo cilindri¢nih koordinat:

P COS P
T = |psinp]| ; 0<p<l, 0<p<2rm.
p
Odvajamo in dobimo:
Ccos —psin g —pCos
T,= |sinp|, T,=|pcosp |, T, X Ty = | —psing

1 0 p
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Ker ima vektorski produkt 7, x 7, zadnjo komponento pozitivno, je Zelena orien-
tacija v nasprotju z izbrano parametrizacijo, torej bo veljalo:

p COS —pCos p
//R NdP = — //0<p<1 psmcp - | —psinp | dpdp =

0<p<2m 1%
2
— / / p>dpdy =
0 0
21
n

17. Prvi nacin: z enotno parametrizacijo ploskve:

x
T = Y , x>0, y<0, x<2y+6.
(6+2y—x)/3
| 0 1/3
T,=| 0 , Ty=| 1|, T.x7,=]-2/3
~1/3 2/3 1

dobimo, da ima normala isto smer kot 7, x 7,. Torej bo pretok enak:

x? 1/3

//R NdP = //x>0 1> | =2/3| dedy =
50 (64 2y — 2)2/9 1

r<2y+6

2y+6 2 RY
// ( E +—(6+Qg x)>dxdy:

:/3(2@/;6) 2y (25+6)+(6J;3y)3> dy =

—18—9+46=
=15.

Drugi nacin: s posameznimi parametrizacijami ploskve:

r=0642y—3z; y <0, z>0, 32 -2y <6,
3z—06

y:HTZ; x>0, z>0, r+32<6,
6+ 2y —

:M' x>0, y <0, r—2y<6.

3 I



M. RAIC: VAJE 1Z MATEMATIKE 3 ZA FIZIKE

1
Iz predznakov komponent normalnega vektorja N =

1
Vi |

x4 32 — 6)?
//R NdP //y<0 6+2y—3z)2dydz—//m>0 %
2>0 z>0

3z—2y<6 z4+32<6

Ny — 2
y<0 9

r—2y<6

0 r(64+29)/3
—/ / (6 + 2y — 32)*dzdy —
-3.Jo

2 6—3z _ 2
/ /2y+6 6+2y—$) 4 dy B

(6 +2y)3 / (32—6)3 / (6 + 2y)3
_ [ b2y A T2 g
/_3 o Wt T T, T W

=18—-9+6=
=15.

18. Plasc valja najprej parametriziramo:
T =cosy, yYy=singp, z=2z; 0<p<2r, zelR.

in v izbranih koordinatah zapisemo vektorsko polje, ki ga integriramo:

R 1 T 1 coSs ¢
R=——— = —— |sin
22'2 + y2 + 22 y 1 + 22 (‘0
Nato izracunamo:
—sing 0 cos
To=|cosp |, T,= |0, T,xT,= [sing
0 1 0

Ker zgornji vektorski produkt vedno kaze iz valja, je pretok enak:

Ccos Ccos

—2| dobimo:

92

dzdx +

L i dz 2
(I):/Agpizwl—i—z? sing | - smcp d@dz_/ dgp/ — '
z€E

z

19. 22z — 2zyz 4 6yz.

20. (p+ 3)r”
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21. (221 + 22%y, 3x2?%, —4dxyz).
22. Oznacimo dano vektorsko polje z R. Iz

(b+ 1)y’ cos z — 3yP cos z

rot R = |22%cosz — (a+ 1)x*cos z
0
dobimo, da je polje potencialno natanko tedaj, ko je a = 1 in b = 2. Ker se

nedoloceni integrali:
/stinzda: = 2%sinz + C4(y, 2)
/3y2 sinzdy = y° sin z + Cy(x, 2)
/(x2 +9*) cos zdz = (2% + y®) sin z + Cs(, )

ujemajo za Cy(y, 2) = 3y*sin z, Cy(z, 2) = 22 sin z in C3(,y) = 0, je skalarno polje
u = (2? 4+ y3) sin 2 potencial vektorskega polja R. Z drugimi besedami, velja:

2zsinzdz + 3y’ sin 2 dy + (2° + y°) cos 2 dz = d((z”* + y*) sin2) .

23. Pruvi nacin. Integral je vsota integralov po stranicah:

y 4
1 -
K
K, ’
Y > .
Ky 1 x

Velja:

J
J

1
1

/ de+Ydy):/(2y—1)arctg—ydy.

K3 0 Yy

Xdz+Ydy) =0,

=

1

=

2

(

T [ T
(de+Ydy):§/0 xdx:Z,
(
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24.

Z integracijo po delih, kjer arkus tangens odvajamo, ostalo pa integriramo, dobimo:

1 y? —y
Xdx+Yd :/ — 2 2 dy=
/Kg( Ty = | e e i

1 1/1 dy
= - — = —— dz =

2 2/, 202 —2y+1
1 /1 dy B
2y Qu-12+1

1 =«

2 4

Torej je ]{ (Xdz+Ydy) =
K

1
5
Drugi nacin. Velja %—Z . %—)y( = 1, torej je cirkulacija po robu obmocéja enaka kar

1

njegovi ploscini, plos¢ina danega trikotnika pa je res 3

Oznac¢imo z B enotsko kroglo, z R = (X,Y, Z) dano vektorsko polje, s ® pa iskani
pretok.

Prvi nacin: neposredno. Rob krogle parametriziramo:

sin @ cos ¢
T = |[sinfsinp| ; 0<p<2r, 0<6<m.
cos 6
Tako velja:
—sinfsin @ cos 6 cos ¢
T, = | sinfcosy |, To = |cosfsinyp
0 —sinf
in
sin? ) cos ¢ R
Top X T, = |sin’fsing | = Tsinf = Nsinf,
sin 6 cos 6

zato je pretok enak:

@:// R-NdP =
0B

z(y? + 2?) x
y(z? +2%)| - |y| cos@dpdd =

0< 27
_ﬂ/aéégﬂ/z 2(z% + y?) 2
w/2 2
= 2/ / (2% +y?2* + 2%2?) dp dd =
—7/2J0

w/2 2w
2 / / (cos® O sin? ¢ cos? ¢ + sin? 0 cos® A) dp df .
—7/2J0
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25.

Oznacimo u := sin® § sin?  cos? p+cos? §sin® §. Ker se u ne spremeni, ¢e f zamenja-

mo s w—#0, je foﬂ udf =2 fUW/Q udf. Nadalje, ker se u ne spremeni, ¢e ¢ zamenjamo
sp—m, —palis /2 — ¢, velja fo%ud(p = [T udp =2 [ udp = 2f:/52udg0 =
4 [T udgp. Sledi:

/2 /2 /2
® =16 / sin® 0 df / cos? @ sin® pdy + 87 / cos? O sin® 0 df =
0 0 0

Cn( ) n(52) e (L2) -
e [re)]
riG  re

)1

rEIre _

Ol

+ 47

— |role

Drugi nacin: po Gaussovem izreku velja:

@z/// divfidV:/// 2(z% +y* + 2*) dodydz.
B B

Po uvedbi sferi¢nih koordinat:

T = psinfcosp, y=psinfsing, z=pcosh, J=p?sind

s 2 1
CI>:2// /p4sint9dpdg0d0:8—7r.
o Jo Jo )
cp;://ﬁ-ﬁdp,
I

kjer je II dani plas¢ stozca, orientiran tako, da normala kaze navzgor. Naj bo
K pokrov stoZca, torej ploskev 2% + y? < 1, z = 1; tudi K orientiramo tako,
da normala kaze navzgor. Iztok danega vektorskega polja iz stozca je tako enak
[[R-NdP — [[,R- NdP. Ce polni stozec ozna¢imo z D, je po Gaussovem
izreku:

//R-ﬁdP—//T%-JVdP:///divﬁdvzw,
K 11 D

saj je div R = 3 in je integral enak kar trikratnemu volumu stozca. Izra¢unajmo Se

integral po K. Tega pa lahko izracunamo kar po definiciji s ploskovnim integralom
0

skalarnega polja, saj je ploskev vodoravna in velja N = |0|. Poleg tega, ce jo
1

dobimo:

[zracunati je treba:
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T

y|, velja EG — F? = 1. Sledi:
1

y? —|—1 0
//R NdP = // y+\/m2 - 10| dzdy
ﬂw“11+vﬁ+y L

:// (14 Va2 +y?) dedy =
x24y2<1
2 1
:/ dgp/(1+r)'rdr:
0 0

parametriziramo z (z,y) kot R=

5%
7
Kon¢no je:
Lo R o
:// R-NdP—/// div RdV = —
K D 3
26. a) Pri u = 0 parametrizacija preide v:
1+ coswv
7= 0 . welo,21],
sin v

kar je kroznica s sredis¢em v (1, 0,0), polmerom 1 in pravokotna na os y. Priu = 27
pa parametrizacija preide v:

14 e 2" cosv
T = 0

;. vel0,2n],
e ¥ sinwv
kar je kroZnica s srediséem v (1,0,0), polmerom e~27 in pravokotna na os ¥,
b) Integral:

//ﬁjmw
S

je enak negativhemu pretoku skozi pokonéni disk radija 1 z luknjo radija e27

saJ je divergenca polja enaka 0. Ce ta disk z luknjo parametriziramo z (z, z)
< (2 —1)2 + 2% < 1, velja R = (22, —2?, —2xz), normalni vektor pa je enak
?x x T, = (0,—1,0) in kaze iz telesa, ki ga omejujeta ploskev S in disk z luknjo

Preverimo, kako je glede na dano parametrizacijo orientirana ploskev §. Velja

—(1+ e ™cosv)sinu — e " cos ucos v —e " cosusinv
Tu=| (14+e™cosv)cosu—e “cosucosv | , T,= |—e “sinusinv| ,
—e “sinv e “cosv
e U cosucosv + e 24 cosucos?v — e 2 sinu
Ty X Ty = |e ¥sinucosv + e 2 sinucos? v + e 2 cosu

e~"sinv + e 2 sin v cos v
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27.

Ce izberemo v = v = 0, pride 7 = (1 +¢7,0,0) in 7, x 7, = (e™' + e72,¢72,0),
kar pomeni, 7, X T, prav tako kaze navzven. Sledi:

Jrver L) )
s e 27 < (x—1)2422<1 [ _ 99 0

= — // 22drdz.
e 27 <(z—1)2+22<1

Uvedemo novi spremenljivki r in ¢, pri katerih je x = 1+rcosp, z =rsiny, J =r,
in dobimo:

SN 2wl e~ 5
//R-NdP:—/ / r(1+rcosg0)2drdgaz7re_4“(1—l— )——.
S 0 e—2m 4 4

Rotor:

R 0
rot R = | -2
—x
je precej preprostejsi od izvirnega polja, zato je smiselno uporabiti Stokesov izrek.
Za ta namen pa moramo najprej izbrati ploskev, katere rob je dana krivulja, ki jo
oznacimo s K. Izberimo ploskev:

S: P4yt <l, z=uay.

Zanko K parametriziramo: ¥
2w
cos
T = sin ;
cos (p sin

@ gre od 0 do 27

in opazimo, da je ta parametrizacija skladna z izbrano ori-
entacijo zanke K. Parametrizirajmo Se ploskev S:

P COS (P
T = psin g ;
p? cos psin @

(r,p) € A:=10,1] x [0, 27] .

LT

V rob ploskve se preslika daljica {1} x [0, 27]. Na sliki je prikazana pozitivna ori-
entacija roba 0A. Opazimo, da na daljici, ki se preslika v rob ploskve S, parameter
¢ narasca. To je isti ¢ kot tudi v parametrizaciji zanke K in tudi orientacija zan-
ke K je dolocena tako, da ¢ narasca. Zato sta zanka K ploskev S pri izbranih
parametrizacijah orientirani skladno.
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[zracunajmo:
COos —psinp
T, = sin , Ty = P COS ,
2 cos p sin @ p*(cos? p — sin? p)
—p*sing
T, X T, = |—p?cosep
)

Skladnost orientacije zanke K in ploskve S se vidi tudi tako, da normala kaze
navzgor. Sledi:

/ﬁ-d?://ﬁ-ﬁdpz
K S

0 —p?sinp
— _ . _ A2 .
_//ngSl 2 p-cosp| dpdy =
0<p<2n | —pCOS @ P
— 2 —
—//0<p<1 p-cospdpdy =
0<p<2m
2w 1
:/ cosgpdcp/ P dp =
0 0
=0.

28. Dana krivulja je rob prostorskega trikotnika, ¢igar ogliSc¢a so te tri tocke. Prostorski
trikotnik z oglis¢i A, B in C' lahko parametriziramo v obliki:

?:?c—%um—i-v@ u>0,v>0,u+v<1.
V nasem primeru lahko postavimo A(1,0,0), B(0,1,0) in C(0,0,1). Dobimo:

U
T = v u>0,v>0,u+v<1.
1—u—w

Krivulja K nastane tako, da z izbrano parametrizacijo trikotnika preslikamo kri-
vuljo v parametri¢nem prostoru, ki gre od tocke (0,0) premocrtno do (1,0), nato
premoértno do (0, 1) in nato premoértno spet do (0,0). Ta pot gre v pozitivni smeri,
zato sta trikotnik in njegov rob skladno orientirana.

Krivuljni integral danega vektorskega polja R je po definiciji tezko izracunati. Toda
po Stokesovem izreku je ta integral enak integralu rotorja:

R 2y — 2z
rotR=|—2z+42x
—2x — 2y
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po ustrezno orientiranem trikotniku, torej:

2u +4v — 2 1

1 1-v
// du+2v—-2|- |1 dudv:—4// (1—u—v)dudv =
Hoa | —2u—20 | |1 0 Jo
1

utv<l
:—2/ (1—2)*dv =
0

99
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5.

Navadne diferencialne enacbe

1. Po lo¢itvi spremenljivk dobimo y~?3dy = dz, kar se zintegrira v 3y*/? = 2 + C
oziroma:

[+ C 3
v=1{"3 :

Te funkcije imajo niclo in glede na to, da smo delili z y, moramo to preveriti posebej.
Ni tezko preveriti, da so to res resitve enacbe, niso pa edine. Se nekaj resitev:

o y=10

_ ;< q
LY ez

,_{ (5 ey
0 ;x> D
(52)" ;x<p

y= 0 p<x<gq

(59" w24

Vsaka klasicna resitev, definirana na odprtem intervalu, ima eno od teh oblik:

Ce resitev nima nicel, imamo na vseh korakih pri reSevanju ekvivalence, torej
e 3, . L .
mora biti oblike y = (££€)” (totka —C pa ne more biti na danem intervalu).

Naj ima resitev niclo ¢, nima pa naj nicel na nekem intervalu (g, q + ¢), kjer
je € > 0. Po prejsnjem mora obstajati tak C, da za vse x € (q,q + ¢) velja
Yy = (%)3 Zaradi zveznosti pa mora biti C' = —q — torej za x € (q,q + ¢€)
velja y > 0. Prav tako zaradi zveznosti pa mora slednje veljati za vse > ¢

na definicijskem intervalu; tam mora torej veljati y = (%)3.

Podobno, ¢e ima resitev ni¢lo p in nima nicel na nekem intervalu (p—e, p), kjer

je € > 0, mora za vse x < p na definicijskem intervalu veljati y = (%)3 < 0.

Ce ima refitev nicli a < b, mora biti y = 0 za vse x € [a,b]. Privzemimo
namre¢, da za neki 2y € (a,b) velja y # 0. Ce je tam y > 0, zaradi zveznosti
obstaja maksimalni z € [a, x¢), za katerega je y = 0: naj bo to x = q. A po
prejsnjem mora tedaj za vse x > ¢, torej tudi za x = b, veljati y > 0, kar je
protislovje. Podobno, ¢e pri x = zq velja y < 0, obstaja minimalni z € (xg, ],
za katerega je y = 0. Ce je to = p, mora za vse x < p, torej tudi za x = a,
veljati y < 0, kar je spet protislovje.

Se enkrat, ¢e resitev nima nicel, smo Ze videli, da mora imeti eno izmed zgoraj
ugotovljenih oblik. Privzemimo zdaj, da ima ni¢lo x,. Lahko je y = 0 za vse
x > xg, Ce ne, pa zaradi zveznosti obstaja najvecji x, za katerega je y = 0: naj
bo to x = ¢q. Po prejsnjih ugotovitvah mora biti y = 0 za vse z € [xg,¢| in
Yy = (%)3 za vse r > ¢. Podobno je lahko y = 0 za vse x < z¢, ¢e ne, pa
zaradi zveznosti obstaja najmanjsi z, za katerega je y = 0: naj bo to x = p.
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Po prej$njih ugotovitvah mora biti y = 0 za vse = € [p,x¢] in y = (%)3 za

vse r < q. V vsakem primeru ima resitev eno izmed zgoraj ugotovljenih oblik.

2. Moznosti je vec, zelo smiselna izbira pa so kar funkcije y = (%)3, kjer xq pretece

vso realno os. Konstantne funkcije y = 0 ni treba vkljuciti. Graf slednje je ogrinjaca
grafov funkcij iz splosne resitve. Taki resitvi pravimo singularna resitev.

3. Da lo¢imo spremenljivke, moramo deliti z z in y? — 9:

ydy  dz

-9 =z
To se zintegrira v:
1
51n|y2—9\ =Inlz|+C.

Ob upostevanju zacetnega pogoja dobimo C' = %ln 5, poleg tega pa sSe, da v okolici
velja |z| = z in |y? — 9] = 9 — y%. Sledi:

In(9 —y*) =2Inz +In5.
Resimo na y in spet ob upostevanju predznaka dobimo:
y=—v9 —bx2.

Maksimalno definicijsko obmocje je (—\%, \%) dlje se funkcija ne da razsiriti do
zvezno odvedljive funkcije.

4. Spet lo¢imo spremenljivke:
ydy  dz

-9
Privzemimo torej najprej, da je x # 0 in y # +3. Opazimo, da je leva stran, pomno-
zena z 2, oblike ¢'(y)/g(y), kjer je g(y) = y*> — 9. Torej lahko enacbo integriramo

A'
y* =9

C

In =2In|z|.

Obrnemo in dobimo:
vy’ —9=Clz]* = C2*.

Resitev prvotne enacbe dobimo tudi pri C' = 0. Izrazimo y in dobimo:
y=+vCx?+9.

Pokazimo, da se vse klasi¢ne resitve na intervalih, ki ne vsebujejo tocke 0, izrazajo v
tej obliki. To zagotovo velja, ¢e y nikjer na danem intervalu ni enak 3 ali —3. Nadalje
opazimo, da y v nobeni to¢ki ne more biti enak 0. Stevila —3, 0 in 3 razdelijo realno
os na stiri odprte mnozice — dva poltraka in dva intervala. Iz zveznosti resitve in prej
ugotovljenega pa sledi, da vsaka klasi¢na resitev, definirana na dolo¢enem intervalu,
ki ne vsebuje nicle, zavzame vrednosti kveé¢jemu v eni izmed prej omenjenih mnozic.



M. RAIC: VAJE 1Z MATEMATIKE 3 ZA FIZIKE 102

To pa pomeni tudi, da, mora biti, brz ko je v neki tocki enaka 3 ali —3, na celotnem
definicijskem intervalu konstantna. Zelena trditev sledi.

Funkcije y = v C2? + 9, ki jim iz definicijskega obmocja odvzamemo tocko 0 in
Se tocki £3/v/—C, e je C' < 0, torej sestavljajo splosno refitev dane diferencialne
enacbe — ne le na R\ {0}, temve¢ tudi kar na celotni realni osi. A tocke 0 iz
definicijskega obmocja sploh ni treba odvzeti, saj so funkcije tudi v tocki 0 zvezno
odvedljive.

Omenjene funkcije pa niso vse klasicne resitve dane diferencialne enache: brz ko
definicijski interval resitve vsebuje tocko 0, se enoli¢nost porusi in vse klasi¢ne resitve
zajamemo Sele, e vkljucimo tudi funkcije oblike:

] =VCi22+9 ;2 <0
y= +vV/Co?24+9 ;2>0,

pri ¢emer imata oba korena isti predznak.

5. Hitrost kolesarja v, ki se spreminja s ¢asom t, zadosca diferencialni enacbi:

dv
= kv
dt v

kjer je k konstanta. Loc¢imo spremenljivke in integriramo:

Yo par. lowso

V2 v

ODb ¢asu 0 je hitrost enaka vy := 7m/s, ob ¢asu t; := 3s je enaka v; := 6m/s. Oboje
vstavimo v reseno enacbo in po krajsem racunu dobimo:

1 1 /1 1
ol asi(iny
Vo tl U1 Vo
[S¢emo pa Cas ty, ob katerem je hitrost enaka vy := 1 m/s. Spet vstavimo v reseno
enacho in po krajsem racunu dobimo:

1 _ 1
by=t 2" —108s.
v v

6. Na kroglo delujeta sila zra¢nega upora in sila teze, obe v smeri, nasprotni njenemu
gibanju. Po drugem Newtonovem zakonu je sestevek sil enak:

dv

2
m— = —mg — cv”.

dt g
Loc¢imo spremenljivke:

m dv — _at,

mg + cv?
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pripravimo za integracijo:
integriramo:

in izrazimo:

v = ? tg <\/%(to—t)) .

Pri t =ty je v = 0, torej je to ravno ¢as, ko krogla doseZe najvisjo tocko. Ce ga
zelimo izracunati, vstavimo ¢ = 0, ko mora biti v = 0. Dobimo:

tozﬂﬁarctg (Mivo) =94s.
cg mg

Oznac¢imo zdaj s h visino, na kateri je krogla. Dobimo jo neposredno z integriranjem:

h:/vdtzmlncos@/%(to—t)) + hy .
c m

Najvisja tocka je dosezena pri t = ty, zato je visina, ki jo doseze krogla, ravno hyg.
Ce jo zelimo izrac¢unati, vstavimo ¢t = 0, ko je h = 0. Dobimo:

hoz—mlncos< %to) =
c V' m
m [ ¢
= —— Incos arctg ( — vo) =
c mg

m c
= —In(1+—v)=
e ()
=460 m.
Ce ne bi bilo zra¢nega upora, bi lahko postavili ¢ = 0. Ustrezno resitev lahko dobimo

bodisi kot limito splosne resitve, ko gre ¢ proti nic¢, bodisi tako, da diferencialno
enacbo resimo posebej, kar je v resnici elementarna fizika. Pride:

1)2

to=2—-10s,  hy=-2—500m.
g 29

7. Enacba je homogena, ker jo lahko prepisemo v obliki:

=2 +tg?.
T T

S substitucijo z = y/x, y = xz, ¥y’ = z + 2z’ se enacba prevede v obliko:

2 =tgz.
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Loc¢imo spremenljivki in integriramo:

dx sin z
ctgzdz = — In
x

= In|z|, sinz = Clz| — Cx.

Preverimo, da tudi pri C' = 0 dobimo resitev. Izrazimo z in nato y ter dobimo dve
druzini resitev:

y = z(arcsin(Cz) + 2kr) in y=a(r — arcsin(Cx) + 2k7); k€ Z.

Ker je lahko C poljubno realno stevilo, ga smemo pri drugi druzini zamenjati z —C'.
Tako lahko splosno reSitev poenotimo v:

y = z(arcsin(Cz) + nm); n€Z.

Pri danem zacetnem pogoju dobimo k& = 3 in C' = —+/3/6. Iskana partikularna

resitev je torej:
Yy = x |37 — arcsin 5 x ,

maksimalni odprt interval, na katerem je definirana, pa je (0, 2\/5): ceprav je
namre¢ sama funkcija definirana na intervalu [—2\/§, 2v/3 } , enacba pri x = 0 nima
pomena.

8. Ko v enacho vstavimo y = kx + n, dobimo, da enacba velja za k = —% inn=0.

x
Nastavimo torej y = 2z — 5 in dobimo enacho:

7 —32=0.

Loc¢imo spremenljivki:
dz 5 dx

z i

z
integriramo in dobimo In c= 31n|z| oziroma z = C|z|?, kar lahko na vseh inter-

valih, ki ne vsebujejo tocke 0, nadomestimo z z = Cz3. To je torej splosna reSitev
enacbe na R\ {0}, a tudi na celi realni osi. Splosna resitev prvotne enacbe pa je:

x
=Cz® - .
Y x 9
9. Najprej resimo homogeni del:
dyn e’ Yu C
—_— = d In=—— = —In(e"+1 = .
n 1 T, nC n(€+ ), Y 11

Konstanto C' nadomestimo s funkcijo z in odvajamo:

z , z’(ez—l—l)—zez
) Yy = 2
(e +1)
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Vstavimo v prvotno enacbo, uredimo in dobimo 2z’ = e* — 1, torej z = e* — x + C.

Splosna resitev dane enacbe je torej:

e —z+C
YT e
Vstavimo x = y = 0 in dobimo C' = —1. Iskana partikularna resitev je torej:
et —r—1
v= et +1
10. Delimo z y*:
3y 2
— 4+ ==1+3¢€"
ytooy?
: r ., Y :
in uvedemo w = —, w' = ——. Sledi:

Y )

—w +2w=1+3€".

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d
—ﬁ+2dw:0, —lnw—H+2x:0, wy = C e,
wy C
w=e"z, w' =2e* 2+ ¥,
Z=—e® 37, =1 L 37 4 (O,

2
w:%—i—?)ew—kC’ezx.
Iskana splosna resitev je torej:

y= (%+36”+Ce%)71/3

skupaj z resitvijo y = 0, ki je limita zgornjih resitev, ko gre C' proti neskoncno.

11. Delimo s ¥/y:
zy~ Y3y 4+ 3y¥? =sinz

in uvedemo w = y*3, w' = 2y~1/3y/. Sledi:

3zxw’ .
+ 3w =sinx.
2
Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:
dw 2 w C
—241Z2-0, m-Z+42lmz=0, wyp=—,
wyg X C x2
R , 2 2z
veE VEETE
2= Z2xsinz, z=2(—zcosz+sinz+C),

B 2(—xcos:z:+sinx+(])

32
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Iskana splosna resitev je torej:

. 3/2
(2(—1:(:03:6 +sinx + C))
y==

32

ali ekvivalentno:

1 /2\%? 3/2
y:j:—g 3 (—xcosx+sinx+0) )
x

Dodamo se resitev y = 0, ki je v vseh x # 0 ogrinjaca resitev iz zgornje druzine, pri
x = 0 pa ne, ¢eprav ima pomen.

12. Delimo s \/ﬂz

xy
— —4/y+4=0
NG VY

in uvedemo w = /y, w' = %yilﬂy’. Sledi:
rw' —2w+2=0.

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d 2
ﬂ——:O, ln%—21n|x|:0, wy = Ca?,
WH x C
w =2’z w' = 2xz + 227,
2 1
/_ R—
z E, Z—ﬁ‘f‘c,
w=1+Cz?

Toda pozor! Po definiciji kvadratnega korena mora biti tu w > 0, zato moramo pri
negativnem C' ustrezno zoziti definicijsko obmocje! Splosna resitev enacbe je torej:

y = (1+C2?)?, (%)

vendar pa pri C' < 0 funkcije zozimo na —(—C)~1/2 < z < (=C)~Y2: izven tega
intervala namre¢ dane funkcije resijo enacbo xy’ — 4y — 4,/y = 0. Dodamo Se
singularno resitev y = 0, saj imamo v vsaki tocki, kjer je y = 0, resitev iz druzine (x)
kveéjemu z ene strani.

13. Za y = ax? dobimo:
2. 2p+2

apz’~t = d’z + 2271,
Za vse z lahko to velja le, ¢e je p= -3 in a®> +3a+2 =0, torej a = —1 ali a = —2.
Torej lahko nadaljujemo na dva nacina.

1 1
Prvi nacin: y = —— + —. Po ureditvi dobimo:
x3 w
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MnoZimo z w?, pri éemer se zavedamo, da lahko s tem pridobimo resitve. Dobimo:
2w
w — " +2>=0.
x

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

dwg 2dz Wy
— =" In— =2Inlz|, wy=C2?,
Wy x C

w=r’z, w =2z 4% 7,

drt4at=0, z=—-24+C, w=—-a>+Cz*.

Tocke, kjer je w = 0, so izlocene iz resitve. Splosna resitev je torej:

1 N 1
YETE T
- oy e 1
skupaj z izhodis¢éno resitvijo y = ——.
x
. 2 1 o :
Drugi nacin: y = —— + —. Po ureditvi dobimo:
x3 w
w4 P
w?  xw w?’

Mnozimo z w?, pri ¢emer se zavedamo, da lahko s tem pridobimo resitve. Dobimo:
) )
4w
w — —+22=0.
T

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d 4d
O _ 2 Y glne|, wy = Cat,
Wy T C

w=zxz, w' =423z + 2t

1
dat+a22=0, z=-+D, w=az>+ Dzt
T

Tocke, kjer je w = 0, so izlocene iz resitve. Splosna resitev je torej:

2 1

VTS T Sy D

skupaj z izhodis¢no resitvijo y = —%.

Opomba. Splosni resitvi, dobljeni na posamezen nacin, sta na prvi pogled videti
razli¢ni, vendar v resnici dolocata isto druzino funkcij. Posamezni resitvi se ujemata,
¢e je CD = —1; poleg tega pa se resitev za C' = 0 iz prvega nacina ujema z
izhodisc¢no resitvijo iz drugega nacina, reSitev za D = 0 iz drugega nacina pa se
ujema z izhodiS¢no resitvijo iz prvega nacina.
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14. Preverimo eksaktnost:

0
- =1 22° —y) = —1
5 (&Y , ; (22° —y)
in integriramo:
o 2
Jer—par=5 —wraw. - [@rdy=—ay- L+ B,
% 7
Integrala se ujemata, ¢e postavimo A(y) = ) in B(x) = 5 Tedaj je F(z,y) =
2 %
7 W Splosna resitev enacbe je torej:
v 422y =2t 4+ C
0ziroma
y=—xcrEtvat+a2+C.
15. Iz
0 x 2P+ 4 3Py
— |2 (3In(z+y)+ — || = ————,
0y[ ( &) x+y)} (z +y)?
9 [xf’ ; } _pa" 4 (p+ Day
ox |” z+y (z +y)?

dobimo, da je enacba eksaktna, ¢e jo pomnozimo z 2. Integriramo:

3
/ (3:52 In(z +y) + xi y dx) =23In(z +y) + A(y),

3
x
dy = 2°In(x + y) + B(z
| £ =G )+ B
in vidimo, da se integrala ujemata, ¢e je A(y) = B(z) = 0 (pri logaritmu ni absolutne
vrednosti, ker je logaritem brez absolutne vrednosti ze v sami enacbi in mora biti
zato x +y > 0). ReSitev enacbe je torej:

?*In(z+y)=C

oziroma:

C/x3

y=e —x.

16. Nastavimo kar 3/ = t, torej je x =t + sint. Sledi & = 1 + cost, torej:

. t2
! y y = t(1+ cost), y:§+tsint~l—cost+0.

t: :—’
y 1+ cost
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17.

18.

19.

20.

Nastavimo y' = sht, torej je x = £ cht. Sledi & = £ sht, torej:

ht =¢ =+ =+sht=4+——+——

S Yy sht’ Yy S 9 )
h(2t) — 2t htcht -t
y:i%w:i%

(vsi predznaki + morajo biti enaki).

Opomba. To diferencialno enacbo lahko re$imo tudi neposredno, saj je ¢y =
+va? — 1, torej y = £ [ V22 —1dz. V resnici nam resitev dane diferencialne
enacbe s parametrom da eleganten izrac¢un nedolocenega integrala:

Va2 —1— Arch
/\/xz—ldx:a: 3: 5 rcx+0'

Nastavimo 3’ = sint, pri ¢emer lahko brez skode za splosnost privzamemo, da je
—5 <t < 7. Tedaj je y = cost. Sledi y = —sint, torej:
) , sint )
sint =9y = ———, r=-1, r=C-—t.

T
Vidimo, da je mozno zlahka eksplicitno izraziti y = cos(C' — x). Lahko bi izrazili
tudi v obliki y = cos(z + D).
Enacbo druzine linearnih resitev:

y=Czx+ C?

parcialno odvajamo po C' in dobimo 0 = z + 2C'. Izrazimo C' = —z/2, vstavimo v
prvotno enacbo in dobimo ogrinjaco:

o
y_ 4'
Po uvedbi z = y” dobimo:
dz dx x
21 2 o
T2 =2 —=—, 2= inse z=0.
22 a2 1+ Cx

Natancneje, vse resitve na z, definirane na odprtih intervalih, ki ne vsebujejo nicle,
so take oblike, torej zgoraj navedene funkcije tvorijo splosno resitev. Prvo druzino
moramo dvakrat integrirati. Za C' # 0 dobimo:

22 (1+Cz)In(1+ Cx)

= — — D FE
Y 50 B +Dx+ L&,

za C' = 0 pa dobimo:
3

y:%+D:c+E.

Konéno ne smemo pozabiti resitve z = 0, za katero dobimo:

y=Dx+ F,
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21.

22.

a) Pouvedbi ¢y =v, ¢y’ =v S—Z dobimo:

skupaj z dodatno skupino resitev v = 0, torej y = C. A najprej se posvetimo
glavnemu delu, ki je linearna diferencialna enac¢ba. Najprej resimo homogeni del:
dvy dvy dy vy C C
y—=-—v, —=—"2, In—=—-Inly|, vyg=— — —,
dy vn y C || y
nato pa pois¢emo Se splosno resitev:
dv Zy—=z , v +C

E: T 2 ) Z:2ya 2292+C> v =
y dy Y y

Zdaj resimo Se:

dy > +C ydy
— = , =dx,
dx y y?+C

v +C
In =

1
3 i) x, y=+xvDe>*—-C.

Vstavimo zacetna pogoja. Ker je y(0) < 0, mora biti:

DeQz
= VD —C, yf=——— .
Y Y vDe2 —(C

Dobimo sistem —1 = —v/D —C, 3 = —

Dobimo resitev:

D
————, ki ima resitev C = —4, D = —3.
VD —-C
y=—V4—3e>.

Maksimalni odprti interval, kjer je dobljena resitev klasi¢na, torej dvakrat zvezno
odvedljiva funkcija, je (—oo, % In %): ker gre odvod proti neskonc¢no, ko gre z proti
desnemu krajiscu, se namrec funkcija onkraj tega krajisca ne da razsiriti kot dvakrat
zvezno odvedljiva funkcija.

a) Oznacimo s ¢ ¢as in z v = dy/dt hitrost telesa. Tedaj je pospesek enak:

d?y dv k

w ey Ty
od koder dobimo:

d
vdv = —k il ,
Y
kar se zintegrira v:
v? Y
— =—kln—.
2 hA
A ker telo pri y = yp miruje, je A = yy. Dobimo:
d
v="Y—_ | okm¥

_dt_ Yo
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23.

(predznak korena je negativen, ker se telo giblje proti izhodis¢u).

b) Prejsnjo ena¢bo obrnemo, integriramo in dobimo:

d
t:_/_y.
«/—2kIn <L
Yo

A ker pri y = yo velja t = 0, mora biti:

t__/yL_/“L
Yo 1/—21<:lnyi0 y ,/—rilnyio

¢) Z uvedbo nove spremenljivke u = —1In(z/y), 2z = ye ¥, dz = —ype “du

dobimo: |
Yo —In(y/y0) ,—u

t= du.

2k Jo Vu

Iskani ¢as padanja je limita, ko gre y proti ni¢, to pa je integral:

t = S0 wadu:&%l):%ﬁ.
V2k Jo Vu V2k V2k

Oznac¢imo z y dolzino dela vrvi, ki se je ze odvil in visi z mize, z v = ‘Cil—:;’ pa hitrost,
s katero se spusca. Ta del vrvi deluje na preostanek s silo pgy, kjer je u dolzinska
gostota vrvi. Uporabimo razli¢ico drugega Newtonovega zakona za gibalno koli¢ino:

2

dG = Fdt.

Sprememba gibalne koli¢ine je sestavljena iz dveh delov. Del vrvi, ki je ze od-
vit in ima maso py, pospesuje postopoma; to poveca gibalno koli¢ino za uydv =
Wy ((11—7; dt = py % dt. Infinitezimalni delcek vrvi, ki se pravkar odvija in ima ma-
so udy = pvdt, pa hipoma pospesi do hitrosti v; to poveca gibalno koli¢ino za

pv?dt = u(i—ﬁf dt. Dobimo torej:
d%y dy\’
dG = py — dt — | dt.
M gz (dt)
Vstavimo v Newtonov zakon, delimo z pdt in dobimo diferencialno enacbo:
d?y  (dy\’
Y=Y + (E) :

Ker enacha ne vsebuje eksplicitno ¢asa, ji lahko znizamo red. Dobimo:

d
gy =04y
dy

Ce enacbo delimo z v, dobimo Bernoullijevo enac¢bo. S substitucijo w = v? se le-ta

prevede na linearno enacbo:

gy=§d—y+w.
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Nadaljujemo po ustaljenem postopku:

d 2d
ﬂ:__ya lnw_H:_21n|y‘7 wH:By727
wy Y A
w=>bly)y >, W=V y*-2by)y >,
2gy° 2y C
V(y) =2gv°%. bly) = C =—4+ —.
(¥) =29y, bly)=—7-+C, w=-3 2

Izrazimo v in dobimo Se eno diferencialno enacbo:

dy _ o, 2y, C

dt 3+y2'

Zdaj pa upostevamo, da je hitrost v odvijanja vrvi pozitivna in da sta na zacetku,
denimo takrat, ko je ¢ = 0, tako hitrost v kot tudi dolzina y enaki ni¢. Od tod
dobimo, da mora biti C' = 0, koren pa pozitiven. Sledi:

d
S g J%_iip.
29 VY g

Ce se vrv za¢ne odvijati ob ¢asu 0, dobimo D = 0, od tod pa iskano dinamiko
odvijanja:
_ gt

24. Lastna para:

Splosna resitev:
y = —3C;e® +3C,e>,
2 =Che" 4+ Cye®®.
25. Lastna para:

)\1:4+32, 61:|:Z‘|, )\2:4—327 §2:|:_Z:|

Za lastno vrednost \; dobimo kompleksno bazno resitev:

hi(x) = lz e(4+3i)$] _ {—ee% sin(B:IJ)} i [e% cos(3x)} |

. ) .
eld+3i)e 17 cos(3z) e sin(3x)
iz katere dobimo realni bazni resitvi:

i =[]
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Splosna resitev v realnem je torej:

y = " (=Cysin(3z) + Cy cos(3x)) |
z =€ (C cos(3z) + Cysin(3z)) .

26. Za lastno vrednost \; 3 = —3 dobimo verigo:

weff -]

Splosna resitev:

Yy = (C’l + Cy(1 + :v))e_?’x,
z = (—Ol - OQI)S_gz.

27. Karakteristi¢ni polinom: —A*>—5\2 —7TA—3 = —(A+1)?(A+3). Dobimo dve verigi:

0
)\1:—32 ?1: 1
__2_
—1 1]
/\23——1 ?3: 0 — 5\2: -1 ,
3 | 0 ]

Splosna resitev:

y=0Che "+ Cs(—1+x)e ™,
2=01e —Che ® —Cyxe ™,
u = —201 G_Sx + 303 e_”": .

28. Karakteristi¢ni polinom: —(\ + 2)3. Dobimo eno samo verigo:

L
o= o

1
—>5\1: 0
0

Splosna resitev:

Yy = (C’l +C'2m+%03x2)6_2””,
z = (CQ +CgCL’— 203)6_217

u:%Cge’Qm.

Opomba. Ta sistem bi lahko resili tudi tako, da bi resili najprej tretjo enacbo, nato
drugo in nazadnje prvo. Prvi¢ bi dobili homogeno, drugic¢ in tretji¢ pa nehomogeno
linearno diferencialno enac¢ho prvega reda.
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-1 0 -1
29. a) Lastne vrednosti matrike A = [ 3 2 1 | so \jp = —1, A3 = 2. Za lastno
0 0 -1
vrednost A\; o = —1 dobimo verigo:
0 -1
?2 = |0 — 61 = 1 s
1 0
za lastno vrednost A3 = 2 pa dobimo lastni vektor:
0
V3 = 1
0
Splosna resitev sistema je torej oblike:
T —1 0 -1 0
yl =Cie ' | 1| +Cye? Ol +t| 1 +Cye? |1
z 0 1 0 0

b) Zacetni pogoji morajo biti taksni, da je C5 = 0. Ob ¢ = 0 smo v tocki

Zo —Cl
Y| = |C1+Cs
20 CQ
Ce upostevamo C5 = 0, dobimo, da je £ = —vo, 2o pa poljuben, torej iskani zacetni

pogoji lezijo na ravnini x + y = 0.

30. Edina lastna vrednost je A = 1. Ker je dimker(A —I) =2 in dimker(A — I)? = 3,
imamo dva lastna in en korenski vektor. Vzememo npr. korenski vektor:

1 1
vg) = (0] = o =1 1] (lastni)
0 -1
in Se en lastni vektor:
2
vél) = |—-1
0
Splosna resitev je potem:
1 1 1 2
z(t)=Ae | 1 | +Be' [ |0 +¢t] 1 +Ce |1
-1 0 —1 0
1 .
Ce ozna¢imo 7 (t) = e'q(t), velja ¢(t) = B | 1 |, g(t) = 0. Dobimo:
—1

T=eqteq, T=€T+2e7, T=€TG+3e7
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31.

32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.

in velja: L . .
(Zx7)-7= (g xq) (' +3€'q) =0,
tako da je torzija enaka 0 in je krivulja res ravninska.

Pri danih zacetnih pogojih je A = B = C' =1 in imamo krivujo

T(t) = e t =" q(t)

1
z binormalo, ki je ves ¢as v smeri ¢ x ¢ = | 3|, tako da ima iskana ravnina enacbo:
4

r+3y+42=0.
Iz resitve 26. naloge razberemo fundamentalno matriko:

_ 1 14z
_ 3z
Y(z)=e {_1 . } ,

iz nje pa sistem:

u' 4+ (1 +2) =e*,

—u —xv =0,

ki ima resitev:

2 2
u = —ze”, u=(—1z+1)e* +C,
v v

%ezx—i—CQ.

Splosna resitev sistema je torej:

y=3e"+ (C1+Co(l+))e ™,
z=—1e"+ (=C; — Coz)e ™.
y=Cre¥ 4+ Che™™.

y=C,+Cye 2,

y = (C + Cyx)e 3",

y = (C1 + Cox + Csz?)e™,

y = (C) + Cyr)e®® + Cze~22.

y = e *(Cy cos(2z) + Cysin(2z)).

y=(Ci+Cox) COS(\/gx) + (C5+ Cy ) sin(\/gx).
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39. y=Cicosz + Cysinz + (C5 + Cyz + Cs2?)e”.
40. y = Cy |23 + Cy2®.

41. y = (Cy + Cy In|z|)2?.

42. y = z(C cos(3In |z]) + Cysin(31n |z])).

43. Iz resitve homogenega dela yg = Cjcos5 + Cysin§ dobimo naslednji sistem za
resitev izvirne enacbe:

T ..z,
cos —uj +sin—u, =0

2 2
1 . =z ,+1 x 1
——sin —uy; + = CoS =~ Uy = ———.
27721 277277 4sint
Resitev tega sistema je:
uy = ! w=——zx+C
1 27 1= 9 1
1
ugzgctgg, Uy = In sing‘—FC'Q,

splosna resitev izvirne enacbe pa je:

1
Yy = (—§x+C’1) cosg—k (ln)sing‘ —|—02> Sing.

44. Iz resitve homogenega dela yy = Ciz + Coz? dobimo naslednji sistem za reSitev
izvirne enacbe:

zu) + 2’ul =0,

1
uy 4 2zul = 2z =1)
Resitev tega sistema je:
1 r—1 1

= =—1 ——+C

Uy xg(w _ 1) ) Ui n T ‘ T 1,
1 rz—1 20 + 1

= ——— =1 C

“2 w(x—1)’ b - ‘ 07

splosna resitev nase enacbe pa:

1
+5C__+01£C+CQ£IZ’2.

2
— (22— 1)1
y=(2"—2x)In 5

T

=

45. Iz desne strani in yg = C; e** + Cy e~* dobimo naslednji nastavek za partikularno
resitev:
yp = (Az + B) e > + Ccosx + Dsinw.
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46.

Odvajamo:

Y

= (—2Az+ A—2B)e* + Dcosz — Csinz,
y =

/
P
%= (4Az —4A+4B)e * — Ccosx — Dsinz

in dobimo:

Yh —yp —2yp = (4Ax —5A+4B) e * — (3C + D) cosx + (C — 3D)sinx .

. Ve . . . _ 1 _ 5 _ 3 . _ 1
Po izenacitvi koeficientov pride A = 3, B = 4, € = —35 in D = —q5. Iskana
splosna resitev je torej:

_ (1 5\ 2 __ 3 1 2z —x
y—(4a:+16)e S5 Ccos losmm—i—Cle + Cye™™.

Iz desne strani in yy = (C} + Cyx) e73® dobimo naslednji nastavek za partikularno

resitev:

yp = Ax? e .

Odvajamo:
Yp = A(—32% +2x) e yp = (927 — 120 +2) e

in dobimo:
Yp + 6yp +9yp = 2477

torej mora biti A = % in iskana splosna resitev je:

y = (C1 + Coz + 32%)e .
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6. Variacijski racun

1. Euler-Lagrangeova enacba:

4y = dxy’ + 22%y"  oziroma 2%y’ + 22y — 2y =0

je homogena Euler-Cauchyjeva diferencialna enacba s splosno resitvijo
4

Y= —21 + Caz. Iz robnih pogojev dobimo C =4, Cy = 0, torej y = yo := —.

x x
Pokazali bomo, da funkcional v yy doseze minimum. Za ta namen opazimo, da velja
xyy + 2yo = 0, in pisimo:

2?y? +2y° = (vy +2y)* — dzyy’ — 2y° = (zy' +2y)* — (22y?)’.

Tako je:

I(y) = / 2 (2’ +2y)° — (20 | do =

2

2
— / (zy + 2y)* do — 2zy? X
1

= /1 (wy + 2y)* do — 4(3/(2))2 + 2(y(1))2 =
= /Q(xy’ +2y)? dx + 28.

Velja torej I(yo) = 28, za vse funkcije y iz definicijskega obmocja pa je I(y) > 28.
To pomeni, da funkcional I pri y = 3 doseze minimum.

Zaloga vrednosti funkcionala I je torej podmnozica intervala [28, c0). Pokazimo, da
je to v resnici kar celotni omenjeni poltrak. Za ta namen si oglejmo funkcije:
(x —1)(x —2) 3 2

a = > kjer je = =1—-— -
Y Yo+ av jer j v(x) = . + =

Upostevajoc¢, da je zy| + 2yo = 0, izracunamo:

2
I(ya) = 28 + a2/ (v + 20)*dx =
1

2 3 2
:28+a2/ (2——) do =
1 X
2 12 9
:28—1—(12/ (4——+—2>dx:
1 T T

1
=28 + (?7 — 121n2> a’.

Sledi, da je zaloga vrednosti res celotni poltrak [28 00) (mimogrede pa Se, da je
In2 < 17/24 — v okviru zaokrozitvene napake je In2 = 0693 in 17/24 = 0°708).
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2. Euler-Lagrangeova enacba:
2y +2e” = 2y”  oziroma Y —y=c¢

je nehomogena linearna enacba s konstantnimi koeficienti, ki ima splosno resitvev
Yy = %x e” + Cie” + Coe™™. Iz edinega robnega pogoja dobimo Cy = —¢? (% + C’l),
namesto drugega robnega pogoja pa imamo transverzalnost, ki nam da y'(0) = 0,
torej % + C7 — C5 = 0. Resimo sistem in dobimo C; = —%, Cy =0, torej:

Y=y = %(:L’—l)ex.

Izkaze se, da je v yg spet dosezen minimum. To lahko vidimo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin. Odvajamo:
1 T

/
y0:§$€ )

od koder dobimo, da je yo — y) + 3€” = 0, nakar izratunamo:

(y—y + 1)’

L(z,y,y) + 1€* —ye® —y'e” — 2yy’ =
L(x,

(z,y,9) — (ye" +y* — Le*)'.

Ce velja robni pogoj, je vrednost funkcije ye” + y? — £€** v 1 vedno enaka —e?/8.
Cesa takega pa tokrat seveda ne moremo re¢i za vrednost v 0. Velja torej:

z=1

z=0

1
I(y) = / (y—y + %ex)2 dz + (ye* +y* — 1e*)
0

! ;1 x\2 1—e? 2
= (y—y+§e)dx+ 3 —y(0) —y(0)=.
0

Zdaj pa pisimo y = yo + v in ob upostevanju, da je yo — y; + %e“’“ = (, izracunamo:
1 2 2
1—e 1 1
I(yo—i-v):/ (v—v)?dx + - (———l—v(O)) - (———l—v(O)) =
0 8 2 2
1 _
= / (v—2)de +
0

1 1 1 3 _ o2
:/ v2da:—2/ m/da:—l—/ v dz + —v(0)* =
0 0 0 8

3—¢€?

1 1
:/ v2dx—v(1)2+v(0)2+/ v dr + 5 —v(0)* =
0 0

3—¢?

1
_ 2 2
—/0 (v* +v?) dz + 3

Slednji izraz ima pri v = 0 res minimum.

~0(0)? =

Drugi nacin. Pisimo:

L = y2 —|— y/2 + 2y ez , Lyy = 2’ Lyy/ = 07 Ly,y, — 2y/2
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in oCitno je Ly, LyyLy,, — Lz2/y’ > 0. Ker je yy edina stacionarna tocka, je tam strogi
minimum.

Ce je torej ) prostor vseh dvakrat zvezno odvedljivih funkcij y: [0,1] — R, za
katere je y(1) = 0, velja:

3—¢e2
nl(y) = I —
min (y) = 1(yo) 5

Konéno za y, := y + avy, Kkjer je vi(z) := (1 — z), izracunamo:

3—¢ N T
0
3 — 2 1
= € —{—a2/($2—2x—|—2)d$:
8 0
_3—é N 4a*
-8 37
Iz tega in prej dognanega sledi, da je zaloga vrednosti danega funkcionala cel poltrak

[3—e2

< ).

3. [s¢emo minimum funkcionala:
1
I(y) :/ V1+ 22+ y2de
1

na prostoru dvakrat zvezno odvedljivih funkcij na [—1, 1], za katere je y(—1) = 0 in
y(1) = 1. Pripadajoca Euler-Lagrangeova enacba je:

d Y _0
dz /1+1.2_+_y/2_

kar se trivialno zintegrira v:

/
Y ___ _c
V1+a?+y?
(do tega pride vselej, ko funkcional ne vsebuje eksplicitno y). Kvadriramo in po
ureditvi dobimo:

/2: 02
1—C?

y' = DvV1+ a2,

Krajsi premislek pokaze, da je to ekvivalentno prvotni enacbi s C': parameter C'
se lahko nahaja kvedjemu na intervalu (—1,1) in ko ga pretece, D = C/v/1 — C?
pretece celo realno os.

(1+27).

Spet korenimo in dobimo:

Nedoloceni integral:

I::/\/1+x2dx
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lahko izra¢unamo na ve¢ nac¢inov. Ena moznost je z nastavkom:

1+ 22 d / A
—— dx = - @@
V1422 V1422

Odvajamo in dobimo:

I= dz + (Bx + C)V1+a2.

1+ 22 A Bz? +C A+ B+ Cxz + 2Ba?
+a" L BVIT P4 r"+Czx A+5+Cxr+2bx ‘
V1i+22 1+ 2a? V14 a2 V14 a?

Po izenacitvi koeficientov pride A = B = %, C = 0. Torej je:

1
I:§<x\/1+aj2+ln($+\/a72+1)>—l—E

in
D
y:§<x\/1+x2+ln(w+\/:ﬁ2+1)>+F.

Robna pogoja se tako glasita:

WD) = DVt 4 VE)) 4 F =2 (Vit (1 +v2)) + F =0,
D

y(l)z;(\/ﬁ—ln(l—i-\/ﬁ))—i-F:l

(upostevali smo, da je (\/§+ 1) (\/5 - 1) =1, torej ln(\/§ — 1) = —111(\/5 + 1))
Razresimo in dobimo:
1 1

D = F=—
V2+In(l++v2)’ 2’

od koder koné¢no pride resitev:

x\/1+x2+ln(x+\/x2+1) 1

V2 +In(1+v2) Ty

Ker je to edina resitev, ob upostevanju predznanja dobimo, da je to iskana geodetka.

Resitev pa lahko dobimo tudi s pomocjo znanja o ploskvah in elementarne geome-
trije. Dana ploskev se namre¢ da razgrniti v ravnino. Se drugace, na njej lahko
vpeljemo koordinate, v katerih bo njena geometrija enaka kot v ravnini. Kljucna
koordinata bo:

£ = /xvl—ktzdt:%(x\/1+x2+ln(x—l—\/:c2—l—l)>.
0

Ce tocko na dani ploskvi opisemo s koordinatama ¢ in y in na njej vzamemo neko

gladko krivuljo, bo diferencial loka na njej enak ds = /€2 + 42, kar je isto kot
na ravnini. V tem koordinatnem sistemu bo torej iskana geodetka kar premica od
tocke s koordinatama:

f:—\/ﬁ—l-ln(—l%-\/ﬁ)=—<\/§+ln(1+\/§)>, y=0
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do toc¢ke s koordinatama:
§:\/§—|—1n(1+\/§), y=1.
Ta premica je:

CEHV2+In(14v2) ¢
TRV m(+v2)] 22+ (1+V2)]

kar je isto kot prej.

1
27

4. 1z izrazave poti v kartezijskih koordinatah:

r =rcosf, T =1cosf —rsinff

y=rsind, §=7rsing+rcosfo
ali tudi z uvedbo primernih lokalnih koordinat dobimo hitrost:
Tu pika oznacuje odvod po ¢asu t. Ce s ¢rtico oznac¢imo odvod po kotu 6, dobimo:
o= VIE T

(kot se oCitno s Casom veca, zato je 6 > 0). Po predpostavki je v = Ar za neko
konstanto A > 0, torej je:

do
\r = 2 2
r r'e4r 1
oziroma:
2 2
dt — _V?”A” a9
T

Naj bo 7 ¢as, ki ga potrebujemo za pot od tocke A do tocke B. Integriramo po t
od 0 do 7 in po € od 0 do 7/2, kar nam da:

T2 fo2 2 1 [7/2 N 2
Tz/ T—”d@:—/ ,/1+<T—) a6
0 Ar A Jo r

Ce vpeljemo w := Inr, dobi to obliko:
1 w/2
T:X/ VIFw?dl = I(w).
0

= .. . -3/2 : .
Ce oznac¢imo L := /1 + w'?, velja Ly = (1 + w’2) 72 0, zato ima funkcional [
najvecC eno stacionarno tocko, ki zadosca diferencialni enacbi:

d o

A0 1+ w? =0,
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ta pa se takoj zintegrira v:

w/

1+ w?

=: D. Torej je w linearna funkcija. Vstavimo robne pogoje in

c
Vi-C?
dobimo, da ima funkcional I v funkciji:

oziroma w' =

_21n2
oo

wo(0) : 0

strogi minimum.

Ker je F(z) = v/1+ 2?2 strogo konveksna funkcija, je minimum pri robnih pogojih
w(0) = 0, w(r/2) = In2 dosezen v funkeiji:

2In2 [° 21n2
wp(0) := - /ds: - 0,
0

™ ™

iskana pot pa se v polarnih koordinatah izraza kot:

7‘0(6) — 6201n2/7r _ 229/7r

9

torej gre za logaritmicno spiralo.

Opomba. Iz oblike funkcionala I je jasno, da je dani problem ekvivalenten iskanju
najkrajSe poti na ravnini od tocke (0,0) do tocke (7/2,In2), za le-to pa vemo, da
je daljica. Tako se je problem spet prevedel na ravninsko geometrijo.

5. a) Cena strehe je enaka ploskovnemu integralu I(h) = [[;c(y/2? + y?) dP, kjer je
x

S ploskev, podana eksplicitno v obliki 7 (x,y) = Yy . Izra¢unamo:

ez
pe =1 (2 R) ) + (2R ) =1 )

Sledi:

1= [ TN R ey =
:2ﬂ/12rc(r)\/mdr.

b) Formula za ceno iz prejsnje tocke nam da zZe enkrat zintegrirano

Euler-Lagrangeovo enacbo:
h/

1+ h?
Izrazimo R/, integriramo Se enkrat in dobimo

Ny
oo

h(r) = B+
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Upostevamo robne pogoje h(2) = 0, h(1) = v/3 in po krajsem ra¢unu dobimo A = %,
B =0, torej:

2
h(r) =2 1—%:\/4—7’2.

Ker za funkcijo L(r,y,z) = Y22 velja Ly, = L,. = 0, L., = (1 + 22)%?% > 0,
je v dobljeni funkciji dosezen minimum. Ta minimum pa je strog, ker je dobljena
funkcija edina resitev Euler—Lagrangeove enacbe.

6. Vse stacionarne tocke zadoscéajo Beltramijevi identiteti, ki se po ureditvi glasi:
1
- —C
yv1+y”?

Enacbo kvadriramo, Se preuredimo in dobimo:
v +(yy') = D.

Po uvedbi nove odvisne spremenljivke u = y? dobimo:

u/2
=D
U+ 1

oziroma:

du
v =42vVD —u, +———— =dzx, VD—-u=uxz+FE.
2vD —u *

Kvadriramo, priklicemo y in dobimo:
(x+EY¥+9y*=D.
Robni pogoji nam dajo sistem:
(E+2)*4+4=(E—-2%+4=D,

ki ima edino resitev D = 8, E = 0. Izrazimo y, upostevamo, da je y > 0, in dobimo
edino stacionarno tocko, ki je polkrozni lok:

y=vV8—ua2.
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7. Hilbertovi prostori

1. Kerjep-q= f_ll xdx = 0, sta funkciji ortogonalni.

p.q_/ 2?dr ==, p.p_/ dr =2, q-q—/:z:4da:——
-1 3 ~1 -1 5

dobimo, da je kot enak arccos %> ‘[ =41'8°.

2. Iz

3. a)lz
! 2
pa-lz/ (a72+a)dm:§+2a
-1
dobimo, da ortogonalnost velja pri a = —1/3.
b) Iz:

1 2
2x 1 8
4
a * Pa — - —~|dz =
Pl /_1<x 3 +9> ST

dobimo ||p.|| = 1/8/45.

c) Iz

1
pa-lz/ (xS—z)dx:O
1 3

dobimo, da sta polinoma ortogonalna.
d) Izra¢unamo Se

1

2

1-1=2, xr—>$-xr—>$:/ :v2d:17:§
-1

in dobimo ortonormirano bazo:

eo() ;:%, er(z) = \/gx ea(z) = %(;@2—%):\/2(3#—1).

4. Ker polinomi ey, e; in ey iz prejsnje naloge tvorijo ortonormirano bazo, je iskana
projekcija enaka p :=q-egeg+ q- ey e1 + q - eseq. Iz skalarnih produktov:

1
q-e — 2dr =0,

o f_l
o T
SN Y

dobimo iskano projekcijo p(z) = E
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