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1. Metri¢ni prostori

Preverjanje aksiomov metrike. Krogle. Odprtost, zaprtost.

Aksiomi metrike:
d(z,z) =0
x#y=d(xz,y) >0

d(y,z) = d(z,y)
d(z,z) <d(xz,y) + d(y, 2)

1. Dana je naslednja mreza poznanstev:

Joze Marija Ferdinand Neza
Janez Micka Tanja
Francek Ludvik Manca

Iz mnozice ljudi iz zgornje mreze naredimo metri¢ni prostor, in sicer tako, da je
razdalja d med dvema ¢lovekoma najmanjse stevilo poznanstev, ki so potrebna, da
pridemo od enega do drugega. Izracunajte razdalje:

d(Janez, Micka), d(Janez, Janez), d(Francek, Marija),
d(Fran¢ek, Manca), d(Francek, Tanja)

in preverite, da d izpolnjuje aksiome metrike. Dolocite Se diamater metricnega
prostora, tj. najvecjo razdaljo.

2. Kateri izmed podanih predpisov predstavljajo metriko na R:

a) di(z,y) == 2]z —y|?
b) do(z,y) = |2* —y?|?
¢) ds(r,y) == min{2, [z — y|}?
d) di(z,y) == max{2, [z — y[}?

Odgovore utemeljite!
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Ce je d metrika in a > 0, sta metriki tudi predpisa:

d'(z,y) = ad(z,y)
d"(z,y) == min{a,d(z,y)} .

Uveljavljene metrike na R"

n 1/p
dp((331,...,xn),(y1,..-,yn)) = [Z|‘T2 _yl|p] ;o op=1
i=1

doo((xlw"7xn>7<y1a"'7yn)) = max{\xl _y1|>"'7|xn _yn‘}

Metriki d; pravimo manhattanska, metriki d; evklidska, metriki d., pa
maksimum metrika.

3. V evklidski in manhattanski metriki na R? dolo¢ite mnozico tock, ki so enako od-
daljene od tock 71(1,0) in 75(0,1).

4. V evklidski, manhattanski in maksimum metriki na R? pois¢ite tocko na premici
y = 2x + 1, ki je najblizje izhodiscu.

Odprta krogla: K(z,r) = {y;d(z,y) <7}
Zaprta krogla: K(z,r) ={y; d(z,y) <r}.

5. Pokazite, da predpis d(z,y) := |z* — y?| predstavlja metriko na [0,00). Dolo¢ite
odprti in zaprti krogli okoli tocke 2 s polmeroma 3 in 5.

Ce je d’ metrika na M’ in f: M — M’ injektivna presli-
kava, je tudi predpis d'(z,y) := d(f(z), f(y)) metrika na
M. Pravimo ji povlek metrike d' na M prek f.

6. Pokazite, da predpis:
d((z1,31), (z2,92)) = |1 — 22| + |y — u3)
predstavlja metriko na R%. V tej metriki skicirajte odprto kroglo K ((1,0),1).

7. Postarsko metriko na ravnini definiramo po predpisu:

A7, 7) = { |z —vyl| ; ¢estax in y vzporedna
’ IZ]l + [yl sicer ’
kjer je || - || evklidska norma. Pokazite, da je to res metrika, in dolocite krogli okrog

tock A(4,3) in B(2,1) s polmerom 3.
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8. Naj bo A poljubna mnozica. Primerjalna metrika na mnozici:
AN = {(al,ag,ag, ...) 5 ay,a9,0a3,. .. € A}

vseh zaporedij elementov mnozice A je definirana tako, da je razdalja med zapored-
jema (ai,as,as,...) in (by, be,bs,...) enaka 1/k, kjer je k prvi indeks, za katerega je
ay # by; razdalja med enakima zaporedjema je seveda eneka ni¢. Pokazite, da je to
res metrika, ter dolocite odprto in zaprto kroglo okoli danega zaporedja s polmerom
1/5.

Metrike na funkcijskih prostorih

Naj bop > 1 in a < b. Integralska metrika d, na prostoru C|a, b| zveznih
funkcij na intervalu [a, b] je definirana po predpisu:

4yl f.9) = ( / I(@) - g(a:)}pda:) "

Definiramo tudi d.,, in sicer je to po dogovoru maksimum metrika:

dso(f,9) = max|f(z) — g(z)|.

a<z<b

9. Dana je funkcija f: [0,1] — R, ki deluje po predpisu f(z) = 2> — .

a) Izracunajte razdaljo med funkcijo f in funkcijo g(z) = 1, in sicer v maksimum
metriki na prostoru zveznih funkcij na [0, 1].
b) Katera funkcija g,(z) = a je v tej metriki najblizje funkciji f7

c) Katera funkcija g, pa je najblizje funkciji f v metriki dy?

Naj bo A podmnozica metri¢nega prostora.

e Notranjost mnozice A sestavljajo tiste tocke a, za katere obstaja krogla
K(a,r), ki je vsebovana v A.

e Zunanjost mnozice A sestavljajo tiste tocke a, za katere obstaja kro-
gla K(a,r), ki ima z A prazen presek. Zunanjost mnozice A je torej
notranjost njenega komplementa.

e Rob mnozice A sestavljajo tocke, ki niso niti notranje niti zunanje, tj.
tocke a, pri katerih vsaka krogla K(a,r) vsebuje tako tocke, ki so v A,
kot tocke, ki niso v A.

e Mnozica A je odprta, ce so vse njene tocke notranje, torej ¢e ne vsebuje
nobene svoje robne tocke.

e Mnozica je zaprta, ce vsebuje vse svoje robne tocke.
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10. Na realni osi, opremljeni z obi¢ajno metriko, gledamo mnozice: A; = {42}, A, =
[42,43), As={1/n;neN}, Ay=A3U{0}, A;=7ZU(1,2), As=7ZU(3/2,2)
in A7 =R\Z, As=R\Q, Ay=QnN(0,1). Za vsako od njih dolo¢ite notranjost
in rob ter Se, ali je odprta in ali je zaprta. Dolocite to Se za interval (0, 00), ki ga
gledamo kot podmnozico metri¢nega prostora R \ {0} z obi¢ajno metriko.

Polnost metri¢nih prostorov

Zaporedje 11,3, T3, ... v metricnem prostoru (M,d) je Cauchyjevo!, ce za
vsak € > 0 obstaja tak ng € N, da za poljubna m,n > ng velja d(x,,, ,) < €.

Visako konvergentno zaporedje je Cauchyjevo, obratno pa ni nujno res.

Metric¢ni prostor je poln, ce je vsako Cauchyjevo zaporedje konvergentno.

11. Naj bo ¢1 > @9 > @3 > ... in lim, . p, = 0. Ali je zaporedje tock =, =
(cos @, sin ¢, ) konvergentno oz. Cauchyjevo:

a) v evklidski metriki?
b) v postarski metriki?
12. Dana je funkcija dveh spremenljivk:

1,1
—+=- m#*En
d(m’n):{mon #

cm=n
a) Dokazite, da je d metrika na mnozici naravnih Stevil.

b) Je dobljeni metri¢ni prostor omejen? Ce je, kolikSen je njegov diameter?

c) Dolocite, ali je zaporedje 1,2,3,... v tej metriki Cauchyjevo in ali je konver-
gentno. Ce velja slednje, dolo¢ite njegovo limito.

Konvergenca funkcij v standardnih metrikah

Ce funkcijsko zaporedje konvergira v maksimum metriki, konvergira tudi po
tockah. V tej metriki je dani prostor tudi poln.

Za 1l < p < q < oo je metrika d, enakomerno mocnejSa od metrike d,, kar
pomeni, da za vsak r > 0 obstaja tak s > 0, da je K,(f,s) C K,(f,r) za
vse funkcije f; s K, in K, smo oznacili odprti krogli v ustreznih metrikah.
Od tod sledi, da je vsako zaporedje, ki je konvergentno oz. Cauchyjevo v d,,
konvergentno oz. Cauchyjevo tudi v d,.

nx

13. Dano je zaporedje funkeij f,(z) = o1
n

Ali je to zaporedje konvergentno oz.
Cauchyjevo:

baron Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francoski matematik
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a) v prostoru zveznih funkcij na [ , 1], opremljenem z maksimum metriko?
b [1,1]

)
)

c) v prostoru zveznih funkcij na [O, 1], opremljenem z maksimum metriko?
) [0,1]

NI= N~

v prostoru zveznih funkcij na , opremljenem z integralsko metriko d;?

d) v prostoru zveznih funkcij na , opremljenem z integralsko metriko d;?

)

1

1+ en®
zaporedje konvergentno oz. Cauchyjevo:

14. Dano je zaporedje funkcij f,(z) = in naj bo 0 < a < 1. Dolodite, ali je

a) v prostoru zveznih funkcij na [a, 1], opremljenem z maksimum metriko?
b) v prostoru zveznih funkcij na [—1, —al, opremljenem z maksimum metriko?

c¢) v prostoru zveznih funkeij na [—1, 1], opremljenem z integralsko metriko d;?

15. Dano je zaporedje funkcij na prostoru C[0, 1]:

n—ndr ;x<1/n
0 ;x> 1/n?

fn(x) =

Dokazite, da to zaporedje v metriki d; konvergira proti 0 (¢eprav po tockah ne
konvergira). Dokazite Se, da to zaporedje v metriki dy ne konvergira proti 0.

16. Na prostoru zaporedij realnih stevil definiramo metriko po predpisu:

1
. ,TFY,
d(@,y) = { min{n € N;z, # y.}
0 ;T =Y,

kjer je ¢ = (21, x9,...) in y = (y1, Y2, .. .).
a) Dokazite, da je to res metrika.
b) Kdaj zaporedje zaporedij konvergira proti zaporedju (0,0, ...)?

c) Je dobljeni metri¢ni prostor poln?

Zveznost preslikav

Naj bosta (M,d) in (M',d’) metri¢na prostora.
Preslikava f: M — M’ je v tocki a € M zvezna glede na metriki d in d', ce
za vsak € > (0 obstaja tak 6 > 0, da je:

F(K(a,8)) < K(f(a),¢),

tj. za vsak x € M z d(z,a) < § velja d'(f(z), f(a)) < e.

Preslikava f: M — M’ je glede na metriki d in d’ Lipschitzeva® s konstanto
q, Ce je d’(f(x),f(y)) < qd(x,y) za vse x,y € M.

Visaka Lipschitzeva preslikava je zvezna, obratno pa ni nujno res.

2Rudolf Lipschitz (1830-1903), nemski matematik
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17. Je preslikava f(x) = \/x zvezna in ali je Lipschitzeva:

a) kot preslikava iz [0, 00) v [0, 00)?

b) kot preslikava iz [1,00) v [1,00)?

Povsod jemljemo obic¢ajno metriko.

Ce sta M in M’ intervala na realni osi z obiéajno metriko in je f: M — M’
odvedljiva funkcija z |f'(x)| < q za vse x € M, je f Lipschitzeva s konstanto
q.

Ce je f odvedljiva v notranjosti intervala M in njen odvod ni omejen, ni
Lipschitzeva.

18. Naj bo I: C[2,3] — R preslikava, ki funkcijo f preslika v integral f23 22 f(x)dx. Ce
C|2, 3] opremimo z metriko d;, R pa z obi¢ajno metriko, je preslikava I zvezna? Je
Lipschitzeva?

19. Je identiteta iz (C[0,1],dy) v (C[0,1],dw) zvezna? Je Lipschitzeva?

Banachovo?® skréitveno nacelo

Preslikava f: M — M je skréitev glede na metriko d, c¢e je Lipschitzeva s
konstanto q < 1.

Ce je f skréitev na polnem metriénem prostoru, ima enacba f(x) = x natanko
eno resitev x*. Le-to dobimo kot limito zaporedja:

Iy, T :f(QTl), I3 :f(llj'g),

za poljuben zacetni priblizek x.

Zaprti intervali, zaprti poltraki in cela realna os so v obicajni metriki polni
prostori.

Na intervalu je funkcija f skrcitev, brz ko ga preslika samega vase, ko je tam
odvedljiva in ko je | f'(z)| < q za neki q < 1.

Ce za dolo¢en = na danem intervalu velja | f'(x)| > 1, f tam ni skréitev.

3Stefan Banach (1892-1945), poljski matematik
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Ocena napake

Brz ko izracunamo vsaj dva priblizka, lahko ocenimo tudi napako:

d([En,[E*) S ]_L d(xn—lyxn) .

Ce je tudi f'(x) > 0 za vse x, zaporedje priblizkov bodisi naraica proti x*
bodisi pada proti x*.

Ce pa je f'(z) <0 za vse z, x* lezi med poljubnima zaporednima priblizkoma.

Ocena napake iz zadnjih dveh priblizkov sledi iz trikotniske neenakosti — velja:
d(zp—1,2") < d@n—1,2n) + d(zn,2") < d(zp—1,2n) + qd(@n_1,2")
torej

1-q)d(zn_1,2") < d(@n_1,2n)

torej

d(@n, ") < gd(zp_1,2") <

d(Tp—1,Tn) -

arctg x oye . . <
na Stiri decimalke natancno.

20. Izracunajte vse resitve enacbe x =1 +
21. Izracunajte vse resitve enacbe x = arctgx + 3 na 5 decimalk natancno.
22. Izracunajte vse resitve enacbe x = 2(1 + e¢~*) na 6 decimalk natanéno.
.. " . 1 ) .
23. IzraCunajte vse resitve enacbe x = 3 + — na 7 decimalk natancno.
x

24. Izracunajte vse resitve enacbe x = Inx + 2 na 5 decimalk natancno.

25. Dokazite, da ima enacba:

natanko eno realno resitev. To resitev tudi izracunajte na stiri decimalke natancno.

Enachbo

F(z)=0

lahko s pomocjo Banachovega skrcitvenega nacela resujemo tako, da jo za-
pisemo kot:
r—kF(z) =1,

kjer je k primerno izbrano Stevilo. Postopek deluje, ¢e za vse x na intervalu,
kjer is¢emo niclo, velja |1 — k F'(z)| < q, kjer je ¢ < 1. Tak k se da vedno
dobiti, ¢e se odvod giblje na omejenem zaprtem intervalu, ki ne vsebuje nicle
(v takem primeru je funkcija seveda strogo monotona,).

26. Na 5 decimalk natané¢no resite enac¢bo 23 + 22 = 3.
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Limita poljubne iteracije oblike x,.1 = f(x,), kjer je f
zvezna funkcija, je resitev enacbe f(x) = x.

27. Newtonova metoda iskanja nicel funkcije h izracuna naslednji priblizek za niclo kot:

Tpy1 = T — h/(.In) .

Recimo, da racunamo kvadratni koren stevila a > 0 z Newtonovo metodo kot niclo
funkcije h(z) = 2% — a (to je znano kot babilonska metoda izra¢una kvadratnega
korena).

a) Zapisite ekvivalentno enacbo oblike f(z) = z, ki pride iz te metode.

b) Je funkcija f skréitev na celi realni osi? Ce ne, ali je vsaj zozitev funkcije f na
dolocene intervale skréitev?

¢) Enacba ima seveda dve resitvi — pozitivni in negativni koren $tevila a. Dolodite,
za katere zacCetne priblizke dobimo posamezni koren. Ali iteracija za vse zaCetne
priblizke konvergira?
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2. Fourierove vrste

Razvoj v trigonometrijsko Fourierovo vrsto. Sinusna in kosinusna Fourierova vrsta. Parsevalova
enacba.

Za vsako funkcijo f, ki je integrabilna na intervalu (—m, ), lahko definiramo
trigonometrijsko (klasiéno) Fourierovo? vrsto:

fla) = % + i ay, cos(n) + i by sin(n),
= =
Kjer je:
S /ﬂ f@)de,  ay— %/_: F(z) cos(na) da,
by — %/_:f(a:)sin(nx)dx; nen.

Funkcija f je periodi¢na s periodo 2r in ni nujno (povsod) definirana (vrsta
lahko divergira).

Ce je f odsekoma zvezno odvedljiva na intervalu (—m, =) (tj. interval se da
razdeliti na podintervale, kjer je f v notranjosti zvezno odvedljiva, ' pa ima
v krajisc¢ih levo oz. desno limito), je f povsod definirana: v tockah iz (—m,m),
kjer je f zvezna, je f = f, sicer pa velja:

) = 3 |1in 70) + i 1)

yltz ylz
in Se: .
i) = ) = g [ ) + tim 1)
ytm yl—m
Velja Parsevalova® enacba:

/7r [f(:z:)fdx = %% +7T2(ai+bi).

—T

V nalogah od 1. do 7. razvijte funkcije v trigonometrijske Fourierove vrste, zapisite
njihove dejanske vsote na intervalu [, 7] in narigite njihove grafe na celi realni osi. Ce je
navedeno, zapiSite Stevilske vrste, ki nastanejo, ko vstavimo ustrezne vrednosti. Zapisite
Se Stevilsko vrsto, ki nastane iz Parsevalove enacbe.

1. f(z) =7+ x, vstavite z = 7/2.

4Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francoski matematik in fizik
SMarc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836), francoski matematik
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2. f(x)= { ? ’ i;g , vstavite z = /2.

Ce je f liha, so vsi koeficienti a,, enaki 0.
Ce je f soda, so vsi koeficienti b, enaki 0.

3. f(z) = 2%, vstavite z = 0 in z = 7.

4. f(x) = e*, vstavite z = 0 in z = 7.

5. f(x) =sin’x

6. f(z)=cos(az), a ¢ Z. Vstavite z =0 in x = 7.
7. f(x) =sin(ax), a ¢ Z. Vstavite z = 7/2.

Za vsako funkcijo f, ki je integrabilna na intervalu (0,7), lahko definiramo
kosinusno Fourierovo vrsto:

o0

o) = 20
f(x) = 5 +;an cos(nz),
kjer je:
2 [T 2 (7
ao:_/ f(z)dz, an:—/ f(z)cos(nz)dr; neN.
™ Jo ™ Jo

Funkcija f je soda, periodi¢na s periodo 2 in ni nujno povsod definirana.
Ce je f odsekoma zvezno odvedljiva na intervalu (0, ), je f povsod definirana:
v tockah iz (0,7), kjer je f zvezna, je f = f, sicer pa velja:

inse f(0)=1limf(y), f(r)=1limf(y).

2 yJ0 ytm

Fa) — L fy) +limy . f(y)

Velja Parsevalova enacba:

8. Razvijte funkcijo f(z) = 2 v kosinusno Fourierovo vrsto na intervalu (0, 7). ZapiSite
njeno vsoto na intervalu [—, 7] in nariSite graf na celi realni osi. Zapisite Se Stevilsko
vrsto, ki nastane iz Parsevalove enacbe.

9. Razvijte funkcijo f(xz) = sinz v kosinusno Fourierovo vrsto na intervalu (0, ).
ZapiSite njeno vsoto na intervalu [—7, 7] in nariSite graf na celi realni osi.
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10.

11.

Za vsako funkcijo f, ki je integrabilna na intervalu (0,7), lahko definiramo
sinusno Fourierovo vrsto:

f(x) = Z b, sin(nx) ,

kjer je:
2 ™
b, = —/ f(z)sin(nz)dz; neN.
T Jo

Funkcija f je liha, periodicna s periodo 27 in ni nujno povsod definirana.
Ce je f odsekoma zvezno odvedljiva na intervalu (0, ), je f povsod definirana:
v tockah iz (0,7), kjer je f zvezna, je f = f, sicer pa velja:

Velja Parsevalova enacba:

/Ow[f(x)fdx: gai.

12

Razvijte funkcijo f(z) = cosx v sinusno Fourierovo vrsto na intervalu (0, 7). Za-

pisite njeno vsoto na intervalu [—m, 7] in narisite graf na celi realni osi.

r 5 —2n/3<x<2m/3

Dana je funkcija f(z) = { 0 sicer

a) Zapisite ¢lene razvoja te funkcije v trigonometrijsko Fourierovo vrsto na inter-

valu (—m, m) do vkljuéno ¢lenov s sin(4x) in cos(4x).

b) Naj bo f vsota omenjene Fourierove vrste. Izracunajte f (—IOT").
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12.

Trigonometrijska Fourierova vrsta na simetri¢cnem intervalu poljubne
dolzine. Ce je f integrabilna na intervalu (—I,1), je trigonometrijska Fourie-
rova vrsta na tem intervalu oblike:

o
ag nmwx nmwT
:?—1— E ancos——i— g b,, sin ——
n=1

kjer je:

I
aoz%/ f(z)dz, /f cos@dx

/f sm@dx neN

Funkcija f je periodi¢na s periodo 21 in ni nujno povsod definirana.
Ce je f odsekoma zvezno odvedljiva na intervalu (—I,1), je f povsod definirana
in velja:
f(x) B %[limym f(y) + limy,, f(y)} c-l<e <l
%[hmyTl f(y) + liIny\L—l f(y>] HMAES {_l7 l}

V notranjih tockah, kjer je f zvezna, je seveda f = f.
Velja Parsevalova enacba:

l o0
/ [f(:v)}zdx = %a%%—lz;(ai%—bi).

-l

Funkcijo lahko razvijemo tudi po samih kosinusih ali samih sinusih na intervalu

(0,1).

Razvijte funkcijo:
0 ;<0
ro={0 05

T

13

v trigonometrijsko Fourierovo vrsto na intervalu [—1, 1]. Posebej zapisite, koliko je

enaka dejanska vsota te vrste v celih stevilih.
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13.

14.

Trigonometrijska Fourierova vrsta na poljubnem intervalu. Ce je f
integrabilna na intervalu (u,v), je trigonometrijska Fourierova vrsta na tem
intervalu oblike:

. 2 — 2
f(z) = —i— E ay, COS 1}7?_712 n§:1 by, sin Uﬂ_nz
kjer je:
2 v 2
ag = / flx)de, a,= / f(zx) cos e dz,
v—u J, v—u v—u
2
b, = / f(z sin me dr; neN
v—u

Funkcija f je periodi¢na s periodo v — u in ni nujno povsod definirana.
Ce je f odsekoma zvezno odvedljiva na intervalu (u,v), je f povsod definirana
in velja:

f(x)— %[limmzf(y —i—llmymfy] U<z <U
s [limyy, f(y) + limy, f(y)] 5 2 € {u,v}

V notranjih tockah, kjer je f zvezna, je seveda f = f.
Velja Parsevalova enacba:

[ @ = S S ).

n=0

14

Razvijte funkcijo f(x) = x v trigonometrijsko Fourierovo vrsto na intervalu (1, 2).

Zapisite dejansko vsoto te vrste na [1,2].

Funkcijo f(x) = 2? razvijemo v trigonometrijsko Fourierovo vrsto na intervalu (1, 3).

Dolocite dejanski vrednosti te vrste v 8 in 9.

Kompleksni skalarni produkt

9

(0,0) =
o<,)>Ozaf7£0
e (9.f)=(f9)
e (af,9) =a(f,g)
o (fi+ f2,9) = (f1,9) + (f2,9)
e (f,ag) =a(f,g)

(

fror+g2) = (f,01) + ([, 92)
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15.

16.

Vektorski prostor vseh polinomov s kompleksnimi koeficienti opremimo s komple-
ksnim skalarnim produktom:

<p7Q>:/O p(x) q(z)dz.

Doloéite tako Stevilo a, da bosta polinoma p(z) = z+1 in q(x) = 2*+a ortogonalna.

Razvoj po splosnem kompletnem ortogonalnem sistemu

Ce vektorji 1, o, ... tvorijo kompleten ortogonalni sistem (tj. so paroma or-
togonalni in edino nicelni vektor je ortogonalen na vse), za vsak vektor f velja:

fZZCkSOk, kjer je %:M'
=1 <90k’a QPk;}

Najbo a € C. Razvijte funkcijo f(x) = e* po znanem kompletnem ortonormiranem

sistemu funkcij: ‘
on(x) =€ keZ,

ki jih gledamo na intervalu (—m, ), skalarni produkt pa je:

(f,9) I/_7r f(z) g(z)dz.

Za a € R funkcija f slika v realna stevila. Naj bo Se a # 0. Poiscite ustrezni razvoj
po funkcijah, ki slikajo v realna stevila. Kateri razvoj je to?
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3.

. Dolo¢ite in nariSite definicijsko obmodje funkcije f(z,y) =

Funkcije ve¢ spremenljivk

. Narisite nekaj nivojnic funkcije f(z,y) = 22 — y.

. Dolo¢ite in narisite definicijsko obmodje funkcije f(z,y) = \/y? —4x + 8 ter Se

nivojnice za vrednosti 0, 1, 2, 3 in 4.

. Dana je funkcija f(z,y) = In (:zc +\Yy ) Skicirajte njeno definicijsko obmocje ter

nivojnice za vrednosti —1, 0 in 1.

In(1 — |z| — |y[)
Ty

. Ra-

zisCite Se, kako so videti nivojnice.

Zveznost funkcij veé¢ spremenljivk
Funkcija f dveh spremenljivk je zvezna v tocki (a,b) iz definicijskega obmocja,
ce Ve]ja lim(m,y)ﬁ(a,b) f(l’, y) = f((l, b)

Zlepek kon¢no mnogo funkcij je zvezen v (a,b), ¢e za vsako delno funkcijo, za
katero je (a,b) v notranjosti ali na robu njenega definicijskega obmocja, obstaja
limita te delne funkcije v (a,b) in ¢e so vse te limite enake f(a,b).

Analogno velja za funkcije ve¢ kot dveh spremenljivk.

Vse elementarne funkcije so zvezne povsod, kjer so definirane.

. Za funkcijo:

0 st +yt <1
r+1y ; sicer

f(z,y) :{

raziScCite, v katerih tockah je zvezna.

Limita in polarne koordinate

lim f(z,y) =¢c <= lim sup }f(a—i—rcosgp,bjtrsmgo —c|—0
(z,y)—(a,b) 0 p<p<or

V nalogah od 6. do 8. dolocite, ali se da dana funkcija zvezno razsiriti v izhodisce.

x? +y2
6. = 7
7. == 27
5(72 +2y2 2
8. flz,y) = w2 )

222 4 12
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10.

11.

. Izracunajte limito  lim

Naj bo f zvezna na D C R? (a,b) € D in f(a,b) = to.
Nadalje naj bo g funkcija ene spremenljivke, ty pa v notra-
njosti ali na robu njenega definicijskega obmocdja. Brz ko

je liHlteto g(t) =%, je tudi liHl(a:,y)—>(a,b) g(f(l'a y)) =z

sin(z + y)
(2,9)—(0,0) T + 1y + 22 — Y2’

Parcialni odvodi

Parcialni odvod funkcije ve¢ spremenljivk po doloceni spremenljivki pomeni,
da po tisti spremenljivki odvajamo, preostale spremenljivke pa obravnavamo
kot konstante. Pisava parcialnih odvodov funkcij temelji na tem, da se za vsako
spremenljivko (t. j. mesto funkcijskega argumenta) dogovorimo, katera c¢rka jo
oznacuje. Ce je npr. f funkcija dveh spremenljivk in se dogovorimo, da prvo
oznacimo z x, drugo pa z vy, parcialni odvod po prvi spremenljivki oznac¢imo z f,
ali %, parcialni odvod po drugi spremenljivki pa z f, ali g—g. Dogovor navadno
sprejmemo kar skupaj z definicijo funkcije: ¢e funkcijo definiramo z f(z,y) =
-+, privzamemo, da f, oznacuje odvod po prvi, f, pa po drugi spremenljivki.
Kasneje pa lahko za argumente vstavimo tudi kaj drugega, kar pomeni, da so
vsi izrazi f,(x,y), f+(42,34) in f.(u,v) smiselni. Vrednost slednjega je enaka
vrednosti izraza g’ (u), kjer je g funkcija, definirana po predpisu g(z) = f(z,v).
Tako definirani parcialni odvodi dane funkcije ali izraza so parcialni odvodi
prvega reda.

Izracunajte parcialne odvode prvega reda funkcije f(z,y) = 2° + 3zy + ~.
Koliko pa je f.(y,z)?

Izracunajte parcialne odvode prvega reda funkcije f(z,y) = e +3 Iny — L

Dostikrat, posebej v aplikativni matematiki, je lazje kot s funkcijami delati s
spremenljivkami. Mednje sodijo tudi izrazi s spremenljivkami — za vsak izraz
lahko imenujemo spremenljivko. Spremenljivke lahko definiramo kot funkcije
na doloc¢enem faznem prostoru, vendar nas ne zanima, kako konkretno slikajo,
zanimajo pa nas zveze med njimi.

Tedaj ima smisel gledati parcialni odvod spremenljivke po spremenljivki, ki ga
definiramo kot ustrezni parcialni odvod funkcije, ki pove odvisnost spremen-
ljivke, ki jo odvajamo, od spremenljivke, po kateri odvajamo, in Se morebitnih
ostalih spremenljivk. Parcialni odvod spremenljivke w po spremenljivki x to-
rej sam po sebi ni dobro definiran: treba ga je gledati glede na cel sistem
spremenljivk, ki vsebuje x in s katerim je w natanc¢no dolo¢ena. A v pisavi
ostale spremenljivke prikrijemo: parcialni odvod oznac¢imo kar z g—‘;’ ali 6% w.
Ce je x edina spremenljivka, od katere je odvisna w (tj. w je enolicno dolo¢ena

Ze samo z x), smemo odvod pisati kot navadni odvod ‘31—”“; ali % w.

17
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9, 9,
12. Naj bo z = /z + 22%y + In(y + 1). Izracunajte a—z in 8_Z
T Y

13. Pri 10. nalogi smo izracunali f,(y,x) = g—i(y, x) = 2y + 3z. Koliko pa je %f(y, x)?

14. Med spremenljivkami w, x in y velja zveza w = xy.

oo : w ., Ow
a) Pois¢ite parcialna odvoda — in —

or Oy’

b) Naj bo z = x +y. Izrazite w z = in z ter glede na ta par spremenljivk poiscite
. ow . OJw
parcialna odvoda — in —.
x 0z

Diferenciabilnost
Funkcija f dveh spremenljivk je v tocki (a,b) diferenciabilna, ce je tam par-
cialno odvedljiva in ce velja:
fla+nhb+ k)= f(a,b)+ fu(a,b) h + fy(a,b) k + R(h, k),

kjer gre fff?hfkk)? proti ni¢, ko gre (h, k) proti nic.

Podobno definiramo tudi za funkcije ve¢ spremenljivk.

Funkcija je diferenciabilna, brz ko ima zvezne parcialne odvode.

3

15. Z uporabo diferenciabilnosti funkcije f(z,y) =

v ustrezni tocki priblizno izracu-
/806
V245

16. Dana je funkcija:

najte

——— (T 0,0
fay) =4 V2t (z,y) # (0,0)
0 ; (z,y) = (0,0)

Je f v izhodiscu:

a) zvezna?

b)

c) diferenciabilna?
)

d

parcialno odvedljiva?

parcialno zvezno odvedljiva?
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Gradient funkcije je vektor iz njenih parcialnih odvodov:

Ja
grad f =V f=|f,
B

Smerni odvod po enotskem vektorju n se izraza s formulo:
af —_
—_— = rad , ).
5= = (grad f,7)

Smerni odvod v smeri danega vektorja je smerni odvod po ustreznem normi-
ranem vektorju.

17. Naj bo f(x,y,2) = zy + xz + yz.

18.

19.

20.

a) Zapisite gradient funkcije f.

b) Izrac¢unajte smerni odvod funkcije f v tocki (5, —4,12) v smeri vektorja
(3,4,12).

Posredno odvajanje (verizno pravilo za funkcije ene spremenljivke,
zapisano za parcialne odvode). Ce je w odvedljiva funkcija spremenljivke
z, le-ta pa je nadaljnja funkcija spremenljivk x in y, ki je parcialno odvedljiva,
velja:

8w_dw% ow dw%

Or  dz oz’ Oy dz Oy’
Podobno velja tudi za funkcije ve¢ spremenljivk.
Ce w in njena parcialna odvoda jemljemo kot funkcijo spremenljivk x in y,
moramo seveda pri odvodu ‘é—’j gledati ustrezni kompozitum.

Naj bo:

2
w=lIn 54— 1—|—3U—2 :
Yy Yy

2y
22— g2

Lpradunait ow . Ow
zraCunajte — in —.

7 ou dy
Naj bo:

w = arctg

.. Ow . Ow
Izracunajte — in —

oxr Oy

19

Naj bo spremenljivka w odvedljiva funkcija spremenljivke z = 22 + 2. Izrac¢unajte

o o
Y or oy
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21.

22.

23.

24.

25.

Posredno odvajanje (totalni odvod). Ce je w diferenciabilna funkcija
spremenljivk x in y, le-ti pa sta nadaljnji odvedljivi funkciji spremenljivke t,
velja:

dw Owdr Jw dy

dt — Ox dt+8y dt -

Izrazu na levi pravimo totalni odvod.

Naj bo w = x3y + xy> ter naj bo nadalje z = cost in y = sint. Izracunajte dw/dt
neposredno in Se s pomocjo veriznega pravila.
1—t*, 2t dw

—— iny= . Izracunajte —.
1+ "Y1 e LT

Naj bo w = 22 e¥/* ter naj bo nadalje z =

Naj bo w diferenciabilna funkcija spremenljivk z in y, le-ti pa naj se nadalje izrazata
s t po formulah:
$:€t+6_t, y:et—e_t.

ow . Ow

Izrazite —
zrazite — z T, y, — in —.
dt S dy

Posredno odvajanje (zamenjava koordinat). Ce je w diferenciabilna
funkcija spremenljivk x in y, le-ti pa sta nadaljnji parcialno odvedljivi funkciji
ve¢ spremenljivk (recimo dveh, u in v), velja:

dw_owor  ow iy
ou  Oxr Ou Oy Ou’
dw_owor  ow iy
v Oxr Qv Oy dv’

Spremenljivka w naj bo diferenciabilna funkcija spremenljivk x in ¥y, posredno pa
tudi spremenljivk r in ¢, ki predstavljata polarne koordinate: kartezijske koordinate,
tj. = in y, se z njimi izrazajo s formulama:

T=Trcosp, Yy=rsiney.

Izrazite parcialna odvoda po polarnih koordinatah s kartezijskimi koordinatami in

. . Ow . Ow . ) ow , Ow
parcialnima odvodoma, tj. — in — izrazite z =, y, — in —.
or dp ox dy
Spremenljivka w naj bo diferenciabilna funkcija spremenljivk z in y, posredno pa
tudi spremenljivk « in v, pri ¢emer je:

) u
rT=uww in y=-—.
v
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Recimo, da je w definirana na obmocju, ker je v > 0 in v > 0, in da tam ustreza
parcialni diferencialni enacbi:

ow Ow
G(uvwa 81}) 0

Vpeljite v to diferencialno enacbo nov sistem spremenljivk = in y: zapiSite ekviva-
lentno diferencialno enac¢bo oblike:

ow Ow
F(x7yawa%78_y) =0

Diferencial funkcije

Diferencial funkcije f dveh spremenljivk v tocki (a,b), kjer je f diferenciabilna,

je tista linearna funkcija vektorja ki najbolje aproksimira spremembo

h
k 7
vrednosti funkcije f, ¢e se a spremeni za h, b pa za k:

af(a,b) m — ol b)h+ fyla,b)k

Af(@,0) = [£:(@b) fyla,0)] = (Vf(a,h)"
fla+kb+k) ~ f(a,b) +df(a,b) m

Diferenciale pogosto uporabljamo, kadar namesto s funkcijami delamo s spre-
menljivkami. Pri tem si predstavljamo izhodiS¢no in nekoliko spremenjeno
stanje sistema. Diferenciali, evaluirani v izhodis¢nem stanju in vektorju spre-
membe, tedaj predstavljajo priblizne spremembe spremenljivk: du ~ Au.

Pravila za racunanje z diferenciali
Ce je a konstanta, u in v spremenljivki, f in F' pa funkciji, velja:
da=0, d(au) = adu, d(u +v) =du+dv,
du —ud
d(uv) = udv +vdu, d<g> v o U,
v

d(u®) = au*'du, d(f(w) = du
d(F(u,v)) = Fu(u,v) du + F,(u, v) dv.

0z 0z
Ce je torej z funkcija spremenljivk x in vy, je dz = I dx + En dy.
Y
2x
26. Izracunajte diferencial izraza w = arcsin Tyz’ nato pa Se parcialna odvoda g—;”
z Y

i Ow
in &%
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Diferencial vektorske funkcije

A(7)
. , . o L(@)| .
Diferencial preslikave — vektorske funkcije f(7) = . je linearna presli-
fn(T)
kava z matriko:
dfi
~ d
aj- |
dfm
ki ji pravimo Jacobijeva® matrika.

Diferencial kompozituma diferenciabilnih preslikav ? in g je kompozitum di-
ferencialov v naslednjem smislu:

d(f 0 9)(T) = df (3(7)) dg(T).

To je verizno pravilo v matri¢ni obliki.

27. Spremenljivki u in v sta diferenciabilni funkciji spremenljivk x, v in z, le-te pa so

28.

nadaljnje diferenciabilne funkcije spremenljivk s in ¢. V neki tocki velja:

8:B_5 ox 5
o, o o g0 g
Ox T Oy "0z ’ @——6 @_2
@:_1 @:0 @:3 os ot
Ox T Oy "0z ’ %:4 %:3
0s ’ ot ‘

Spremenljivki v in v lahko gledamo tudi kot funkciji spremenljivk s in . V dani

X133 ~ : : ou Ou Jv : . Ov
tocki izracunajte parcialne odvode g%, 3¢, 2% in &

Spremenljivke u, v in w so diferenciabilne funkcije spremenljivk x in y, le-ti pa se
izrazata v polarnih koordinatah:

T=7rcosp, Y=rsiney.

Pri z = 3 in y = 4 velja:

ou ou
o Ty
o T Oy ’
ov ov
or 0 gy
ow ow
O _q, Yoy
Ox T Oy '

6Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemski matematik judovskega rodu
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Spremenljivke u, v in w lahko gledamo tudi kot funkcije spremenljivk r in ¢. V
dani tocki izracunajte vse mozne parcialne odvode prvega reda spremenljivk u, v in

w po spremenljivkah 7 in .

Izrek o inverzni preslikavi

Naj bo D C R" odprta mnozica in ?: D — R™ parcialno zvezno odvedljiva
preslikava. Naj bo Ty € D in naj bo Jacobijeva matrika df(z,) neizrojena.
Tedaj obstajata taki odprti mnoziciU € D inV CR", dajexoc U, f: U —
V' bijektivna in parcialno zvezno odvedljiva ter tudi f ! na V parcialno zvezno
odvedljiva.

Iz veriznega pravila sledi, da za 7 = ?(f) velja:

29. Dan je sistem enach:

a)
b)

(14+y*)Inx =2
x3+xy:w.

Resite ta sistem za z = 0 in w = 5.

Pokazite, da obstajata taka okolica U reSitve iz prejsnje tocke in taka okolica V'
tocke (0, 5), da ima sistem za vsak par (z,w) € V enoli¢no resitev na (z,y) € U.

Pri z = 0 in w = 5 izradunajte parcialne odvode 22, 92 9 jp 9y
0z? Jw’ 0Oz ow

7 uporabo diferenciabilnosti priblizno resite sistem za z = 017 in w = 5°1:
kot izhodis¢ni priblizek vzemite reSitev iz tocke a) in uporabite tamkajsnje
parcialne odvode, izracunane v prejsnji tocki.

S pomocjo diferenciabilnosti smo torej v prejsnji tocki iz izhodis¢nega priblizka
reSitve sistema za z = 0'17 in w = 51 dobili nov priblizek resitve tega sistema,
prav tako za z = 0'17 in w = 5°1. Iterirajte ta postopek: novi priblizek vzemite
kot izhodis¢ni, izraCunajte pripadajoca z in w, nakar uporabite diferenciabil-
nost, pri ¢emer diferencial inverzne preslikave aproksimirajte z diferencialom
pri z = 0 in w = 5. Kako hitro dobite rezultat na 10 decimalk natan¢no? Vze-
mite, da je priblizek dovolj natancen, ko se dva zaporedna priblizka ujemata
na predpisano stevilo decimalk.

Iterirajte Se z uporabo Newtonove metode, pri kateri se parcialni odvodi v
vsakem priblizki izracunajo na novo. Kako hitro zdaj dobite rezultat na 10
decimalk natancéno?
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Izrek o implicitni funkciji

Naj bosta spremenljivki x in y povezani z zvezo F(z,y) = a. Ce je F v okolici
dolocene tocke (xg,yo) parcialno zvezno odvedljiva in je F,(zo,y0) # 0, jey v
doloceni okolici funkcijsko odvisna od x. Natancneje, obstajajo taka okolica U
tocke xy, taka okolica V' tocke vy in taka funkcija f: U — V', da za vse x € U
iny €V velja, da je F(x,y) = a natanko tedaj, ko je y = f(x).

Poleg tega je f okoli xy odvedljiva in tam velja:

f'(x)

 dx Fy(z,y)

Odvod pa lahko pois¢emo tudi tako, da kar po = odvajamo enacbo F'(z,y) = 0,
pri cemer upostevamo, da je y funkcija spremenljivke x. Na ta nacin lahko
poiscemo tudi visje odvode.

Ce je F,(xo, yo) = 0, v nobeni okolici ne obstaja odvedljiva funkcija f, za katero
Jjey = f(x).

30. Dana je enacba y° + 2y = 32.

a) Resite enacbo na y pri z = 0.

b) Pokazite, da obstajata taka okolica U izhodisc¢a in taka okolica V' resitve iz
prejsnje tocke, da je enacba za vse x € U enoli¢no resljiva na y € V. Tako
postane y funkcija spremenljivke z: y = f(x).

c) Izracunajte f'(0).
d) S pomocjo prejsnje tocke priblizno resite ena¢bo na y pri z = 1.

e) Izracunajte f”(0) in s pomocjo ustreznega Taylorjevega razvoja poiscite nata-
ncnejsi priblizek resitve enacbe na y pri z = 1.
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Izrek o implicitni preslikavi

Naj bosta vektorski spremenljivki T in Yy povezani z zvezo ]?(f, Y) = a, pri
Cemer ima prostor, v katerega slika F', isto dimenzijo kot prostor, ki mu pripada
5. Ce je F v okolici dolocene tocke (T, 7o) parcialno zvezno odvedljiva in je
Jacobijeva matrika d F(xo,yo) neizrojena, je y v doloceni okolici funkcijsko
odvisna od x — obstaja taka vektorska funkcija ?, da jey = ?(?) (seveda je
tudi f(Zo) = Yo); ta funkcijska odvisnost je tam ekvivalentna prvotni zvezi
F(Z,7y) = a. Poleg tega je f okoli xq parcialno zvezno odvedljiva in velja:

— — 1 —

4F (@) = —(d5F(7,9)) 'd=F (7, 7).

Pri tem dyf’ in dgf oznacujeta bloka Jacobijeve matrike dF , ki pripadata
vektorjema T in V.

Ce je dg]?(xo, Yo) Izrojena, v nobeni okolici ne obstaja parcialno zvezno odve-
dljiva funkcija 7, za katero je 7 = ?(f)

Oznaka dz oziroma d pomeni blok iz tistih stolpcev diferenciala, ki se nana-
Sajo na T oziroma 7.

31. Dana je enacba €™ —y — 5z = 0.

a) Resite enacbo na z pri x =y = 0.

b) Pokazite, da obstajata taka okolica U izhodisc¢a in taka okolica V' resitve iz
prejsnje tocke, da je enacba za vse (x,y) € U enoli¢no resljiva na z € V. Tako
postane z funkcija spremenljivk x in y: z = f(x,y).

¢) Izracunajte f,(0,0) in f,(0,0).

d) Priblizno resite ena¢bo na z pri x =01,y = 0°2.
32. Dan je sistem enach:

Y4+ wt =8,
ry? + 22 =9.
a) Resite sistem na y in z pri x =0 in z > 0.

b) Pokazite, da obstajata taka okolica U toc¢ke 0 in taka okolica V' resitve iz
prejsnje tocke, da je sistem za vse € U enoli¢no resljiv na (y, z) € V. Tako
postaneta y in z funkciji spremenljivke z: y = f(x), z = g(x).

c¢) Izracunajte f'(0) in ¢'(0).

d) Priblizno resite sistem na y in z pri x = 01, z > 0.
33. Dan je sistem enach:

2"V 2=1,
3r4+2y+(1+2)(1+2*+y*) =0.
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Resite sistem na z in y pri z = —1.

Pokazite, da obstajata taka okolica U tocke —1 in taka okolica V' resitve iz
prejsnje tocke, da je sistem za vse z € U enoli¢no resljiv na (z,y) € V. Tako
postaneta x in y funkciji spremenljivke x: x = f(z), y = g(2).

Ali se da sistem v primernih okolicah izraziti tudi v obliki y = h(z) in z = k(x),
kjer sta h in k zvezno odvedljivi funkeciji?

Izrac¢unajte f'(—1) in ¢'(—1).

Priblizno resite sistem na x in y pri z = —09.

34. Dan je sistem enach:

P Hy+52 4wt +w=2,
120 —y* + 25 —z4+w® + 2w =15.

Kot znano privzemite, da je x =1, y = —3, 2 = —1, w = 2 resitev tega sistema.

a)

Pokazite, da obstajata taka okolica U tocke (1,—3) in taka okolica V' tocke
(—1,2), da je sistem za vse (z,y) € U enoli¢no resljiv na (z,w) € V. Tako
postaneta z in w funkeiji spremenljivk z in y: 2z = f(z,y), w = g(z,y).

Ali se da sistem v primernih okolicah izraziti tudi v obliki x = h(z,w) in
y = k(z,w), kjer sta h in k parcialno zvezno odvedljivi funkciji?

Izracunajte vse parcialne odvode prvega reda funkcij f in g v tocki (1, —3).

Priblizno resite sistem na z in w pri x =08 in y = —29.

Visji parcialni odvodi

Parcialne odvode prvega reda lahko nadalje parcialno odvajamo: parcialni od-
vodi reda n (n-tega reda) so parcialni odvodi prvega reda parcialnih odvodov
redan — 1.

Parcialni odvod po y parcialnega odvoda po x (kjer sta spremenljivki x in y

02w
Oy Oz

Oy Oz
2w 0 (ow v ..
905 = By ( 83:)' Se drugace, v jeziku

oy A . ve . 2 " A
lahko razlicni ali enaki) oznacimo z f,, ali O (za funkcijo) oziroma z

ali %w (za spremenljivko). Torej je
operatorjev je 852&: = 8% aa_z'
Brz ko sta f,, in f,, oba zvezna, sta enaka.

Podobno oznacujemo parcialne odvode visjih redov. Pri tem lahko namesto
0z Ox - - - 0z, piSemo Ox*. Dvakratni parcialni odvod spremenljivke w po x
k
torej pisemo

9w

ox2 °

35. Izracunajte vse parcialne odvode prvega in drugega reda funkcije:

flz,y) ="
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36. Dana je funkcija f(z,y, z) = sin(zy?). Izracunajte fy,..

37. Dana je funkcija:

flz,y) = 22 + 12 ; (2,y) # (0,0)

0 ; sicer

Dokazite, da je f povsod zvezna ter da povsod obstajata prva dva parcialna odvoda
in sta zvezna (tj. f je zvezno diferenciabilna). Nadalje dokazite Se, da meSana
odvoda:

Jay(z,y) = a% (% f(:v,y)) in - fu(ry) = a% (a% f(af,y))

v tocki (0,0) obstajata, a nista enaka. Kaj sledi?
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7

Taylorjeva’ vrsta za funkcije ve¢ spremenljivk

Naj bo funkcija n spremenljivk r-krat parcialno odvedljiva v tocki
(ay,as,...,a,). Taylorjev polinom reda r okoli tocke (ay,as, ..., a,):

T.(hi,hoy ..., hy)

je polinom stopnje najvec¢ r, dolocen tako, da se njegova vrednost in parci-
alni odvodi do vkljucno reda r v izhodiS¢u ujemajo z vrednostjo in ustreznimi
parcialnimi odvodi funkcije f v tocki (ay,as,...,ay).

Taylorjev polinom prvega reda ustreza popravku funkcije z diferencialom:

hy
Tl(hl,...,hn):f(al,...,an)—|—df(a1,...,an) =
hn,

:f(al,...,an)—l—foj(al,...,an)hj.
j=1

Pod doloc¢enimi pogoji je:
f(CLl -+ hl,ag -+ hg, ce, Qp T+ hn> =~ Tr(hl, hQ, e hn)
in pod doloc¢enimi pogoji je:

f(a1 + hl,ag + hQ, ey Qp hn) = ILH’I Tr(hb hg, ce hn) .
Limito na desni lahko zapisemo kot vrsto, ki ji pravimo Taylorjeva vrsta za
funkcijo f okoli tocke (ay,as, ..., ay).
Taylorjeva vrsta je neskoncna vsota clenov, ki so produkti spremenljivk
hi, ..., h, (vsaka je lahko vzeta veckrat ali pa tudi nobenkrat), pomnoZeni s
konstantami. Taylorjev polinom reda r je vsota clenov v Taylorjevi vrsti do
vkljucno stopnje r.

"Brook Taylor (1685-1731), angleski matematik
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Taylorjeva vrsta za funkcijo dveh spremenljivk

fla+h,b+k)= f(a,b) + f.(a,b) h + f,(a,b) k +

1

1
1HM@mﬁMk+§@ﬂmwﬁ+

1
+ gfm(a, b)h? +
1
211!

1 1
+ ﬁfﬂiyy(ay b)hk* + gfyyy(a, bk + - -

1
+ gy fean(@ DR + 5 fay (0, LR +

38. Dana je funkcija f(z,y) = S pomocjo Taylorjevega polinoma drugega reda

SIS

/806
V245

39. Dana je funkcija f(z,y) = In(1 + zy?).

priblizno izrac¢unajte

a) Zapisite Taylorjev polinom reda 6 za to funkcijo okoli izhodisca.
b) Izra¢unajte frzyyyy(0,0) in frzzyyy(0,0).

40. Dana je funkcija f(x,y) = 2?sin(z + y?).
a) Zapisite Taylorjev polinom reda 7 za to funkcijo okoli izhodisca.

b) Izrac¢unajte frzzyyyy(0,0).

Globalni ekstremi

Na zaprtem in omejenem obmocju vsaka zvezna funkcija f vedno doseze glo-
balni minimum in maksimum. Ce to obmodje omejuje konéno mnogo krivulj
oblike x = x(t), y = y(t), se lahko to zgodi kvecjemu:
e v ogliscih;
e v notranjosti delov roba — stranic, kjer funkcija t — f(z(t),y(t)) ni
odvedljiva ali pa ima stacionarno tocko, tj. % f(:):(t), y(t)) =0;
e v notranjosti, kjer funkcija f ni odvedljiva ali pa ima stacionarno tocko,
tJ. fx(x>y) = fy(xay) =0.

41. Poiscite najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f(z,y) = xy e *~¥ na obmodju:
D={(z,y); ©>0,y>0, 3z +4y <18}
42. Poiscite najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f(z,y) = r? — 2y* na obmodju:

D={(z,y);2" <y<ux}
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43. Pois¢ite najvedjo in najmanjSo vrednost funkcije f(z,y) = (2 + 32?)y na krogu s
sredi$¢em v (0,2) in polmerom 1.

44. Poiscite najvecjo in najmanjSo vrednost funkcije f(z,y) = (2% + y? + 4)e™*/? na
obmodju:
D={(z,y); (z+1)+y*<16,2> 1},

45. Poistite najvedjo in najmanjso vrednost funkcije f(z,y) = (z + ?) e """ na celi
ravnini.

Lokalni ekstremi

Funkcija doseze v tocki a lokalni minimum, ¢e obstaja taka okolica tocke @,
da za vsak T iz te okolice, ki ni enak a, velja f(Z) > f(a).

Funkcija doseze v tocki @ lokalni maksimum, e obstaja taka okolica tocke
@, da za vsak T iz te okolice, ki ni enak @, velja f(T) < f(a).

Vi lokalni ekstremi parcialno odvedljive funkcije v notranjih tockah definicij-
skega obmocja so stacionarne tocke, tj. vsi prvi parcialni odvodi morajo biti
enaki ni¢. Ce ima torej funkcija f dveh spremenljivk v notranji tocki (a,b),
kjer je parcialno odvedljiva, lokalni ekstrem, mora biti f,(a,b) = f,(a,b) = 0.
Pri klasifikaciji lokalnih ekstremov si lahko pomagamo s Hessejevo® matriko
in njeno determinanto:

H— |:§:Z ;‘C’jzl , K:detH:fx:rfyy— a?y'

Naj bo f dvakrat parcialno zvezno odvedljiva in naj bo v (a,b) stacionarna
tocka.

Ce velja K(a,b) > 0 in f,.(a,b) > 0, je tam lokalni minimum.

Ce velja K(a,b) > 0 in f,.(a,b) < 0, je tam lokalni maksimum.

Ce velja K(a,b) < 0, tam ni lokalnega ekstrema (pojavi se “sedlo”).

Ce je K(a,b) = 0, se lahko pri isti Hessejevi matriki zgodi tako, da eks-
trem je, kot tudi, da ga ni. Zato take primere obravnavamo z drugac¢nimi
prijemi.

V nalogah od 46. do 50. je potrebno poiskati in klasificirati lokalne ekstreme funkcij.
46. f(r.y) = (x +y)e .
47. f(z,y) = 2* + 4oy + y* + 1.

48. f(x,y) = e “(z —y?).

8Ludwig Otto Hesse (1811-1874), nemski matematik
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Klasifikacija lokalnih ekstremov funkcij ve¢ kot dveh spremenljivk

Dana naj bo funkcija n spremenljivk. Ali je v dani tocki ekstrem in kaksen je,
je odvisno od lastnih vrednosti Hessejeve® matrike:

e Ce so vse lastne vrednosti strogo pozitivne, gre za minimum.

e Ce so vse lastne vrednosti strogo negativne, gre za maksimum.

e Ce je ena lastna vrednost strogo pozitivna, druga pa strogo negativna,
ekstrema ni.

e Ce ne velja nobena od prej zapisanih moznosti, ne moremo reci, ali je v
dani tocki ekstrem ali ne: pri isti Hessejevi matriki obstaja tako funkcija,
ki ekstrem ima, kot funkcija, ki ga nima.

Lastnih vrednosti pa tipicno ni treba racunati. Preprost kriterij, ki ovrze obstoj
ekstrema:

e Brz ko ima Hessejeva matrika nenicelna diagonalca z nasprotnima pred-
znakoma, ekstrema ni.

Pri potrjevanju ekstremov pa si lahko pomagamo s poddeterminantami:

f561961 o fxwr
fzrm e fxrxr
o Ceje K, >0zavser =1,2,...,n, gre za minimum.
o Ceje K, <0 za vse lihe r in K, > 0 za vse sode r, gre za maksimum.
e Ce za dolo¢en m velja K,, # 0 in determinante K, ..., K,, ne ustrezajo

nobenemu od prejsnjih dveh vzorcev, ekstrema ni.

49. Poiscite in klasificirajte lokalne ekstreme funkcije
flx,y,2) = (32% + 2y + 2% — 2zy — 2y2)e ™.

50. f(z,y) = 2%y

51. Poiscite in klasificirajte stacionarne tocke funkcije z = f(x,y), dolo¢ene z zvezo
e** —xy —z = 3.

9Ludwig Otto Hesse (1811-1874), nemski matematik
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Iskanje vezanih ekstremov s pomocjo
Lagrangeovih!® multiplikatorjev

Vsak notranji ekstrem funkcije f(xy,...,z,) pri stranskih pogojih:

gl(ilfl, e ,.Tn) =da,
92(1'17 s 7‘/1771) =daz,
gm(xlv s 7xn) = am,
kjer privzamemo, da so funkcije f, g1, ..., g, dovolj lepe, ustreza doloceni sta-

cionarni tocki Lagrangeove funkcije:

L=f—=Mg1i—Xg2a— - = Augm
kot funkcije spremenljivk x1,...,x,. Resiti je torej treba sistem m + n enacb:

oL
—(x1,...,2,) =0, Ti1,-.,Tp) =
8:171( 1 ) g1 (1 ) 1
oL

T1,e..,Tn) =0, (X1, ) = Ay s
axn( 1, ) ) g ( 1 )

Pojasnilo: izraz notranji ekstrem pomeni, da le-ta nastopi v notranji tocki
preseka definicijskih obmocij funkcij gy, ..., gm.

52. Kateri kvader z dano telesno diagonalo ima najvecji volumen?

53. Na ravninski krivulji, podani z enacbo:
(IQ 4 y2>2 — 2(3;2 o y2)

poiscite tocko, ki lezi najbolj levo.

Tako kot pri funkcijah ene spremenljivke tudi funkcija ve¢ spremen-
ljivk zavzame ekstremne vrednosti kvecjemu v:

— robnih tockah definicijskega obmocdja;

— tockah neodvedljivosti;

— stacionarnih tockah.

54. PoiS¢ite najvedjo in najmanjso vrednost funkcije f(z,y,z) = xyz na obmoéju, do-
lo¢enem z neenacbo x? + 2y? 4+ 322 < 1.

Ygrof Joseph-Louis Lagrange, rojen kot Giuseppe Lodovico Lagrangia (1736-1813), italijanski mate-
matik, mehanik in astronom, deloval v Franciji
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55. Poiscite najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f(z,y) = x*y na krogu s srediséem

96.

57.

v (0,2) in polmerom 1.

Iz sosednjih vogalov pravokotnika z dano plosc¢ino S iz-
rezemo dva enaka kvadratka. Nato iz dobljenega lika
sestavimo kvader brez dveh ploskev (glej sliko). Dolo-
Cite razmerje stranic kvadrata (a in b) ter izrezanega
kvadratka (z), pri katerem bo imel dobljeni kvader
najvecjo prostornino.

V puscavi sta kraja A in B. Kraj A lezi ob lo-
kalni, kraj B pa ob glavni cesti. Le-ti se sekata
pod pravim kotom, in sicer 5 km od kraja A in
10 km od kraja B (glej sliko).

Po lokalni cesti je moZzno voziti 50 km/h, po
glavni cesti 80 km/h, mozno pa je voziti tudi po
puscavi s hitrostjo 40 km/h. Kako naj ¢im hitreje
pridemo iz kraja A v kraj B?
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4. Krivulje

Pojem ravninske krivulje. Tangentni in normalni vektor, tangenta in normala. Naklonski kot.
Orientacija. Loc¢na dolzina, naravni parameter. Ukrivljenost in krivinski polmer, pritisnjena
kroznica. Pojem prostorske krivulje. Lo¢na dolzina, naravni parameter. Spremljajoc¢i trieder
ter pripadajoce premice in ravnine. Fleksijska in torzijska ukrivljenost.

Ravninska krivulja je mnoZica v R?, ki se da opisati v obliki:

f (t)]

x=f(t), y=g(t) oziroma T = {g(t)

kjer t pretece dolocen interval, f in g pa sta dovolj lepi funkciji — zahteve
specificiramo posebej. Zveznost tipicno ni dovolj, navadno se zahteva zvezna
odvedljivost, c¢esto tudi veckratna.

Zgornjemu zapisu pravimo parametrizacija, spremenljivki t pa parameter.
Krivuljo pa lahko podamo tudi v kaksni drugi obliki, npr. implicitni ali ekspli-
citni.

POZOR! Ce krivulja seka samo sebe, tj. ¢e preslikava ¢ — (f(t),g(t)) ni injektivna,
definicija krivulje kot mnozice tock ne zadosca: za tocke je tedaj potrebno dodatno knji-
govodstvo.

Ce zahtevamo le zveznost, lahko tudi poln kvadrat dobimo kot krivuljo — to je tako imenovana Peanova krivulja.

1. Narisite ravninsko krivuljo:

2. Dana je ravninska krivulja:

2t Ll 1<t<1
€Tr = s = , — ~ >~ .
1+e2 YT 1ge
Narisite jo, nato pa jo zapisite v eksplicitni obliki. Katera znana krivulja je to?
3. Parametrizirajte krivuljo, podano v implicitni obliki:

2?4y =y

in jo narisite.

ki opisSe vso krivuljo, medtem ko parameter pretece realno os.

Ta krivulja je znana kot Descartesov'! list.

1 René Descartes, znan tudi kot Cartesius (1596-1650), francoski matematik, fizik in filozof
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Orientacija ravninske krivulje

Na vsaki krivulji lahko definiramo dve orientaciji, tj. linearni urejenosti tock.
Vsaka parametrizacija, pri kateri povemo, ali parameter narasca ali pada, nam
krivuljo tudi orientira (¢e ne dolo¢imo drugace, privzamemo, da parameter
narasca). Ce je krivulja parametrizirana s t in u, ki oba naraséata in je povsod
du/dt > 0, parametrizaciji dolocata isto orientacijo; ¢e je du/dt < 0, dolocata
nasprotno orientacijo.

Tangentni in normalni vektor na ravninsko krivuljo
Tangentni vektor T je enotski vektor, ki kaze v smeri krivulje, skladno z
njeno orientacijo.

Tangentni vektorji nudijo nov pogled na orientacijo krivulje: slednjo lahko
definiramo tudi kot usklajen nabor tangentnih vektorjev.

Normalni vektor 7 dobimo iz tangentnega, tako da ga zavrtimo za 90° v
obratni smeri urinega kazalca.

Izracun:
? _ (i'7 y)
Vit +
ﬁ\ _ (_y7 .T)

Tangenta in normala na ravninsko krivuljo

Ce z (z,y) oznac¢imo tocko na krivulji, z (X,Y’) pa tocko na tangenti oz. normali
skozi tocko (x,y), se enacbi teh dveh premic lahko zapiSeta takole:

Tangenta: (Y —y)i = (X —x)y
Normala: (X —z)t+ (Y —y)y=20

4. Izracunajte tangentni in normalni vektor ter tangento in normalo na krivuljo iz 1.
naloge pri t = V3int=0.
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Naklonski kot ravninske krivulje

d . j dz
a = arctg Y + km = arctg g—; + km = arctgg + km = arcctg — + k'
dz 5 x dy

Celo stevilo k (oz. k*) lahko sicer izberemo poljubno. A ¢e gledamo « v fiksni

tocki, kot navadno dolo¢imo tako, da lezi na intervalu [—E E}; ce gledamo

272
spreminjanje kota s tocko na krivulji (oz. parametrom), pa kot dolo¢imo tako,
da se spreminja zvezno. Naklonski kot je izbran v skladu z orientacijo krivulje

glede na parameter, ce je:
a=arg(d,y)+2nm; nez.

Naklonski kot je neodvisen od parametrizacije (Ce ga gledamo v isti tocki na
krivulji).

5. Izracunajte naklonska kota na krivuljo iz 1. naloge pri t = v/3 in t = 0. Izbrana naj
bosta skladno.

Funkcija arg oznacuje kot v polarnih koordinatah, navadno merjen od —m do
T
T =TCcosp
Y Yy =rsing
(z,y)
r=yz*+y?,
r arctg(y/x) ;x>0
B ) arctg(y/z)+7m ;<0
. ; p = arg(r,y) = /2 ;2 =0,y>0
—7/2 cr=0,y<0

6. Dolocite naklonski kot krivulje iz 1. naloge pri t = —+/3, ki je skladen z orientacijo,
ki jo doloc¢a parametrizacija.

7. Dana je krivulja:
r =ec'cost, y=e'sint; teER.

Narisite jo in izrazite njen naklonski kot s parametrom ¢ (skladen z orientacijo, pri
kateri ¢ narasca).
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Loc¢na dolzina krivulje, ko parameter t pretece interval
od a do b, se izraza s formulo:

b
1:1/1\/¢24—92dp

8. Izrac¢unajte dolzino krivulje z = e’ cost, y = e’ sint v razponu od t = 0 do ¢ = 2.

Naravni parameter krivulje navadno oznacimo z s. Dolocen je s tem, da je
lo¢na dolzina krivulje v razponu od s = u do s = v, kjer je u < v, enaka kar
v — u (to torej ustreza pomikanju po krivulji s konstantno hitrostjo 1). To je
natanko tedaj, ko velja:

2

P =a* 7.

Ce izberemo s = /42 + 92, izbrana naravna parametrizacija krivuljo orientira
enako kot izvirna.

9. Naravno parametrizirajte krivuljo x = e'cost, y = e'sint in pri tem ohranite ori-
entacijo, pri kateri ¢t narasca.

Ukrivljenost, krivinski polmer in pritisnjena kroznica

Ukrivljenost pove, kako hitro glede na naravni parameter zavija krivulja oz.
se spreminja njen naklonski kot:

_da
ds

R =«

Krivinski polmer krivulje je polmer kroznice, ki se krivulji najbolj prilega:

E

Tej kroznici pravimo pritisnjena kroznica. Njeno sredis¢e dobimo tako, da
se od dane tocke vzdolz vektorja n pomaknemo za 1/k.

10. Spet je dana krivulja = e cost, y = e’ sint.

a) Izracunajte ukrivljenost in krivinski polmer v odvisnosti od ¢.

b) Doloéite pritisnjeno kroznico pri ¢t = 0.
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Odvajanje po naravnem parametru, izrazava ukrivljenosti
z odvodi po sploSnem parametru

Naj bo krivulja parametrizirana s t in naj bo s naravni parameter, ki doloca
isto orientacijo kot t. Nadalje naj bo u poljubna odvedljiva spremenljivka na
krivulji. Ce z 1 oznac¢imo odvod po t, z u' pa odvod po s, velja:

U

Ukrivljenost pa se izraza na naslednji nacin:

U
U,::'T
S

Cdj—dy  dj—dy
CE (2 g)?

t3
11. Spet je dana krivulja x = t*, y =t — 3

a) Dolocite 2 pri t = /3.

b) Dolocite minimalni krivinski polmer na krivulji.

Ravninske krivulje, podane eksplicitno

Ce je ravninska krivulja podana eksplicitno, se odvod poljubne
spremenljivke u po naravnem parametru izraza s formulo:

du du
N

as dy 2

Y1 (@)

Ukrivljenost pa se izraza s formulo:

d2 d?y

da?
S 3 ’
(&) [+ ]

K =

12. Dana je ravninska krivulja y = Inz — 3
a) Priz = 1 dolo¢ite tangentni in normalni vektor, ukrivljenost, krivinski polmer
in pritisnjeno kroznico.
b) Kje je ukrivljenost po absolutni vrednosti najvecja?

Opomba: tockam, kjer ukrivljenost doseze lokalni minimum ali maksimum, pravimo

temena.
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13.

Prostorska krivulja je mnoZica v R?, ki se da opisati v obliki:
r=f(t), y=gt), z=h(t) oziroma T = |g()|.

kjer t pretece dolocen interval, f, g in h pa so dovolj lepe funkcije. Tudi
prostorsko krivuljo lahko predstavimo v kaksni drugi obliki, npr. implicitni ali
eksplicitni.

Tangenta je premica, ki gre skozi dano tocko na krivulji, smerni vektor pa
se ujema z odvodom krajevnega vektorja po parametru. Ce krajevni vektor
to¢ke na tangenti oznacimo R = (X,Y, Z), ima tangenta enacho R = T + uT.
Tangenta je neodvisna od parametrizacije.

Parametrizirajte krivuljo:
R
(z—1)2+y* =1

in zapiSite enacbo tangente pri x = 1,y < 0,z > 0.

Loc¢na dolzina prostorske krivulje od a do b, a < b:

b
lz/ Va2 +y?+ 22 dt

Naravni parameter:
P =it P+
Naravni parameter, ki doloca isto orientacijo:
=P+ + 22
Odvajanje po naravnem parametru:

/ u

u - . . .
Vi + P+ 2

14. Dana je prostorska krivulja:

t3
r =2t =t z=—
Y 3

a) Izra¢unajte dolzino krivulje v razponu od ¢t = 0 do ¢t = 3.

39

b) V izhodis¢u izracunajte w”, kjer je w = x*+4y*+ 922, s értico (') pa je oznaden

odvod po naravnem parametru.
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15.

Spremljajoci trieder prostorske krivulje
Spremljajoci trieder v dani tocki je naslednja trojica enotskih vektorjev:
e Tangentni vektor T je smer krivulje, skladna z orientacijo.
e Normalni vektor n je smer spreminjanja tangentnega vektorja.

e Vektorja t in n dolocata in orientirata pritisnjeno ravnino. Binor-
malni vektor b je pravokoten na to ravnino in usmerjen skladno z njeno
orientacijo: velja b = t x n.

Spremljajoci trieder se izraza na naslednji nacin:

N - TXT (?x%)x? N
t = —, b = —————=bXx 1.
(7 x 7)< 7|

rXr

Spremljajoci trieder doloca ustrezne premice — tangento, normalo in binormalo.
Poleg tega pa doloca tudi ravnine:

e Pritisnjena ravnina je dolodena s t in 7 ter je pravokotna na b.

e Normalna ravnina je dolo¢ena z n in b ter je pravokotna na t .

e Rektifikacijska ravnina je dolocena z bin T ter je pravokotna na 7.

Dana je krivulja:
¢ ¢ t?
r=— =—, z=—.
1 YT 2
a) V vseh tockah dolocite spremljajoci trieder.

b) Prit = 1 dolocite Se vse spremljajoce premice in ravnine.

Ukrivljenosti prostorske krivulje

Hitrost spreminjanja spremljajocega triedra merimo z dvema ukrivljenostma.
Merimo glede na naravni parameter. Fleksijska ukrivljenost ali upognje-
nost meri spreminjanje tangentnega vektorja, torzijska ukrivljenost ali zvi-
tost pa spreminjanje binormalnega vektorja oz. pritisnjene ravnine. Z njima
je mozno opisati tudi spreminjanje normalnega vektorja. Natancneje, veljajo
Frenet!?—Serretove!'® formule:

t'=rkn, b =-wn, N'=-kt+wb.

R—‘“jg“, w_<7n:< r;i> [i’?;ﬂz
17 [

40
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16. V vseh tockah dolocite obe ukrivljenosti krivulje iz prejsnje naloge.

17. Parametrizirajte krivuljo:
4yt 422 =1, z=1—1+y

in dolocite fleksijsko ukrivljenost pri z = 1/2, y < 0.

12 Jean Frédéric Frenet (1816-1900), francoski matematik, astronom in meteorolog
13 Joseph-Alfred Serret (1819-1885), francoski matematik

41
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5. Ploskve

Zapis ploskve. Koordinatne krivulje. Normalni vektor, normala, tangentna ravnina. Prva in
druga fundamentalna forma. Ukrivljenost normalnega preseka v dani smeri, glavni ukrivljeno-
sti, glavni smeri. Gaussova in povprecna ukrivljenost. Klasifikacija tock na ploskvi glede na
ukrivljenost.

Ploskev je mnozica v R3, ki se da opisati v obliki:

x:f(uvv)v y:g(uuv>7 z:h(u,v)

oziroma:
f(u,v)
T = g(u, U) )
h(u,v)

kjer (u,v) pretece doloceno odprto mnozico, f, g in h pa so dovolj lepe funkcije
— zahteve specificiramo posebej.

Zgornjemu zapisu pravimo parametrizacija, spremenljivkama u in v pa pa-
rametra. Ploskev pa lahko podamo tudi v kaksni drugi obliki, npr. implicitni
ali eksplicitni.

Ce pri parametriénem zapisu enega od parametrov fiksiramo, dobimo koor-
dinatne krivulje. Koordinatne krivulje pripadajo parametricnemu zapisu
ploskve, ne ploskvi sami.

Kot med koordinatnima krivuljama je pri parametricnem zapisu enak kotu med
vektorjema T, in T,.

1. Parametrizirajte ploskev x? + 3% — 22 = 1.
2. Dana je parametri¢no zapisana ploskev 7 = (u cosv,usinv,v1 — ug).

a) Zapisite jo v eksplicitni obliki.

o

Katera ploskev je to?

¢}

Pokazite, da so koordinatne krivulje pravokotne povsod, kjer ima to smisel.

o

)
)
)
) Pokazite, da je
& = cos*tcosw — sint costsinw,
y = cos> tsinw + sint cost cosw ,

z =sint
zapis ploskve, ki vsebuje prejsnjo ploskev. Zapisite novo ploskev v implicitni
obliki. Katera ploskev je to?

e) Izracunajte kot med koordinatnima krivuljama glede na novo parametrizacijo

v tocki (1/2,/3/2,0).
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f) Dokazite, da koordinatne krivulje glede na novo parametrizacijo niso pravoko-
tne nikjer, kjer ima to smisel.

U COSv

3. Dana je ploskev 7 = |u?sinv|. Dolodite, kje so koordinatne krivulje pravokotne.

ud —u

Normalni vektor, orientacija, normala, tangentna ravnina

Normalni vektor N v dani tocki na ploskvi je enotski vektor, Cigar smer se
ujema ali pa je nasprotna smeri dolo¢enega vektorja, ki je:

e pri eksplicitnem zapisu vektor (—g—;, —g—;, 1);

e pri implicitnem zapisu vektor (F, F,, F);
e pri parametricnem zapisu vektor T, X T,.
Tocka je regularna, ¢e ustrezni vektor obstaja in je razlicen od ni¢. V posamezni

regularni tocki sta torej mozna dva normalna vektorja. Le-ta sta neodvisna od
zapisa ploskve.

Orientacija ploskve je usklajen izbor njenih normalnih vektorjev v vseh regu-
larnih tockah. Orientacija je usklajena z zapisom ploskve, ¢e normalne vektorje
izberemo tako, da kazejo v isto smer kot zgoraj podani vektorji.

Normala na ploskev v dani tocki je premica, ki gre skozi to tocko in katere
smerni vektor se ujema z normalnim vektorjem ploskve.

Tangentna ravnina na ploskev v dani tocki je ravnina, ki gre skozi to tocko
in katere normalni vektor se ujema z normalnim vektorjem ploskve.

U COSv

4. Dana je ploskev 7 = |u?sinwv|.

ud —u

a) Dolodite, kje so koordinatne krivulje pravokotne.
b) Pri u = /3 in v = 7/3 doloéite tocko in tangentno ravnino.

5. Dana je ploskev:

—2sinu — 10cosu — 2sinv — 19 cosv + 14 sinusin v
T (u,v) = | 4sinu+ 20cosu + 7sinv + 38cosv — 28sinusinv |
5sinu — 20cosu + 8sinv — 38 cosv + 28 sinu sin v

kjer (u, v) pretece neko okolico izhodiséa. Priu = 0in v = 0 doloéite tocko, normalni
vektor, normalo in tangentno ravnino.

18
6. Dolo¢ite normalni vektor in normalo na ploskev z = 2* + — v tocki T'(1, 3, 2).
Y

7. Dolo¢ite tangentno ravnino na ploskev e** — 3y — z = 0 v tocki 7(0,0, z).
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8. Poiscite tangentno ravnino na elipsoidu 2% + 4y* + 2% = 36, ki je vzporedna ravnini
r+y—z=0.

Tangentni vektorji

Vektor w je v dani tocki tangenten na ploskev, ¢e velja ena izmed naslednjih
ekvivalentnih trditev:

e Obstajata taka o in f3, da je W = aT, + Ty

e WLl N.

e Wl T, XT,.

9. Dana je ploskev iz 5. naloge:

—2sinu — 10cosu — 2sinv — 19cosv — 14 sin usin v
T (u,v) = | 4sinu+20cosu + 7sinv + 38 cosv + 28sinusinv | |
5sinu — 20cosu + 8sinv — 38 cosv — 28 sin u Sin v

kjer (u,v) pretece neko okolico izhodis¢a. Pri u = 0 in v = 0 dolodite ¢ tako, da bo
vektor w = (—4,5,t) tangenten na ploskev. Nato ga izrazite z T, in 7.
2u cosv
10. Dana je ploskev 7 (u,v) = |u(cosv + sinv) |, u > 0.
2
u

a) Dokazite, da na njej obstaja natanko ena tocka, ki ima koordinati z = 2 in
y = 1. Izracunajte Se koordinato z te tocke.

b) Dolocite parameter ¢ tako, da bo vektor w = (2,—1,¢) v prej omenjeni tocki
tangenten na ploskev.
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Prva fundamentalna forma

To je kvadratna forma, definirana po predpisu:
m s Fa?+2Faf + GA2,

njeni koeficienti pa so vezani na tocko na ploskvi:
E=(Ty,T), F=(T,T), G=(T,T).
Ce se premikamo po ploskvi ter je « = 1 in B = v, je:
Ea® +2Faf +GB* = ||7|”.

Prva fundamentalna forma torej vektor pomikanja tocke v parametri¢nem pro-
storu preslika v kvadrat hitrosti, s katero se premika tocka na ploskvi.

Prva fundamentalna forma torej meri dolzine na ploskvi. Dolzina poti po
ploskvi, podane z:

w=p(t), v=qlt); t€(ab),

je enaka:

b
z:/ VEU2 +2F 4 + Go2dt.

Prvo fundamentalno formo pa bomo potrebovali tudi pri racunanju povrsin.

Opomba. Seveda lahko dolzino poti izracunamo tudi neposredno, tako da naracu-
namo koordinate z, y in z kot funkcije parametra ¢, nakar izracunamo
[ = f; /%2 + y? + 22dt. A dostikrat je pot prek prve fundamentalne forme hitrejsa, ker
stvari, povezane z geometrijo ploskve, izracunamo “v paketu” in ne v povezavi s specificno
potjo. To Se zlasti pride do izraza, ¢e racunamo dolzine ve¢ poti na isti ploskvi.

V resnici gre tu za poseben primer veriznega pravila pri odvajanju, kjer nam prav
tako lahko pride prav, da odvod po vmesni spremenljivki izracunamo v paketu in ne v
povezavi s specifi¢no izrazavo vmesne spremenljivke z neodvisno spremenljivko.

11. Na enotski sferi:
x =cosfcosp, y=cosfsinp, z=sinf

izracunajte dolzino poti, dolocene s:

1. 1+t

p==1In

5IRT > 0 = arccost ; 0<t<

N | —
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Druga fundamentalna forma

To je kvadratna forma, definirana po predpisu:
m s La® +2Maf + NA2,

kjer je:

L={(Fuu,N), M= {(Fu,N), N=(T,N).

Ta forma v kombinaciji s prvo meri ukrivljenosti na ploskvi.

Ukrivljenost normalnega preseka

Ukrivljenost normalnega preseka orientirane ploskve v dani tangentni smeri
je enaka predznaceni fleksijski ukrivljenosti preseka ploskve in ravnine, ki jo
v dani tocki pravokotno seka tako, da se smer tangentnega vektorja dobljene
krivulje (v eni ali drugi orientaciji) ujema z dano tangentno smerjo. Predznak
je pozitiven, ¢e ploskovni normalni vektor kaze v isto smer kot vektor glavne
normale krivulje, in negativen, ¢e kaze v nasprotno smer. Ce je smer, v kateri
iS¢emo ukrivljenost, podana z vektorjem («, 3) v parametriénem prostoru, se
ukrivljenost normalnega preseka izraza s formulo:

B Lo? +2MafB + Nj3?
- EBa?+2Faf + Gp?

12. Spet je dana ploskev iz 5. naloge:

—2sinu — 10cosu — 2sinv — 19cosv + 14sinusinv
7 (u,v) = | 4sinu + 20cosu + 7sinv + 38 cosv — 28sin usin v
Hsinu — 20cosu + 8sinv — 38 cos v + 28 sin u sin v

Y

kjer (u, v) pretece neko okolico izhodis¢a. Priu = 0 in v = 0 izra¢unajte ukrivljenost
normalnega preseka v smeri tangentnega vektorja w = (—4,5,7).
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Glavni ukrivljenosti in glavni smeri

Minimalno in maksimalno ukrivljenost imenujemo glavni ukrivljenosti ter jih
oznacimo z A\, in \o. Ukrivljenost A normalnega preseka v smeri nenicelnega
vektorja («, ) v parametricnem prostoru je glavna natanko tedaj, ko velja:

o N =2l ] B

to pa lahko velja le, ce je:

([l 2 )0

Tako dobimo smeri v parametricnem prostoru, kjer sta glavni ukrivljenosti
dosezeni (dve ali vse mozne). Pripadajoci smeri na ploskvi sta aT, + 3T, in ju
imenujemo glavni smeri.

Oskulacijski paraboloid

V vsaki tocki, kjer je T dvakrat diferenciabilna in je EG — F? > 0, lahko
poiscemo ploskev drugega reda, ki se dani ploskvi najbolje prilega — doloca
njeno obliko okoli te tocke. To ploskev imenujemo oskulacijski paraboloid.

Ce sta wy in Wy enotska vektorja, ki imata glavni smeri, je Wy X Wy = £N. Ce
W, in Ws izberemo tako, da je w; X Wy = N, in uvedemo koordinate:

E=(R-7,w), n=(R-7,@), (=(R-7,N),
se oskulacijski paraboloid izraza v kanonic¢ni obliki:

¢= %/\152 + %MUQ .

47
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skvi:

Klasifikacija tock na ploskvi

Glede na vrsto oskulacijskega paraboloida lo¢imo ustrezne vrste tock na plo-

Ce gre za elipti¢ni paraboloid, je tocka elipti¢na. To je natanko tedaj,
ko sta A1 in Ay obe nenicelni in istega predznaka, in natanko tedaj, ko je
LN — M? > 0.

Ce gre za krogelni paraboloid, je tocka krogelna. To je natanko tedaj,

ko je \y = Xy # 0, in natanko tedaj, ko je matrika L\Z j\]\q neniceln

. . . E F
veckratnik matrike [ r G} .

Ce gre za hiperboli¢ni paraboloid, je tocka hiperboliéna. To je natanko

tedaj, ko sta A\ in A\, nenicelni in nasprotnih predznakov, in natanko
tedaj, ko je LN — M? < 0.

Ce gre za cilindri¢ni paraboloid, je tocka paraboli¢na. To je natanko
tedaj, ko je ena od glavnih ukrivljenosti enaka nic¢, natanko tedaj, ko je

matrika ]\[2 ]\]\ﬂ izrojena, in natanko tedaj, ko je LN — M? = 0.

Ce gre za ravnino, je tocka planarna. To je natanko tedaj, ko sta obe
ukrivljenosti enaki ni¢, in natanko tedaj, ko je L = M = N = 0.

13. Spet je dana ploskev iz 5. naloge:

—2sinu — 10cosu — 2sinv — 19cosv + 14sinusinv
7 (u,v) = | 4sinu + 20cosu + 7sinv + 38cosv — 28sinusinv |
Hsinu — 20cosu + 8sinv — 38 cos v + 28 sin u sin v

kjer (u,v) pretece neko okolico izhodis¢a. Pri v =0 in v = 0:

a)

izracunajte glavni ukrivljenosti in dolocite glavni smeri;

48

b) klasificirajte toc¢ko in v primernih novih koordinatah zapisite enacbo ploskve
drugega reda, ki dano ploskev najbolje aproksimira. Enac¢ba naj bo v kanonic¢ni

obliki.

LN — M2
G 14 ykrivljenost: K = Ay = ———
aussova uKrivijenos 112 EG . FQ

M+Xs EN+GL—2MF
Povpre¢na ukrivljenost: H = 1—; - = Q(JFEG — I?)

Lagrangeova identiteta: EG — F? = ||T, x 7,||?
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14. Dana je ploskev iz prejsnje naloge. Pri w = 0 in v = 0 izracunajte Gaussovo in

povprecno ukrivljenost.

u? + v
15. Dana je ploskev 7 (u,v) = |[u + v?].
uw
a) Dokazite, da na njej obstaja natanko ena tocka, ki ima koordinati y = —2 in

z = 0. Izracunajte Se koordinato x te tocke.

b) Izra¢unajte Gaussovo in povprecno ukrivljenost ploskve v tej tocki. Klasifici-

rajte tocko.

Prva in druga fundamentalna forma
za ploskve v eksplicitni obliki

Ce je ploskev podana v eksplicitni obliki z = f(x,y) in oznac¢imo:
p="to: a=Ty, T=Jw: S=[ay, t= [y,
velja:
E=1+4p*, F=pg, G=1+¢, EG-F’=1+p"+¢,

P P S

/1+p2+q2’ /1+p2+(]27 /1+p2+q2.

16. Na ploskvi z = x%y? klasificirajte tocko, kjer je z = y = 1, ter tam dolo¢ite Gaussovo

in povprecno ukrivljenost.

17. Dokazite, da so vse tocke na ploskvi z = 2% + xy + 3?2 elipti¢ne. Katere so krogelne

in koliko tam znasa ukrivljenost?

18. Dolocite glavni ukrivljenosti ploskve e** — xy — 2 = 3 v tocki, kjer je normala

vzporedna osi z.

14Carl Friedrich Gau8 (1777-1855), nemski matematik
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Ukrivljenost posevnega preseka

Ukrivljenost posevnega preseka orientirane ploskve P z ravnino Il v dani tocki
je predznacena fleksijska ukrivljenost krivulje, ki je njun presek, pri ¢emer
se predznak ujema s predznakom skalarnega produkta med ploskovnim nor-
malnim vektorjem Np in glavnim normalnim vektorjem krivulje v dani tocki.
Enaka je 1/p, kjer je p = R|cos?|, 1/R je ukrivljenost normalnega preseka
v smeri tangente dobljene krivulje, ¥ pa je kot med ploskovnim normalnim
vektorjem in glavnim normalnim vektorjem krivulje v dani tocki.

Namesto kota v je pripravnejsi kot ¢ med vektorjem ﬁp, ki je normalni vektor
na ploskev, in vektorjem Ny, ki je normalni vektor na ravnino. Za slednjega
imamo dve moznosti in vedno lahko izberemo tako, da je ¢ € [0,7/2]. Tedaj
je v = 5 & ¢ — glede na odnos med usmerjenostma ploskovnega normalnega
in glavnega normalnega vektorja. Torej je p = Rsinp. Sledi, da je p =
R\/l — <ﬁp, ﬁn>2. Slednje velja ne glede na izbiro vektorja ﬁn.

Ukrivljenost normalnega preseka gledamo v smeri tangente na krivuljo, to pa

je tudi smer vektorja aT, + ST,, ¢e je le-ta pravokoten na Ny. To ustreza
smeri («, ) v parametri¢énem prostoru.

19. Izrac¢unajte ukrivljenost preseka orientirane ploskve z = z? + 2y* z ravnino z =
2z + 2y + a, ki naj seka ploskev v tocki 7'(—4, 1, 29).
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6. Ponovitev elementarnih integralov

Ponovitev tehnik integriranja (substitucija, per partes) pri nedoloéenih in dolo¢enih integralih.
Pasti pri substituciji v doloc¢eni integral in pri posplosenih integralih.

V nalogah od 1. do 12. izracunajte integrale.

1
T
2
/glj +3dx.
2+ 3x

3. /(:1:2 +)e 2 d.

[N}

5
xr
|
1 \/237—1

2w
5. Izracunajte doloceni integral / |sinx — % dx.
0

> dx
6. )
/2 x?—1

1
7. / V1 —z2dz.
-1

dzx.

/2 (23 — 42 + 2) cos(z* — 8% + 8x + 3)
B xt — 8224+ 8x + 3
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Naj bo R racionalna funkcija. Z naslednjimi substitucijami v integrale:

/R(:E,\/W)dzvz T =asint, t:arcsing, Va2 — 22 = acost
(a=>0)

/R(aj,\/m)dx: r=asht, t:Arshg, Va2 + a2 =acht
(a=>0)

/R(x,x/ﬂ)dx: xr=acht, t:ArChg, Va2 —a? = asht
(x >a>0)

/R(m,@)dx: x:%—%, t=x+ Va2 40, \/WZ%—F%

(x > V—=b prib < 0)

se le-ti prevedejo na integrale trigonometrijskih, eksponentnih oz. racionalnih

funkcij.

9. /de

10. /\/a:2+9d:v.

11. /\/x2 —9dzx.

27
12 / N —
o 16+9cos?z

52
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7. Integrali s parametrom

Odvajanje integralov s parametrom, konvergenca posploSenih integralov. Funkciji gama in beta.

1. IzraCunajte integral s parametrom:

1
F(:z:):/ |22 — 3y| dy .
0

Zveznost in odvajanje integralov

Naj bo f zvezna realna funkcija dveh spremenljivk. Tedaj je integral:

F(z,a,b) = / f(e.y) dy

zvezen kot funkcija spremenljivk z, a in b. Ce je f parcialno zvezno odvedljiva
na x, pa velja tudi:

b
F.(z,a,b) = / folz,y)dy, Fu(z,a,b) =—f(x,a), F(x,a,b)= f(x,b).

/2 sin(zy)

2. Izracunajte ¢'(z), kjer je g(z) = / dy.
0 Y
Opomba. Ta integral je sicer po definiciji posplosen, a posplosenost se da odpraviti,

saj lahko integral zapisemo v obliki:
™2 sin(zy)
o) = [ oy,
0 Ty

funkcija h(u) := 22 pa se da zvezno razsiriti na celo realno os.

u

d [VTe v/
3. Izracunajte —/ dy.
dx J, Y

4. Dokazite, da je integral:

2/ (z+1)

/ Y4y
el/(z+1) In Yy

Namig. Najprej pokazite, da to velja na poltrakih (—oo,—1) in (—1,00). Nato
pa s substitucijo z = 1/y pokazite Se, da se vrednost na prvem poltraku ujema z
vrednostjo na drugem poltraku.

neodvisen od z.

5. Dolocite, katera od funkcij f,(x) = ax je najblizja funkciji f(r) = 2? — 1 v metriki:

1/2

o) = [ [ (ot0) = b)) e
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Posploseni integrali

Naj bo —oo < a < b < oo in naj bo funkcija f, definirana na (a, b), integrabilna
v klasicnem (Riemannovem) smislu na vseh intervalih [u,v], kjer je a < u <
v < b (spomnimo se, da je f v klasicnem smislu integrabilna na [u,v|, brz ko

je tam zvezna). Integral:
b
/ f(x)dx

v posplosenem smislu je definiran kot vsota limit:

liin/ f(x) dx+lig)1/ f(x)dx
pod pogojem, da ti dve limiti obstajata. Definicija je neodvisna od Stevila
c € (a,b). Ce posploseni integral obstaja, pravimo, da konvergira, sicer pa
pravimo, da divergira.

e je f v klasicnem smislu integrabilna na vseh intervalih [u,b|, se integra
Ce j klasic islu int bil h intervalih |u,b int 1

udi glede obstoja) ujema z limito lim,,, x)de.
(tudi glede obstoja) ujema z limito lim,y, [} f(z)d

e je f v klasicnem smislu integrabilna na vseh intervalih |a,v|, se integra
Ce j klasic islu int bil h int lih integral
(tudi glede obstoja) ujema z limito limyy, [ f(x) d.
Ce je f v klasicnem smislu integrabilna na [a,b], posploseni integral obstaja in
se ujema s klasicnim.

. Dolocite definicijsko obmocje integrala:

& T
—d
/_ool+w2y2 Y

in ga izracunajte. Kaj opazite?

Zveznost posplosenih integralov s parametrom

Oglejmo si posplosen integral:

ﬂwz/fmw@,

kjer je —oo < a <b < oo,z €1, pa je interval na realni osi. Ta integral je
zvezen v x € I, brz ko:

e je f(x,y) zvezna v (z,y) zax € [ ina <y < b;

e lahko za x € I ocenimo |f(z,y)| < h(y), pri ¢emer posploSeni integral
fab h(y) dy obstaja.

04

. Neposredno preverite, da pri integralu iz prejsnje naloge pogoji zgornjega kriterija

niso izpolnjeni za noben interval [ = [—a, a).
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V naslednjih dveh nalogah dolocite definicijska obmocja integralov s parametrom in
jih izracunajte.

8. / eV dy.
0

*In(1 2
9,/ n(+ay’)
0

Y2
V nalogah od 10. do 27. je potrebno dolociti, za katere x konvergirajo dani integrali.

ldy
o Y

= q
11./ =y
1y
1 jzy
12./ vl
0 Yy

10.

Posploseni integrali vsot

b b
Ce integrala / f(z)dz in / g(x) dx oba konvergirata, tudi integral

/ (f(x) + g(z)) dz konvergira in velja:
b b )
[ @+ g@)ae= [ st g

b b
Ce integral / f(z)dzx konvergira, integral / g(x)dx pa divergira,

/ (f(z) + g(z)) dz divergira.

b
Ce je f,g > 0, integral / (f(y)+9(y)) dy konvergira natanko tedaj,

b b
ko konvergirata oba integrala / f(y)dy in / g(y) dy.

t71 1

13. / (——i— - ) dy
o \y* yF
* /1 1

14. / (— + —- ) dy
1 yr ooy
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Majorizacija

b b
Ce integral / f(z)dz konvergira in je 0 < g < f, tudi integral / g(x)dx

konvergira.

~
15./ —
e

% |
16./ 1Y qy.
o Y

MnozZenje integranda s funkcijo

Naj bo f nenegativna funkcija na intervalu [a, b].

b
e Naj bo g omejena funkcija. Ce integral / |f(x)| dz konvergira, tudi

b
integral / f(z) g(x) dzx konvergira.
o Ce je funkcija g navzdol omejena z neko konstanto m > 0 in integral
b b
/ f(z) dz divergira, tudi integral / f(z) g(x) dx divergira.

e Ce je g omejena stran od 0 in od neskonéno (Ce torej obstajata taki
konstanti 0 < m < M < oo, da za vsak x € [a,b] velja m < g(x) < M),

b
integral / f(x) g(x) dx konvergira natanko tedaj, ko konvergira integral

b
17./ —dy2 .
o Yr+y=*
oo )
18./ ¢ _dy
1 L+evy®
19./ — 7 (a>0).
o Y(y*+a) ( )

e
20. /0 s dy.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Konvergenca integralov in eksponentna funkcija

Ce je f algebrai¢na funkcija na intervalu [a, o), integral / fly)e™dy za

x < 0 konvergira, za x > 0 pa divergira.

> e¥dy
/1 ye
> e Vdy
/1 ye
% ey dy
/1 y?
% ery dy
/1 y
% cry dy
/0 y
% emy dy
I

/ ¢ dy.
0 yr

Odvajanje posplosenih integralov

Oglejmo si posploseni integral:

mmszmww,

kjer je —oo < a < b < o0, x € I, I pa je odprt interval na realni osi. Privze-
mimo:

e Posploseni integral F'(x) obstaja za neki x € 1.
e f je parcialno odvedljiva po x.
e Parcialni odvod f, je zvezen v obeh spremenljivkah.

e Za vse v € I lahko ocenimo |f.(x,y)| < h(y), kjer posploSeni integral
f; h(y) dy obstaja.

Tedaj posploseni integral F(z) obstaja za vse x € I in lahko ga odvajamo pod
integralskim znakom:

F@:/n@mw.

S7
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V nalogah od 28. do 36. utemeljite, da integrali za predpisane vrednosti parametrov
obstajajo, in jih izracunajte. Utemeljite tudi vse racune.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

< arctg(zy)
/0 s+ (el

© _—ay __ ,—by
/ S dy (a,b>0)
0 )

[e.e] —ay o3
/ CSNY 4 (@3> 0)
0 Yy

Tu lahko kot znano privzamete, da integral za vse predpisane vrednosti parametra
obstaja in tudi, da je zvezna funkcija spremenljivke a.

/_w%dy (a € R)

[e.e]

> e~ (cos(by) — cos(cy))

dy (a>0;b,ceRalia=0;bc#0)

0
Tu lahko kot znano privzamete, da integral za predpisane vrednosti parametov ob-
staja in da je zvezen v a.

/°° cos(by) — cos(ay) dy (a.beR)

y2

Kot znane lahko privzamete vse tehni¢ne pogoje: da integral obstaja, da je zvezna
funkcija spremenljivk a in b in da lahko odvajate pod integralskim znakom.

oo t 2
/ arc g(;m )dx
e T

Namigi:
) o dt ™2
e Velja /—oo—1+t4 =

e Racune lahko utemeljite tako, da dokazete, da je integral zvezen na celi realni
osi in odvedljiv za strogo pozitivne a.

e Pri ocenjevanju lahko upostevate, da za t > 0 velja arctgt < t.

<] 2.2
/ n(l—l—am)dx.
_ 1+ a2

Namig: pokazati boste morali zveznost tega integrala. Za ta namen uporabite oceni:
ep"+¢"<(p+q)" (p=0,¢=0,n=>1)
e In(l1+1¢)<t (t>-1).

/_Ood—”“" (a>0)

w (224 a)?
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!4

e
37. Naj boy = / 5 dz. Izracunajte y” +y.
o l+z

Funkcija gama

F(x)—/ t" et dt
0

nl=Tn+1)= / the tdt
0

Fz+1)=al(x)
') - v

38. Izraéunajte/ 27 e 2 .
0

39. Izraéunajte/ e 9 da.

—00

1
40. Izraéunajte/ (Inz)*v—Inzdz.
0

41. Za a > 0 izracunajte integral / dx. Vse korake utemeljite.
0

Funkcija beta

[(z)(y)

B(x,y):/o "1 —t)vtd = e

4
42. Izracunajte / 2216 — 22 dx.
—4

oo uzfl

5

*
43. Izracunajte T
zracunaj /O T 21

99
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/2
B(z,y) = / cos?® Ly sin® "y dy
0

2
44. IzraCunajte / cos® psin® p de.
0
2
45. Izracunajte / cos® psint ¢ d.
0

w/2
46. Izracunajte / cos® @ sin? p de.
0

60
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8. Dvojni in trojni integral

Prevedba na dvakratni oz. trikratni integral, zamenjava vrstnega reda integracije. Vpeljava
novih koordinat. Polarne, cilindri¢ne in sferi¢ne koordinate. Krivuljni in ploskovni integral
funkcije. Uporaba: volumen, masa, tezisce, vztrajnostni moment.

Dvojni integral

Ce je ravninsko obmodje D podano s pogojema a < x < b, gi(x) <y < go(x),
kjer je gi(x) < ga(x), brz ko je a < x < b, dvojni integral spremenljivke
u = f(x,y) po tem obmocju prevedemo na dvakratnega na naslednji nacin:

// udxdy—/ flz,y) dxdy—// enct flz,y)dedy =

(z)<y<gz2(z)

92
/ / f(z,y)dydx.

Ce x in y tvorita kartezijski koordinatni sistem v ravnini, v kateri si predsta-
vljamo lik, je dx dy diferencial plos€ine: dP = dx dy.

//D(xQ+y)dP

kjer je D obmocje, ki ga omejujeta krivulji y = z/2 in z = y? (tj. obmodje je
neprazno, omejeno, njegov rob je sestavljen iz delov teh dveh krivulj in vsaka krivulja
ima svoj nezanemarljiv del na robu obmogja).

// rydxdy,
Q

kjer je Q stirikotnik z oglisci A(0,0), B(2,0), C(3,1) in D(1,1).

1. Izracunajte dvojni integral:

2. Izracunajte dvojni integral:
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Posploseni integral je limita integralov, ko integracijsko obmocje Sirimo proti
Zelenemu. Ce je torej Dy C Dy C --- narascajoce zaporedje obmocij z unijo
D, je:
/ f(x)dx = lim f(x)dx,
D

n—o0 Dn

pri ¢emer se integral na levi razume kot posplosen, integrali na desni pa kot
obicajni.
Posploseni integral lahko obstaja ali pa tudi ne. Obstoj in vrednost integrala
sta lahko odvisna od tega, na kaksSen nacin Sirimo integracijsko obmocje proti
D, torej od izbire zaporedja Dy, Do, ... z unijo D. Toda:
o Ce integriramo nenegativno funkcijo, sta obstoj in vrednost neodvisna
od izbire zaporedja.
o Ce obstaja integral absolutne vrednosti funkcije, obstaja tudi integral
prvotne funkcije in njegova vrednost je neodvisna od izbire zaporedja.

Posploseni dvojni integral prevedemo na posplosenega dvakratnega na enak
nacin kot obicajnega, le da tam, kjer meja za posamezno spremenljivko manjka,
za mejo v integralu smiselno postavimo plus ali minus neskoncno.

3. Izracunajte // —dx dy.
y<2x;xy

<2y

4. Izracunajte // e “dxdy.
z>2y>0

D. Izracunajte/ / ~(aty)” dy dx.

6. Za a,b > 0 izracunajte // Yz — ) le " dady.
x>y>0

V nalogah od 7. do 12. zamenjajte vrstni red integriranja.

7./ / f(z,y)dy de.
0 z+1
00 z+1
8./ / f(z,y)dy dz.
o Jo
/ / f(z,y)dydex.
—2
1 p2—z?
10./ / f(z,y)dy da.
-1 J1—22
2+4nx
11. / / (z,y)dy dz.
In

62
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4 [20-3
12. / / f(z,y)dy da.
2 T

Vpeljava novih spremenljivk

Naj bo G = (g,h): A — D, kjer je D, A C R?, bijektivna preslikava. Tedaj

velja:
] //D flz,y)dedy = //Af(g(u,v),h(u,v)) |J| dudv,

kjer je J Jacobijeva'® determinanta ali jacobiana:

99 99

_ |Ou  Ow
J=1lon on
ou  Ov

"2
Zakaj moramo pri Jacobijevi determinanti vzeti absolutno vrednost, nam ilustrira naslednji primer: ¢e v integral / x\/23 — 7Tz dz vpeljemo
1

substitucijo u = /23 — 7z, @ = (23 — u?)/7, dobimo:

3 23 — 2 2 2 4 5
/ (—7udu>=—/ (23 —u )udu.
4 7 7 49 J3

V duhu integrala, s katerim delamo sedaj, pa bi substitucijo uvedli takole:

23 —w? | 2 2 5
——u duzf/ (23 —u)udu.
7 J(3,4)

/ /23 — Tedx = /
(1,2) J(

3,4) 7

13. Izracunajte // xdx dy, kjer je D obmodje, ki lezi v kvadrantu x > 0,y > 0 ter ga
D

omejujejo krivulje x =y, x = 9y, xry = 1 in xy = 4.

14. Izrac¢unajte integral / ﬂ<r5y2<2 xhy?
23y>3

Namig: uporabite primerne nove koordinate.

1
// —dzdy,
DY

kjer je D obmocje, ki ga omejujejo krivulje:

dz dy.

15. Izracunajte:

T —T T

y=¢€¢", y=3e, y=e in y=2e".

Namig: uporabite primerne nove koordinate.

15Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemski matematik judovskega rodu
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Ploscéina kot dvojni integral

Ploscina ravninskega obmocja D je dvojni integral konstante 1 po tem obmocju:

~ [ ap= [[ aras.

16. Izracunajte plos¢ino obmocja iz prejsnje naloge.

17. Izracunajte / / (x — y)Qe_(x+y)2 dy dz.
o Jo

Polarne koordinate

T =1TCcoSp r >0
Yy =rsinp 0< <2
J=r

Namesto mej od 0 do 2m lahko vza-
memo kateri koli interval dolzine 2.

18. Izracunajte // i 5 dr dy.
Pus0 (T4 (22 + y2)? )

z2+y? <4

19. Izracunajte plos¢ino obmocja v ravnini, dolo¢enega s pogoji:

0<z<yV3, (2*+y?)?> <day(a?—1?).

20. Izracunajte / \/ (x +1)2 4+ (y + 1)2dz dy, kjer je D krog s sredis¢em v izhodiséu

in polmerom \/_

21. Prevedite integral / / dy dx na vsoto enojnih integralov funkcije f.
LL’Q

Volumen telesa, podanega s pogoji:
(xvy)eAa hl(x,y)<z<h2(x,y),

kjer je A ravninska mnozica in hi(x,y) < ho(z,y), brz ko je (x,y) € A, je enak:

V- //A[hg(x,y) ~u(ey)] dedy.
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22.

23.

24.

25.

Izracunajte volumen telesa, ki ga omejujejo ploskve z = 0, 2 =y, y = 1 — 22

y =2 — 222

65

n

Izracunajte volumen telesa, ki je doloceno s tem, da lezi na pozitivni strani vseh
koordinatnih ravnin ter ga omejujeta $e ravnina 2x + y = 4 in ploskev z = 4 — 2%

Izracunajte volumen telesa, ki ga dolo¢ajo neenacbe:

>0, yY<z<l-—zx.

Naj bo 0 < b < a. Izracunajte volumen torusa (obroca), tj. mnozice tock, ki so od

osrednje kroznice s polmerom a odaljene za manj kot b.

Trojni integral
Ce je prostorsko obmocje D podano s pogoji:

(x,y)EA, hl(aﬁ,y)<2’<h2(x,y),

hi(z,y) < hao(x,y), brz ko je (xz,y) € A, trojni integral spremenljivke u =
f(z,y,2) po danem obmodju prevedemo na trikratnega na naslednji nacin:

///Dudxdydz:// flz,y,z)dedydz =
/// (wp)ea f(fﬁay,Z)d:vdydz:

(z,y)<z<ha(z

ha(z,y)
/// f(z,y,2)dzdzdy.
ha(z,y)

Seveda moramo v nadaljevanju zunanji dvojni integral prevesti na dvakratnega,
kar lahko storimo na ve¢ nacinov (lahko tudi z vpeljavo novih spremenljivk).

Posploseni trojni integral prevedemo na posplosenega trikratnega na enak nacin
kot obicajnega, le da tam, kjer meja za posamezno spremenljivko manjka, za
mejo v integralu smiselno postavimo plus ali minus neskoncno.

Ce x, y in z tvorijo kartezijski koordinatni sistem v prostoru, v katerem si pred-
stavljamo telo, je dx dy dz diferencial volumna: dV = dxdyd=.

1
26. Izracunajte /// eco  —dazdydz.
x2<y<m3 <

y<z<zy

27. Izracdunajte integral /// — drdydz.
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Alternativni razcep trojnega integrala

Ce je prostorsko obmocje D podano s pogoji:
a<zr<b, (y,z)€A,,

kjer je A, ravninska mnozica za vsak a < x < b, se trojni integral izraza v

obliki: b
///Df(a:,y,z)dxdydz:/a //AI F(x,y,2) dydzde.

28. Naj bo a > 0. Izracunajte trojni integral /// rdx dydz, kjer je D telo, doloceno
D

S pogoji:
0<z<a, Y 4+ 2t < 22z,

Volumen kot trojni integral

Volumen prostorskega obmocja D je trojni integral konstante 1 po tem ob-

modju: V:///dez///l)dxdde-

Vpeljava novih spremenljivk

Gre analogno kot pri dvojnem integralu: naj bo G = (g,h,k): A — D, kjer je
D, A C R3, bijektivna preslikava. Tedaj velja:

///Df(x’y’z)dxdydz:

= ///Af(g(u,v,w),h(u,v,w),k(u,v,w)) |J| dudvdw,

kjer je J Jacobijeva determinanta ali jacobiana:

99 99 99
ou Ov Ow
J= |8 0Oh 0Oh
ou Ov Ow|
ok ok Ok
ou Ov Ow

29. Ponovno izracunajte volumen torusa, tj. mnozice tock, ki so od osrednje kroznice s
polmerom a oddaljene za manj kot b (0 < b < a): pois€ite primerno parametrizacijo
in parametre uvedite kot nove spremenljivke.
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Cilindri¢éne koordinate

T =17Cosp r >0
y=rsingp 0< <2

Z2=2z J=r

2
30. IzraCunajte /// %dx dydz.
22 4y2<3 14222

Sferi¢éne koordinate

x =rcosfcosy r>0
y =rcosfsinp 0<p<2m
z=rsinf —5 <0< 3

J =1r2cosf

31. Izracunajte /// Va4 y? + 22 dedydz.
x24+y2422<z

32. Izracunajte volumen telesa, dolocenega s pogoji:

44+ 22<1, 2Pyt <?, 2>0.

/// 2?y? dedydz.
224+y2+22<22

34. Naj bo a > 0. Izracunajte volumen telesa, dolocenega s pogojem:

33. Izrac¢unajte integral:

ab2?

2 2 2\3
(2 +y* + 2°) <Ei g

Ravninski lik D z (lahko nehomogeno) plos¢insko gostoto ¢ ima maso:

m = // odP
D
in tezisce (x*,y*), kjer je:

1 1
ZL‘*:—//O'ZL‘dP, y*:—//aydP.
m.JJp m.JJp
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Naj bo a > 0. Izracunajte tezisCe trikotnika z ogliséi A(0,0), B(0,a) in C(a,0),
katerega ploscinska gostota je sorazmerna z a — y.

Izracunajte tezisce homogenega ravninskega lika, dolocenega z neenac¢bami x > 0,
y >0, 223 4+ 9?3 < R?/5.

Vztrajnostni moment ravninskega lika D:

J://Da(x2+y2)dP

Ponovno je dan trikotnik s koordinatami A(0,0), B(0,a) in C(a,0), katerega plo-
S¢inska gostota je sorazmerna z a — y (velja a > 0). Izracunajte razmerje med
njegovim vztrajnostnim momentom in njegovo maso.

Izracunajte razmerje med vztrajnostnim momentom in maso lika, ki ga omejuje
astroida %% + y?/* = R?*3. Privzemite, da je homogen, vztrajnostni moment pa
gledamo skozi tezisce.

Masa tridimenzionalnega telesa D:

D

1 1 1
x*:—///pxdv, y*:—///pydv, z*:—///pzdv
m D m D m D

Vztrajnostni momenti okoli osi z, y in z:

Jx:///Dp(yz—ier)dV, Jy:///Dp(x2+22)dV,
Jzz///Dp(x“ry?)dV

Dan je pokoncen stozec, pri katerem je gostota premo sorazmerna z visino. Izracu-
najte njegovo maso, tezisCe in vztrajnostni moment okoli simetrijske osi.

Izracunajte tezisce in vztrajnostni moment homogene enotske polkrogle okoli osi, ki

Vv v

gre skozi teziSce in je pravokotna na osnovno ravnino.

Izracunajte vztrajnostni moment homogenega valja s polmerom R in visino A, in
sicer okoli njegove simetrijske osi in Se okoli osi, ki gre skozi tezisce in je pravokotna
na simetrijsko os.
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42. Najbo 0 < b < a. Izracunajte vztrajnostni moment homogenega torusa, tj. mnozice
tock, ki so od osrednje kroznice s polmerom a oddaljene za manj kot b, okoli sime-

trijske osi.

Krivuljni integral spremenljivke w = ®(z,vy, z) po krivulji K, parametri-
zirani v vektorski obliki T = (x,y,z) = ®(t), ko t pretece interval (a,b), je
definiran po predpisu:

Jwas=["a@7la= [ o) p0)]a

in je neodvisen od parametrizacije.

Ce parametrizacijo zapiS§emo po komponentah:

se integral izraza v obliki:

/Kwds = /bq)(x,y,z)\/:t2+3)2+22dt:
b
_ / (f(1), g(t), h(H)\/ (1) + (4(0)° + ((8))* dt .

43. IzraCunajte / % +y? + 22ds, kjer je K prvi zavoj standardne Arhimedove spi-
K

rale:
r=acosa, y=oasina, z=0; 0<a<2r.

Prostorska krivulja K z (lahko nehomogeno) dolzinsko gostoto j1 ima maso:

m = / pds
K
in tezisce (z*,y*, 2*), kjer je:

1 1 1
x*:—/ prds, y*:—/ nwyds, z*:—/,uzds.
mJk mJk mJk

Vztrajnostni momenti okoli koordinatnih osi so enaki:

Jx:/u(y2+zz)ds, Jy:/u(x2+22)d8, JZ:/,u(:v2—|—y2)ds.
K K K
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44. Izracunajte tezisCe in vztrajnostni moment okoli osi x prostorske krivulje:

r=3t, y=3t2, z=2; 0<t<l

Yy
x4+ 3z

z dolzinsko gostoto y =

Povrsina ploskve, parametrizirane z 7 = p(u,v), kjer je (u,v) € A, je enaka:
P = // VEG — F2dudv,
A

kjer so E, F' in G koeficienti prve fundamentalne forme:

E= <?u7?u> y F= <?uu?v>a G = <?v7?v> .

Rezultat je neodvisen od parametrizacije.

45. Izra¢unajte povrino tistega dela ploskve z2 + y? + 2z = 1, ki leZi nad ravnino zy.
46. Izracunajte povrsino ploskve, podane z enacbo z = /1 — 22 — 12,

47. Izracunajte povrsino naslednjega dela helikoida:

r=pcosy, yYy=psingp, z=¢; 0<p<p<2m.

Ploskovni integral spremenljivke w = ®(x,y, z) po ploskvi S, parametri-
zirani z T = (x,y,2) = p(u,v), kjer je (u,v) € A, je definiran po predpisu:

//Sde://AM?)mdudv

in je neodvisen od parametrizacije.

Masa ploskve s povrsinsko gostoto o je enaka m = / / o dP, njeno tezisce
S

pa ima koordinate:

1 1 1
x*:—//ade, y*:—//aydP, z*:—//azdP.
m.JJs mJ.Js m.JJs

Vztrajnostni momenti okoli koordinatnih osi so enaki:

Jx://sa(szer)dP, Jy://sa(xQ—l—zQ)dP, JZ://SU(:UQ—i—gf)dP.
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48. Izrac¢unajte maso, tezisCe in vztrajnostni moment okoli osi z dela paraboloida:
z:$2+y2; z <1,
katerega povrsinska gostota je enaka o = x2 + 2.

49. Izrac¢unajte maso in vztrajnostni moment homogenega votlega torusa z zanemarljivo
debelino okoli simetrijske osi.
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9. Vektorska analiza

Gradient, divergenca, rotor, Laplaceov operator. Potencialna polja. Krivuljni in ploskovni
integral vektorskega polja. Greenova formula, Gaussov in Stokesov izrek.

Gradient skalarnega polja w je vektorsko polje:

w )

ox N N ox

— |Sw | — far 1 - |9

gradw = gy =Vw, kjerje V = %y
w

Bz 8z

Gradient je tesno povezan s totalnim diferencialom:

X
gradw = | Y | pomeni isto kot dw = X dr + Y dy + Z dz.
A
Smerni odvod po enotskem vektorju n se izraza s formulo
U (gradw, )
— = (gradw, n).
on ’

1. Dano naj bo skalarno polje w = x%e¥/?. Izra¢unajte gradw, v tocki (1,0,1) pa Se
smerni odvod v smeri vektorja (2,1,2).

X
Divergenca vektorskega polja R = | Y | je skalarno polje:
A
=  0X 8Y 82 = =
divR = V,R).
v O 8y 82 = { )

2. Izracunajte div(z%z, —zy?z, 3y2?).

grad f(u) = f'(u) grad u,

div f (u) = <? ), grad u>
grad(u v) =gradu-v+u-gradv,
div(u ) (gradu, R> +udivR

3. Naj bo r = /22 + y?> + 22 = | T||. Za vse p izratunajte div(r"7).
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X
Rotor vektorskega polja R = |Y | je vektorsko polje:
Z
0z _ oy
N Oy 0z N N
rotR= |92 - 22| =V xR.
oY _ 9X
ox dy

4. Izracunajte rot(zz3, —222yz, 2y24).

V zaporedju operatorjev:

skalarno grad vektorsko rot vektorsko div skalarno
polje polje polje polje

je kompozitum dveh zaporednih operacij enak nic: rot grad = 0 in divrot = 0.

Za vektorsko polje pravimo, da je brez vrtincev, ce je njegov rotor enak nic,
in brez izvirov (solenoidalno), ce Jje njegova divergenca enaka nic.
Pravimo tudi, da je vektorsko polje R potencialno, ce je gradient nekega
skalarnega polja w: R = gradw. Polje w je njegov potencial. Ce je R =
(X,Y, Z), lahko ekvivalentno zapisemo tudi dw = X dz+Y dy+Z dz. Pravimo,
da je diferencialna forma na desni eksaktna.

Vsako potencialno polje je torej brez vrtincev in vsako vektorsko polje, ki je
dobljeno kot rotor nekega drugega vektorskega polja, je brez izvirov.

5. Izracunajte div(2z* + 222y, 322, —4dxyz).

2 2
x x

6. Izracunajte rot (Zx ev/* T eyl*, __2y ey/z) .
z z

Na dovolj lepih obmodjih (povrsno povedano, brez lukenj)
velja tudi obrat: vsako polje brez vrtincev je potencialno in
vsako polje brez izvirov je rotor nekega vektorskega polja.

7. Poiscite vektorsko polje, ¢igar rotor je vektorsko polje (z,—y,0). Namig: eno od
komponent lahko postavite na nic.

8. Dokazite, da obstajata taka a in b, da je vektorsko polje:
(22°sin z, 3y’sinz, (27" +y""") cos z)

potencialno. Za taka a in b izracunajte njegov potencial.
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Laplaceov!® operator skalarnega polja w je skalarno polje:

Pw  Pw  Pw

Ox? + Oy? + 022

Aw = divgradw =

9. Naj bo r = /a2 + 3% + 22.

a) Izracunajte Ar.

b) Za skalarno polje w pravimo, da je harmonicno, ¢e je Aw = 0. Pri katerem
eksponentu p je polje r? harmoni¢no?

Krivuljni integral vektorskega polja R= 5(?) po krivulji K, parametri-
zirani v vektorski obliki T = p(t), ko gre t od a do b, je definiran po predpisu:

/Kﬁd?:/K@,dﬂ:/ab@(@(t)),@(t>>dt

in je v osnovi neodvisen od parametrizacije: odvisen je le od orientacije krivu-
lje, ki jo doloca dana parametrizacija. Orientirani krivulji pravimo tudi pot.
Integral po nasprotno orientirani krivulji je nasprotna vrednost prvotnega in-
tegrala. Pri parametrizaciji ni nujno, da je a < b.

Orientacijo gladke krivulje lahko podamo kot usklajen nabor tangentnih vektorjev: za vsako notranjo tocko je predpisan vektor ?, ki je
tangenten na krivuljo, pri ¢emer mora obstajati taka parametrizacija 7 = 7 (t), ko gre t od a do b, da ima d7 /dt isto smer kot t (7 (t)), ¢e
je a < b, in nasprotno smer, ¢e je a > b. Tako parametrizacija dolo¢i eno od dveh moznih orientacij.

Y t
10. Izracunajte integral vektorskega polja R= |-z po krivuljah K; = [¢] in
z t
t
K, = |t?]|, pri ¢emer gre parameter ¢ obakrat od 0 do 1.
t3

16Pjerre-Simon de Laplace (1749-1827), francoski matematik, astronom, fizik in politik
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11.

Krivuljni integral vektorskega polja po komponentah

Krivuljni integral vektorskega polja:

X F(z,y,2)
R=\|Y| = |G(z,y,2)

Z H(x,y,2)
po krivulji:

, kjer gret oda dob,

i

I
> Q
N TN /N
~ &+ T+
— N

se izraza v obliki:

| Rar = [[[F0.00). 1) 70+ 60,9090 o0+
+ H(f(),9(8), h(8)) h(t)| dt

To pa lahko zapisemo tudi kot:

t=b
/Rd?:/ (Xdz+Ydy+ Zdz).
K t

=a

Izrazu X de+Y dy+ Z dz pravimo diferencialna forma. Splosneje, diferenci-
alna forma je vsota izrazov oblike u dv, kjer sta u in v skalarni polji. Krivuljni
integral diferencialne forme definiramo po predpisu:

d

/Kudv:/abu(?(t))av(?(t))dt.

pri cemer za vsote razsirimo po linearnosti.

2xz
2

75

Izracunajte Se integral vektorskega polja R= z po krivuljah K; in K iz

2yz + 2?
prejsnje naloge.

Vektorsko polje R je potencialno natanko tedaj, ko je njegov krivuljni inte-
gral odvisen le od zacetnega in koncnega krajisca krivulje. V tem primeru je

b
smiselno definirati / Rd7. Ce je w potencial polja R, velja kar:

—

/j Rd7 = w(b) — w(a).

a
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12. Izracunajte potencial polja R iz prejsnje naloge.

Cirkulacija je integral po sklenjeni krivulji in jo oznacujemo z ]{ Rd7.
K

Je neodvisna od zacetne oz. koncne tocke v parametrizaciji, odvisna pa je
od orientacije.

Y
13. Izracunajte cirkulacijo vektorskega polja R= |-z po enem zavoju krivulje
x
cost
T = sint , orientirane tako, da ¢ narasca.
cost +sint

Greenoval’ formula

Naj bo D omejeno ravninsko obmocdje z odsekoma gladkim robom 0D, ki ga
orientiramo pozitivno. Tedaj velja:

oy 0X
X Y dy) = - _ = .
8D< do -+ Y dy) //D(a%' 8@/) dody

14. Naj bo K rob trikotnika z oglis¢i A(0,0), B(1,0) in C(0,1), orientiran v nasprotni
smeri urinega kazalca. Izracunajte:

jI{(Xd:E—l—Ydy),
K
kjer je:
x x
rarctg— ;y#£0 yarctg — y £ 0
X = , Y =
T
7 73/:0 0 ;y=20

17George Green (1793-1841), angleski matematicni fizik
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Ploskovni integral vektorskega polja (pretok)

Orientacija ploskve je podana z usklajenim naborom normalnih vektorjev: v
vsaki to¢ki T na robu ploskve mora biti podan enotski vektor N = U(7), ki je
pravokoten na ploskev, vektorska funkcija ¥ pa mora biti zvezna.
Parametrizacija 7 = 9(u, v) je skladna z orientacijo, ¢e ima 7, X T, isto smer
kot vektor V(7). Tako parametrizacija tudi dolo¢i orientacijo.

Ploskovni integral vektorskega polja R = 5(?) po orientirani ploskvi S
ali tudi pretok polja R skozi S je ploskovni integral skalarnega polja

<§, N > dP. Ce je ploskev orientirana skladno s parametrizacijo

—

7 = o(u,v), (u,v) € A, je pretok enak:

/[g<§’ﬁ>dP://A<5(?)> 7 x Ty ) dudo.

15. Izrac¢unajte pretok polja (z,y,2z) skozi ploskev 2% = 22 + y% 0 < 2z < 1 v smeri
navzdol.

Ploskovni integral vektorskega polja po komponentah

X

Ce je R = |Y| ter ¢e se da ploskev parametrizirati v oblikah x = f(y, z),
Z

($,Z) € Alz Yy = g(l’,Z), ($,Z) € AQ: nz= h(il?,y), (1’,y) S A37 Ve]ja tudi:

//S<E>ﬁ>dP://Alsgn(Nx)Xdydz+//A2sgn(Ny)dedx+

—l—// sgn(N,) Zdz dy,
Az

kjer so sgn(N,), sgn(N,) in sgn(N,) predznaki komponent normalnega vektorja
N.

Opomba. Zadnja izrazava pretoka ima Se bolj sofisticirano razli¢ico. Pisemo lahko:
// <ﬁ,f\r>dP:// (Xdy Adz + Y dz Adz + Zda A dy) .
S S

Produkti dy A dz, dz A dz in dz A dy so malo drugacni od obic¢ajnih produktov diferencialov dydz, dzdz in dz dy. Medtem ko se drugi
nanasajo na projekcije A1, Ag in Ag, se prvi nanasajo na orientirano ploskev S.

e Produkt dy A dz ustreza produktu dy dz, ¢e ima N pozitivno komponento z; sicer ustreza produktu —dydz.
e Produkt dz A dz ustreza produktu dz dz, ¢e ima N pozitivho komponento y; sicer ustreza produktu —dz dx.
o Produkt dz A dy ustreza produktu dz dy, ¢e ima N pozitivno komponento z; sicer ustreza produktu —dxz dy.

Novo definirani produkti so antikomutativni: velja dz A dz = —dz A dz, medtem ko je v obi¢ajnem dvojnem integralu seveda dz dz = dz d=z.

Ploskovni integral lahko definiramo celo po poljubnem produktu diferencialov skalarnih polj: za skalarna polja w, o in 3 definiramo:

//Swda AdB = //A'Lu(?(u,v))

Opazimo, da gre zveza med diferenciali prek Jacobijeve determinante.

%a(?(u,v)) a(?(u,v))

Is]
ER) dudv.
2 B8(F(u,v) L B(T(u,v))
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2

8

16. Izracunajte pretok vektorskega polja R = y?| skozi ploskev:

N
N

r—2y+32=6, >0, y<0, z2>0,
orientirano tako, da normala kaze navzgor.

17. Izracunajte pretok vektorskega polja:

(‘T7 y? Z)

R=_—29=2)
x2 4+ y?+ 22

skozi plas¢ valja x2 4+ y? = 1, orientiran navzven.

18

Gaussov'® izrek

Naj bo D omejeno prostorsko obmocje z odsekoma gladkim robom 0D, ki ga
orientiramo tako, da normala kaze navzven. Tedaj za vsako zvezno odvedljivo
vektorsko polje R velja:

//8D<§,ﬁ>dP:///Ddiv§dV.

Opomba. Greenovo formulo lahko razumemo tudi kot poseben primer Gaussovega izreka.

. X .. .
Natancneje, Greenova formula za polje {Y} in obmocje D ustreza Gaussovemu izreku za

Y
polje | =X | in obmodje D x [0, 1].
0

18. Izracunajte pretok vektorskega polja:
X =20 +2%), Y=ya*+2%), Z=zx*+y?

skozi rob enotske krogle x? + y* + 2% = 1, orientiran navzven (gre torej za iztok iz

krogle).
T+ \y*+ 27
19. Izracunajte iztok vektorskega polja |y 4+ va2 + 22 | iz stozca 22 > 2% + y?;
z+ 2?4+ y?
0<2z<1.

20. Izracunajte iztok vektorskega polja 7 /73, kjer je r = |||, iz telesa:
2., .2 2 _ .2
rt+y -1 1l—a2—y
—_— <] /.
2 2

18Carl Friedrich Gau§ (1777-1855), nemski matematik
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9

Stokesov! izrek

Naj bo S omejena orientirana odsekoma gladka ploskev v prostoru z odsekoma
gladkim robom 0S. Orientiramo Se rob JS. Ploskev S in njen rob 0S sta
skladno orientirana, ¢e imamo, ce se sprehajamo po robu ploskve v smeri
njegove orientacije in smo obrnjeni tako kot normalni vektor ploskve, ploskev
na levi.

Racunsko gledano, naj bo ploskev parametrizirana z (u,v) € A C R? in naj
parametrizacija rob OA preslika na rob 9S. Ce:

e rob A orientiramo pozitivno, tj. v nasprotni smeri urinega kazalca,
e to orientacijo prek parametrizacije prenesemo na 05,
e ploskev orientiramo skladno s parametrizacijo,

sta S in 0S skladno orientirana.

Ce sta ploskev S ' in njen rob 0S skladno orientirana, za vsako zvezno odvedljivo
vektorsko polje R velja:

7{ ﬁd?=//<rotf%,7\7>dP.
oS S

Opomba. Stokesov izrek je posplositev Greenove formule. Natancneje, Greenova formula

X
za polje Eﬂ in obmocje D ustreza Stokesovemu izreku za polje |Y | in ploskev D x {0}.
0

21. Izracunajte cirkulacijo:

1 2 2 1 2 2)
sty 2 |dr+ | 5 "+ 27 ) dy +
ﬂ(mx%? ! ) (<1+y2>2 !
1 2, 2
—_—— d
(=) ],
kjer je K krivulja, ki gre od tocke (1,0,0) premocrtno do (0, 1,0), nato premoértno
do (0,0, 1) in nato premocrtno spet do (1,0,0).
22. IzraCunajte integral vektorskega polja:
2
N e’ +uay
R = z + sin®(y°)
e +2x +cosz+y

po krivulji, ki jo dolodata enacbi 2% + y? = 1 in z = xy, orientirana pa je tako, da
se, ¢e jo gledamo od zgoraj, vrti v nasprotni smeri urinega kazalca.

198ir George Gabriel Stokes, 15* Baronet (1819-1903), irski fizik in matematik, deloval v Angliji
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10. Kompleksna stevila

Racunanje s kompleksnimi $tevili. Holomorfne funkcije. Konformne preslikave. Taylorjeva in
Laurentova vrsta. Kompleksna integracija. Cauchyjeva integralska formula z odvodi. Prevedba
realnih integralov na kompleksne.

1. Za z =3+ 2i in w = 1 + 5i izracunajte zw in z/w.
2. Resite enacbo 2% = 4 — 3i.

3. Resite enacbo 22 + 2iz +4 = 0.

Polarni zapis

e aig
| . arctg(y/z) ;x>0
=Ty = arctg(y/z)+7m ;<0
= r(cosp + isiny) r = /2 cx=0,y>0
—m/2 ;r=0,y<0
e ~ kar koli ;x=y=0
Rez

De Moivreova? formula: (cosy + isin )" = cos(ny) + isin(ny)

4. Izracunajte (1 + \/gi)loo.

Koreni kompleksnih Stevil

V kompleksnem ima enacba
2" =r(cosp + isin @)

resitve:

2k
2 = Ut (cosu + 2 s1n
n

o+ 2k

) ;o k=0,1,....n—1.
n
Velja tudi z, = 20 &*, kjer so £* n-ti koreni enote in so potence temeljnega
n-tega korena enote:
21 2T 2km . 2km

&, = cos — +isin —, €8 = cos == 4 dsin —— .
n n n n

5. Resite enacbo 22 = —2 + 2.
6. Resite enacbo z* = —8(1 + \/gz)

20 Abraham de Moivre (1667-1754), francoski matematik, deloval v Angliji
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Tudi v kompleksnem je definirana naravna eksponentna funkcija z — e,
ki jo lahko izracunamo po formuli:

et = e¢*(cosy +isiny) .

Se vedno velja zveza e*t% = e*e". Splosneje, vsaka analiticna zveza, ki velja
na nekem realnem intervalu, velja tudi na vsakem odprtem povezanem kom-
pleksnem obmocju, ki vsebuje ta interval.

7. Regite enacbo e = 1 — iv/3.

Logaritem kompleksnega Stevila

Enacba e* = r(cos ¢ + isin ) ima resitev:

z=Inr+ (p+2kn)i; keZ.

Kanonicne potence in logaritmi

Za kompleksno stevilo z € C\ {t ; t < 0}, zapisano v polarni obliki:
z =r(cosp +isinp) ; r>0, —-nm<e<7
arbitrarno definiramo kanonic¢ni logaritem:
Inz=1Inr+ pi.

Enacba eV = z ima tako resitve w = In z + 2kmi, k € 7Z.
Nadalje za poljuben kompleksen eksponent arbitrarno definiramo kanoni¢no
potenco:

Zw — ewlnz

Za a € R je:
2" =r%(cos(ap) + isin(ap)) .
Ce je z = e ali w € 7Z, se definicija ujema s prejsnjimi. Kanoni¢na potenca 2%
je tako definirana:
e zaw=20,1,2,...in z € C;
e zaw=—1,-2,-3,...inz€ C\ {0};
e zaw e C\Zinze C\{teR;t<0}.

8. Izracunajte (3 + 4i)".
9. Dokazite, da formuli:
(2129)" = 272 in In(z122) =Inz; + In 2

pri kanoni¢nih kompleksnih potencah in logaritmih ne veljata nujno. Zakaj ne?
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Kompleksna trigonometrija

) e? — omi% el 4 g2
sing=————, CcOSZ=—""—
21 2

10. Izracunajte sin (% + }L)
Opomba. Pri kompleksni trigonometriji:
e Se vedno velja sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cos 2.
e Velja sin(iz) =i shz, sh(iz) =isinz, cos(iz) =chz, ch(iz) = cosz.
e Se vedno veljajo adicijski izreki za trigonometrijske funkcije.

Prvo in tretje dejstvo sledita iz principa identitete: brz ko se dve holomorfni funkciji,
definirani na isti odprti povezani mnozici, ujemata na dolo¢eni mnozici kompleksnih stevil,
ki ima stekaliSce, se morata ujemati na celotnem definicijskem obmocju.

Tako lahko pri prejsnji nalogi izrac¢unamo tudi:

. T 1 LT 1 T .1
sin §+_ = SIn — COS — + COS — SIn — =

4 3% 3>y
V2 o1 1 .1
— YT hI 4 Zsh =
5 My Tty
V3

_ T(61/4_'_6—1/4) 4+ 2 ( 1/4 1/4).

Opomba. Ce realne enac¢be gledamo v kompleksnem, lahko dolocene regitve pridobimo.
Enac¢ba 22 + 1 = 0 v realnem nima resitve, medtem ko ima v kompleksnem dve resitvi
z =1 in z = —i. Enacba e* = 2 pa ima v realnem eno samo resitev z = In 2, medtem ko
ima v kompleksnem celo druzino resitev z = In 2 4 2kmi, k € Z. Toda:

Za —1 <t <1 imata enacbi sinz =t in cosz =t le realne resitve.

f

Tako so npr. tudi vse kompleksne resitve enacbe sin z = enake:
s ) 2
z:§+2k:7r ali z:?+2k7r; kelZ,

kar lahko pisemo tudi v obliki:

T T
Ty okr
5 =g T

11. Resite enacbo sin z = 2.

12. V kompleksni ravnini skicirajte mnozici A = {z ; (1 + 2i)z + (1 — 2¢)z = 5} in
B={z;2z—(2+3i)z—(2—3i)z < 3}.
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13.

14.

15.

16.

17.

Dana je mnozica @ := {z ;1 < Rez < 2, 2 < Imz < 3} ter Se funkcije f(z) =
(1+14)z, g(2) = 2% in h(z) = 1/(z — 1). Skicirajte mnozZice f(Q), ¢(Q) in h(Q).

Dolo¢ite, kam kompleksna funkcija f(z) = 1/z preslika:

a) notranjost enotskega kroga;

b) mnozico vseh kompleksnih $tevil, ki imajo realno komponento vecjo od 1.

Dana je kompleksna funkcija:
z—1

f(z) =

z—1

Dolocite, kam f preslika:

a) realno os;

o

zgornjo polravnino;

o o

)

)

) imaginarno os;
) notranjost kroga s sredis¢em v 1 in polmerom 3;
)

e) zunanjost enotskega kroga.

Poiscite konformno preslikavo, ki:

a) notranjost kroga s sredis¢em v 1 in polmerom 2 bijektivno preslika v notranjost
kroga s sredis¢em v ¢ in polmerom 3;

b) notranjost kroga s sredis¢em v 1 in polmerom 2, ki ji odvzamemo sredisce,
bijektivno preslika v zunanjost kroga s srediS¢em v ¢ in polmerom 3.

Poiscite konformno preslikavo, ki notranjost enotskega kroga preslika na polravnino
{w; (1+i)w+ (1 —i)w > 2}.

Kompleksna funkcija f(z) = u(z,y) + iv(z,y) kompleksne spremenljivke z =
x+1y je holomorfna natanko tedaj, ko je parcialno odvedljiva, parcialni odvodi
pa zadoscajo Cauchy?'—Riemannovemu? sistemu:

oo o o
or oy’ Oy  Ox’

21 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francoski matematik
22Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nemski matematik
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Za dano realno funkcijo u dveh realnih oziroma ene kompleksne spremenljivke
so naslednje trditve ekvivalentne:

e 1 je realna komponenta neke holomorfne funkcije.

e u je imaginarna komponenta neke holomorfne funkcije.

o? o?
e u je harmonicna, tj. Au = gu + Y .

ox?  Oy?

Pri iskanju holomorfne funkcije f, katere denimo realni del je predpisana realna
funkcija u, imamo naslednje moznosti:

0 0
1. Integriramo Py in dy ter uskladimo funkciji, dobljeni iz integra-

dy ox
cijskih konstant.

0 0
2. Izpeljemo Au = 0 in integriramo formo e + o dy od izhodisc¢ne

dy ox

do poljubne tocke po ¢im enostavnejsi poti.
3. Uganemo integral zgornje forme.

4. S pomodjo izrazave ¥ = (2 + 2)/2 iny = (2 — 2)/(2i) izpeljemo u =

Ref = (f +/)/2

18. Za katere vrednosti parametrov a, b in ¢ je funkcija:
u(z,y) = ar® + by + cy?

realni del neke holomorfne funkcije spremenljivke z = x + iy? Dolocite vsaj eno
tako holomorfno funkcijo!

19. Dana je funkcija:
v(x,y) =coszchy.

Pokazite, da je v imaginarni del neke holomorfne funkcije spremenljivke z = x + iy.
Dolocite to holomorfno funkcijo!

20. Dana je funkcija:
)

2 +y?—2x+1

v(z,y) =

Pokazite, da je v imaginarni del neke holomorfne funkcije spremenljivke z = = + iy.
Dolo¢ite to holomorfno funkcijo!
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21.

Taylorjeva®® vrsta za holomorfne funkcije

Vsaka funkcija f, ki je holomorfna v okolici tocke a, se da razviti v Taylorjevo
vrsto:
f"(a)

fe)=cw+alz—a)+ealz—a)+---, Kerje c,= o

pri ¢cemer vrsta konvergira na vsakem odprtem krogu okoli a, ki je vsebovan v
definicijskem obmocju funkcije.

1

Razvijte funkcijo f(z) = pep
z z

v Taylorjevo vrsto okoli izhodisca.

Nekaj znanih razvojev v Taylorjevo vrsto okoli 0

m m a >0,
(a+2)" =a™+ a™ 4 a™ i za |z| < a,
1 2
m € C
m\  m(m—1)(m—2)---(m—k+1)
k) k!
1 2 3
1 =1l+z+24+2"+... za |z| < 1
—z
22 28
e :1—|—z—|—§+§—|—... za vsak z
23 25
smz:z—g—ka—ﬂ—k... za vsak z
_q 22 2t 0 K
Ccos 2z = _§+I_E+"' za vsak z
In(1 + ) 2R 2 2] < 1
= — 4+ — — — 4+ ... a
n z z 5 3 1 za |z

85

22. Razvijte funkcijo f(z) = e’ T20+0)2 y Taylorjevo vrsto okoli tocke —1 — 4 in izradu-

23.

najte f((—1—1).

Nicle holomorfnih funkcij

Holomorfna funkcija ima v tocki a ni¢lo stopnje m, ¢e je m prvi indeks, za
katerega je koeficient c,, v Taylorjevem razvoju razlicen od 0. Ekvivalentno,
to je natanko tedaj, ko je f™(a) =0 za vsen =0,1,...,m—1in f(™(a) # 0.
Ce je m = 0, nicle ni.

1
Dokazite, da ima funkcija f(z) = 2° ((1
-z

Dolocite njeno stopnjo.

ZBrook Taylor (1685-1731), angleski matematik

= e — sin(22)> v izhodis¢u niclo.
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Ce ima funkcija f v dani tocki ni¢lo stopnje m, funkcija g
pa niclo stopnje n, ima produkt fg nic¢lo stopnje m + n.

24. Dokazite, da ima funkcija f(z) = (e_z2/2 — Cos z) (z — sin z) v izhodiscu niclo. Do-
locite njeno stopnjo.

Laurentova?* vrsta

Vsaka funkcija f, ki je holomorfna na nekem obmocdju, ki obkrozi tocko a, se
da razviti v Laurentovo vrsto:

FO =t e S b -t

zZ—a

ki konvergira na vsakem kroznem kolobarju okoli a, ki je vsebovan v definicij-
skem obmocju funkcije.
Delu vrste s koeficienti z indeksi, vec¢jimi ali enaki 0, pravimo regularni del,
delu vrste s koeficienti z negativnimi indeksi pravimo glavni del Laurentove
vrste.
Ce vrsta konvergira v punktirani okolici tocke a, pravimo, da ima f tam izo-
lirano singularnost.

o Ce je glavni del enak ni¢, gre za odpravljivo singularnost.

e Ce je glavni del neniceln, a koncen, gre za pol. Natancneje, ¢e je m

najvecji indeks, za katerega je c_,, # 0, gre za pol m-te stopnje.
e Ce je glavni del neskonden, gre za bistveno singularnost.

V 25. in 26. nalogi razvijte funkcijo v Laurentovo vrsto in klasificirajte singularnost, okoli
katere razvijate.

z

1
25. f(z) = 67 okoli izhodica.

1

m, OkOli toéke —1 ‘|‘ 27,
z z

26. f(2) =

Ce sta f in g holomorfni funkciji in ima f v tocki a nic¢lo stopnje r, g pa nic¢lo
stopnje s (Ce ni nicle, postavimo ustrezni indeks na nic), ima funkcija f/g:
e odpravljivo singularnost z ni¢lo stopnje r — s, ¢e jer > s (Ce je r = s, ni
nicle);
e pol stopnje s —r, ce jer < s.

24Pjerre Alphonse Laurent (1813-1854), francoski matematik in oficir
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Ce ima funkcija h, holomorfna v okolici tocke a, pri a pol stopnje najve¢ m, so

koeficienti v Laurentovi vrsti enaki:

1 ) dm+n

Cp =

[(z —a)™h(2)].

(m+n)! e domtn

87

V nalogah od 27. do 33. klasificirajte singularnost in dolocite glavni del Laurentove
vrste funkcije h.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

1 e
h(Z) = m, v tocki 7.
h(z) = — v tocki %
?) = g v tocki 20
— & 2]
h(z) = (z —sinz)(e ), v izhodiscu.
1 —-cosz
h(2) I+e* tocki i
z) = ———, v tocki mi.
1+chz’
e* — e’
h(Z) = W, v tocki 7.
Z_
1 s
h(z) = ————, v izhodis¢u.
z(e* — 1)
h(z) = — tocki
2) = oo, ¥ tockim.

Klasificirajte singularnost in izra¢unajte ostanek funkcije h(z) = (z — 3)e'/* v izho-

discu.
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Integracija kompleksnih funkcij

Naj bo J interval na realni osi s krajis¢ema a in b (ni nujno, da je
a < b). Doloceni integral kompleksne funkcije f = u+iv: J — C je

definiran kot:
b b b
/f(t)dt:/ u(t)dt+i/ o(t)dt .

Ocitno je:

[ @+ gaya= [ rwa [,

poleg tega pa tudi za poljubno kompleksno stevilo ¢ velja:

/abcf(t)dt:c/abf(t)dt.

1

1
35. Izracunajte —dt.
o t+1

Integracija po kompleksni spremenljivki

Integral kompleksne funkcije f po krivulji — poti K, parametrizirani
v obliki z = ¢(t), kjer gre t od a do b, je definiran kot:

b
a

/K fz)dz = / f(e(®)) () dt .

36. Izracunajte integrale:

/zdz, /zdz, /zdz in /zdz,
K L K L

kjer sta poti K in L doloceni s parametrizacijama:

K: z=(14id)t, tgreod0dol,
L: z=t+it?, tgreod0dol.
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Osnovni izrek integralnega racuna za holomorfne funkcije
Ce ima kompleksna funkcija f na nekem obmod&ju holomorfno primitivno funk-
cijo, tj. f = F’, za poljubno pot K znotraj tega obmocja od tocke a do tocke
b tako kot pri obi¢ajnem integralu velja:

/K F(2)dz = /abf(z) dz = F(b) — Fla).

Na enostavno povezanem obmodju (povrsno povedano, brez lukenj) ima vsaka
holomorfna funkcija holomorfno primitivno funkcijo, zato so integrali po vseh
poteh z danima krajiS¢ema, ki gredo po takem obmocju, enaki.

dz dz dz dz
37. Izracunajte integrale / —, / —, / — in / —» Kjer sta poti K in Ko
K Ky # K 7 Ky ?

prikazani na naslednji skici:
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Integracija kanoni¢nih kompleksnih potenc

w1
Funkcija f(z) = z* ima primitivno funkcijo F(z) = il 1
w
e zaw =0,1,2,... na celotni kompleksni ravnini;
e zaw = —2,—3,—4,... na punktirani ravnini C \ {0};

e zaw € C\ Z na prerezani ravnini C\ {t € R ; ¢t < 0}.
1

funkcijo F(z) = In z.

Funkcija f(z) = - ima na prerezani ravnini C \ {t € R ; ¢t < 0} primitivno

90

38. V kompleksni ravnini so dane poti K7, K5 in K3, prikazane na naslednji skici (vse

gredo od —2i do 2i):

Réz

Izracunajte integrale funkcije f(z) = 2712 po tistih poteh, kjer obstajajo.

d
39. Izracunajte integral / 2_,247 kjer je K pot, ki gre premocrtno od tocke —2 — 44
K<~

do tocke 2 + 41.

40. V kompleksni ravnini so spet dane poti K;, K5 in K3, prikazane na naslednji skici

(vse gredo od —2i do 2i):

Re 2
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Izracunajte integrale funkcije g(z) =

R} po tistih poteh, kjer obstajajo.
Z JE—

Cirkulacije holomorfnih funkcij

Naj bo f holomorfna na obmocju D. Ce ima bodisi f primitivno holomofrno
funkcijo na D bodisi je obmocje D enostavno povezano, je integral po poljubni
sklenjeni poti na D enak 0.

Cauchyjeva integralska formula

Ce je f holomorfna funkcija na obmocju, ki ga omejuje krivulja K , ki v pozitivni
smeri (nasprotni smeri urinega kazalca) enkrat obkrozi tocko a, velja:

41. Izracunajte:

42.

]{ dz
2t —322-47

a) kroznica s sredis¢em v 2 in polmerom 1;

)
b)
)
)

kjer je K:

kroznica s sredis¢em v 2¢ in polmerom 2;
¢

d

kroznica s sredis¢em v 1 + 2¢ in polmerom 1;

kroznica s sredis¢em v tocki 1 + ¢ in polmerom 2.

Privzamemo, da so vse kroznice orientirane pozitivno.

Cauchyjeva integralska formula za odvode

Ce je f holomorfna funkcija na obmodju, ki ga omejuje krivulja K, ki v pozitivni
smeri enkrat obkrozi tocko a, velja:

HONPP Lol
f?(z—a)“d BT

Izracunajte:

% dz
k2222417

91

kjer je K kroznica s sredis¢em v tocki 1 + 27 in polmerom 2, orientirana pozitivno.
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43.

44.

45.

Izrek o ostankih

Ostanek ali residuum funkcije f v tocki a je koeficient z indeksom —1
v razvoju te funkcije v Laurentovo vrsto okoli tocke a:

Res(f,a) = c_;.

Ce je D omejeno obmocje z regularnim robom in f funkcija, ki je holo-
morina povsod na D razen morda v tockah ay, as, ..., a, iz D in zvezna
na D\ {ay,...,a,}, velja:

f(z)dz = 27riZRes(f, ag)
D k=1

kjer je 0D pozitivno orientiran rob obmocja D.

Izracunajte:

% dz
28224167

kjer je K kroznica s sredis¢em v tocki ¢ in polmerom 2, orientirana pozitivno.

z
- dz,
Kes—e

kjer je K kroznica s sredis¢em v tocki 6 4 77 in polmerom 27, orientirana pozitivno.

1

z(sin(2z) —sinz)

Izracunajte:

Dana je holomorfna funkcija f(z) =

a) Klasificirajte singularnost v izhodis¢u in dolo¢ite glavni del Laurentove vrste.

b) Izrac¢unajte integral funkcije f po kroznici s sredis¢em v 7/4 in polmerom 7 /2,
orientirani v nasprotni smeri urinega kazalca.

Uvedba nove spremenljivke v integral po kompleksni spremenljivki
Naj bosta kompleksni spremenljivki z in w v taki zvezi, da:
e 2 opravi pot K natanko tedaj, ko w opravi pot L;

e iz zveze med z in w sledi f(z)dz = g(w) dw.

Tedaj Velja/Kf(z) dz:/Lg(w) dw.

Zveza med z in w je lahko oblike z = ¢(t), w = 1(t), kjer t pretece interval J
na realni osi. Ko torej t pretece J, mora z opraviti pot K, w pa pot L. Poleg

tega pa mora za vse t € J veljati f(4(t)) b(t) = g(¥(t)) (t).
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46.

47.

48.

49.

50.

. . 2m dt
Izracunajte _—
o 2-+cost

Namig: integral pretvorite v cirkulacijo.

Integracija trigonometrijskih izrazov po celi periodi

o 1 17 1 17\ d
/ F(COS%SinSO)dSO:j{F(-{Z—l-—},—.[z——}>.—z>
0 K 2 z| 24 z 1z

kjer je K pozitivno orientirana enotska kroznica.

2
Na pet decimalk natan¢no izrac¢unajte / et dt.
0

Integracija po celi realni osi

Naj bodo ay,as, ..., a, tocke na odprti zgornji polravnini. Ce je f holomorfna
na zgornji odprti polravnini razen morda v tockah a,as, ..., a, in zvezna na
zaprti polravnini brez tock ay, ..., a, ter ¢e je Se lim zf(z) =0, velja:

|z]—o00
Im 2>0

/_00 f(z)de = QWiZRes(f, a) -

k=1

o dz

Izrac¢unaite _—
] / -2 +1

Lpradunait /oo cosx dx
zraCunajte —_—
®e ) @ty

*® sinx

dzx.

Izracunajte integral
) & /_ o T3+

Namag: zapiSite sinus kot imaginarni del primerne holomorfne funkcije.

93
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1. Metri¢ni prostori

1. Razdalje: 1, 0, 2, 2, 3.

Prvi trije aksiomi metrike so ocitni, nekoliko dela je le z zadnjim (trikotnisko ne-
enakostjo). Od z do z gremo lahko vsekakor tako, da gremo najprej po najkrajsi
poti od x do y, za kar potrebujemo d(z,y) poznanstev, nato pa od y do z, za kar
potrebujemo d(y, z) poznanstev. Obstaja torej pot od x do z, za katero potrebu-
jemo d(x,y) + d(y, z) poznanstev, lahko pa, da je tudi Se kaksna krajsa pot. Zato
je d(z,z) < d(xz,y)+d(y,z).

Diameter prostora je 4: to je razdalja med Tanjo in Franckom, Jozetom ali Marijo.

2. Predpisa d; in d3 sta metriki. Predpis dy ni metrika, ker je d(z, —x) = 0, predpis dy
pa ni metrika, ker je d(z,x) = 2. Da je d; metrika, se zlahka prepri¢amo, podobno
je s prvimi tremi aksiomi pri ds. Pri trikotniski neenakosti pa lo¢imo dva primera.
Cejelr—y| <2in |y — 2| <2, velja:

dy(x,2) < v — 2| < o —yl+ |y — 2| = ds(x,y) + ds(y, 2) .
Cepaje |z —y| >2ali |y — 2| > 2, velja:
d3(z,2) <2 <ds(z,y) +ds(y, 2) .
3. V evklidski metriki dobimo:
(x =1 +y* =2+ (y - 1),

od koder po preureditvi dobimo z = y. Iskana mnozica je torej simetrala lihih
kvadrantov {(z,z) ; z € R}.
V manhattanski metriki pa dobimo:

o =1+ [yl = |z| + |y — 1]

oziroma
2] — [z — 1] = [y[ — |y — 1] (*)
Velja:
-1 1t <0
i —t—1={ 2t0—1 ;0<t<1
1 it >1

Od tod vidimo, da se v enacbi (x) splaca lo¢iti primere, ko sta leva in desna stran
obe enaki —1, obe enaki 1 ali pa obe iz intervala (—1,1). Tako dobimo, da je iskana
mnozica enaka (—o00,0] x (—o0,0] U {(z,z);x € R} U[l,00) x [1,00). Slika:
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N
[\)
8

4. V evklidski metriki je:
dy((z,22 4+ 1),(0,0)) = Vba?2 + 4z + 1
in najblizja tocka je Tg(—g, é)

V manhattanski metriki je:

—3r—1 ;< —%
di (2,22 +1),(0,0)) = |z| + |22 + 1| = r4+1 ;-1<z2<0
3r+1 ;x>0
in najblizja tocka je Tj(—3,0).
V maksimum metriki pa je:
—2rxr—1 ;< -1
doo ((z,22 + 1), (0,0)) = max{|z|, |2z + 1|} = —x ;—1<az<—3
2¢+1 ;x> —%

in najblizja tocka je Too (—3, 3 ).
5. Aksiomi metrike se preverijo povsem premocrtno. V nasprotju z metriko dy pri
prej$nji nalogi tu iz 2% = y? sledi z = y. Velja:
K(2,3) = (1,V7), K(2,3) = [1,V7],
K(2,5)=10,3), K(2,5) =[0,3].

6. Predpis je metrika, ker velja:

d((z1, 1), (@2, 92)) = di (f (21, 31), f(y2,92)) ,

kjer je f vektorska funkcija, definirana po predpisu f(z,y) := (z,%?). Ta funkcija
je injektivna. Skica krogle:
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7. Pozitivnost sledi iz tega, da je ||z|| > 0 za vsak x. Simetrija sledi iz dejstva, da so
tako izjava ‘x je vzporeden z y’ kot tudi izraza ||z —y|| in ||z||+||y|| simetri¢ni v x in y.
Preveriti je potrebno Se trikotnisko neenakost d(z,z) < d(z,7y) + d(y, z). Glede
na vzporednost lo¢imo ve¢ primerov, a vzporednost nicelnega vektorja z drugimi
lahko definiramo na ve¢ nacinov. Pri definiciji postarske metrike je vseeno, katero
definicijo vzamemo, tukaj pa bomo vzeli, da je nicelni vektor vzporeden le samemu
sebi. Tako postane vzporednost ekvivalen¢na (torej tranzitivna) relacija in so mozni
le naslednji primeri:

e Vsi trije vektorji so vzporedni. V tem primeru gre za trikotnisko neenakost za
obicajno evklidsko metriko.

e T in ¥y sta vzporedna, Z pa mi vzporeden z mjima. V tem primeru moramo
dokazati [|Z|| + [|Z]| < [|Z — ¥l + [[¥]| + IZ]| oziroma ||Z]| < |7 — ¥ + [[¥],
kar je ocitno res.

e U in Z sta vzporedna, T pa ni vzporeden z njima. V tem primeru moramo
dokazati [|Z| + [|Z[| < [|Z[| + [[F]| + |7 — Z|| oziroma ||Z]| < [|7]| + |7 — =],
kar je ocitno res.

e T in Z sta vzporedna, Y pa ni vzporeden z njima. V tem primeru moramo
dokazati |7 — Z|| < ||z|| + || ¥]| + [¥]| + || Z]|, kar je o¢itno res.

e Nobena dva izmed vektorjev T, I in Z nista vzporedna. V tem primeru moramo
dokazati |7 + |1Z]| < || + 7] + 7] + |17, kar je spet otitno res.

Krogli: Y1 Y
4+ 4+
9 L A
2 4 6 7T t
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8. Porzitivnost in simetrija sta ocitni. Dokazati moramo Se trikotnisko neenakost

10.

d(a,c) < d(a,b) + d(b,c). Ce sta kateri izmed zaporedij enaki, je neenakost ocitna.
Sicer pa naj bo k prvi indeks, za katerega se razlikujeta zaporedji a in b, | prvi
indeks, za katerega se razlikujeta zaporedji b in ¢, m pa prvi indeks, za katerega se
razlikujeta zaporedji a in ¢. Tedaj so do nevkljuéno indeksa min{k, [} vsa zaporedja
enaka, torej je m > min{k, [} in zato:

11

1 1 1
_ < Sl G I ,
d(a,c) m_max{k’l}_k+l d(a,b) + d(b,c)

Za dano zaporedje a = (ay, as, as, . ..) je:

K(CL, %) = {(ala a2, a3, a4, Ay, b67 b77 b87 e ) ; b67 b?a b87 RS A}
K(CL, %) = {(ala A2, A3, A4, b57 b67 b77 . ) ) b57 b6> b7a NS A} .

a) Velja:

doo(f,g) = 2o —1].
(f,9) ;g[gﬁ]!w T —1|

Izraz na desni je enak maksimalni absolutni vrednosti funkcije h(z) = 22 — 2z — 1
v robnih in stacionarnih tockah na [0, 1]. Funkcija h ima stacionarno tocko 1/2 in
velja h(0) = —1, h(1/2) = —5/4 in h(1) = —1. Torej je d(f,g) = 5/4.

b) Razdalja d.(f,g.) je enaka maksimalni absolutni vrednosti funkcije h,(z) =
2? —x —a v robnih in stacionarnih to¢kah na [0, 1]. Tudi funkcija h ima stacionarno
tocko 1/2 ter velja h,(0) = —a, he(1/2) = —=1/4 — a in h(1) = —a. Torej velja:

—a ;a

eclf>0) = maxc{al, | =5 — al} = { a

in minimum je dosezen pri a = —1/8.

c¢) Lahko gledamo kvadrat razdalje:

1
1
(@(f.0) = [ (@ —afde=a+ T o
ki je minimalen pri a = —1/6.

Ay Ag Az Ay | As Ag A7 | Ag | Ag

notranjost | 0 | (42,43) 0 0 1(1,2) (3/2,2) [As| 0| 0
rob | Ay | {42,43} | AsU{0} |Ay| Z |ZU{3/2}| Z | R |[0,1]

odprta | ne ne ne ne | ne ne da | ne | ne
zaprta | da ne ne da| da ne ne | ne | ne

Mnozica (0, 00) pa je v metri¢nem prostoru R\ {0} z obi¢ajno metriko tako odprta
kot zaprta, saj ima prazen rob.
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11.

12.

13.

V evklidski metriki ds to zaporedje konvergira proti tocki (1,0), saj je:

— 0.

n—oo

da((cos g, sinp), (1,0)) = \/(1 —cosp)? +sin®p =2 ’sing

Ker je zaporedje konvergentno, je tudi Cauchyjevo.

V postarski metriki d,, pa to zaporedje ni Cauchyjevo in zato tudi ne konvergentno.
Za dovolj velike ny namrec¢ krajevna vektorja x,, in x,, kjer je m,n > ng, nista
vzporedna, zato je dy(Tm, Tn) = ||Zn|| + ||z, = 2.

+ % > (. Simetrija je

L
m

a) Po definiciji je d(n,n) = 0, ¢e pa je m # n, je d(m,n) =
oCitna. DokaZimo Se trikotnisko neenakost:

d(m,p) < d(m,n)+d(n,p).

Ce je m = p, je leva stran enaka ni¢ in neenakost je oc¢itna. Nadalje, ¢e je m = n
ali n = p, velja enakost. Ce pa so vsa tri stevila razli¢na, velja:

1 2 1 1
d(m,n)—i—d(n,p)za—{—ﬁ—l-; > E+ =d(m,p).

D=

b) Dobljeni metri¢ni prostor je omejen in ima diameter 3/2.

c) Naj bo e > 0. Brz ko je m,n > 1/e, je d(m,n) < 2¢, torej je zaporedje Cauchy-
jevo. Ni pa to zaporedje konvergentno: ¢e je namre¢ m € N, je d(m,n) > %, brz ko
je n # m, se pravi, da m ne more biti limita.

a) Poglejmo najprej, koliko bi lahko bila limita danega zaporedja, ki jo bomo oznacili
z f. Limita v dy je tudi limita po tockah, torej bo moralo veljati:

nr

1
f(x) nl—{go 2nx +1 2

Zdaj pa izracunajmo:

2nx—|—1_2

doo(fTuf) =

nx 1 1 1
max = max = .
1/2<z<1 1/2<e<t4nx +2  2n+ 2
Ker gre to proti 0, ko gre n proti neskoncno, zaporedje tudi v maksimum metriki
konvergira proti f. Posledi¢no je tudi Cauchyjevo.
b) Prvi nacin. Izra¢unamo:

nx 1 ! 1 1. 2n+1
— _ _|dx= —— dex=-—In ,
2ne+1 2 12 4nx + 2 An n+1

1

hhed) = [

1/2

kar gre spet proti nic¢, ko gre n proti neskon¢no, zato je zaporedje tudi v tej metriki
konvergentno in posledi¢no Cauchyjevo.

Drugi nacin. Upostevamo, da je maksimum metrika enakomerno mocnejsa od me-
trike d;. Glede na to, da smo v prejsnji tocki dokazali, da je zaporedje konvergentno
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14.

v maksimum metriki, sledi, da je konvergentno tudi v metriki d;.

c¢) Prvi nacin. Za m > n izra¢unamo:

max nx (m—n)z

doo msyJn) = - = .
(fins fn) orgfé 2mx +1  2nx +1 orgxgl dmnx? 4+ 2mx + 2nx + 1

Odvod:
d (m—n)zx  (m—n)(1 —4mna?)

dz 4mna? + 2mz + 2nx + 1 (dmna? + 2ma + 2na + 1)2

ima niclo pri x = \/ﬁ, kar je znotraj intervala [0, 1]. Torej je zagotovo:

1

m—n)——— _

doo(fm»fn) Z 1 ( 1) Amn 1 — mn " .
4mnm+2m\/m+2n\/m+1 4/mn + 2m + 2n

Med drugim to pomeni tudi, da je:

?

|~

doo(f4n7 fn) 2

kar pomeni, da zaporedje ni Cauchyjevo in zato tudi ni konvergentno.

Drugi nacin. Najprej ugotovimo, da zaporedje ni konvergentno. Ce bi namreé v
metriki d., konvergiralo proti neki funkciji f, bi moralo proti tej funkciji konvergirati
tudi po tockah. Toda limita po tockah:

. nx I o0<a<1
llm ——— =< 2

ni zvezna funkcija, zato zaporedje ne more biti konvergentno. Ker je prostor zveznih
funkcij v maksimum metriki poln, zaporedje tudi ne more biti Cauchyjevo.

d) Konvergira k funkciji f(z) = % in je zato tudi Cauchyjevo. Velja namre¢:

L | In(2n + 1)
h(fn: 1) _/0 4na:+2dx_ 4n ’

kar gre proti ni¢, ko gre n proti neskonc¢no. To zaporedje torej konvergira proti f v
metriki d;, ne konvergira pa proti tej funkciji po tockah.

a) Najprej opazimo, da za z € [a, 1] velja:

1

1m
n—oo 1 + en®

)

torej dano zaporedje po tockah konvergira proti funkciji f(x) = 0. Konvergenca pa
velja tudi v maksimum metriki, saj je:

1
1+ en=

B 1
14 ena

max
z€a,1]

Y
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kar gre proti ni¢, ko gre n proti neskon¢no. Torej je zaporedje tudi Cauchyjevo.
b) Za x € [—1, —a] velja:
1
im
n—oo 1 + en*

)

torej dano zaporedje po tockah konvergira proti funkciji f(x) = 1. Tudi tokrat
konvergenca velja tudi v maksimum metriki, saj je:

1
14 e

1

max P ——
14 e na

z€[—1,—a]

)

_4:1_

kar gre spet proti ni¢, ko gre n proti neskon¢no. Torej je zaporedje tudi Cauchyjevo.

c¢) Najprej opazimo, da zaporedje v maksimum metriki ni konvergentno, torej ne
obstaja ustrezna funkcija f, ki bi bila njegova limita. To limito bi namrec¢ glede
na d; imelo tudi v prostoru zozenih funkcij na kateri koli manjsi interval. Toda
po prejSnjem zaporedje zoZitev na interval [—1, —a] konvergira proti konstanti 1,
zaporedje zoZitev na interval [a, 1] pa konvergira proti konstanti 0; oboje konvergira
v maksimum metriki in zato tudi v metriki d;. Zaradi enoli¢nosti limit bi moralo
biti potem f(x) =1zavse —1 <z < 0in f(z) =02zavse 0 <z < 1. Taka funkcija
pa ne more biti zvezna na [—1, 1] in zato ni ustrezna.

Pac pa je zaporedje Cauchyjevo. Za m > n namrec velja:

1 1 1

1+eme 14 eme

dl(fm»fn):/ dx:J1+J27

1

kjer je:

0 1
1 1 1 1
J1 = — dr in J,= — d
1 /_1 <1_|_em:v 1+enx) xr mn 2 /O (1+€nz 1+emx) xr

Iz nedolocenega integrala:

dx 1 du 1 U 1 ek 1
dr = — - =] =1 — _Z1n(1 —kx
/1—1—6"“3C v k/u(l—i—u) kn‘l—i—u TR M T ek kn( +e)
dobimo:
1 1+e™ 1 14+ e 1 1+e™™ 1 14+e™™
J = —1 - = Jy = —1 — =1
LTt T n 2 2T T n T g
Ker je:
1. 14€F 1, 14ek
- Y

sta tako J; kot tudi J5 poljubno majhna, ¢e sta m in n dovolj velika. Zato je
zaporedje Cauchyjevo. Ker pa ni konvergentno, to pomeni, da dani prostor v metriki
dy ni poln.
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15.

16.

17.

Velja:
1/77,2 1
A R ]
0

912 nooo
torej zaporedje v metriki d; res konvergira proti 0. Nadalje je:
1/2

1

% ;

kar pomeni, da zaporedje v metriki ds ne konvergira proti 0. V resnici v tej metriki
ne konvergira nikamor. Metrika dy je namre¢ na omejenih intervalih moc¢nejsa od
metrike dy: vsako zaporedje, ki konvergira k dani funkciji v metriki dy, konvergira k
isti funkciji tudi v metriki d;. Ker je limita kve¢jemu ena, nase zaporedje v metriki
ds res nikamor ne konvergira.

1/n?
do(fn,0) = [/0 (n —n’z)*dx

a) Po definiciji je d(x,x) = 0 in neposredno iz formule sledi tudi, da za = # y
velja d(x,y) > 0. Nadalje so vse postavke v definiciji simetri¢ne, zato je tudi

d(z,y) = d(y,z).
Dokazimo zdaj trikotnisko neenakost d(x, z) < d(x,y)+d(y, z). Ce sta kateri izmed

zaporedij enaki, je ta neenakost ocitna, zato smemo privzeti, da so vsa zaporedja
razli¢na.

Oznac¢imo p = 1/d(x,y) in ¢ = 1/d(y, z). To pomeni, da se prvih p — 1 ¢lenov
zaporedja & ujema s prvimi p — 1 ¢leni zaporedja y, prvih ¢ — 1 ¢lenov zaporedja
¥ pa se ujema s prvimi ¢ — 1 éleni zaporedja z. Ce torej ozna¢imo m := min{p, ¢},
se ujema prvih m — 1 ¢lenov vseh treh zaporedij. To pa pomeni, da je d(x,z) <
1/m =max{1/p,1/q} <1/p+1/q=d(x y) + d(y,z).

b) Zaporedje 1, x,, ... konvergira proti zaporedju 0 = (0,0, ...) natanko tedaj, ko
za vsak m € N obstaja tak ng € N, da za vsak n > ng velja d(x,,0) < 1/m, kar
pomeni, da je prvih m clenov zaporedja @, enakih ni¢. 7 drugimi besedami, za
dovolj pozna zaporedja mora biti poljubno vnaprej predpisano stevilo prvih ¢lenov
teh zaporedij enakih nic.

¢) Vzemimo poljubno Cauchyjevo zaporedje zaporedij. Za vsak m € N torej obstaja
tak ng € N, da za poljubna k,I > ng velja d(xx,x;) < 1/m. Slednje pa pomeni,
da se mora ujemati prvih m ¢lenov vseh zaporedij od vklju¢no no-tega naprej. Ce
definiramo ,,, kot m-ti ¢len vseh teh zaporedij in to naredimo za vse m, dobimo
zaporedje y = (y1,¥s,...), proti kateremu konvergira dano Cauchyjevo zaporedje
zaporedij. Torej je dani metri¢ni prostor poln.

a) Vse elementarne funkcije so v obi¢ajni metriki zvezne, torej je tudi f zvezna. Ni
pa Lipschitzeva, saj za poljuben x > 0 velja:

d(f(z),f(0)) 1
d(z,0) N

kar je lahko poljubno veliko.
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18.

19.

b) Preslikava je tokrat tudi Lipschitzeva, saj lahko za > y > 1 ocenimo:
A1), 50) =VE - vi= [ gt [Char= -0 = i)
y

(lahko pa se sklicemo tudi na Lagrangeov izrek). Zaradi simetrije to velja tudi za
y > x > 1. Torej je f Lipschitzeva s konstanto %

Iz ocene:
3 b
d(1(f),1(9)) = / 2*(f(z) — g(x)) dz| < 9/ |f(x) = g(x)| dz < 94d(f. g)
2 a
dobimo, da je I Lipschitzeva s konstanto 9 in posledi¢no tudi zvezna.
Lipschitzeva konstanta 9 je optimalna. Ce namreé za 0 < h < 1 definiramo funkcijo:
2<x<3-h
T — 3 +h ; r>3—h
je:
3 h h2
d(fn,0) / (x —34h) dm—/tdt:—
3—h 0 2
in
3
d( = / (x —3+h)dx
3—h
h
= / (t+3—h)’tdt =
0
h
/ (£ + 9t + h*t + 61> — ht* — 6ht) dt =
0
ht 9h2 h h3
= — 4+ 4+ — 4+ 2h3— — —3Rr¥ =
4 2 + 2 + 3 s
9h 4h3 L3 3ht
3 4’
torej je:
d(I1(fn),1(0)) o 8h N 3h?
d(fn,0) 3 27

kar gre proti 9, ko gre h proti nic.

Trditev, da je identiteta zvezna recimo v funkciji f, pomeni, da za vsak ¢ > 0
obstaja tak § > 0, da za vsako funkcijo g € C[0, 1], za katero je di(f,g) < d, velja
doo(f,g) < €. Videli bomo, da to ne drzi; od tod seveda sledi tudi, da dana identiteta
ni Lipschitzeva.

Pokazimo, da dana identiteta ni zvezna v funkciji 0. Za ta namen za 0 < h < 1

definirajmo funkcije:
1—-3 ;2<h
_ Rt
gh(x)—{ 0 x> h.
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20.

21.

Ocitno je ds(gn,0) = 1, medtem ko je:

dl(gh,O):/Oh (1—%) dx:g.

Torej ne obstaja tak 6 > 0, da bi za vsako funkcijo g € C[0,1] z dy(g,0) < § veljalo
doo(g,0) < 1: za funkcijo g, to ne velja, brz ko je h < 20.

Iz: ] ]
0< fll) = —— < =
< fi@) 21 +22) — 2’
dobimo, da je f skréitev na R. Za zacetni priblizek 7 = 0 dobimo naslednje
zaporedje:

0,1, 1392699, 1474036, 1'487354, 1'48944 , 1'489764 , 1'489815, 1'489822, ...

Ob upostevanju zaokrozitvenih napak dobimo, da je razlika med zadnjima dvema
priblizkoma kvedjemu 8 - 107, torej je reSitev od zadnjega priblizka oddaljena
kvecjemu za:

1
2 _.8.10=8-107°9.

1
=35

Glede na to, da so priblizki dobljeni z zaokroZenjem na zadnjo decimalko, sledi,
da je resitev nekje med 14898135 in 1'4898305. Zaokrozeno na stiri decimalk to
vsekakor znese 1'4898.

Ce vsaj priblizno dobro nariSemo graf, lahko postavimo domnevo, da ima enacba
natanko eno resitev, in sicer na intervalu [3,00). Ce ta interval postavimo za me-
tri¢ni prostor M, najprej ugotovimo, da za = > 3 velja f(z) > 3, torej f res slika
M v M. Nadalje za z > 3 velja:

1 1
0= f@)=17=<1

torej je f na M res skréitev. Za zacetni priblizek x1 = 3 dobimo naslednje zaporedje:
3, 4249046 , 4'339656, 4'344317, 4'344551 , 4'344563 , 4344564 . ..

Ob upostevanju zaokrozitvenih napak dobimo, da je razlika med zadnjima dvema
priblizkoma kve&jemu 2 - 1076, torej je resitev od zadnjega priblizka oddaljena

kvecjemu za:
1

0 _.2.10%<3.107".
1 L
10
Glede na to, da so priblizki dobljeni z zaokrozenjem na zadnjo decimalko, sledi, da je
resitev nekje med 4'3445635 in 4'3445648. Zaokrozeno na pet decimalk to vsekakor

znese 4°34456.

Zunaj intervala [3, 00) pa enacba nima resitve, saj za 0 < z < 3 velja f(z) > 3 > z,
zar <0pa f(r) >3—7/2>0>x.




M. RAIC: VAJE IZ MATEMATIKE 2 (PRAKTICNA MATEMATIKA) 105

22,

23.

24.

Najbo f(z) = 2(14+e ). Iz f'(z) = 2e~" vidimo, da f na celi realni osi ni skréitev.
Pac pa lahko mnozico tock, na kateri ima f lahko resitev, zozimo: za x < 2 je namre¢
f(z) > 2 > x, torej enacba f(z) = = tam nima reSitve. Pokazimo zdaj, da je f
skréitev na poltraku M := [2,00). Ker za vsak z velja f(x) > 2, f prav gotovo slika
M samega vase. Nadalje za x > 2 velja 0 > f'(z) > f/(2) = 2e¢? < 1, zato je f
skréitev na M. Za zacetni priblizek x; = 2 dobimo naslednje zaporedje priblizkov:

2, 2270671, 2206486, 2220174, 221718, 2'217832,
2°21769, 2217721, 2217714, 2217715, 2217715, . ..
od koder zaklju¢imo, da je iskani koren v zahtevani natanc¢nosti enak 2217715 (ker

vemo, da to¢na vrednost lezi med zadnjima priblizkoma, so vse decimalke v zaokro-
Zitvi tocne).

Podobno kot pri prejsnji nalogi lahko na podlagi grafa postavimo domnevo, da ima
enacba natanko eno reSitev, in sicer na intervalu [3,00). Spet postavimo to za
metriéni prostor M. Za x > 3 velja f(z) = 3+ x7* > 3, torej f res slika M v M.
Nadalje za = > 3 velja:

4 4 )
) === <0, |f@l <5 <00,

torej je f tam tudi skrcitev. Za zacCetni priblizek 1 = 3 dobimo zaporedje:

3, 30123457, 3°0121445, 3°0121478, 3°0121477, 30121477 ...

od koder zaklju¢imo, da je iskani koren v zahtevani natancnosti enak 30121477
(ker vemo, da to¢na vrednost lezi med zadnjima priblizkoma, so vse decimalke v
zaokrozitvi to¢ne).

Izven intervala [3, 00) enacba nima resitev: za © < 0in 0 < z < 3 je f(z) > 3 > «x,
za x = ( pa enacba nima pomena.

NariSemo graf in postavimo domnevo, da ima enacba dve resitvi: eno pri 0 < z <1

in eno za x > 2. Ce postavimo M := [2,00), vidimo, da za z > 2 velja f(x) =
Inz+4+2>1In2+2> 2 torej f res slika M v M; nadalje za x > 2 velja:
1 1
0< fllz)=-<=
o =1<s,

torej je f na M res skréitev (funkcija f vase preslika tudi interval [1,00), vendar
tam ni skréitev). Za zacetni priblizek x; = 2 dobimo:

2, 2°693147, 2°990710, 3'095511, 3129953, 3'141018,
3144547, 3'145670, 3146027, 3146140, 3'146176,
3146188, 3'146192, 3°146193, 3146193 ...
Ob upostevanju zaokrozitvenih napak dobimo, da je razlika med zadnjima dvema

priblizkoma kvedjemu 107°, torej je resitev od zadnjega priblizka oddaljena kvedjemu
za:

1
2 5-107°=10"°.
=3
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Glede na to, da so priblizki dobljeni z zaokrozenjem na zadnjo decimalko, sledi, da je
resitev nekje med 371461925 in 3'1461945. Zaokrozeno na pet decimalk to vsekakor
znese 3°'14619.

Nasprotno pa za 0 < z < 1 velja f'(z) > 1, torej Banachovega skréitvenega nacela
ne bomo mogli uporabiti neposredno. Pac¢ pa lahko lahko enacbo preoblikujemo v
r = e 2 =: g(x). Ker je g naraséajoca ter 0 < g(0) =e 2?2 <g(l)=e'1 <1, g
preslika interval [0, 1] samega vase. Poleg tega za 0 < x < 1 velja ¢/(z) = "2 <
e~ < 1, torej je g tam tudi skréitev. Za zacetni priblizek z; = 0 dobimo:

0, 01353353, 01549482, 0'1580171, 0°1585028, 0'1585798,
01585920, 0'1585940, 01585943, 01585943, 0°1585943,

torej je drugi koren nase enacbe = = 015859 (prava vrednost je manjsa od zadnjega
priblizka, a razlika je manjsa od 2 - 107%).

x? x°

25. Oznacimo f(z) = 21~ 160 + 1. Prvi odvod:

2
)= -
ima nic¢le v =2, 0 in 2. Iz lim, , ., f(z) = oo, f(—2) = 13/15, f(0) =1, f(2) =

17/15 in lim,_, f(z) = oo dobimo, da funkcija f pada na (—oo, —2], naras¢a na
[—2,2] in spet pada na [2,00) (pri 0 pa ima prevoj). Glede na graf:

y .

kaze, da edina reSitev lezi na intervalu [—2,2]. Da izven tega intervala ni resitve,
lahko dobimo tudi z naslednjim sklepanjem:
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26.

27.

e Cejer < —2 je f(x)>13/15.
e Cejex>2 je f(x) <17/15.

Iz intervalov narascanja in padanja je jasno, da f interval [—2, 2] preslika vase. Tam

lahko ocenimo: ) ) 2
x x
0<flzx)=—=(1-— )< ===
<ro=%(1-5)<5-3
torej je f na tem intervalu tam tudi skréitev. Za zacetni priblizek x; = 1 dobimo
naslednje zaporedje priblizkov:

1, 103542, 1'03881, 1'03915, 1°03918, 1°03918 ...

Ob upostevanju zaokrozitvenih napak dobimo, da je razlika med zadnjima dvema
priblizkoma kvedjemu 107°, torej je resitev od zadnjega priblizka oddaljena kvedjemu
za: .

—2 107 <15-107°.

1-3%
Glede na to, da so priblizki dobljeni z zaokrozenjem na zadnjo decimalko, sledi,
da je resitev nekje med 1°0391735 in 1'0391865. Zaokrozeno na $tiri decimalke to
vsekakor znese 1'0392.

Analiza funkcije F(x) = z® + 2% — 3 (obnasanje v neskon¢nosti, stacionarne tocke,
tabeliranje) pokaze, da ima ta funkcija natanko eno niclo, in sicer na intervalu
(1,2). Analiza njenega odvoda (tabeliranje, naslednji odvod) pokaze, da na prej
omenjenem intervalu velja 5 < F'(x) < 16. Koeficient k£ bo torej ustrezen, ce
bo veljalo —1 < 1 —5k < 1in —1 < 1 — 16k < 1, kar jeres za 0 < k < 1/8.
Ce vzamemo k = 1/10, dobimo —3/5 < 1 — kF'(x) < 1/2. Ker je F(1) = —2
blizje ni¢li kot F(2) = 9, za zacetni priblizek vzamemo x; = 1; nato ra¢unamo
Tni1 = Tn — 15(23 + 22 — 3). Dobimo:
1,11, 11459, 1°164125, 1170845, 1°173249, 1°174098 , 1'174397,
17174502, 1°174539, 1174552, 1°174557, 1'174559, 1°174559.

Iskani koren (s predpisano natanc¢nostjo) je torej 117456 (prava vrednost se od
zadnjega priblizka razlikuje za manj kot 0°0000015).

) T_ o
a) =+ —=u
2 2z
.. r a . C e . v .
b) Funkcija f(z) = 5 + o ha celi realni osi niti ni definirana, pa¢ pa preslika R\ {0}
T

a

spet v R\ {0}. Aiz f'(z) = 5 9.2 dobimo, da f na tej mnozici ni skréitev, saj gre
x

odvod proti minus neskon¢no, ko gre x proti ni¢. No, R\ {0} niti ni poln metri¢ni

prostor.

Za iskanje intervala, kjer bi bila f skrcitev, vzemimo ¢ < 1 in si oglejmo neenacbo:
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ki je ekvivalentna neenacbi:

a

o<
q_2:v2

<-+4q.

DN | —
N | —

Ce je ¢ > 1/2, je prvi pogoj brezpredmeten. Ta primer je dovolj: ¢e je namreé f
Lipschitzeva za manjsi ¢, je Lipschitzeva tudi za vecjega. Za ¢ > 1/2 se neenacba

po krajSem racunu prevede na:
a
|z = :
1+ 2q

Funkcija f je torej Lipschitzeva s konstanto, manjso od ena, na poljubnih intervalih
oblike (—o0, —b] in [b,00), kjer je b > (/a/3. Preverimo Se, ali tak interval res
preslika samega vase. Ker je f liha, lahko gledamo samo interval [b, 0o).

Funkcija f na (0, \/5} pada, pri y/a doseze minimum (ki je tudi njena negibna tocka)
in na [y/a,00) narasca. Slika:

Neposredno iz definicije funkcije f se vidi, daza 0 < x < y/a velja f(z) > z, medtem
ko za x > /a velja f(z) < x. Ce je torej b > \/a, je f(b) & [b,00), torej f intervala
[b,00) v tem primeru ne preslika samega vase. Ce pa je b < y/a, upostevamo, da
za vsak x > 0 velja f(x) > v/a > b, torej f interval [b, c0) preslika vase. Sklep: na
intervalih (—oco,b] in [b,00) je f skréitev natanko tedaj, ko je \/a/3 < b < \/a.

c) Ce je g > 0, je z1 = f(z0) > v/a. Ker je f na [\/a,00) skr¢itev, zaporedje
priblizkov skonvergira proti edini fiksni tocki na tem intervalu, to pa je y/a. Podobno
za 1o < 0 zaporedje priblizkov skonvergira proti —+/a.
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2. Fourierove vrste

1. 7Z upostevanjem sodosti in lihosti dobimo:

1 (7 2 [7
—/ f(qz)dx:—/ mdr =27,
T ) . T Jo

! /_: f(z)cos(nz)dr =2 /07r cos(nz)dr =0,

™

1 [" : 2 (™ . 2. (—1)"*1
- /_7r f(z)sin(nz) dx - /0 xsin(nz) dz -
Sledi:
n+1 in(2 in(3
_7T+2Z smnx)—ﬂ—l—Z[Sinx—81n(2x)+smgx)_... 7
kjer je:

T <r<Tm

f(x):{ " cre{om )

Ko vstavimo x = 7/2 in malo uredimo, dobimo znano vrsto:

1 1 1

+ +o =1
375 7 rh

Iz Parsevalove enacbe pa po ureditvi dobimo:

il
22 32 6
2. Iz
1
/f —/ de =1,
T
1
/f cos(nz) —/ cos(nz)dr =0,
0
1" 1— (1) i
- f( )sm(nx)d:v:;/o sm(na:)da::#:{wglﬂ) :Z:(?d
dobimo:
| 1 2 sin((2k+1)z) 1 2/ sin(3z)  sin(5z)
—m; 2k+1 —§+;(Sm“ 3 T )
kjer je
3 0 ;—7<2<0
fley=<X 1 ;0<zx<m
% ;J}E{—’Tﬁo,ﬂ'}
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Ko vstavimo x = 7/2 in malo uredimo, spet dobimo znano vrsto:

] 1+1 1+ .
3 5 7 4

Iz Parsevalove enac¢be pa po ureditvi dobimo:

1+1+1+ _7T2
32 52 8

%/ f(x)dx:%/o xzdx:%7
%/: f(x) cos(nx)dz = %/Oﬂlﬂ cos(nx)dr = — (=1)"

in Se z upostevanjem sodosti dobimo, da za —7 < x < 7 velja:

2 e —1)"
% = % + 4; ( n2) cos(nz) .
Ko vstavimo x = 0 in malo uredimo, dobimo:
1 N 1 1 - w2
22 32 42 127
ko vstavimo x = 7, pa dobimo Ze znano vrsto:
14+ 1 n 1 4= 72
22 32 6
Iz Parsevalove enacbe pa po ureditvi dobimo:
. 1 n 1 P m
21 3! 90"
4. 1z:
1 [ 2sh
1 / eor g = 2300
T ) . am
- [ e eostmayde = — o (acostna) + bsinGuo) )|
— e* cos(nxr)dr = ———— (acos(nx sin(nx =
TJ . m(a? + n?) —r
2a
=———(—1)"sh
e ("1 shiam).
1 ™ axr ™
= /_7r e sin(nx) de = m (a sin(nx) — bcos(nx)) =
2n

~ w(a? +n?) (71" ahan)
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dobimo:
flx) = Shc(l?f) 1+ 2a ; ;;j); (acos(nz) — nsin(ms))] :
kjer je:
= e ;T <x <
flw) = { ch(ar) ;ze{-mm} °

Ko vstavimo x = 0 in malo uredimo, dobimo:

1 1 n 1 1 - 1 ] am
a?+12 a?+22 a?2+32  a?+42 242 sh(arm) )’
ko vstavimo x = 7, pa dobimo:

1 N 1 N 1 N 1 4.2 o cth(ar) — 1
a?+12  a?2+22  a?2+32  a?+42 - 2a?

Isto vrsto po ureditvi dobimo tudi iz Parsevalove enacbe.

5. Fourierovo vrsto lahko tu dobimo kar iz trigonometrijske identitete — za vse x € R

velja:
1 cos(2x)
fla) =5 - =22
torej velja ag = 1, ay = —1/2, vsi ostali koeficienti v Fourierovi vrsti pa so enaki

ni¢. Iz Parsevalove enacbe tako dobimo le, da je fjﬂ sin'z dz = 37 /4.

6. Iz

1 [ 2 [T 2 si
—/ f(z)dz = —/ cos(ax)dr = M,
TJ . T Jo am

%/_ﬁ f(z) cos(nz)dr = 2 /07r cos(azx) cos(nz) dr =

™

= %/Oﬂ [cos((a + n)z) + cos((a — n)x))} dz =
= (=" ﬁ sin(am)

in Se z upostevanjem sodosti dobimo, da za vse —7m < x < 7 velja:

o0 _1 n
1+ 2a® Z a(2 —)n2 cos(nx)] :
n=1

Ko vstavimo z = 0 in malo uredimo, dobimo:

cos(ax) = sin(ar)
am

1 1 n 1 1 P 1 am ]
12—a? 22—0a> 3?—-a> 42-a? 242 \ sin(an) ’
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ko vstavimo x = 7, pa dobimo:

1 N 1 N 1 N 1 P 1 — amctg(am)
12—a%2 22—0a®> 32—0a%2 42—q? B 2a? '
Iz Parsevalove enacbe pa po ureditvi dobimo:

1 . 1 . 1 . 1
(12—a2)2 " (22—a2)2 ' (32—a2)2 (42 —a2)?

_ b ‘CL227T2 |+ sin(2am)\ 5|
4at | sin®(am) 2a

7. 1z:
%/_7; f(z)sin(nz) dx = %/OW sin(az) sin(nx) dr =
= %/OW [COS((CL —n)z) — cos((a + n)x))] dz =
=(=1)" 7T(a22n 3 sin(a)

in Se z upostevanjem lihosti dobimo:

5 2 . oo
= Sy g i)
kjer je:
| osin(az) ;—m<z<n7
f(ﬁ)_{ 0 sxe{-mm}

Ko vstavimo x = 7/2 in malo uredimo, dobimo:

1 3., 5 T, _ .
12—-a2 32—a2 5H52—qa2 T2—q?2 _4(:08%'

Ce sem vstavimo a = 0, dobimo dobro znano vrsto za 7/4. Iz Parsevalove enacbe
pa po ureditvi dobimo:

2 2 2 2 72 (1 — sinam)
1 2 3 4 2am
a2 @ _ap FE_er @ T dsian)

2 [T 2 [T
—/ f(a:)dx:—/ rdr =,
T Jo T Jo

/wa cos(nz)dr = —i(l — (=",

8. Iz:

2 /07T f(z) cos(nz) dx = %

T n2m
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dobimo:
- T 2 ZOO cos(nx)
T 4 cos(3z)  cos(bx)
=5 {cos:z: 32 + 52 )

kjer za —m < x < 7 velja f(z) = |z|. Iz Parsevalove enac¢be po ureditvi dobimo:

TR AR S
3t 5 96
9. Iz:
2 [T 2 [T
/ f(x)dx:—/ sinzdr = —,
T Jo T
2
/ f(x cosxda:——/ sinzcosrdr =0,
T Jo
2
/ f(x) cos(nx) —/ sin z cos(nzx) dx =
T Jo
1 ™
= —/ [sin((n—i—l)m) — sin((n — 1)1:))} dr =
T Jo
2(14+(=1)"
m(n?—1)
dobimo:
f(ac):2 1—%(14—(—1)”) ! cos(nz)| =
s s n? —1
2 4 2 4
2 4 [cos(2z) cos(x)+cos(6x)+u_ |
T T 22—1 42 —1 62 —1
kjer za z € [—m, ] velja f(z) = |sinz|.
10. Iz:

2 [T 2 [T
—/ f(x)sinxdx——/ coszsinzdr =0,
T Jo T Jo
2 [T ) 2 [T )
—/ f(z)sin(nz) dz = —/ cosx sin(nx) dr =
T Jo T Jo

— %/Oﬂ [sin((n +1)z) +sin((n — l)x))} dz =
— (1+(—1)”)2—";n:2,3,4,...

m(n? —1)
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dobimo:
. 2 S
f(z) = - Z(l +(=1)") SO sin(nzx) =
n=2
4 2 4 §
= {22 — sin(2z) + 21 sin(4x) + 1 sin(6x) + -
kjer je:
5 —cosx ;—rm<x<0
f(z) = cosx ;0<z<m
0 s x€{—m 0,7}

11. a) Ker je funkcija liha, se Fourierova vrsta ujema s sinusno, tj.:

f(x) = f: by, sin(nx) ,
n=1
kjer je:
2 [ B
b, = ;/0 f(x)sin(nx)dz =
2

2m/3
= —/ xsin(nz)dr =
0

v

2nm n 2 . 2nmw
= —— COS sin
3n 3 ™2 3

Delna vsota do vkljucno ¢lena s sin(4z) je torej:

f4($) = (g + ?) sinx + (% — Z—E) sin(2x) — gsin(?)x) + (é + —3

- 107 - 107 ~ (27 1 ) )
! (‘?) =/ (‘T * 4”) =/ (?) =3 L%éi%f )+ lim,

/_11 f(z) cos(nmz) dz = /01 2 cos(rr) dz — E _ng;l)"
/_11 f(z)sin(nrz) de = /01 rsin(nrr) dr = (—2:4@

114

)

) sin(4x) .

f(:r)} =3



M. RAIC: VAJE IZ MATEMATIKE 2 (PRAKTICNA MATEMATIKA) 115

13.

14.

15.

16.

dobimo:
1 1S 1)+t
Z_l - — Z cos mrx + — Z sin mm)
72
kjer je:
) 0 ;-1<z<0
flzy=¢ z ;0<z<1 ,
s sze{-1,1}

pri ¢emer se f nadaljuje s periodo 2. To pomeni, da je f v sodih celih §tevilih enaka
0, v lihih pa 1/2.

Iz:
/ f(x = 2/ rdr =
2
2/ f(z)cos(2nmx)d :2/ zcos(2nmx)de =0,
1
2 1
2/ f(x)sin(2nmz)d 2/ rsin(2nrz)dr = ——
1 nw
dobimo:
- 3 1<=sin(2rnzr) 3 17]. sin(4rx)  sin(67z)
_ 2 _ N 2 2 9 .
/() 2 7 ; n 2 7 [sm( me) + 2 * 3 * ’
kjer je
5 r ;l<ax<?2
f@y_{% L x e {1,2}
Oznacimo z f(z) dejansko vsoto vrste v z. Ker je f periodi¢na s periodo 2, velja

Izracunajmo:
! ! 1

(p,q) :/ (:L'+i)(x2+a)dx:/ (2% +i2* + ar + ai)dz = Z+§+ (—+i) a.
0 0

To je enako ni¢ pri a = —55(11 + 2i).

Iz de Moivrove formule:
e =cosx +isinx
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sledi etk = ¢~ Torej za vsak k € Z velja:

<90k730k> _/ eikze—ikmdxzzﬂ_7

—T

kar pomeni, da je:

1 [ A
cr = — e ek dy =
2 J .
_ 1 am—kmi —an+kmi\ __
27(a — k) (e c ) =

_ (_1)k am —am
B 27r(a—ik:)(€ —e)

¢e je le a # ki. Primer, ko je a = ki, moramo obravnavati posebej. Takrat pride
C — 1.

Ce torej a ni enako nobenemu stevilu ki, kjer je k € Z, velja:

am aTm

r _ € —Cc C (_1)k ikx
o) == 2

k=—o00

Sicer pa je kar f(z) = f(z) = e**.

Zdaj pa si oglejmo Se primer, ko je a € R\ {0}. V tem primeru vrsto preoblikujemo:

1 e einm e—inz
— _1 n
a+;( ) (a—in+a+in)

Opazimo, da je drugi ¢len natanko konjugirana vrednost prvega ¢lena. Sledi:

aT —am

~ e —e

f($):T

_ eam _ p—am _1 o einx
—f % 12425 (1R -
/() 2m a * ;( )" Re (a—z’n)
Q0T _ p—am -1 oo Re[(cos(m:) + isin(nz))(a + m)]
. A Y e _
27 a + ;( ) a? + n?
erm — e=om [ s a cos(nx) — nsin(nz)
— =2 (- ,
27 a * ;( ) a? +n?

Dobimo razvoj v klasi¢no trigonometrijsko Fourierovo vrsto s koeficienti:

T _ p—am (_1)n a(eaﬂ' _ efaﬂ)
o= a0 " 7(a? + n?)

(_1)n+1 n(earr _ efafr)

m(a% + n?)

) bn:
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3. Funkcije vecC spremenljivk

2. Df ={(z,y); 2 <y’/4+2} =

gk.{(“’”’y) e <2bU{(zy); 222 y> iz -8} U{(z.y) ;2 22,y <Viz -8}
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3. Tocka je v definicijskem obmocju natanko tedaj, ko velja:
Yy > 2, x> —\/y—2

Pri z < 0 je to ekvivalentno y > 2 + 22, pri > 0 pa je to ekvivalentno y > 2.
Nivojnico za dano vrednost z pa lahko zapiSemo v obliki:

x < e, y:2+(ez—x)2.

Slika:

3 92 -1 | 1 2 3¢

4. Df ={(z,y); -1<zx <0, -l—z<y<l4z, y#0}U
U{(z,y);0<z<l,z—1<y<l-—x y+#0}
Skica definicijskega obmocja:

Nivojnice:
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Zmak + pomeni lokalni maksimum, znak — pa lokalni minimum.

. Funkcija f je zlepek funkcij:

filz,y) =0 za (v,y) € D1 ={(x,y); 2* +y* <1},
folw,y) =x+y za  (v,y) € Dy = {(2,y) ; 2* +y* > 1},
ki sta naravno definirani na celi ravnini in sta povsod tam zvezni, saj sta elementarni.

Vzemimo tocko (a,b). Funkcija f je zagotovo zvezna za a® + b* < 1: taka tocka
pripada D; in je zunaj D, zato je dovolj preveriti, da je lim, ) (ap) fi(2,y) =
fi(a,b), to pa sledi iz zveznosti funkcije f;. Podobno je f zvezna za a® +b* > 1, sa]
tedaj dana tocka pripada D in je zunaj D;.
Preostanejo le $e tocke na enotski kroznici, tj. a4+ b> = 1. V taki tocki bo f zvezna
natanko tedaj, ko bo veljalo:
lim x,y) = fi(a,b) = lim z,Y) .

(2.5) o {ad) fi(z,y) = fi(a,b) () o (a.b) fo(z,y)

(z,y)€D1 (x,y)€D2
A zaradi zveznosti funkcij fi in fy, ki ju lahko gledamo na celi ravnini, bo f zvezna
natanko tedaj, ko bo fi(a,b) = fa(a,b), torej a + b = 0, to pa velja v tockah

(V2/2,~v2/2) in (~v2/2,/2/2).

. Ce je (x,y) blizu izhodis¢u, je 23 majhen v primerjavi z 22, zato je smiselno domne-
vati, da je limita enaka 1. Velja:

T COS
1—rcosp|’

|f(7“cosg0,7"sing0) — 1| = ‘

Ker za r < 1 velja:

!f(rcosgo,rsingp) — 1! <

1—r’
je res lim(z ) (0,0) f(#,y) = 1. Torej je funkcija:
z? + y?
7 ; (z,y) €R? —1,0), (0,0
o= | T @) €R((-10).0.0)

1 ;x=y=0
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7. Ne. Velja namrec:

10.

11.

120

zvezna razsiritev funkcije f v izhodis¢e (Se vedno pa ni definirana v (—1,0), kamor
pa se ne da razsiriti, saj je v okolici neomejena).

sup |f(7’cos @, Tsin Q) — c‘
0<p<2r

>

sup c| >

0<p<2r

cos? p + 2sin? o
2 cos? ¢ + sin? ¢

sup
pe{0,7/2}
max { |2 —c

0,

cos? p + 2sin?
—c| =
2 cos? p + sin®

s —el} >

pri ¢emer je predzadnji izraz neodvisen od r, torej za noben ¢ ne more biti limira
enaka 0.

Tokrat je:

!f(rcosw,rsingoﬂ =r

5 (cos? ¢ 4 2sin’ p)?

2
2 cos? in? =2
@+ 8”@

kar gre proti 0, ko gre r proti ni¢, zato je lim; ) (0,0) f(2,y) = 0. Funkcija:

g(z,y) =

(2 + 22)?
222 + 12

0

; (z,y) # (0,0)

 (2,y) = (0,0)

je torej zvezna razsiritev funkcije f na celo ravnino.

fe(2,y) = 22 4 3y,

lim

int
Iz znane limite PI% % = 1 dobimo, da je tudi  lim
—

sin(z + y)

= 1
@y)—00) T +y+ 22 —y%  (29)-(0,0)

fy(z,y)

= lim

(zy)—0,0) 1 + 2 —y

2
Y

sin(z + y)
(z,y)—(0,0) x + Yy

w lim rT+y B
r+y  (ey)—00 x+y+x>—y?

1

fe(y, ) = 2y + 3.

.. . 2
Torej je fo(y,x) = gy(z,y), kjer je g(z,y) = y* + 3y + ~= fly, ).

1 3
fm z,y :2x€x2__7 f z,y =—+
(z,y) ; y(2,9) n

y?

= 1. Sledi:
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13.

14.

15.

16.

17.

Velja:

0 0 2 2
—fy,2) =+ <y2+3my+ —) =3z — —
Ox x

Ox x?’
To je tudi enako %g(x,y), prav tako je enako %(m,y).
Opomba: navadno se taksnim situacijam izogibamo.

a)Velja—w:yin—:x.

ox dy

0
b) Velja w = x(z — x), torej je 8_w =z—2r=y—2xin 8_w = z. Opazimo, da se
x 2

. . w . . . . . . U .
parcialni odvod — ne ujema z enako pisanim parcialnim odvodom iz prejsnje tocke.

x
Toda odvod iz prejsnje tocke je odvod glede na sistem neodvisnih spremenljivk z in
y, medtem ko je odvod iz te tocke misljen glede na sistem spremenljivk x in z.

Postavimo a = 8 in b = 25, torej h = 006 in k£ = —0'5. Iz

o) = . flah) =2, flab) =04,
1 1

fx(x,y) = W, fm(a,b) = @, fx(a;b>h: 0001,
J 1

fy(z,y) = —2;/32 , fy(a,b) = 125 fy(a,b) k = 0004

V806
V24'5

Natancnejsi rezultat: 0°40506855.

dobimo ~ 04+ 0001+ 0004 = 07405.

Ker je:
| f(rcos,rsinp)| =r|cospsingl,
je [ v izhodis¢u zvezna. Nadalje je f(x,0) = f(0,y) = 0, torej je f v izhodiscu
parcialno odvedljiva z f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Ker pa je
R(hk)  f(hk)  hk
VREE R VR AR R2 k2

kar je pri h = rcose in k = rsiny enako cosysing (in recimo pri ¢ = 7/4
enako 1/2), % ne gre proti ni¢, ko gre (h, k) proti ni¢, torej f v izhodis¢u ni
diferenciabilna. Potem pa tudi ni parcialno zvezno odvedljiva.

Y+ z 8
grad f(x,y,2) = |z + 2|, grad f(5,—4,12) = |17].
T+y 1

Iskani smerni odvod je enak

X 81 [3
32+42+122< e >:8'
1] |12



M. RAIC: VAJE IZ MATEMATIKE 2 (PRAKTICNA MATEMATIKA) 122

18. Pisimo w = ln(z +V1+ 22), kjer je z = L Tedaj velja:
Y

dw 1 |y 0z 1 0z
dz V1422 /o242 or y’ oy y?
Sledi:
ow  sgn(y) ow x
O fa2+y2 Oy ey
2
19. Pisimo w = arctg z, kjer je 2 = — il > Tedaj velja:
=y
dw 1 (2 —y?)? 0z 2y(a®+y?) 0z  2zx(a*+y?)
dz 1422 (22 +y2)?’ ox — (z2—y2)?’ oy (22 —y2)? "
Sledi:
ow 2y ow 2z
or  a249y2’ oy w24y’
20. Velja:
ow dw ow dw
A Vi e T
Ox dz Ay dz
ow ow
Slediy — — 2z — = 0.
MY or 7 Ay

Opomba. Dani izraz je enak nic¢ zato, ker je w konstantna na kroznicah s sredis¢em
v izhodisc¢u, izraz pa lahko zapiSemo v obliki <wa, [—yx] >, kar je veckratnik

smernega odvoda vzdolz ustrezne kroznice, ta pa je zaradi konstantnosti vzdolz
kroznic enak nic.

21. Neposredno velja:
w = cos’ tsint + costsin®t = sint cost = L sin(2¢),
— = cos(2t) = cos’t — sin’ ¢,
kar lahko preverimo tudi s pomocjo veriznega pravila:

dw Owdr OJw dy

o or dt oy dt

in iz:
ow dx
— =32%y+y® = 3cos’tsint + sin® ¢, — = —sint,
ox dt
ow dx
— = 2% + 3xy® = cos®t + 3costsin’t, — =cost.
dy dt
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Dobimo namred¢:
dw
dt

= cos*t —sin*t =
= cos’t —sin’t,

kar je enako kot prej.

22. Pruvi nacin: s pomocjo veriznega pravila. Rac¢unajmo:

= —(3cos®tsint 4 sin®¢) sint + (cos®t + 3 costsin®t) cost =

9, 0
a_’l::(Qx_y)ey/xa 8_1;/]:1'6?//&:7
dr 4 2y dy 21—t
dt — (14122 1412’ dt — (14122 142
Sledi:

dw ev/®

(2 — y)(-2 2 -

5 = (Qr—y)(=2y) += x)Ht2

) , eve
_2(1—2t—#2)? o21/(1—12)
(1+1¢2)3 '

Drugi nacin: neposredno. Iz:

2
w— 1—¢ 2/ (1-12)
1+t

dobimo:

dt 1+1¢2) (14 t2)? 142
St =) F 200+ ) ey

B (1+1t2)3 ‘ B
L2 AP 2P — At 1) g0 g

- 1 +12)? ‘ |

Krajsi racun pokaze, da dobimo isto kot pre;j.

dw , 0w ¢ _nOw  Ow ow

23. E_(e ¢ )8x+(e+e )Gy_y3x+$8y'

24 8_w_8_wcos +a—wsin S (’9_'w+—y 8_w
“or T Y T oy T o 2t Oy
ow ow . ow ow

w
=-—Tr—_-——SmnY+7r—Ccosp =

0 o oy Vor Ty

2 2\ 2 2
(1— )2

123
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25. Velja:

= Eg,
NG

\/gv
ow  Ow +8w1 8_w£+8_w£
ou Oz 8yv_8$\/§ oy Jx'
ow oOw ow u ow ow

N Sy Uy

EPR oy v2  Ox oy '

torej se bo ekvivalentna parcialna diferencialna enacba glasila:

6 (Vavi VE,w G vayi - Go N S e - SN ) o,

VY Vi Oy vz

7 drugimi besedami, nova funkcija F' bo:

Pt =6 (Vi

VY e NG
26. Velja:
1 2
dw = d ( i 2) —
oy 2 ]
()
2t 4 y? 2(a? 4 y?) d(zy) — 2zyd(a? +y7)
a2 — 2 (22 + y?)? a
~ 2y(y? —2?)da + 2z(a® —y?)dy
(@ + y?)|2* — y?|
2edy — 2y dx
— e sgn(z? — y?).
Sledi: 5 5 5 5
w o Y 2 2 w z 2 2
a—x——xQ_i_yQSgH(x —y), a—y—msgn@ —y).

27. Ce pisemo (u,v) = 7(:B, y,z) in (z,y,2) = g(s,t), v dani tocki velja:

5 -3
TEIEE S R
4 3

Po matri¢nem veriznem pravilu je:

ou Ou 5 -3
s 0| _ T aFa=_ |2 3 1|~ -4 3
[(% av]—d(fog)—dfdg—{_l 0 3} 6 2 —[7 12}.

9s ot 4 3
ou ou ov ov

7 drugimi besedami, velja — = —4, — =13, — =7 in — = 12.
rugimi besedami, velja 95 '’ B¢ 3, 95 in 5

ﬁ w, Sﬂ\/g—ty\/g, s\/E\/@—tM> .

124
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28. Najprej izracunamo, da v dani tocki velja:
4
r=>5, gpzarctg§+2k7r,

torej je tudi:

3
CoSp = 5 sinp = arctgg.

Ce pisemo (u,v,w) = f(x, y) in (z,y) = g(r, ), v dani tocki velja:

2 —1 .
df=13 o, dg= {@W _Tsmﬂ .
1 9 sing rcosg

Po matri¢nem veriznem pravilu je:

ou  Ju

o s _ 2 -1
W | _q(fog)=dfdg=|[3 0] |° =2 —12
or (o)) g g 4 3 5
ow  dw L 2]1Ls SRR
or Oy 5
29. a) Zlahka izra¢unamo, da mora v dani tocki veljati z = 1 in y = 4.
b) Spremenljivki z in w odvajamo po z in y:
9z 14y* 0z ow 9 ow
-~ = , —=2ylhz, — =3 oA =T
ox x oy yme ox Tty dy .

Priz=0inw =25 0z. z =1 in y = 4 torej velja:
= 21 [ro
ow  dw| = |7 1|
or Oy

Ker je ta matrika neizrojena in ker sta spremenljivki z in w zvezno diferenciabilni
funkciji spremenljivk = in y, po izreku o inverzni preslikavi res obstajata okolici, v
katerih ima dani sistem enoli¢no resitev.

c) Velja:
[% g—w] B [17 01‘1 B { 1/17 0}
g_z g_i/} 7 1 =7/17 1]
d) Priblizna resitev sistema za z = 0'17 in w = 51 je:

. :xg—i-%~(0'17—zo)+0~(5'1—w0) — 101,

7
?Jl290—1—7'(0'17—Zo)+1-(5'1—w0):4'03.
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30.

e) Izracunajmo Se pripadajoéi vrednosti z; = 01715526592 in w; = 51006010000.
Naslednji priblizek je:

1
Ty =T + A (017 —=21) +0- (51 —wy) = 1°009908667 ,

7
Yo = Y1 — T (017 —2z)+1- (51 —wy) = 4030038330

Se nadaljnji priblizki:

x3 = 1'009908869 , y3 = 4030044758 ,
x4 = 1°009908838 , ys = 4030044892 ,
x5 = 1'009908838, ys = 4030044897,
x6 = 1'009908838, ys = 4'030044897 .

Zahtevano natancnost smo torej dobili v petem koraku iteracije.

f) Izhajamo iz istega zacetnega priblizka xf = z¢ = 1, y§ = yo = 4, korak v iteraciji
pa je:

2| (1 + y;f) Inz;
wh| L al tanyn |
*2 -1
{x;;ﬂ} _ [ﬂ N Hm—y 2y In z* {0'17 - ;;]
Ynt1 Yn 3v2 4 yr ak S1T—wp |’
Dobimo:
i =101, yr =403,
3 = 1°009908831, ys = 4030044963 ,
x5 = 1°009908838, i = 4°030044897
2% = 1°009908838, Yy = 4030044897 .

Priblizka x7 in 27 se ujemata s priblizkoma y; in y; iz prejSnje tocke, napraj pa je
drugace. Za zahtevano natancnost smo potrebovali dva koraka manj.

Opomba. V splosnem je, ¢e Zelimo resitev dobiti na dovolj veliko decimalk nata-
nc¢no, Newtonova metoda hitrejsa od iteracije iz prejsnje tocke. Z drugimi besedami,
Jacobijevo matriko se splaca na novo racunati in obracati.

a)y =2.
b) Pigimo F(x,y) = y° + zy. Velja:

F.(z,y) =z, F,(x,y) =5zt +y.

Ker je F,(0,2) = 80, res obstajajo taka okolica U tocke 0, taka okolica V' tocke 2
in taka funkcija f: U — V,dazavse xz € U iny € V velja, da je F(z,y) = 32
natanko tedaj, ko je y = f(z).
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31.

F,(0,2 1
c) Velja f'(0) = 7 EO 2; =10
y\Y,

d) Iskana priblizna resitev je:
y= (1) ~ £(0) + F(0)(1— 0) = 1'975.

e) Zdaj kar zaporedno odvajamo prvotne enacbe y° + zy = 32 in vstavljamo Ze
izracunane vrednosti. Dobimo:

V splosnem: Priz =0:
Y’ 4+ xy = 32 y =2
1
5 4 /1 /:O /:__
vy +yt+ay Y 10
1
202 N2 54// 2/ //:O //:__
y () + 5y + 2 + oy y 1600
Taylorjev razvoj je torej:
2
x x
=2—-—— Ry .
Y 10 ~ 3200 T

Za r =1 dobimo y ~ 1'9746875. Tocen rezultat: 1°9746836.

Opomba. To nalogo bi se lahko resili tudi z uporabo izreka o inverzni funkciji (torej

iz analize funkcij ene spremenljivke), tako da bi enac¢bo preoblikovali v y* — % = .

Ne gre pa to vselej na lahek nacin — zaplete se 7e npr. pri enacbi (1+23)y° +axy = 32.
a) z=02.
b) Pisimo F(z,y,z2) = e** —y — 5z. Velja:

Fo(x,y,z) = ze", Fy(x,y,2) =—1, F.(z,y,z) =xe” —5.

Ker je F,(0,0,02) = —5, res obstajajo taka okolica U tocke (0,0), taka okolica V'
tocke 02 in taka funkcija f: U — V, da za vse (z,y) € U in z € V velja, da je
F(z,y, z) = 0 natanko tedaj, ko je z = f(x,y).

c¢) Prvi nacin. 1z

dF(0,0,0)=[02 -1 —5]

dobimo:
df(0,0) = [004 —02],

torej je f,(0,0) =004 in f,(0,0) = —02.

Drugi nac¢in. S parcialnim odvajanjem prvotne enacbe po x in y (pri ¢emer je z
njuna funkcija) dobimo:

0z 0z 0z 0z
‘ (Z+x8x) oz ’ ‘ x@y oy
Ko vstavimo z =y = 0,z = 0'2, dobimo 2 = 0°04 in g_y = —02, tako kot prej.
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32.

33.

d) Iskana priblizna resitev je:
z=f(0"1,02) =~ £(0,0) + f,(0,0) - 0'1 + £,(0,0) - 02 = 0"164.

Tocen rezultat: 0°'1632927.

a)y=2z=3.
= y? + 122 .
b) Pigimo F(x,y,z) = 22+ 22| Velja
= 22 3y? 21z
dF = y? 21z 22} '
Ker je: i
= 9 12 0 . = 12 0
dF(0,2,3) = {4 0 6l in je d,.F(0,2,3) = {O 6]

neizrojena, res obstajajo taka okolica U tocke 0, taka okolica V' tocke (2,3) in taki
funkciji f,9: U — R, daza vse x € U in (y,2) € V velja, da je f(x,y, z) = E}
natanko tedaj, ko je y = f(z) in z = g(x).

¢) Prvi nacin. 1z:

(o}
|
Q
| I

S

(e}

N—

Il
|
Q%
A/\\
o O
N—" ~—
| I

Il

|

—_
S o
o O
| I

AN
1
= O
—_

Il
| |
WIN |
| I

dobimo f/(0) = —2 in ¢'(0) = —2.

1 3
Drugi nacin. Z odvajanjem sistema po z (pri Gemer sta y in z funkciji te spremen-
ljivke) dobimo:

32y’ + 22 + 2wz =0,
y? 4 2zyy + 222 =0.

Ko vstavimo 2 = 0, y = 2 in z = 2, dobimo 3 = —3 in 2’ = —2, kar je isto kot prej.

d) Iskana priblizna resitev je:

y = f(01) &~ f(0)+ f/(0)-0'1 = 1925,
z=g(0'1) &~ g(0) + ¢'(0) - 0'1 = 2'933.

Tocen rezultat: y = 1925336, z = 2°937568.

a) r =1y =0.
2e"Y + 2

b) Pisimo F(,y,2) = {3:3 + 25+ (14 2)(1+ 22 + %)

} . Velja:

1 — 2 vty 2 vty 1
T3+ 22(1+2) 2+42y(142) 1+2% 492
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Ker je:

dF(0,0, ~1) = E . ﬂ inje d,,F(0,0,~1) = E ;}

neizrojena, res obstajajo taka okolica U toc¢ke —1, taka okolica V tocke (0,0) in taki
funkciji f,g: U — R, da za vse z € U in (z,y) € V velja, da je ]?(:E,y, z) = Ll)}
natanko tedaj, ko je z = f(z) in y = g(z).

c) Matrika:

d,.F(0,0,—1) = B ﬂ

je izrojena, zato se sistem v nobenih primernih okolicah ne da izraziti v obliki
y = h(z) in z = k(z), kjer sta h in k zvezno odvedljivi funkciji.

d) Prvi nacin. 1z

a[lo-[FOr-_p 47 m-|°
gVl T3 2 1) T
dobimo f'(=1) =0 in ¢'(0) = —3.
Drugi nacin. Z odvajanjem sistema po z (pri ¢emer sta x in y funkciji te spremen-
ljivke) dobimo:
2" (2 +y)+1=0,
37+ 2y + 1+ 2% +y° + (1+ 2)(2z2’ + 2yy') = 0.
(¢rtica tukaj seveda oznacuje odvod po z). Ko vstavimo z = 0, y = 0 in z = —1,

dobimo 2(z'+4') 4+ 1 =01in 32’ + 2y +1 = 0, od koder sledi 2’ = 0 in ¢ = —%, kar
je isto kot prej.

e) Iskana priblizna resitev je:

r=f(09) = f(=1) = f(=1)- 01 =0,
y=9(09) ~g(—1)—¢'(-1)-01=—-005.

Q

Tocen rezultat: z = 0°002298849, y = —0053592143.

P +y+52+z+wi+w

34. a) Pisimo F(x,y,z,w) = [1293 _ yz 43wt 42w

} . Velja:

2 1 152241 3w?+1]

dF:Lz —2y 322—-1 3uw?+2

Ker je:

— 2 1 16 13]
dF(l,—3,—1,2):{12 6 2 14
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in je
16 13
2 14

res obstajajo taka okolica U tocke (1,—3), taka okolica V' tocke (—1,2) in taki
funkciji f,g: U — R, da za vse (z,y) € U in (z,w) € V velja, da je F(z,y,z,w) =

detd, , F(1,-3,-1,2) = = 198,

{125} natanko tedaj, ko je z = f(z,y) in w = g(z,y).

c) Ker je:
2 1
12 6

se sistem v nobenih primernih okolicah ne da izraziti v obliki z = h(z,w) in y =
k(z,w), kjer sta h in k zvezno odvedljivi funkeciji.

d) Iz

O i ot o K AR R A

dobimo f,(1,-3) =% f,(1,-3) =2 g¢,(1,-3)=—% in g,(1,-3) = —3.

det d,.F(0,0,—1) =

=0,

e) Iskana priblizna resitev je:
z=f(08,-29)~ f(1,-3) — fu(1,—-3) - 02+ f,(1,-3) - 0'1 = —1°096970,
w=g(0°8,-2'9) ~ g(1, —3) — gu(1,—3) - 02 + g,(1,—3) - 0’1 = 2142424 .
Tocen rezultat: z = —1°093282, w = 2'136382.

35. fo(z,y) = (3172 + x3)€x+5y7 fy(z,y) = 53”0
fou(@,y) = (62 + 62 + 27)e™ Y, fo(z,y) = 25237,
Jay(@,y) = fya(,y) = (15:p2 + 5x3)@$+5y.

36. f.(z,y,2) = y* cos(zy’)

fey(T,y,2) = 277! cos(zy?) — z2y* ! sin(zy?),

Fope(,9.2) = 4 cos(ay™) + 2y Iny cos(ay®) — 3rzg® Inysin(ay®) -
— xy**sin(xy?) — 2?2y3 ! Iny cos(xy?).

)

37. Zunaj izhodisca je f zvezna zaradi elementarnosti; ker velja:
f(rcos @, rsin ) = r? cos psin (cos? p — sin? @),

je zvezna tudi v izhodiscu.
Za (x,y) # (0,0) velja:

(@2 +y2)2
x® — xyt — 4ay?

<x2 + y2)2

folz,y) =

fy(:E?y) =
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v izhodiscu pa lahko prva parcialna odvoda izracunamo neposredno po definiciji:

_ 4 f(h0)
, 0,h
£4(0,0) _}Lg%%_o-

Zunaj izhodisca sta prva parcialna odvoda spet zaradi elementarnosti zvezna; ker
velja:

fo(r cos @, rsin ) = r(cos® psin ¢ + 4 cos? psin® ¢ — sin® )

fy(rcos @, rsin ) = r(cos” ¢ — cos psin® p — 4 cos® psin® p),

sta zvezna tudi v izhodiscu.

Po ponovnem odvajanju spet neposredno po definiciji dobimo:

o 10f
fwy(oa()) = }lllir(l) E%(O, h) =—-1,
_19f

Oba mesana druga parcialna odvoda torej v (0,0) obstajata, a nista enaka. Torej
tam nista zvezna. Drugje pa zaradi zveznosti morata biti enaka. Izracunamo lahko,
da izven izhodisca velja:

28 4+ 9zy? — 922yt — o8

fxy(x7y) = fyx(x7y) = (1.2 +y2)3

38. Ko vstavimo a =8, b =25, h =006 in k = —0'5, dobimo:

) =2 flah) =2, flab) =04,
Fo)= g b =g, fula,b)h = 0001,
fy(z,y) = —25/32 : fy(a,b) = —%5, fu(a,b) k= 07004,
foa(2,y) = ﬁ ;o fax(a,b) = —%0, % fuz(a,b) h? = —0°0000025

1 1 1
fay(@,y) = _63:2/3y3/2 o Jayla,b) = 30007 101!

3w 3
fyy(x,y) = Wa fyy(a,b) = 6250

fay(a,b) hk = 000001,
1 2 . .

a fyy(aa b) k* = 000006

Ze v 15. nalogi smo izrac¢unali T1(0°06, —0'5) = 0°405. Zdaj pa dobimo boljsi pribli-
ok V806

Z

V245
Tocen rezultat: 0°'40506855.

~ T(0°06, —0'5) = 04050675
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39. Iz Taylorjevega razvoja za logaritem:

2,4 3,6
1n(1—|—xy2) :;pr_ Y +ﬂ_
2 3
dobimo Taylorjev polinom:
2,4
Ts(z,y) = vy* — ny :

S primerjavo koeficientov dobimo fi4yyyy(0,0) = —24 in fr100,,(0,0) = 0.
40. Iz Taylorjevega razvoja za obicajni sinus:

(@ +y?)°  (@+y’)
6 120

sin(z +y?) = 2 + y* —

dobimo Taylorjev polinom:

5

a® 7
6

4,2 3,4
U I S S i AN i
7(2,y) =2° + 27y RETT 5

S primerjavo koeficientov dobimo f,zzyyy,(0,0) = —72.

41. Skica definicijskega obmocja:

Ogliséa: f(0,0) = f(6,0) = £(0,9/2) = 0.

Stranica y =0, 0 < x < 6: f(z,0) =0.

Stranica x =0, 0 <y < 9/2: f(0,y) =0.

Stranica y = 2(6 — x), 0 <z < 6: f(2,2(6 — 2)) = 22(6 — z)e”(18T)/1,

L (2,36 —2)) = 2(24 — 1a + 2?)e 8T/,

Stacionarna tocka (2,3) lezi na robu obmodja, stacionarna tocka (12, —-9/2) pa ne.
Velja f(2,3) = 673 = 0°0404.

Notranjost: % =1—-a)ye ™Y, % =x(l—y)e ™Y f(1,1)=e2=0135.
Torej je ml%nf = f(z,0) = f(0,y) =0 in mgxf =f(1,1)=e"

42. Skica definicijskega obmocdja:
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43.

Oglisei: f(0,0) =0, f(1,1)=—1.

Stranica y = x, 0 < x < 1: f(x,x) = —a?, %f(:v,x) = —2z, tocka (0,0) ne
pripada notranjosti tega stranice (in smo jo Ze obravnavali pri oglis¢ih).

Stranica y = 22, 0 < x < 1: f(x,2%) = 2? — 224, o flz,2?) =22 — 82° =

= z(1 — 22)(1 + 2z), v notranjosti stranice je le tocka (1/2,1/4) in velja
£(1/2,1/4) = 1/8.

0
a—i = 2z, o = —4y, toc¢ka (0,0) ni v notranjosti.

Torej je mgnf =f(1,1)=—11in mgxf = f(1/2,1/4) = 1/8.

0
Notranjost: /

Iz parcialnih odvodov:
of of 2
— =06y, ——=2+4+3x
ox 4 oy
dobimo, da v notranjosti ekstremov ni. Za iskanje ekstremov na robu je najugodneje,
e vse izrazimo z y. Glede na to, da je x = +4/1 — (y — 2)?, rob razpade na dve

stranici, ki se stikata v dveh oglis¢ih, kjer velja:

f(0,1) =2, f(0,3) =6.

V notranjosti obeh dobljenih stranic pa velja:
2= fla,y) = (2 +3(1—(y - 2)2))y = =3y’ + 12" - Ty

Poiskati moramo stacionarne tocke te funkcije za 1 < y < 3. Iz dz/dy = —9y* +
24y — 7 dobimo y = 1/3 in y = 7/3. Ker mora biti 1 < y < 3, v poStev pride le
y = 7/3. Za to vrednost spremenljivke y najprej izracunamo z = +2+/2/3, nato pa
Se z = 98/9.

Minimum nase funkcije je torej 2, maksimum pa 98/9 = 10°889.

Drugi nacin iskanja ekstremov na robu pa bi bil z enotno, trigonometrijsko parame-
trizacijo:
T =cosp, Yy=2-+snp.
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44.

Racunamo:

f(cosp, 2+sinp) = (2 + 3cos® p)(2 +siny) =
=4+ 2sinp + 6cos® p + 3cos® psin g,

d
@f(cosgo, 2 4 sin @) = 2cos p — 12 cos sin g — 6 cos psin® ¢ + 3cos® p =

= cos (5 — 12sin p — 9sin® ).
Ce je cos o = 0, je sinp = 4-1. Tako dobimo dva kandidata za ekstrem: f(0,1) = 2
in £(0,3) = 6. Ce paje 5 — 12sinp — 9sin®p = 0, je bodisi sinp = —5/3, kar ne

more biti res, bodisi sin ¢ = 1/3; tedaj pa je cos ¢ = £2v/2/3. Od tod dobimo Se
f(£2v2/3,7/3) = 98/9, kar je isto kot prej.

Skica definicijskega obmocja:

Krozni lok razdelimo na dva odseka, y = /16 — (z + 1)2 = v/15 — 2z — 2% in

y = —/16 — (z+1)2 = —V/15 -2z —22. Zato ne dobimo le oglis¢ (—1,4) in

(—1,—4), temve¢ tudi oglisce (3,0).
Oglisca: f(—1,4) = f(1,4) = 21,/e = 34'6, f(3,0) = 13¢3/2 = 290,

d
Stranica v = —1, =4 <y < 4: f(=1y) = (5+y*)e'?, — f(=1y) = 2ye'/?,
Yy

f(=1,0) =5el/2 = 824.

Stranici y = £v/15 — 2z — 2% f(z,£v/15 — 20 — 22) = (19 — 22)e /2,
d

e f(:v, +V15 — 2z — :1:2) = (m — %)e*x/z.
x

Nobena toc¢ka T'(23/2,y) ni v definicijskem obmodju funkcije.

Notranjost: f,(z,y) = (2z — 2% — Ly* = 2)e /2, f,(z,y) =2ye /%
Edina stacionarna tocka v notranjosti je 7'(2,0) in f(2,0) = 8e~! = 294,

Torej je min f = f(3,0) = 13 e™%? in max f = f(—1,4) = f(-1,—4) = 21+/e.
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45.

46.

47.

48.

Cela ravnina sicer ni zaprta in omejena mnozica, toda ko gre (z,y) proti neskon¢no,
gre f(z,y) proti ni¢. Ce namre¢ oznadimo 7 := /a2 + 42, velja |f(z,y)| < (r +
r?) e*’”Q, to pa gre proti ni¢, ko gre r proti neskoncno.

Funkcija f zavzame vsaj eno strogo pozitivno in vsaj eno strogo negativno vrednost,
npr. f(1,0) =e in f(—1,0) = —e~'. Obstaja tak ry, da je |f(z,y)| < e !, brz ko
jer >, zato f zavzame globalni maksimum in minimum v notranjosti kroga okoli
izhodisca s polmerom r(, to pa je zagotovo v stacionarni tocki. Izracunajmo:

fo(z,y) = (1 —2z(z + 1/2))6_"1”2_‘”2 ,

fo(z,y) = (2y — 2y(z + y2))e_z2_y2 :
Ko oboje izena¢imo z ni¢, iz prve enacbe dobimo x + y? = % (kar pomeni tudi,
da je © # 0), iz druge pa nato y(2 — %) = 0. Prva moznost je y = 0, od koder
dobimo tocki Tl( ) in TQ( f 0) druga moznost pa je r = %, od koder dobimo
72(5 %) in 743, — ).

27 2
2 2 2 2
f(ﬁ, O) = \/7_ e V% =04289, f(—\/—_, 0) = V2 e 12 = (04289,

IzracunaJ mo:

2 2 2
1 V2 5
- Yo L 3/4 -y
f(Q,:i:Q) e 0°4723.
Sledi:
2 2
min f = f(—\/?_, o) _ —g e 12 = _04289,
maxf f< g) =4 = 04723.

folz,y) = (L+z+y)e™™, fylz,y) =(1—-z—y)e".

Funkcija je brez stacionarnih tock, torej tudi brez ekstremov.

folz,y) = 4(=° +y),  fylz,y) = 4(z + ).

Stacionarne tocke: T7(0,0), T5(1, —1) in T5(—1,1).

foolw,y) = 122%, foy(z,y) =4, fy(z,y) =127, K(z,y) = 1442°y* — 16.

0 4

V toc¢ki T7 je H(0,0) = [4 0

} in K(0,0) = —16, torej tam ni ekstrema.

12 4

V tockah Ty in T3 paje H(1,—1) = H(—1,1) = [4 »

} in K(1,-1) = K(~1,1) =
128, torej je tam lokalni minimum.

fe(z,y) =1 —x+y*)e™, f,(r,y)=—2ye " Stacionarna tocka: T'(1,0).
fez(z,y) = (=242 —yHe ™, fulz,y)=2ye™, f,(z,y)=—2e".

V edini stacionarni tocki je H(1,0) = {_1/6 0

0 _2/61 in K(1,0) = 2/e?, torej je tam

lokalni maksimum.
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49.

50.

51.

fo(@,y, 2) = (62—2y—30*—2y*— 22+ 20y+2yz)e™*, f,(z,y,2) = (dy—2x—2z2)e ",
fa(z,y,2) = (22 — 2y)e™ ™.
Stacionarni tocki: 71(0,0,0), T2(2,2,2).
fea(2,y,2) = (6 — 120 + 4y + 32% + 2y* + 22 — 220y — 2y2)e ™, fy(zx,y,2) =4e ",
fer(z,y,2) =2€7", fo(x,y,2) = 20v—4y+22—2)e™", fu.(v,y,2) = (2y—22)e?,
Jye(x,y,2) = —2e7".
6 -2 0
V 71(0,0,0) je H = | -2 4 —=2]| ter K; =6, Ky =20 in K3 = 16, torej je tam
0 -2 2
minimum.
-2 -2 0
V Ty(2,2,2) paje H= |—2 4 —2| e 2 Ker imamo dva nenicelna diagonalca z
0 -2 2
nasprotnima predznakoma, ekstrema tam ni.
fa(@,y) = 22y%, fy(2,y) = 22%y.

Stacionarne tocke so vse, kjer je x = 0 ali y = 0 (koordinatni kriz).

fm(xay) = 2y27 fw(xvy) = dxy, fyy(xvy) = 2z7.

V vseh stacionarnih tockah je K(x,y) = —122%y* = 0, torej nam Hessejeva deter-
minanta ni¢ ne pove. Pa¢ pa vemo, da na koordinatnem krizu velja f(x,y) = 0,
izven njega pa je f(x,y) > 0. Nobena toc¢ka na koordinatnem krizu torej ni lokalni
minimum, ¢eprav je vseh teh tockah dosezen globalni minimum.

Ko osnovno zvezo odvajamo po x in y, dobimo:

vr (4 0z 0z 0
e lz4+r— ) —y—— =
Ox Ox ’
o 0z 0z 0
e“r——xr——=0.
oy oy
Ce zdaj sem vstavimo % = % = 0 ter upostevamo Se osnovno zvezo, dobimo
r =0,y =—2,2 = —2. Zdaj pa odvoda osnovne zveze Se enkrat odvajamo po x in
y. Dobimo:
- N Dz 2+28z+ 9*z 0*z 0
e z4+1r— —+r— — =
Ox Ox Ox? Ox? ’
. N Dz N 0z 0z 9?2z 0
€ X = a e xXr — =
dy Ox oy Oz dy oz y ’
. 9z\* N 0z 0z 0
e r— rT— | — =5 =
Ay oy* | Oy?
Ko vstavimo x =0,y = —2,2 =1, % = g—z = 0, dobimo:
T S
0x? Ox Jy Oy?
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52.

53.

od koder sledi, da v edini stacionarni toc¢ki 7'(0, —2, —2) spremenljivka z nima lo-
kalnega ekstrema.

Oznadimo stranice z x, y in z, telesno diagonalo pa z a. Tedaj je 2* + y* + 2? = a?

inV = zyz.
Prvi nacin. Problem zastavimo kot maksimum funkcije V' na definicijskem obmocju:
D={(z,y,2);2° +y* +2>=a,x>0,y>0, z>0}.

To definicijsko obmocje je zaprto in omejeno, V' pa je zvezna funkcija spremenljivk
x, y in z, torej na njem doseze minimum in maksimum. A maksimum prav gotovo
ne bo dosezen na robu, saj je tam bodisi x = 0 bodisi y = 0 bodisi z = 0, torej je
volumen enak ni¢. Torej bo dosezen v stacionarni tocki v notranjosti, ki jo pois¢emo
s pomocjo Lagrangeove funkcije:

L =xyz — M2+ + 27).
Iz parcialnih odvodov dobimo enacbe:
yz =2 r=xz -2 \y=ay — 2 2 =0.

V notranjosti je x,y, z > 0, zato lahko izrazimo:
z Tz X
2¢ 2y 2z
Iz druge enakosti in pozitivnosti dobimo x = y, iz tretje enakosti pa Se y = z, od
koder sledi, da je iskani kvader kocka.

Drugi nacin. Izrazimo z = \/a? — 22 — y2. Da si poenostavimo ra¢unanje, namesto
V gledamo w = V? = 2%y*(a® — 2? — y?). Velja:

0 0
a—lxu = 2xy*(a® — 22% — %), 8_75 = 22%y(a® — 2% — 2¢%) .

Spremenljivka w na obmodcju x > 0,y > 0,22 + y* < @?, ki je zaprto in omejeno,
doseze minimum in maksimum. Kjer w doseze maksimum, pa je ocitno z > 0 in
y > 0, torej mora v tocki, kjer je maksimum dosezen, veljati:

a® =22 —y* =0

a®>— 2> -2 =0.

Ce enacbi odstejemo in upostevamo pozitivnost, po nekaj ra¢unanja dobimo x =
y = aV/3, od koder izra¢unamo e z = av/3. Iskani kvader je torej kocka.

Prvi nac¢in. I8¢emo minimum spremenljivke z pri pogoju (vezi):
(2* +y*)? —2(2* —y*) =0.

Pokazimo, da je to mnozica tock, ki zadosca temu pogoju, zaprta in omejena.
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54.

e Mnozica je doloCena z enacbo, ki doloca, da je funkcija, ki je povsod definirana
in zvezna, enaka nic¢. Zato je zaprta.

o Cezr = /22 + y? oznacimo oddaljenost od izhodis¢a, lahko ocenimo 2(z% —
y?) < 2r%; brz ko je r > v/2, je tudi 2(2? — y?) < r* = (2% + y?)?, torej mora
na dani mnozici veljati » < v/2, kar pomeni, da je omejena.

Na dani mnozici torej koordinata z zagotovo doseze minimum. Rob obmocdja, na ka-
terem je definirana vez, je prazen, zato je maksimum zagotovo dosezen v stacionarni
tocki. To pois¢emo s pomocjo Lagrangeove funkcije:

L=x—-Mz"+9°)*+2\(2* — ¢*).

Velja g—’; =1—4\z(2® +y*) + 4z in ‘g—’; = —4\y(z* +y?) —4)\y. Iz g—’; = 0 dobimo
—4\y(z? + y? + 1) = 0. Zadnji faktor ne more biti ni¢, torej je bodisi A = 0 bodisi
y = 0. Za A = 0 ne more biti & = 0, za y = 0 pa iz vezi dobimo z* — 22? = 0, kar
jereszax = 0in z = ++4/2. Minimalna vrednost je —V2 (in pri A = —\/5/8 res
dobimo resitev sistema). Tocka, ki je najbolj levo, je torej (—\/5, 0).

Drugi nacin. Spremenljivko = proglasimo za odvisno, spremenljivko y pa za ne-
odvisno (torej si predstavljamo, da ima krivulja ena¢bo = = x(y)). Tedaj bo x
maksimalen, ¢e se bodisi ne da lokalno izraziti kot diferenciabilna funkcija spremen-
ljivke y bodisi je dz/dy = 0. Iz:

F(ZE, y) - (‘IQ + y2)2 - 2(1;2 - y2> ) Fr<$7y) = 41’([[‘2 + y2) —dx

ugotovimo, da se x ne da lokalno izraziti, kveéjemu ¢e je x = 0 (sledi y = 0) ali pa
22 +y* =1 (to pa je v tockah T1(v/3/2,1/2), To(V/3/2,—1/2), T3(—v/3/2,1/2) in
T.(—V3/2,—V3/2)).
Kjer se x da izraziti kot diferenciabilna funkcija spremenljivke y, pa odvajamo po
v d d
4(z* + y?) (xd—§+y) —4xd—§+4y20,

torej je:

dr  (2*+y*+ 1)y

dy (22 4+ 92— 1)z
Desna stran je enaka nic¢, ¢e je y = 0, od koder tako kot pri prvem nacinu dobimo
z = ++v/2. Ko to primerjamo z ostalimi kandidati, vidimo, da je minimalna vrednost

—/2. To&ka, ki je najbolj levo, je torej (—\/5, 0).

Obmodje je zaprto in omejeno, zato sta minimum in maksimum zagotovo dosezena.
Iz parcialnih odvodov:

aof _
or

of
oy
dobimo, da je ekstrem v notranjosti dosezen kvec¢jemu tam, kjer sta vsaj dve izmed
spremenljivk z, y in z enaki ni¢. Tam je seveda f(x,y,z) = 0. Za ekstreme na robu

of _

Yz, Tz, Oz -

Ty
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55.

56.

(ki je zaprto in omejeno obmodje brez roba in brez singularnih toc¢k) pa nastavimo
Lagrangeovo funkcijo:

L=uxyz— N2> +2> +32° - 1).
in iz parcialnih odvodov dobimo enacbe:
yz — 2 =xz —4 \y =y —6A2=0.

Kjer je katera izmed spremenljivk x, y in z enaka ni¢, je seveda f(z,y,z) = 0. Kjer
so vse razlicne od ni¢, pa lahko izracunamo:

Yz rz oy

2 4y 6z

Sledi 22 = 2y? = 322, kar nam skupaj z zvezo 2> + 23> + 32> = 1 da = = +1//3,
y ==4+1/v6, z = £1/3 in f(r,y,2) = £1/(9v/2). Obe vrednosti sta tudi dejansko
dosezeni, torej je minimum funkcije na celotnem obmodju enak —1/(9v/2), maksi-

mum pa 1/(9v/2).

Definicijsko obmocje je zaprto in omejeno, zato sta minimum in maksimum zagotovo
dosezena. Iz parcialnih odvodov:

of _
or

vy, — ==z

dobimo, da je v notranjosti ekstrem dosezen kvecjemu tam, kjer je x = 0. Tam je
f(z,y) = 0. Za iskanje ekstremov na robu je najugodneje, ¢e vse izrazimo z y:

z=flz,y) = (1—(y—2%)y=—y’ +4° -3y

Poiskati moramo stacionarne tocke te funkcije za 1 < y < 3. Iz dz/dy = —3y*+8y—
3 dobimo y = (44+/7)/3. Ker mora biti 1 <y < 3, v postev pride le y = (4++/7)/3.
Za to vrednost spremenljivke y je z = (20 + 141/7)/27.

Minimum nase funkcije je torej 0, maksimum pa (20 + 14+/7)/27 = 2'113.
Is¢emo maksimum prostornine:
V = (a—22)(b—2)r = abr — az® — 2bx* + 22°
pri pogojih ab= S, x > 0, x < a/2, x < b. Nastavimo torej Lagrangeovo funkcijo:
L = abx — az? — 2bx* + 223 — \ab,

ki ima parcialne odvode:

oL , oL

oL
=ar —22° —a)\, — =ab—2azx — 4bx + 62°.

ox
Iz prvih dveh odvodov ob upostevanju, da je a,b > 0, dobimo A\ = z — z%/b =
x — 22%/a. Ker je tudi > 0, od tod sledi a = 2b. Ko to vstavimo v 2£ = 0, po
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57.

ureditvi dobimo (b — z)(b — 3z) = 0. Ker mora biti < b, je edina moznost b = 3x.
Dobimo torej razmerje a : b:x =6:3: 1.

Preverimo Se, da tam res nastopi globalni maksimum. Pri tem se bomo morali
spopasti s tezavo, da definicijsko obmocje zal ni omejeno.

Ocitno je na vsem obmocju V' > 0. Pokazimo, da se prostornina bliza nic¢, brz
ko gre ena od spremenljivk ¢ez vse meje. To se lahko zgodi le z a in b, saj je
r < min{a/2,b} < \/ab/2 = /S/2. Ker je x < a/2, je V < a?b/2 < 5%/(2b), zato
gre V proti ni¢, ko gre b ¢ez vse meje. Iz z < a pa dobimo V < ab* < S?/a, torej
gre V' proti ni¢, tudi ko gre a ¢ez vse meje. Od tod sledi, da V' na obmocju zagotovo
doseze maksimum in to se zgodi bodisi na robu bodisi v stacionarni tocki. Toda na
robu (tj. za x = 0, a = a/2 ali z = b) je V = 0, v notranjosti pa je V> 0. Zato
je maksimum zagotovo dosezen v neki stacionarni toc¢ki v notranjosti, edina taka
tocka pa je naracunana zgoraj.

Smiselno se je najprej nekaj ¢asa voziti po lokalni
cesti, nato po potrebi zaviti v puscavo in se voziti
naravnost do tocke, kjer se priklju¢imo na glavno
cesto, po kateri nadaljujemo do cilja. Oznac¢imo

vvvvv

5

vvvvv

do tocke, kjer smo prisli na glavno cesto. Tedaj
je Cas, ki ga potrebujemo od A do B, enak:

5—x 10—y 2t y?
p=2_24 Y VT Ey )
50 80 40 |y

[S¢emo minimum te spremenljivke na obmodju, 7z
doloc¢enem s pogojema 0 <z < 5in 0 <y < 10.
Vrednosti spremenljivke ¢ v oglis¢ih so prikazane v naslednji tabeli:

Y t

0 0225
10| 0°35
0] 025
10 1 0280

g ool 8

V primerih, ko je x =0 in y = 10 ali pa x = 5 in y = 0, je jasno, da minimum ne
more biti dosezen, saj se vozimo po puscavi vzdolz ceste. Splosneje, brz ko izberemo
x = 0 ali y = 0, morata biti obe spremenljivki enaki 0.

Pri stranicah torej preostaneta le primera, ko je x = 5 ali pa y = 10. Ce je z = 5,

je:
t_lO—y+\/25+y2 dt__lJr Y

80 40 7 dy 80 © 40,/25 + 2
Odvod je enak 0 pri y = +5/4/3 = £2'89. Znotraj definicijskega obmodja je le
pozitivna resitev in tam je t = 0°233.
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Za y = 10 pa dobimo:

t_5—x+\/x2—|—100 dt 1+ T
- " odz 50 402 + 100

50 40
in odvod je enak 0 pri z = +40/3 = £13'3, kar je izven definicijskega obmocdja.

Oglejmo si Se notranjost. Tam velja:
o 1 n x o 1 n Y
oz 50 404/22 442 Oy 80 404/22 + 42

Parcialna odvoda sta enaka nic, ce je:

x 4 Y 1
/:E2+y2 5’ /22 + 42 2°
Ce enacbi kvadriramo in sestejemo, dobimo izizz = %, kar je protislovije. V

notranjosti torej ni stacionarnih tock.

Ko primerjamo vrednosti spremenljivke ¢ v vseh kandidatih za ekstrem, dobimo, da
minimum nastopi pri x = y = 0. Z drugimi besedami, najbolj se splaca drzati cest,
ne splaca se iti povprek Cez puscavo.

Opomba. Da stacionarnih tock v notranjosti ni, se vidi tudi tako, da gledamo
izraze f(pu,qu), kjer sta p > 0 in ¢ > 0 fiksna, u pa gre od 0 do roba definicijskega
obmocja. Ker so ti izrazi u linearni, ekstrem vsekakor dosezejo v krajis¢u. Eno je

cevv

Ze obravnavali.

Opomba. Ce so razmerja med hitrostmi drugac¢na, se voznja povprek ¢ez puséavo
vendar lahko splaca. V splosnem se lahko pri iskanju optimalne strategije omejimo
na naslednje primere:

e peljemo se le po cestah in nic¢ ¢ez puscavo;

e takoj na zacetku zavijemo v puscavo in se nekje pred ciljem (ali pa na cilju)
priklju¢imo na glavno cesto;

e nekaj casa se vozimo po lokalni cesti, nato zavijemo v puscavo in se po njej
vozimo naravnost do cilja.
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4. Krivulje

1. Iz tabele:

~+

Y \ Opombe ‘

x
— —00 | 00| oo
—/3 | 3 0
-1 1]1-2/3]9g=0,<0
0 0 0 t=0,y>0
1 12/3 |yg=0,2>0
V3 3] 0
— 00 |00 | —00
dobimo sliko:
Yy
]_Ak
1 3IN4*
1+
2. Iz tabele:
]t\:z:\y\ Opombe ‘
—1|-1{0]z=0,y>0
1ly=0,2>0
1 1 10]{z=0,9<0

dobimo sliko:
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Ce izrazimo:
1—+1—22

X

t =

(samo resitev z negativnim korenom je ustrezna) in vstavimo v enacbo za y, dobimo,
da gre za polkroznico y = /1 — 2?; —1 < z < 1 (natanko za te x obstaja ustrezen
t).

Da gre za polkroznico, bi lahko seveda posumili Ze iz slike in nam ne bi bilo potrebno
t izrazati z z. Najprej bi preverili, da je 2?2 +1y? = 1, torej gre za del enotske kroznice.
Nato pa bi opazili, da mora biti y > 0 ter da sta zajeti tocki, kjer je x = —1 in
xr = 1. Zaradi zveznosti mora biti za vsak x € [—1, 1] zajeta vsaj ena tocka, torej
gre res natanko za prej omenjeno polkroznico.

3. Ce postavimo p = y/z, po krajsem racunu dobimo:

1+p3 ’ 1+p3
Iz odvodov:
1-2p° . p2-p°)
e T
in tabele:
’ D ‘ x ‘ Y ‘ Opombe ‘
—00 0 0 /gy —0
T - 00 —o0 | g/t — —1
- —00 00 g/t — —1
0 0 0 y=0,2>0
2-1/3 192 3/3 21 3/3 r=0,y>0
21/3 213/312283/3 1 =0, <0
— 00 0 0 /gy —0
dobimo sliko:
y,
1 4
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Iz limite lim, , (x4 y) = —% dobimo Se linearno asimptoto y = —x — %

Pri tej parametrizaciji p ne pretece cele realne osi, temve¢ R \ {—1}. Opazimo pa
tudi, da se krivulja priblizuje izhodisc¢u, ko gre p po absolutni vrednosti ez vse meje.
Torej je smiselno, da bi Sel novi parameter po absolutni vrednosti ¢ez vse meje, ko
bi Sel p proti —1, in bi se blizal doloceni vrednosti, p po absolutni vrednosti ¢ez vse
meje. To lahko dosezemo tako, da postavimo ¢t = 1/(p+1) oz. p = 1/t — 1. Dobimo
izrazavo:

o t(1-1) (1 —t)?

T 18t YT 1-3ttse

V izhodiscu krivulja seka samo sebe in tako je ta tocka v parametrizaciji zajeta
dvakrat: prit = 0 in pri t = 1. Ce uvedemo spet nov parameter u = 2t — 1, se to
zgodi pri u = %1 in dobimo izrazavo:

(1+u)(1—u) (1+u)(1—u)?

2(1+ 3u?) v= 2(1 + 3u?)

Ta parametrizacija se odlikuje po tem, da se x in y zamenjata, ko u zamenja pred-
znak. Krivulja je torej simetricna glede na simetralo lihih kvadrantov, kar se vidi
tudi iz prvotne implicitne oblike.

Tangentni vektor (73, —%) (0,1)

Normalni vektor (%, 73) (—1,0)
X -3

Tangenta Y=——F—— | X=0

Normala Y=vV3X-3)|Y=0

5. Pri t = 0 lahko izberemo a = /2, pri t = v/3 pa a = —7/6.
6. Razumni izbiri sta « = 77/6 in o = —57/6. Izbira o = 7/6 pa ni ustrezna.

7. a) Graf:
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10.

11.

/90 —15 —10 —5 5 10 15 20 <

Naklonski kot: o« = ¢ + %.

Iz:
i =e'(cost —sint), g =e'(cost+sint), z°+g® =2e*

dobimo, da je Zelena dolzina enaka:

2m
/ V2eldt = v2(e¥™ — 1) = 755'89.
0

. Naravni parameter: s = vV/2e¢'.

V2 svV2 sV/2 5v/2

s
Naravna parametrizacija: * = —— cosIn sin In
2 2 2 2

a) V 7. nalogi smo izracunali naklonski kot a = ¢+ 7, v 9. nalogi pa smo izracunali
naravni parameter s = v/2 ¢, Torej je a = Ins — %ln2 + %, do koder dobimo:

I V3t
R=—-=—, = €.
s V2 P
b)Prit=0jex=+v2/2, p=+2inn = (_%%i),
Pritisnjena kroznica: X2 + (Y —1)? = 2.
a) Iz

t=2t, y=1—1t>, Jil+y2=1+1,

, ot - 2(1 —¢7) a o 2(1—t%)

= - ,:— pum—
e (@) Q+e2 T 1+e)s

dobimo, da je iskani drugi odvod enak —1/16.
(141%)?

5 . Minimalni

2
Ukrivlj t] ka Kk = ————, krivinski pol =
rivljenost je enaka x TERAE rivinski polmer pa p

krivinski polmer je torej 1/2.
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12. a) Za vsak x > 0 velja:

dy 4-2? ds |+ dy 2_$2+4
de 4z de de ) 4z
d?y 22+ 4 162
da? 4a? (22 4 4)?
Prix =1 je:
dy 3 ds 5 1 4 , 3
_— = - —_— = - Tr = e = = —
dr — 4 dr 4 & "5 YT 4 7§
in nadalje:

NCE (34 16
“\5'5) """ \"s5°'5)" T 7oy

Pritisnjena kroznica:
31\ 11\? 625
X - — Y+—) =—.
< 16) * ( * 8 > 256

d 32x(3z% — 4
b) Iz odvoda ukrivljenosti £ = x(a(cf—i— e ?) dobimo, da je ukrivljenost po abso-

2V/3
5

lutni vrednosti najvecja pri z =

13. Krivuljo parametriziramo tako, da izrazimo:
y==x1—(z—1)2==+V2r— a2,
z=+\4— 2% —y?=+v4—2x;

predznaka korenov pri izrazavi spremenljivk y in z sta neodvisna. Drugace pove-
dano,

0<z<2;

T = (t, V2 — 2, £V/4 - 2t).

Tangento moramo izracunati v tocki (1, -1, \/5) V njeni okolici je
7 = (t, —V2t — ¢2,/4 = 2t), torej v njej velja:

?: 1, (-1 s T ! = 1’0’_\/_§ :
V2t —t2 VA4 — 2t 2

Tangenta v implicitni obliki:
X—-1=—2(2-V2), Z=-1.

Opomba. Mozna je tudi parametrizacija:

t
r=14cost, y=sint, z:2sin§

(to opiSe celo krivuljo, brz ko ¢ pretece interval dolzine 47; ko ¢ preteCe interval
[0, 27], dobimo zgornji del krivulje (z > 0), ko pa t pretece interval [27, 47|, dobimo
spodnji del krivulje (z < 0).
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3
14. a) zz/ (2 +t%)dt = 15.
0
t3
b) Vsi mozni naravni parametri: s = + (5 + Qt) + C. Velja:
w = t% + 4t* 4 4¢%
, 61> + 161> + 8t

w = ds = s
5 242
, B 1810 + 7611 + 882 + 16
% (t2 + 2)3

V izhodis¢u je t =0 in w” = 2.

- t2,t,1 — (=12t
15. a) t = # sgnt, b= M’
2 +1 Vit +4t2 4+ 1
(B2t —tt 1, -2t —t)
n = sgnt.
VI8 + 56 + 6t + 562 + 1
b) Tangenta: X — 1 =Y — 1 =27 — 1.
Binormala: X — }L = —%(Y — %) =7 — %
Glavna normala: X — %1 = —(Z — %), Y = %
Normalna ravnina: X +Y + 7 = %
Pritisnjena ravnina: —X +2Y — Z = —%.
Rektifikacijska ravnina: Z — X = 1.
1 4+ 412 + 1 2
16. k= —\| —/—F—=, W=— .
lt]\ (¢ +12+1)3 t(tt+ 42 + 1)

17. Sistem najprej zapiSemo v obliki:
V=1-2-2*=z—-2"+1z,
od koder dobimo parametrizacijo:

r=1—2—-2% y==+V2z—223—24; 22— 22— 24 >0.

Pri y < 0 je seveda y = —v/22z — 223 — 24, Po odvajanju in vstavljanju z = 1/2

dobimo:
d d 2234+ 322 -1 d
gy W R —0, £-1,
dz dz 2z — 9223 — 4 dz
' -2
Ce torej s piko ozna¢imo odvod po parametru z, je 7 = | 0 |. Po ponovnem

1
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odvajanju dobimo:

d*z d’y  (62% 4 62) (22 +322—-1)> 18 d’z 0
dz2 Tod2? 22 223 — 28 (22 —222— 2432 /117 d22
.. _2
7= [18/V11
0
Sledi:
EN KNI _18/\/ﬁ KNI 8\/%
Il =v5, Tx7=| -2 |, 177l = =
—36//11 1
8v/26 .

k=—==110.
9V 95
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5. Ploskve

1. Ena moznost je, da uporabimo cilindricne koordinate:
T =7rcosp, Yy=rsiny

in izrazimo z = +/22 —y2 — 1 = +v/r2 — 1. Ce Zelimo zajeti celo ploskev, mora
kot ¢ pretedi interval dolzine 27, r pa mora prete¢i npr. interval [1,00) ali pa
(—o0, —1].

Nekoliko elegantneje pa je, ¢e v prej$nji parametrizaciji izrazimo r = +v/22 + 1. Ce
upostevamo, da sinus in kosinus prevrzeta predznak, ¢e se kot poveca za m, dobimo
parametrizacijo:

r=Vz2+1lcosp, y=Vz2+1singp, z==z.

Ce zelimo zajeti celo ploskev, mora kot ¢ preteci interval dolzine 27, z pa mora
preteci celo realno os.

2. a) z=+/1—22—y2
b) To je zgornja enotska polsfera.

¢) Kot med koordinatnima krivuljama je kot med tangentnima vektorjema, tangen-
tni vektor na koordinatno krivuljo pa ima isto smer kot parcialni odvod vektorja 7
po tistem parametru, ki se spreminja. Ker je:

u

- 2), 7y = (—usinv,ucosv,0) in (7, 7,) =0,
—u

Tu = (cos v,sinv, —

so koordinatne krivulje povsod pravokotne.
d) Velja:
x = costcos(w+1t), y=costsin(w+1t), z=sint,
torej lahko vsakemu paru (u,v) priredimo nov par (¢, w) po predpisu ¢ = arccos u,
w = v — arccos u, pri ¢emer ostanemo v isti tocki. Z drugimi besedami, vsaka tocka

na prvotni ploskvi se ujema z neko tocko na novi ploskvi, ki ni ni¢ drugega kot
enotska sfera: 2% + 9% + 22 = 1.

e) Kot med koordinatnima krivuljama je kot med odvodoma 7, in 7,. Racunajmo:

7, = (—sintcos(w + t) — costsin(w + t), — sin ¢ sin(w + t) + cos t cos(w + t), cos ¢,
Tw = (— costsin(w + t), cost cos(w +t),0)
in

(T, Tw) = cos®u, ||Ti]| = V1+cos2w, ||Tw] =]cosw]|.

Ce torej s ¢ ozna¢imo kot med koordinatnima krivuljama, velja:

| cost]

V1 +cost

cos p =
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V nasi tocki (1/2,v/3/2,0) je u = 0in v = 7/3, od koder sledi cos ¢ = v/2/2, tore]
je kot enak 45°.
f) Nove koordinatne krivulje so pravokotne kvec¢jemu tam, kjer je cost = 0, tj. na

polih. Toda tam je 7, = 0 in kot med koordinatnima krivuljama ni definiran (skozi
pola gre celo ve¢ koordinatnih krivulj iste vrste).

3. Iz
cos v —usinw
Ty = |2usinv| , T, = |ulcosv |, (Tu, Ty) = (2u® —u)sinvcosv
3u? — 1 0
dobimo, da so koordinatne krivulje pravokotne, &e je u = ++/2 /2 ali pa v = kr/2,
ke Z.
4. a) Iz
Ccos v —usinw
Ty = |2usinv| , T, = |ulcosv |, (Tu, Ty) = (2u® —u)sinvcosv
Ju? —1 0

dobimo, da so koordinatne krivulje pravokotne, ¢e je u = 41/2/2 ali pa v = kn /2,
ke Z.

V3/2 1/2 —~3/2
b) Velja 7 = |3v3/2|, Tu=1| 3|, 7o=13/2 |,

2V/3 8 0

[—12 5 [—16
Ty X Ty = | —12 :Z_l —-16].
_21/4 7
Tangentna ravnina: —16X — 16Y + 72 + 18v/3 = 0.
[—29
5. Velja7 = | 58 |,
| —98
[—2cosu+ 10sinu + 14 cosu sin v -2
Tu= | 4cosu —20sinu — 28cosusinv | = | 4 |,
_5cosu—|—QOsinu+28cosusinv 5
[—2cosv + 19sinv + 14 sinu cos v -2
Ty = | Tcosv —38sinv — 28sinucosv | = | 7 |,
_8cosv+388inv+2881nucosv 8
-3 -1 R —1/3
TuXTyp=|6|=3|2]|, N= 2/3
—6 —2 —2/3

Normala: 2X = -Y = Z.
Tangentna ravnina: —X + 2Y — 27 = 261.
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10.

L 2=T7, N=3(-221),

X-1 Y-3 Z-1
-2 2 1
z2=1, X-3Y—-Z+1=0.

Elipsoid razdelimo na dve polovici, od katerih lahko vsako zapiSemo v eksplicitni
obliki:
7 = (z,y,£v/36 — 22 — 49?) .

Velja:
0z x 0z 4y

- = F 5 - = 5
Ox /36 — a2 — 492 Oy /36 — 22 — 492

torej mora biti normalni vektor dane ravnine, tj. (1,1, —1), vzporeden vektorju:

4
e — et 1],
36 — x? — 4y? 36 — x2 — 4y?

to pa se zgodi v tocki 77(4, 1, —4) na spodnji polovici elipsoida in v tocki
Ty(—4,—1,4) na zgornji polovici. Od tod dobimo tangentni ravnini X +Y — 7 =9
inX+Y—-2=-9.

Vektor w bo tangenten na ploskev natanko tedaj, ko bo pravokoten na normalni

-1/3
vektor N. Tega pa smo Ze izrac¢unali v 5. nalogi — prislo je N = | 2/3 |. Dobimo,
—2/3
da je w tangenten na ploskev pri t = 7.
—2 -2
V 5. nalogi pa smo izrac¢unali tudi, da v dani tocki velja 7, = | 4 | inT, = | 7
5 8

Dobimo w = 37,, — 7.

a) Najprej iz © = 2 sledi ucosv = 1, nato pa iz y = 1 dobimo Se usinv = 0. Ker je
ucosv = 1, je u # 0, torej je sinv = 0, torej cosv = 1 in u = 1, zato je z = u® = 1.
Tocka T'(2,1,1) je dosezena pri v = 1 in v = 2km, k € Z.b) Prvi nacin: vektor w
bo tangenten na ploskev natanko tedaj, ko bo pravokoten na normalni vektor N
oziroma natanko tedaj, ko bo pravokoten na vektor 7, x T, (Ce je slednji seveda
neniceln). Iz prvih parcialnih odvodov:

2cosv 2 —2usinv 0
Ty = |cosv+sinv| = |1| , 7, = |u(cosv—sinv)| = |1
2u 2 0 0
—2
dobimo 7, X T, = | 0 |, torej je w tangenten na ploskev natanko tedaj, ko je t = 2.
2

Drugi nacin: vektor w bo tangenten na ploskev natanko tedaj, ko bo w = a7, + 37,
za neka «, 5 € R. Iz prvih parcialnih odvodov (glej prvi nac¢in) dobimo o = 1,
f=-2int=2.
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11. Iz odvodov:

12.

— sin p cos — cos psin 6
T, = | cosgpcost in 7y= |—cospsind
0 cos 6

dobimo koeficiente prve fundamentalne forme:

E=cos’d, F=0, G=1.

1/2 _
l—/ \/cos? 0?4 62 dt .
0

Zdaj odvajamo Se oba parametra:
1 0 1
1= 1=

Sledi:

@

in dobimo: . 1 1
20 22 | A2 2
9 0 :t . p— .
cos” 0 p” + (1 —t2)2 + 1 (1 —t2)2

l_/1/2 dt  In3
Sy 1—t2 2

a) Ze v 9. nalogi smo izrac¢unali, da v dani tocki velja:

Sledi:

[—2cosu + 10sinu + 14 cosusinv —2
Ty = | 4cosu —20sinu — 28 cosusinv | = | 4 |,
| Scosu + 20sinu + 28 cos usinv 5
[—2cosv + 19sinv + 14 sin u cosv —2
Ty = | Tcosv —38sinv — 28sinucosv | = | 7
| 8cosv + 38sinv + 28sinu cos v 8

Od tod izracunamo koeficiente prve fundamentalne forme:

E=45, F=712, G=117.

—1
— 1
Nadalje iz normalnega vektorja N = 3 2 | in drugih parcialnih odvodov:
-2
[ 2sinu + 10cosu — 14 sinu sinv 10
Tuw = |—4sinu —20cosu + 28 sinusinv| = |—20] ,
_5sinu—i—20(:osu—288inusinv 20
[ 14 cosu cosv 14
Tuw = | —28cosucosv| = |—28] ,
i 28 cos u cosv 28
[ 2sinv + 19cosv — 14sin usinv 19
T = | —7sinv — 38cosv + 28sinusinv| = | —38
_—8 sinv + 38 cosv — 28 sinu sin v 38

152
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13.

dobimo Se koeficiente druge fundamentalne forme:
L=-30, M=-42, N = -57.

Ze v 9. nalogi smo izra¢unali, da je w = 37, — T,. Vzamemo torej o = 3 in 3 = —1.
Iz:

Eo? +2Faf + GB* =90,
La* +2MaB + NB* =175

dobimo, da je predznadena ukrivljenost normalnega preseka v smeri vektorja w
enaka —5/6.

Ze v 12. nalogi smo izracunali odvode. Potrebovali bomo:

-2 —2
o=, T=|7
5 8

Nadalje smo izracunali koeficiente obeh fundamentalnih form:

E=45 F=72, G=117,
L=-30, M=-42, N=-57.

Iz:
L M E F
det ({M N] - A [F G]) =81A+27TA =54 =27\ + 1)(3A — 2)
dobimo glavni ukrivljenosti Ay = —1 in Ay = 2/3. Ker sta nasprotno predznaceni,

je tocka hiperboli¢na.

Ploskev drugega reda, ki najbolje aproksimira ploskev, ima v primernih ortonormi-
ranih koordinatah (£, 7, () z isto orientacijo enac¢bo ¢ = —%52 + %7}2.

Za glavni smeri nastavimo enacbo:

(b 5[ ) =

Pripadajoca glavna smer je smer vektorjev a7, + 8T,.

-2
e Za A = —1 dobimo a = —20 in glavno smer, doloc¢eno z vektorjem | 1
2
o
e Za A = 2/3 dobimo 2ae = —3f in glavno smer, dolo¢eno z vektorjem |[2].
1
14. Iz glavnih ukrivljenosti \; = —1 in Ay = 2/3 dobimo Gaussovo ukrivljenost

K = —2/3 in povpre¢no ukrivljenost K = —1/6.



M. RAIC: VAJE IZ MATEMATIKE 2 (PRAKTICNA MATEMATIKA) 154

15. a) Najprej iz z = 0 sledi v = 0 ali pa v = 0. Ce je u =0, iz y = —2 sledi v? = —2,
kar ne more biti res. Ce pa je v =0, iz y = —2 sledi = —2 in nato x = 4. Iskana
tocka je torej T'(4,—2,0).

b) Iz prvih parcialnih odvodov:

2u —4 1 1
Tw=\|1|=11]|, 7p,=1(20| =10
v 0 U -2

dobimo koeficiente prve fundamentalne forme:
E=17, F=-4, G=5.

Nadalje izracunamo vektorski produkt in normalni vektor:

—2 1 [
Ty X Ty = |=8], |7 X 7||> = EG — F? =69, N=——|-8
1 69 |_4

Iz slednjega in drugih parcialnih odvodov:

\3
g
S
|
cow
3l
e
|
— o o
3
N3
|
oo

dobimo $e koeficiente druge fundamentalne forme:

B 4 B 1 N 16
V69’ V69’ V69
G krivlj t: K 03 [ 0°0132
aussova ukrivljenost: K = — = — = :
! 692 ~ 529
Tocka je elipti¢na.
300 50
Povprecna ukrivljenost: H = T3 602 —23\/@ = 07262.
16. Iz:
faola,y) = 32%y*, p=3,
fy(xay) :2I3y, q:27
fmiﬂ(xay):6xy27 T:67
fxy(xay) :6$2y, 3:67
fou(z,y) = 227 t=2
dobimo E =10, F =6, G=5, EG—-F*=1+p*+¢*=14,
6 6 2
L=—, M=— in N=—

V14’ V14 V14’
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17.

18.

Ker je LN — M? = —12/7 < 0, je tocka hiperboli¢na.
LN — M? 6
krivljenost: K = =~ 2" _ _ 2
Gaussova ukrivljenost 20— F 15
EN+GL—-2MF 11

20EG—F?) 1414
Iz p =2z +y in ¢ = x + 2y dobimo:

Povprecna ukrivljenost: H =

E=1+42*+4ay +y*, F=22"+50y+2y°, G=1+2>+4ay+4*,
EG — F? =1+ 522 + 8xy + 512 .

Nadalje iz r = 2, s = 1 in t = 2 dobimo:

9 1 9
- VEG - F2’ - VEG - F2’ - VEG —F?’
3

Sledi LN — M* = :
1 + 5a2? + 8xy + 5y?
gelna, ¢e bo L = AE, M = AF in N = AG za neki \, ki je enotna ukrivljenost v

vseh smereh. Tak A\ obstaja natanko tedaj, ko je:

zato so vse tocke elipticne. Tocka bo kro-

1+ 42”4+ day + 132 = 1+ 22 + 4oy + 49 = 42 + 102y + 4%

Prva enacba velja natanko tedaj, ko je x = y ali # = —y. Ce je x = —y, druga
enacba ne more veljati, ¢e pa je = y, druga enacba velja za z = +1/3. Krogelni

tocki sta torej TI(%, %, %) in Tg(—%, —%, %) V obeh velja:

torej je ukrivljenost enaka 1/v/3.

Uporabimo izrek o implicitni funkciji in 51. nalogo iz 3. razdelka: tam je obravna-
vana ista zveza med koordinatami. Normala je vzporedna osi z natanko tam, kjer

je g—; = g—; = 0. Izracunali smo, da je to pri z = 0,y = —2, 2 = —2 in da tam velja:
822 . 822 o 822; B 0
Ox? ordy oy

Ker sta prva odvoda enaka ni¢, je FE =1, F=0,G=1,L=4, M =—-1in N =0.
Iz zveze:

‘4—)\ -1

—\2 _ N
;) 4_/\‘_)\ IN—1=0

dobimo glavni ukrivljenosti A; o = 2 £ V5.
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19. Najprej izracunajmo prvo in drugo fundamentalno formo:

p=2r=-8, q=4y=4, r=2, s=0, t=4,
65, F=-32, G=17, EF-—F*=1+p’+¢ =81,

=2 M=o N=%
9 9

Normalna vektorja sta Np = 5(8,—4,1) in Ny = 3(—2,-2,1). Velja:

1 1 0 0
T,=(0]=]0]| in 7=|1]|=]1],
2z -8 4y 4
Q@
torej vektor (a, #) v parametri¢nem prostoru dolo¢a tangentni vektor 153 .
—8a + 40

Ta je pravokoten na ﬁn, ¢e je = 5a. Ukrivljenost normalnega preseka v smeri
tangente na krivuljo, ki je presek dane ploskve in ravnine, je:

2.2 492
L st 1
R 65a%2 —64af+ 1752 15
Kon¢no iz <ﬁp, ﬁn> = —2—77 izracunamo Se ukrivljenost posevnega preseka:
1 T 9 .
- = = = 070690 .
p _(13\2 104170
L= (3)
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6. Ponovitev elementarnih integralov
1. (2—§3 — %) v+ C.

322 —4x 31
2. ———+ —1In|2 .
13 +27n| +3z|+C

3. —i(z+1)2e T+ C.

4. S substitucijo t = 2z — 1, z = (t* + 1)/2, do = t dt dobimo:

g 13 16
— = dr=-= 24+ 1)dt = —.
/1\/2x—1 * 2/1( +1) 3

2m
5. Oznacimo J ::/ ’sinx — %’ dx.
0
Prvi nacin. Neposredno izra¢unamo:

/6 57/6 2w T
J:/ (%—sinx)da:+/ (sinw—%)dx—l—/ (%—sinw)d$:—+2\/§.
0 /6 5m/6 3

Drugi nacin. 7 upostevanjem periodi¢nosti malo poenostavimo:

137/6 57/6 137/6 -
J:/ |sinx—%‘dx:/ (sinx—%)dxjt/ (%—sin$)da::—+2\/§.
/6 /6 5m/6 3

6. (In3)/2.

7. Prvi nacin. To je plos¢ina polkroga s polmerom 1, ki je enaka /2.
Drugi nacin. Oznacimo:

1
J::/ vV1—22dx.
-1

S substitucijo x = sint dobimo:

T . /2
J = " cos’tdt = z + sin(2t) /
—x/2 2 4

—7/2

™
5 .

Tretji nacin. V integral vpeljemo substitucijo ¢ = /1 — 22, toda to ne gre brez
razdelitve integrala (z neprevidno izvedbo kaj lahko dobimo, da je integral enak nic,
to pa ni res, ker je integrand povsod pozitiven). Ker je x +— /1 — 22 soda funkcija,
velja:

1
J:2/ vV1—22dx.
0
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Po vpeljavi nove spremenljivke t = /1 — 22 dobimo:

O At
L VI-2
boedt
0o VI-2
! 1
=2 —V1-t?|dt =
[ =)

1
—J=
0

J=-2

=2

= 2arcsint

=7—J.

Sledi J = 7/2.

8. S substitucijo t = 2% — 82% + 8z + 3 se dani integral prevede na:

3
/&Stdtzo.
Y

Substitucija je legitimna, ker je integracijska pot zvezna in gladka ter ker sta vzdolz
cele poti oba integranda dobro definirana (recimo nikjer ne pride do deljenja z 0) in
enaka (nikjer recimo ni dileme o predznaku korena).

9
9. 3 arcsing + ng — 22 + C. S substitucijo:
x=3sinu, V9—2x2=3cosu, dr=3cosudu
dobimo:

/\/9—x2dx—9/c082udu—

= g/(cos(Zt) +1)dt =
_ 9sin(2t) | 9t

T L0 =
4 + 2 +
9sintcost 9t
T e — C:
2 + 2 +

9
:§v9—x2+§arcsin§+C.

10. Prvi nacin. S substitucijo:

x=3shu, V224+9=3chu, dr=3chudu
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dobimo:

/\/mdng/ch%du:
—g/(ch(Qt)Jrl)dt—

9sh(2t) Ot
p— —_— C p—
i 2T

B 9shtcht 9t

T L0 =
2 jLQjL

:g\/x2+9+gArsh§+C.

Drugi nacin. S substitucijo:

¢
ViZrg— "
» VY=gt

1
g, t=z+Va2+9, dx:<—+i)dt

2 2t

Rle

po krajSem racunu dobimo:

/\/mdx:/(hﬂﬁ_l) dt =

4 2t A3

2 81 9
S N e
g gz Talnll+

BN NG B It +C =
“o\2 72\ ) T -

9
= gx/x2+9—|— 5111(37—1—\/:102—1—9) +C.
Rezultat je enak kot pri prvem nacinu, ker je Arshg =In (x + Va2 + 9) —In3.

9
11. g\/:zc2 —9— §1n|$+\/:r2 — 9‘ +C.
9
Tudi gvxz -9 — §Arch§ +Cizax>3
9
in g\/xz -9+ éArch <—§> +C) zax < -3.

12. Oznacimo iskani integral z J. Vanj se splaca vpeljati substitucijo t = tgx, a z

nepremisljeno uporabo dobimo:

0
dt
J=[] —— =0
/025+16t2 ’

kar ni res. Taka uvedba substitucije je napacna zato, ker je krivulja ¢t = tgx

prekinjena. Zato je potrebno integral razdeliti:

J_/W/Q dx +/37r/2 dx +/~37r/2 dx
Jo 16+9cos?z  Jp 1649cos?’z ),  164+9cos?z
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7 upostevanjem periodi¢nosti dobimo:

3m/2
J = 2/ _de
a2 16+ 9cos?w

in v ta integral lahko vpeljemo zgornjo substitucijo. Dobimo:

& dt T
J =2 _— = —.
/_0025—1-16152 10

160
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7. Integrali s parametrom

1. V integrandu moramo razdelati absolutno vrednost. Za ta namen je kljuc¢no, da
izraz 2x — 3y pride na ni¢ pri y = 2z/3. Lo¢imo tri moznosti:

o Ceje2z/3 <0, je tudi 20/3 < y za vse y € [0, 1]. Povsod znotraj integrala je
torej 2x — 3y > 0, torej je:

F(:L’):/Ol(Zx—?;y)dy:;—Qx.

e Ceje2x/3 >1,je tudi 22/3 > y za vse y € [0, 1]. Povsod znotraj integrala je
torej 2x — 3y < 0, torej je:
3

F(m):/o (3y—2x)dy:2x—§.

e Cepaje0<22/3<1,je20—-3y>0za0<y<2r/3in2r—-3y<02za
2x/3 <y < 1. Torej je:

F(flf):/ (2$—3y)dy+/ (By —3z)dy = — — 22+ = .
0 2

/3 3 2
Sklep:
3 .
5—2:1: <0
F(x) = §x2—2x+% ;nggg
2x—% ;xZ%
2. Velja: P P
=0 sin(zy) i sin &£
! 2
ga::/ ——dy:/ cos(xy) dy = .
@=/ 5 [ cos(ay) dy ==

Opomba. Iz odvoda dobimo Se eno integralsko izrazavo funkcije g:

T gin It
g() =/ 2 dt,
0 t

ki pa je ekvivalentna prvotni: le-to namre¢ dobimo s substitucijo y = nt/(2z).

3. Izracunati je treba ¢'(z), kjer je g(z) := F(.CE, x, \/E) in:

b o—y?/z
F(x,a,b):/ dy.
a Y

Parcialni odvodi so enaki:

1 b ) e—a2/x _ e—b2/:v
Fl‘ ) ab = 5 Y /xd = 5
(wab) = % [ye iy =
e—a2/x
Fa ) 7b = - s
(o) =~
67b2/:c
Fy(z,a,b) =

b
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Zdaj pa uporabimo verizno pravilo. Ce ozna¢imo I = g(x) ter vzamemo a = z in
b=/, velja tudi I = F(x,a,b), torej je:

g’(x)zgzg_f_g%_kgﬁ

dz Ox Qadx Obdx’
Pri tem v navadnem odvodu % spremenljivko [ gledamo kot funkcijo zgolj spre-
menljivke x (torej I = g(x) — gre za totalni odvod), v parcialnem odvodu % pajex
del sistema spremenljivk x, a in b (torej jemljemo I = F'(x, a,b)). Ra¢unamo naprej
in dobimo:

J(x) = Fy(z,2,v/x) + F(z,2,/x) +Fb(x,x7\/§)ﬁ —

e —e b e el
2z T 2
e*fﬂ
2
4. Oznacimo:
2/ (@)

Y 1/(a+1) 2/(z+1)
x) = —dy = Flx, e , € ,
g9(z) /el/(ac+1) Iny Y ( )

kjer je:

boye
F(a:,a,b):/ lnydy.

Funkcija g je definirana in odvedljiva na (—oo,—1) in na (—1,00). Iz parcialnih

odvodov:
b
berl _ aa:+1
F-T I 7b == * d =,
(x,a,b) /a y* dy —
a/l’
Fa ) 7b = - s
(z,2,) Ina
Fyl,a,b) = =
. a.b) = —
b ) 9 lnb
in veriznega pravila dobimo:
gl(j,‘) = Fx(x 61/(I+1) 62/($+1)> _ Fa<l‘ 61/(x+1) 62/(7/‘4'1)) M B
) ) ) ) (l’ + 1)2
2 62/(m+1)
_F V@+1) 2/@+1)) 2670
(o e a ) (z+1)2
2 1/(z+1 92/ (241
_e—e +(x+1)6$/(x+1) el/(z+1) B x—i_le%/(”l)M _

=0.
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Torej je g na vsakem izmed poltrakov (—oo, —1) in (—1, 00) konstantna. Nadalje s
substitucijo z = 1/y dobimo:

e—2/(z+1) Z_x dZ e—2/(z+1) Z_x_Q e2/(—x—2+1) Z_x_Q
g(x) =— — = dz = dz =
e—1/(z+1) — Inz z e—1/(z+1) Inz el/(—z—2+1) Inz
=g(—x—2).

Ker preslikava = — —x — 2 ravno zamenja intervala (—oo, —1) in (—1,00), mora
biti prej omenjena konstanta enaka za oba intervala, torej je integral res neodvisen
od x. Numeri¢ni izrac¢uni pokazejo, da je (do zaokrozitvenih napak natancno) enak
3°05912.

5. Ni tezko preveriti, da je funkcija a +— ds(fs, f) zvezno odvedljiva na vsej realni osi
in da gre proti neskoncno, ki gre a proti neskon¢no ali minus neskonc¢no. Zato bo
minimum dosezen tam, kjer bo odvod enak ni¢. Velja:

d [ ! 12
da 0(x2—1—aa:)2dx:—2/0 x(m2—1—ax)dx:§+?a’
kar je enako ni¢ pri a = —3/4. Tam je dosezena minimalna oddaljenost.

6. Integral obstaja za vsak x in je enak 7 sgn(x).
Rezultat ni zvezna funkcija, ¢eprav je integrand zvezna funkcija dveh spremenljivk.

7. Optimalna funkcija g, ki jo lahko postavimo, je g(y) = sup,¢; | f(z,y)|. Zaradi sime-

.o . |1;| _ T x . .
tI'lJe Velja Supfagxga W = Supogxga m Izraz W Je za @ Z 0 nenegatlven,

pri z = 0 je enak ni¢ in tudi gre proti nic¢, ce gre x proti neskonc¢no. Iz odvoda:

0 x 1 — a2y?

o1 +22y? (1 + x%y?)?

dobimo stacionarno tocko x = 1/|y|. Omenjeni izraz torej za 0 < x < 1/|y| narasca,
za x > 1/|y| pa pada v x. Sledi:

a _ ’ | < 1

) || 1+a2y? =y
s = su

Y fa<zp<a 1+ x2y? 1 . 1

) ’y| Z -

2|y a

Ker integral fl(;oa s(y)dy = f;oa ﬁ dy ne obstaja, tudi integral ffooo s(y) dy ne obstaja,
zato pogoji danega kriterija niso izpolnjeni.

8. Integral obstaja za a < 0 in je enak —.
a

9. Za a < 0 integral nima pomena, ker integrand za y > 1/y/—a ni definiran. Za a < 0
pa integral obstaja in je enak 7+/a.

10. z < 1.
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11. = > 1.

12. Povsod.

13. Nikjer.

14. 1<z <2
15. Povsod.

16. Nikjer.

17. 12 <z < 1.
18. = > 1.

19. -1 <z <1
20. x=0alixz > 1.
21. Nikjer.

22. Povsod.

23. z <0.

24. x < 0.

25. Nikjer.

26. z < 0.

27. 1 <x < 2.

°° arct
28. Oznacimo F(z) = / L(my) dy. Najprej opazimo, da obstaja:

o y(1+9?)

F(0) :/OOOOdy:O.

Za f(x,y) = %%) je fo(2,y) = Grymarazy in lahko ocenimo |f:(z,y)| < 17,



M. RAIC: VAJE IZ MATEMATIKE 2 (PRAKTICNA MATEMATIKA) 165

1

g dy pa obstaja. Zato velja:

posploseni integral

Y dy
F@ ‘/0 0+ 221+ )

1 /°° 2 1 du —
a2 -1, 1422y 1492 v=

oo

1
=5 (z arctg(zy) — arctgy) ’y:O =

1 o0
=5 (Jz| arctg(|z|y) — arctgy) ‘y:O =

o omlx| -1
T 221
o m |z -1
T2 zPP—1
. 7

C2(fx + 1)

Zgornji izracun je legitimen za z € R\ {—1,1}. Toda iz ocene |f,(z,y)| < ﬁ in
ﬁ dy sledi tudi, da je funkcija F’ zvezna. Ker je tudi izraz

zvezen v x, mora enakost veljati za vse realne x.

obstoja integrala fooo
2(|z|4+1)
Primitivno funkcijo F' najprej izracunajmo za z > 0. Tedaj je:
T

F'(z) = T 1)

Z integracijo dobimo, da za =z > 0 velja:

ﬂ@:gm@+n+c.

Ker je F(0) =0, za x > 0 velja F'(z) = gln(az—l— 1). Zdaj pa opazimo, da je funkcija

F' liha, torej mora veljati:

< arctg(zy) T
————=dy = = In(|x| + 1) sgn(x) ,
| S ay = S inlal+ 1) senla)

in sicer za vse x € R.

29. Oznac¢imo:

e~ W — ety

f(aabay) ::Ta F(aab) ::/O f(aabay)dy'

Obravnavajmo b kot parameter, a pa kot konstanto. Obstoj integrala moramo
dokazatiza b € I := (0,00). Integral F'(a,b) oitno obstajazab = a € I (tam je enak
ni¢). V naslednjem koraku moramo primerno oceniti parcialni odvod f,(a,b,y) =
e %, aza b€ I lahko ocenimo le:

0 S fb(a7b)y) = e_by < ]-7
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30.

integral fooo 1dy pa ne obstaja. Pomaga pa, ¢e se najprej omejimo na ozje intervale.
Izberimo 0 < u < a in definirajmo I, := [u, 00). Spet opazimo, da integral F'(a,b)
obstaja za b = a € I,. Zdaj pa lahko za vsak b € I, ocenimo:

0< fylaby)=e™ < e,

Ker je f, zvezna v b in y in ker integral [~ e™*¥ dy obstaja, integral F'(a,b) obstaja
za vse b > u in tam velja:

Fy(a,b) = /000 e Wdy = %
Ker je bil u € (0,b) poljuben, vse to v resnici velja za vse b > 0. Sledi:
F(a,b) =Inb+ C(a),
kjer je C' neka funkcija. A ker je F'(a,a) = 0, mora biti C'(a) = —Ina. Sledi:

00 o—ay _ by
/ ﬁdyzlnb—lnazlné.
0 Y a

o0 —ay o}
Pisimo F(a) = / ¢ sy dy. Po odvajanju pod integralskim znakom dobimo:
0 Y

F'(a) = —/ e %sinydy,
0

Odvajanje utemeljimo s tem, da lahko za vsak u > 0 in vsak a € I, := [u,00)
ocenimo ‘e*“y Siny} < e ™ in da integral fooo e~ dy obstaja. Iz nedolocenega

integrala:
e™

/eay sin(by) dy = a2—+b2(a sin(by) — beos(by)) + C

dobimo:

F'(a) = —

Sledi:
da

F(a):—/a2+1 = —arctga+C.

Iz ocene |siny| < |y| sledi ocena:

0 1
F(a)| < / ey =1,
0 a

iz katere sledi sledi lim,_, F'(a) = 0. Torej mora biti C' = 7/2, se pravi, da velja:
F(a) = g — arctga = arcctga .

Sklep je pravilen za a > 0, zaradi zveznosti pa tudi za a = 0. Velja torej:

/ smydy:z'
0 Y

[\
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31.

32.

33.

Za a = 0 je integrand, torej tudi integral enak 0. Za a # 0 pa lahko integral s
substitucijo prevedemo na integral iz prejsnje naloge ter tako dobimo, da prav tako
obstaja in da je enak msgn(y).

00 p—ay by) —
Ozna¢imo F'(a,b,c) = / e (cos( yy) cos(cy)) dy. Po odvajanju dobimo:
0

%F(a, b,c) = — /0 e (cos(by) — cos(cy)) dy -

Odvajanje spet utemeljimo s tem, da lahko za poljubna 0 < u < a ocenimo
|e‘“y cos(by) — cos(ay)! < 2e™" in da integral [~ e " dy obstaja. Iz nedoloce-
nega integrala:

a ey :
/e Y cos(by) dy = a2—+b2(a cos(by) + bsin(by)) + C
dobimo: 9
a a
9 F(a,b,c) = - .
da (a,6,¢) a2+ a®+ b

Torej mora veljati:

a a 1. a®+ ¢
F(a7bjc):\/(a2—|—c2_a2—|—62) dazﬁlnm—l—[((b,C)

Iz ocene: - 5
|F(a,b,0)] §/ 2 Wdy =~
0 a

dobimo, da je lim, ,, F'(a,b,c) = 0. Z limitiranjem pravkar izra¢unanega nedolo-
Cenega integrala dobimo, da mora biti potem K (b, c) = 0. Torej je:

a a 1. a?+ 2
F(a’b7C):/(a2—|—c2_a2—|—b2> da:§ln—a2+b2.

Postopek je legitimen za a > 0, iz zveznosti pa dobimo, da rezultat velja tudi za
a = 0. Tedaj (seveda ob predpostavki, da je b, c # 0) velja:
o b _
/ cos(by) — cos(cy) dy =1 ‘f .
—o0 Yy

Oznacimo F(a,b) := [ M dy in za a > 0 izrac¢unajmo:

0 [ sin(ay)
aaF(a,b)—/_ y dy=m.

Ker je F(b,b) = 0, mora biti:

[e.9]

F(a,b) =7(a—b)

za vse a,b > 0, zaradi zveznosti pa tudi za vse a,b > 0. Koncno, ker je integrand
sod v a in b, za vse a,b € R velja:

F(a,b) = 7(|al — [b]) .
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* arct 2
34. Oznacimo F(a) = / L;w)dx. Najprej dokazimo, da F' povsod obstaja in
e T
da je zvezna. Ker je:
. arctg(ar?) ol
x—0 ;C2

lahko pisemo tudi F'(a) = ffooo g(x,a)dz, kjer je:

arcti(zaxQ) o # 0
g(x,a) =

a s =0.

Tako definirana funkcija ¢ je pri vsakem x zvezna v a in s tem smo v posplosenem
integralu odpravili kriticno tocko 0. A v nadaljevanju potrebujemo vec¢ kot to, in
sicer, da je funkcija g(z,a) je zvezna v x in v a. Za ta namen pa piSimo:

arctgt .
{ actgl £

z,a) = ap(az?), kjer je t) =
9(x,a) = ap(az”) jer je  ¢(t) 1 t—0.

Ker je funkcija ¢ povsod zvezna, je tudi funkcija g(z,a) zvezna v z in v a.

Vrnimo se zdaj k obstoju in zveznosti integrala F'. Integral F'(a) prav gotovo obstaja

za a = 0 — tam je enak 0. Privzemimo zdaj, da je a € I = [-M, M]. Ocenimo
lahko: _
9(e.0) < 55 i glz,a)l < o] <M,
torej:
M x| < X
|g(x,a)| < hM(JJ) = min{%,M} _ { ) ’ ‘ oW
2 222 ; ’JI‘ > A/ W .

Velja:

0o 00 w/(2M) 00 dr
/ hM(a:)dx—Q/ hM(x)dx—2/ MdIE—I—ﬂ'/ — =2V2rM.
e 0 0 /@My T

Torej ffooo hy(z) dz obstaja. Ker je g(x,a) zvezna v z in v a, to pomeni, da F
obstaja povsod in je zvezna. Zdaj pa formalno odvajamo:

F'(a):/w;dx.

oo 1+ a?a?

Da je racun legitimen, bomo pokazali malo kasneje. Prej pa za a > 0 uvedimo
substitucijo ¢t = y/a x in izra¢unamo:

\/‘/ 1+t4:7r\/;

Pokazimo zdaj, da je racun za a > 0 legitimen. NaJ bo 0 < m < a. Tedaj lahko

. T 2 .
ocenimo 7 + o < T L — in ker integral f dex = I obstaja, res smemo

0 1+m2x4
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35.

odvajati pod integralskim znakom za vse a > wu. Ker je bil m poljuben, smemo
odvajati za vse a > 0. Po integraciji dobimo, da za a > 0 velja:

F(a) = V2 +C.

Zaradi zveznosti funkcije F' to velja za vse a > 0. Zdaj pa opazimo, da je funkcija
F liha; med drugim to pomeni, da je F'(0) = 0. Od tod brz sledi C' = 0. Iz lihosti
pa zdaj dobimo, da za splosni a € R velja:

F(a) = m/2|a| sgn(a) .

Oznad¢imo:
In(1 + a?x?)

fla,z) = 14 22

: F(a) ::/ fla,z)dz.
Najprej opazimo, da obstaja integral F'(0) = 0. Integral izra¢unamo z odvajanjem.
Odvajamo torej integrand:

2ax>

Jala:2) = T B 0 T a2

Za vse a > 0 velja:

> 2a > 1 1
Ja,x)de == _ dr =
/oof(ax) v a2—1/m{1+x2 1—|—a2x2} v

_2a arcty o — arctg(az)\ |~ _
a? —1 a -

27
Ca+1

(predpostavka a > 0 je potrebna za veljavnost zadnje enakosti).

Izberimo m > 0. Za a > m lahko ocenimo:

27
< —
|fa(a,x)‘ — m(1+ 2?)
Ker integral ffooo ﬁdx obstaja, tudi za vse a > m obstaja integral F'(a) in
velja:
2
F'(a) = .
(@) =——

Ker je m > 0 poljuben, zgornja enakost velja za vse a > 0. Sledi, da obstaja taka
konstanta C, da za vse a > 0 velja:

F(a)=2mrIn(a+1)+C.

Izracunali smo ze F'(0) = 0. Toda ¢e Zelimo od tod sklepati, da je C' = 0, potrebu-
jemo, da je F' zvezna v 0. Za ta namen za |a| < 1 ocenimo:

In(1 + 2?)

flao) < 2

= g(x).
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36.

Integral F'(a) bo zvezen za |a| < 1, brz ko bo obstajal integral [~ g(x)dz. A ker je
funkcija g soda, bo dovolj preveriti obstoj integrala od 0 do neskon¢no. Se veé, ker
je funkcija g zvezna na [0, 1], bo dovolj preveriti obstoj integrala od 1 do neskon¢no.

Ocenimo:

In(1+2%) <In[(1+Va)'] =4m(1+ Vz) <4V,
Za x > 1 je torej g(z) < 42732 Ker integral [ z7%?dz obstaja, obstaja tudi
integral [~ g(z) dx.

Dokazali smo torej, da za a > 0 velja F'(a) = 2w In(a + 1). Iz definicije pa vidimo,
da je funkcija F' soda, torej integral obstaja za vse a € R in velja:

F(a) =2rIn(la| +1).

Oznacimo: .

m, F(a) = /_Oof(a,x)dx

in opazimo, da je f(a,x) = ga(a,x), kjer oznacimo Se:

fla,z) =

1 o
g(a,x) = “Wra) G(a) == /Oog(a,:p) dz.

Preverimo, da velja F' = G'. Najprej izra¢unamo:

o)
T

G(a) = _ L arctg — il

Va e al T VA

Funkcija G torej obstaja za vsak a > 0. Naj bo m > 0. Za a > m lahko ocenimo:

| N Lol < vm,
F(a,3) € ———— < h(2) ::mm{_ _}:{ -

Ker integral:

hm(z)de = — dz + — dr + — dz
—00 — 00 x ,\/mm \/mﬂ?

obstaja, f pa je zvezna v a in x, za a > m res velja:

F(a) = G'(a) = #

Ker je bil m > 0 poljuben, to velja za vse a > 0.

8=
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11\ 945
40. T — ) = 22 /7.
0 (2) 3 V7

41. Oznacimo:
1 _ e—axQ

fla,z) == ——5—, F(a) = /Ooof(a,a:)da:.

T

Najprej opazimo, da obstaja integral F'(0) in da je enak 0. A za uporabo izreka o
odvajanju posplosenih integralov to ne bo dovolj, saj potrebujemo obstoj v notranji
tocki intervala.

Pokazimo, da obstaja F'(1). Funkcija ¢(x) := f(1,z) je zvezna na (0,00) in ima
limito, tako ko gre x proti ni¢ kot tudi, ko gre proti neskon¢no. Zato je omejena,

se pravi, da obstaja tak M, da je |p(x)| < M za vse x > 0. Velja pa tudi ocena
lo(z)] < 1/z*. Oboje povzamemo v oceno:

p(x)] < h(z) = min {M, i}

12

0o 1/vM 1
/ h(a:)dx:/ de+/ — dz
0 0 1/vVM T

obstaja, obstaja tudi F'(1).

in ker integral:

Integral odvajajmo. Velja:
2
fala,z) = e,
Ta funkcija je zvezna v a in v z. Izberimo 0 < m < 1. Za a > m in x > 0 ocenimo:

2

|fala, )| < ™™ =: hy,(x).

2

S substitucijo t = ax® izra¢unamo:

00 , 1 00 r 1
/ e dx = / 27t qt = ﬁ = ﬁ
0 2va Jo 2ya  2y/a

Torej integral fooo hm(x) dx obstaja. Sledi, da integral F'(a) obstaja za vse a > m
in tam velja:
F'(a) = / e " dz = ﬁ
0 2va

Ker je bil m poljuben, vse to v resnici velja za vse a > 0. Za te a sledi:

F(a) = Vma+C,

kjer je C' neka konstanta. Ker je F'(0) = 0, je C' = 0, &e je le F zvezna v 0. Za
dokaz tega dejstva pa uporabimo, da je f(a,z) = ap(zv/a). Iz ocene |p(z)| < M
sledi ocena |f(a,z)| < a, iz ocene |p(x)| < 1/2? pa sledi ocena | f(a,z)| < 1/2*. To
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42.

43.

44.

45.

46.

pa pomeni, da za 0 < a < 1 velja |f(a,z)| < h(x). Ker je funkcija f zvezna v obeh
spremenljivkah in ker integral [~ h(x)dx obstaja, je F res zvezna v 0. Sledi:

o 1 _ pax?
/ de:\/ﬂa.
0

x2

Konstanto C' pa lahko izracunamo Se hitreje: ¢e v prvotni integral uvedemo substi-
tucijo s = xv/a, dobimo zvezo F(a) = F(1)y/a. To pa je mozno le, ¢e je C' = 0.

3 3
B, =) =32m.
256 (2, 2) 32m

Ll
12 2° 2 12
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8. Dvojni in trojni integral
1. Integracijsko obmocje moramo najprej opredeliti s pogoji, ki jih dobimo tako, da

enacbe spremenimo v neenacbe, to pa tako, da obmocje zadosca zahtevam iz besedila
naloge. Za to imamo Stiri moznosti, edina, ki zadosca zahtevam, pa je:

DZ{(w7y);y>§,w>y2}.

Prevedba na dvakratni integral gre lahko na dva nacina.

Prvi nacin: pogoje zapisemo v obliki 0 < x < 4, x/2 < y < y/x. Dobimo:

4oV 4 2 124
2 dd:/ B O/ TR B Pl
/O/I/Q(x Fy)dyde= | m<\/_ 2>+2 s T

Drugi nacin: pogoje zapisemo v obliki 0 < y < 2, y? < x < 2y. Dobimo:

2 2y 2 8 3 __,6 124
/ / ($2+y)dxdy—/ {—y 3 Y +y(2y—y2)] dy = 5
0 Jy2 0

2. Prvi nacin:

1z 2,1 3,1
/ / mydyd$—|—/ / :L‘ydydx—i-/ rxydyder =
0o Jo 1 Jo 2 Ja—2

1t 1 2 13
:—/ x3dm+—/ xda:—l——/ x(l—(m—2)2)dx:
2 /o 2/, 2 /s

Drugi nacin:

1 ry+2 1 ! 2 5
/ / :cydxdy=§/ y((y+2)2—y2)dy=2/ (y2+y)dy=§-
o Jy 0 0

(%) 2x 1 ood
/ / —dydx:2ln2/ &
0 Jzj2 LY o T

3. Dobimo:

in integral ne obstaja.

oo px/2 1 00 1
/ / exdydx:—/ re *dr=—.
o Jo 2 Jo 2

e fdedy = e Ydy =—.
0o Jay 0 2

4. Prvi nacin:

Drugi nacin:
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5. Oznacimo dani integral z . S substitucijo s =  + y v notranjem integralu dobimo:

I:/ / e~ dsdz.
0 x

Zdaj pa zamenjamo vrstni red integracije. Dobimo:

]:// e_Sstdx:/ / e_Sdeds:/ se ¥ ds.
s>x>0 0 0 0

S substitucijo t = s? nadalje dobimo:

6. Oznacimo iskani integral z J.

/ / Y’ dye " dz.

S substitucijo ¢t = y/x v notranjem integralu dobimo:

Prvi nacin:

e 1
J = / e dy / 11 —t)"tdt = T'(a +b) B(a,b).
0 0

:/ y“l/ (z —y) e dady.
0 y

S substitucijo t = x — y v notranjem integralu dobimo:

Drugi nacin:

J =yt / et dte v dy = T'(a) T'(D) .
0

Dobili smo torej znano zvezo B(a,b) =

00 y—1
7. / f(z,y) dz dy.
1 Jo

1 00 00 o]
8. / / f(ﬂf,y)dwdy+/ / f(z,y) dz dy.
0 0 1 y—1
/ / f(z,y) dz dy.
1 p—VI=y 1 1
10. / / f(x,y)dxdy—i—/ / (z,y dxdy+/ / (x,y) dz dy.
0o J-1 o Jyi=y
2 eY ) e¥
11. / / f(:z:,y)dxdy—i—/ / f(z,y) dz dy.
0 1 2 ey—2



M. RAIC: VAJE IZ MATEMATIKE 2 (PRAKTICNA MATEMATIKA)

2 (y+3)/2 3 p(y+3)/2 4
12. - / / f(z,y) dedy - / / f(z,y) dzdy+ / / f(z,y) dedy +
1 Jo2 2 Jz 3 J(y+3)/2

13.

14.

15.

5 4
+/ / fla,y)dedy =
4 J(y+3)/2

175

2 2 4 x 5 4
_ / / f(z,y) dzdy + / / f(z,y) dzdy + / / f(z,y) da dy.
1 J(y+3)/2 2 J(y+3)/2 4 J(y+3)/2

Velja D = {(z,vy) ; y < x < 9y,1 < 2y < 4}. Oznacimo na$ integral z I. Neposre-

dna prevedba na dvakratni integral ni tako preprosta:

4/x 4/x
I—// xdydx—l—// xdyd:z:—l—// rdydr =
:/ (z? —1)da:+/ 3dx—|—/ (4——) dz =
1 2 3 9

28
-2

S substitucijo:

1
szya UZE? .T:vuv, y:\/§7 J:——
y v

2v
pa dobimo:
1 I Ydv 28
:_// \/gdudv:—/ Vv du &=,
R A 2 R
S substitucijo:
2 3
u:x5y2, U:IS?J, m:U_’ y:_57 J:_%
u v v

se iskani integral prevede na:

// dud /2du /“dvln?
1<u<2uv2 = TR A

Obmocje lahko zapisemo v obliki:
D={(z,y);1<e"y<3,1<e"y<2}.

S substitucijo:

u=¢e"y, v=e "y,
1
:v:—lng, Yy =\uv,
2 v
1
J =
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dobimo:

du dv In2-1n3
//Dydxdy—/ﬁgugﬁdudv— / > = 3

1<v<3

Opomba. Seveda lahko integral izracunamo tudi v kartezijskih koordinatah.

16. Z uvedbo istih novih spremenljivk dobimo:

/[<u<22\/md“d” /du / Y ava-(vi-1).

17. Integral najprej zapisemo kot dvojni integral:

z,y>0

S substitucijo:

dobimo:

1 1 o pu
]:—// UQQ_UQdudU:—/ / UQG_UQdUdUJ:
2 u+v>0 2 0 —u
u—v>0
/ tetdt =
0

18. Po uvedbi polarnih koordinat dobimo:

Ty r3 cosgpsmgo
e D

2 +y? <4 0<p<m/2

2 3 dr w/2 .
:/0 m/o cos psin pdp =
1 Tar
_§/1 & -
2
ﬁ.

W =

& 2
/ we ™ du.
0

S substitucijo t = u? dobimo:

I =

|
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19.

20.

Ce dano obmodéje ozna¢imo z D, velja:
:// dxdy:// /6<p<n )2 rdrde.
D r>0
r2<4sin ¢ cos p(cos? p—sin? @)

Zadnji pogoj je ekvivalenten r? < sin(46), kar pomeni, da mora biti sin(46) > 0, se
pravi m/6 < 6 < 7/4. Sledi:

/4 4/ sin(4¢) 1 /4 1
:/ / Td?"dgpz—/ sin(4p) dp = —..
w/6 JO 2 w/6 16

Do tega rezultata bi lahko prisli tudi z elementarno analizo, in sicer z uporabo
formule za plosc¢ino obmocja, podanega v polarnih koordinatah.

Polarne koordinate se tu splaca prilagoditi integrandu. Vpeljemo:
r=rcosp—1, y=rcosp—1, J=r.

Ce iskani integral oznac¢imo z I, dobimo:

I = // r2dr.
0<p<2m

0<r<2(cos p+sin )

Torej mora biti cos p+sin ¢ > 0, kar je v okviru intervala [0, 27) res za ¢ € [0, %”) U
(%’r, 27r). Torej se interval [0, 27) splaca zamenjati npr. z intervalom [—%, %’) Sledi:

I = r?dr =
-7 /4<p<TT /4
0<r<2(cos p+sin )

3r/4  p2(cos p+sinp)
/ / r?drdy =
w/4 JO

3m/4
= —/ (cos g +sin ) dp =
—7/4

8 37r/4
§/ cos3g0—|—300s2gpsing0+3008@5in2g0+sin3<p) dp =

8 37r/4
§/ cos ¢ + 2 cos® psin ¢ + 2 cos @ sin’ g0+sm<,0> dp =

3m/4

2 2
cos® N sin® ¢ eos 80)
—7/4

3 3

8 i
== |sinp —
3 '
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21.

22,

23.

Oznac¢imo nas integral z I. Po uvedbi polarnih koordinat dobimo:

sin ¢ 1
/4 o2 o 3m/4 Sng
I:/ f(tggo)dgo/ rdr—l—/ f(tg@)dgp/ rdr+
0 0 /4 0
sin ¢
& cos? p
+ ftgp) dgo/ rdr =
3r/4 0
3r/4 T
sin? ¢ fltgp sin? o
= / ftgp) — ds0+/ <.2 )d90+/ ftgp) ——do
COS /4 sm- @ 3m/4 COS™

AL [ e [ Ha)-
o b

Pogoje za telo dobimo tako, da enacbe zamenjamo z neenacbami, pri cemer mora
biti dobljena mnozica tudi pri strogih neenakostih neprazna in omejena. Pri zadnjih
dveh enac¢bah je edina moznost y > 1 — 2?2 in y < 2 — 222, saj je v vseh ostalih treh
primerih z lahko poljubno negativen in ne glede na to, kako postavimo neenacaja
v prvih dveh zvezah, bodisi za vse x obstajata primerna y in z bodisi ne obstajata
za noben x. Tako je mnozica, ki jo dobimo, bodisi neomejena bodisi prazna. Pri
1—22 <y <2—22%paveljay > 0 in tako je pri prvih dveh zvezah edina moZnost,
kjer dobimo neprazno in neomejeno mnozico, z > 0 in z < y. Telo je torej doloceno
z neenacbami:
l—a2?<y<2-22%, 0<z<y.

Cejel —22 <y<2—22% jetudi 1 — 2% > 0, torej tudi y > 0. Sledi:

V= // ydrdy.
1-z2<y<2—2z2

Zunanji dvojni integral lahko seveda prevedemo na dvakratnega, pri tem pa moramo
opaziti Se, da velja —1 < x < 1. Volumen je tako enak:

1 p2—2z2 3 ! 1 8
:/ / ydydx:—/(l—xQ)de:Zi/ (1—22*+2")de = —.
—1J1-22 2J 0 5

Spet moramo postaviti ustrezna neenacaja. Ce postavimo 2z +y > 4, je lahko y
poljubno velik in potem ne glede na to, kako postavimo neenacaj v zadnji zvezi,
vedno obstajata tudi primerna x in z, torej je dobljena mnozica neomejena. Torej
moramo postaviti 2x + y < 4. Nadalje moramo zadnjo enacbo spremeniti v z <
4 — 22, sicer bi bila dobljena mnoZica spet neomejena. Telo je torej doloceno z
neenacbhami:

>0, O<y<4—2z, 0<z<d4d—2a?,
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24.

25.

Ceje 0 <y <4—2x jetudi z < 2. Ker je tudi > 0, je 0 < 4 — 22. Sledi:
42z
_ 2
V// - /o (4 —2%)dyde.
O<y<4—2z

Ce Zelimo zunanji dvojni integral prevesti na dvakratnega, moramo zvezo z > 0
nadomestiti z ze ugotovljeno mocnejso zvezo 0 < x < 2. Tako dobimo:

2 42 2 2

V:/ / (4—x2)dyda::/ (4—x2)(4—2x)dx:2/ (2—2)*2+z)dz.
o Jo 0 0

Substitucija t = 2 — z nam da:

2
4
V:/ t2(4—t)dt:—0.
0 3

Tokrat bomo izra¢un volumna neposredno prevedli na trikratni integral. Pri pre-
tvorbi neenacb v obliko, primerno za trikratni integral, zacnemo z zadnjima dvema.
Veljati mora y? < 1 — z. Od tod naprej gre na vsaj dva nacina.

Pruvi nacin: veljati mora r < 1 in —v/1 —x < y < v/1 — x. Tako dobimo naslednji
ekvivalentni zapis neenacb, primeren za racunanje volumna:

O<ax<l, —Vl-z<y<Vli—-z, y¥<z<l-zx,
od koder sledi:

1 Vi—z 4 1 8
V—// (1—x—y2)dydx——/(1—x)3/2da:——.
0 ) 3, E

Drugi nac¢in: neenacbo preoblikujemo v < 1 — 3%, Skupaj s pogojem z > 0 je to
mozno le, ¢e je —1 < y < 1. Tako dobimo zapis:

—“l<y<l, O<z<l—9* y<z<l-—uz,

iz katerega dobimo:

1 1—y2 1 ! ]
V:/ / (1—x—y2)dxdy:—/ (1—y2)2dy:—.
A 2/, 15

Najprej moramo poiskati racunski opis torusa. Za ta namen ga postavimo v koor-
dinatni sistem tako, da je sredis¢e v izhodiscu, osrednja kroznica pa v ravnini xy.
Osrednja kroznica je mnozica tock, ki se da parametrizirati v obliki:

rT=acosp, Yy=asing; 0< < 2.
Oglejmo si zdaj, kdaj je tocka s koordinatami:

T=7rcosyp, y=rsiny, z=2z
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na torusu. Njej najblizja tocka na osrednji kroznici je tocka (a cos ¢, asin ¢, 0), torej
je oddaljenost enaka +/(r — a)? + 22. Od tod dobimo, da je “osnova” torusa kolobar:

A ={(rcosg,rsing) ;0 <@ <2m,0<t<b}.

in tocka (rcosp,7sin g, z) pripada torusu natanko tedaj, ko je (r — a)?* + 2% < b?

oziroma —+/0% — (r —a)? < z < \/b? — (r — a)?. Ker je r = /22 + 2, velja:
—2// \/b2 + 92 —a) dxdy.

Z uvedbo polarnih koordinat dobimo:

a+b
— 2 _ (r_ )2 — 2 _ (r_ )2 .
1% Z/L_b<T<a+b\/b (r—a)?rdrde 47r/a—b V0 — (r—a)?rdr

0<p<2m

Uvedli bomo spremenljivko t = b*> — (r —a)?, a pri tem je potrebno integral razdeliti
na dva dela. Velja:

b2

/‘:bmrdrzéfo Vi(a— V8L

b2 —t

2 2, r:—l ’ a4 Vb2 — dt
V2= (r—a)*rd 2/\/%( + vb t)\/m,

b2

a+b

a

Po zamenjavi mej in seStetju dobimo:

b2
V:27r/ avi at.
0

b2 —t

Z uvedbo e ene nove spremenljivke u = t/b? kon¢no dobimo:

! 1
V= 27ra62/ u'?(1 —u)™V? du = 2rab? B(§ : ;) = 271%ab? .
0

26. Najprej opazimo, da iz drugega pogoja sledi, da mora biti > 1. Tedaj iz 2*> < y <
23 sledi tudi y < xy. Iskani integral je torej enak:

Y dz W dz
o [ [ [ [
ac<y<ar
:/(x3—x)lna:dx:
1
Inz 1 lnz 1
_ 4 (==  — )Y _ 3 == _ =
- (5 -w) - (5 -9)

42 23

3 144
= 0'764.
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27.

28.

29.

Integral je enak:
-1/3 1 9zt p1/|zy| 9zt p1/|zy|
/ / / dzdydzr+/ / / dzdydx =
—1/|zy] 13 T —1/lzy|
9z 1/xy
= 2/ / / dzdydx =
1/3 a? 1/zy
9zt
= / 2/ —dydz =
/3%

1 |
B / n3+ nxdx:

VR
1 Inz|™ <1

_3 9n3 ng +/ del =
2 2z 1/3 1/3 2x3

Iskani integral je enak:

:/ // xdydzdx:/ :E// dydzdax.
0 y2+22<2z2 0 y2+22<2zxz

Neenacbo y% + 22 < 2zz lahko prepiSemo v obliki (z —x)* +y? < 22, kar pomeni, da
gre za krog s polmerom x. Integral forme dy dz po tem krogu je natancno njegova
ploséina, ki je enaka w2, Sledi:

a 4
J:TF/ x?’dx:ﬂ.
0 4

Podobno kot v 25. nalogi osrednjo kroznico postavimo v ravnino zy in tako, da ima
sredisce v izhodiscu:

T=acosp, Y=asiny; 0<p<2m.

Vsako tocko v torusu dobimo tako, da se z osrednje kroznice premaknemo za manj
kot b. A tako tocko lahko dobimo na veliko nac¢inov. Dobra izbira, pri kateri dobimo
enoli¢nost, je, da izhajamo iz tocke na osrednji kroznici, ki je ciljni tocki najblizje.
To pa bo takrat, ko se premaknemo pravokotno na osrednjo kroznico. Pravokotne pa
so smeri, ki so kombinacije smeri (cos ¢, sin ¢, 0) in (0,0, 1): v taki smeri se smemo
premakniti za najve¢ b. Dobimo tocko:

r=(a+p)cosy, y=(a+p)sing, z=gq,
kjer je ||(pcosp, psin g, q)|| = \/p? + ¢* < b. Zdaj pa “polarizirajmo” tudi par (p, q)

— pisimo:
p=tcosf, qg=tsinf; 0<t<b, 0<60<2m.
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Tako dobimo naslednjo parametrizacijo torusa:

x = (a+tcosf)cosp 0<p<2r
y=(a+tcosh)sinp ; 0<6<2r
z=tsin6 0<t<bd.

Izracunamo Se Jacobijevo determinanto:

Oz Ox Oz

9o 00 ot
J=|% 9% oyl _
=loe 20 at|

9z 0z 0Oz

dp 00 Ot

—(a+tcosf)sing —tsinfcosy cosbcosp

= | (a+tcosf)cosp —tsinfsing cosfsinp|=
0 tcosf sin 6
=t(a+tcosh)

in dobimo, da je iskani volumen enak:

b p2m
//%de?T (a+tcosh)dpdfdt = 27r/ / t(a+tcosf)dfdt = 2r2ab® .
0<f<2r o Jo

0<t<b

kar je seveda isto kot pre;j.
30. Oznacimo z J iskani integral. Po vpeljavi cilindri¢nih koordinat dobimo:

r3 cos® ¢
J = drdepd
//A<r<\[1+7’ 222 cos? p rapae

<p<2r

Prevedba na trikratni integral nam da:

3 cos®
dzdrde =
/ / / 1+ r222cos? ¢ “arey
—7r/ / 72| cos | dr dy =

= 41V/3.

31. Oznacimo iskani integral z I. Po vpeljavi sferi¢nih koordinat dobimo:

[:/// 0<p<2r 3 cos @ drdedf .
—n/2<0<7/2

0<r<sinf
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Ker mora biti sinf > 0, mora biti § € [0,7/2] (integracijsko obmodcje je krogla s
srediséem v (0,0, 1) in polmerom 1). Sledi:

2T /2 sin 6 T w/2 T
]:/ dgp/ COSQ/ r3drd9:—/ sin*fcosfdf = — .
0 0 0 2 Jo 10

32. Prvi nadin: s cilindriénimi koordinatami.

V2/2 V112 21
V—/// rdrd@dz—/ / / dpdzrdr =
r<z<yv/1-r2 0 r 0

0<p<2m

V2/2
:27r/ (m—r)rdr.
0

Ce v prvi del integrala vpeljemo substitucijo ¢ = v/1 — 2, dobimo:

! v2/2 2 — /2
V=or / tht—/ g~ 2o V2)T
V2/2 0 3

Drugi nacin: s cilindri¢nimi koordinatami, le z druga¢nim vrstnim redom integracije.

V:/// r<. rdrdedz =
r<v1-22

0<p<2m

V2/2 pz p2m 1 V1—22  pon
:/ / / dgm’drdz—i—/ / / dprdrdz =
0 o Jo v2/2J0 0
V2/2 1
:7T/ r2d7“—|—7r/ (1—7r?)dr =
0

V2/2
(2-V2)r
3 .

Tretji nacin: s sfericnimi koordinatami.

1 /2 27
V:/// 0<r<l r%osgpdrd@d@z/ rzdr/ cos@d@/ dp =
7/4<0<m/2 0 w/4 0

0<p<2m

(2~ V2)r
)

33. Oznacimo iskani integral z J.

Prvi nacin: uvedemo obicajne sfericne koordinate:

x=rcosfcosyp, y=rcosfsinp, z=rsinb; J =r%cosf
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in dobimo:

J = ///OSW<27T 79 cos? psin? p cos® f dr dp df =

0<0<n/2
0<r<2sinf

2 w/2 p2sinf
= / cos® psin? o de / / rOdrcos®0df =
0 0 0

w/2 97 w/2
= 4/ cos? psin® o dyp - 7/ sin” @ cos® # df =
0 0

128 (3 3

— 22 B(2, 2)B4,3) =
(5 5) B

128 7 B
7 8 60
_47T

105

Drugi nacin: uvedemo cilindri¢ne koordinate:

T=rcosp, yYy=rsing, 2=2z; J=r
in dobimo:
_ 5 o2 ain2 _
J_///ogpdw r’ cos” psin” pdrdedz =
r2422<2z2

= /// 0<p<2m 5 cos® psin? g drdpdz =
0<r<1
1—VI-r?<2<14V1—r2
2m 1
:2/ 0052g081n290dg0/ V1 —r2dr =
0 0

/2

1
=4 cos%psin%odgo/ 21 —tdt =
0

0

_op (2 3B (3 3) =
2’ 2 2

'(3) F()
T 16
=22 15 =
A
=105

Tretji nacin: uvedemo iste cilindri¢ne koordinate kot prej, le da integriramo v dru-
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gacnem vrstnem redu:

_ 5 e nain? _
J_///0§4p<27r r°cos” psin” pdrdedz =

r2+z2§2z

= /// 0<p<an 17 cos” psin® pdrdpdz =
0<2<L2

0<r<v2z—22

2 V22—22
cos” psin god@/ / rodrdz =

1 2
= / cos® psin® pdy - 6/ (2z—z2)3dz:
0
B

( 2)/ (82% —122* 4+ 62° — 2%)dz =

2’
2 §] 384 128
2
= P-4 ) =
e (S ee-
. 32_
8 35
47
~ 105

Cetrti nacin: uvedemo premaknjene sferi¢ne koordinate, in sicer tako, da je sredisce
v tocki (0,0, 1):

x=rcosfcosyp, y=rcosfsinp, z=14+rsinf; J =1r%cosh.

Dobimo:

J= /// 0<p<2r 0 cos® psin? ¢ cos® § dr dp df =
—m/2<0<7/2

0<r<1

2m w/2 1
:/ congosin2g0dgp/ cos50d8/ rOdr =
0 —n/2 0
/2 /2 1
/ coszgosiHQgpdgp/ cos59d9/ rOdr =
0 0 0
2 3 3 1
=-B|=,=-|B — ] =
r8(33)8(3)

I
o0
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34. Po vpeljavi sferi¢nih koordinat dobimo:

w/2 al tg'/3 0] 2m
///_W/2<9<7r/2 r cos@drdcpd&-/ / r2c059drd€/ dp =
0<r<altg'/3 6| -m/2J0 0

0<p<2m
2 3 w/2 4 3 /2 4 3
== 7T/ | tg 0] cosfdf = ¢ 7T/ sinfdf = =" .
3 ) 3/, 3

35. Pisemo lahko 0 = ¢(a — y). Tedaj je masa enaka:

a
a a—y a 3

:c// (a—y)dxdy:c/ (a—y)Qdyzg.
o Jo 0 3

Koordinati tezisc¢a pa sta:

a*  3a
m// z(a—y)dedy = —/ a—1y _Sm_g
ca*  a
m// yla =y dxdy__/ a-yldy=50 =
3/2
—0// 0 dxdy—a/ (R2/3—J;2/3)/da:.

2/3+y2/3<R

S substitucijo t = (/R)?* dobimo:

n:

36. Velja:

m:§aR2/1( )32/t dt = —URQB 53 oR?.
2 0 2" 2 32

Koordinati tezisca pa sta:

// o0 rdrdy =

2/3+y2/3<R2/3
:Z/ x(R2/3—x2/3)3/2dx:
m
3
_ 3ol t2(1 2 dt =
T2 m 0
3 3
_3oly 3.2 =
2 m 2
8 0R3
S 105 m
256

~ 3157
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n:

L] g st

2/3+y2/3<R2/3
(R2/3—q:2/3)3/2

/ / ydyde =
m

:la_R?’ (1—1:2/3) dox =
2 m 0

3
igﬁf (1 —t)PVEdt =

:§U_R?’B(4, -
2 m 2

8 0R3

105 m

256

~ 3157

Opomba: seveda sta koordinati tezisCa enaki, vendar pa smo ju izracunali na dva
razli¢na nacina.

37. Velja:

a a—y a a—y4 CCL5
:c/ / (x2+y2)(a—y)dxdy:c/ [( 3 ) +y%(a —y)? dy:l_():
o Jo 0

_ 3ma’
10

3
38. Masa: m = g o R? (enaka je $tirikratni masi iz 36. naloge).
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Vztrajnostni moment:

(2% +y*) dzdy =

<
!
—

x2/3 142/3< R2/3

20 (2° +y*) dedy =

22/3 1423 < R2/3

IQHI;
—

=80 22 dedy =

—

z,y>0
22/3 442/3 < R2/3

R
= 80/ $2(R2/3 — x2/3)3/2 dox =
0

1
:1&ﬂﬂfi/t”%1—ww%h=
m Jo

o 9 5
= 120R* =B (=, = | =
i (2’2>

39. Oznacimo z R polmer osnovne ploskve, s h pa visino. Ce koordinatni sistem posta-
vimo tako, da je izhodisce v srediscu osnovne ploskve, os z pa se ujema s simetrijsko
osjo stozca, je gostota stozca enaka cz za neko konstanto c. Privzemimo Se, da ima
vrh stozca pozitivno koordinato z, torej h. Najprej izracunamo maso:

m:/// =0 czdr dydz.

v @?+y?/R+2z/h<1

Po vpeljavi cilindri¢nih koordinat dobimo:

m = c/// re>0  rzdrdepdz =
r/R+z/h<1

0<p<2mr

2w R ph(l-r/R)
:c/ dgo/ / zdzrdr =
0 o Jo
R A2
:7rch2/ (1——) rdr =
0 R

meR?h?
12

Iz simetrije sledi, da ima tezisce koordinati x in y enaki ni¢. Koordinata z pa je
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enaka:

Zt = /// =0 ctdrdydz =

vV 2+y?/R+z/h<1

2 h(1—r/R)
= / d<p/ / Zdzrdr =
m

2 h?
_ T (1 — —) rdr =
0

3m R
mcR2h3 B

30m
2h

TezisCe je torej na simetrijski osi stoZca, in sicer na 2/5 visine.

Glede na postavitev koordinatnega sistema je simetrijska os stozca os z. Vztrajno-
stni moment okoli te osi je torej enak:

J: = /// 2>0 cz(z® +y*) dovdydz =

vV z2+y?/R+z/h<1

(1-r/R)
= / dgo// zdzrddr =
_ 472 _r _
—WCRh/O (1 R> r3dr =

B wcR*h? B
60
mR?

5

40. Koordinatni sistem postavimo tako, da je izhodisce v teziScu, osnovna ravnina pa
) Y
je ravnina xy. Oznacimo polmer polkrogle z R. Masa je sicer splosno znana, lahko
pa jo izracunamo npr. s cilindri¢nimi koordinatami:

z>0
= p//[)@< RQ_erdrdgpdz =

27 VR2-22
_p/ d¢/ / rdrds =

2 3
—7rp/ (R* — 2% dz = mHp
0 3

Zaradi simetrije ima tezisCe koordinati x in y enaki ni¢, potrebno je izracunati le
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koordinato z, ki jo oznacimo z z*. Izracunamo jo podobno kot pri masi:

% 3
- 27TR3p //A2+y2+22<R2 Pz dx dy dZ =
z>0
° / drded
- rzar z =
2T R3 0<r<\/m ¥

2 VRZ=22
27TR3/ dgp// rdrzdz =

(R )de—?.

2R3

Na enak nacin izracunamo Se vztrajnostni moment:

— 2 2 —
= //AQ+y2+z2<R2 plo”+y)dedydz =
z>0
_ 3 _
= p//A<T< RQ—zQT drdepdz

VR2Z—_22Z
—p/ dgp/ / r3drdz =

:7 0( S N

_47TpR5_2mR2
1 5

41. Postavimo koordinatni sistem tako, da je izhodisce v srediscu valja, os z pa sovpada
z njegovo simetrijsko osjo. Ce z p oznadimo gostoto, R polmer, s h pa dolzino valja,
je masa enaka m = wR?h. Vztrajnostni moment okoli simetrijske osi je enak:

J, _///m+y2<R2 (2* +y*) dedydz.
—h/2<z<h/2

Po vpeljavi cilindri¢nih koordinat dobimo:

J, = P/// 0<r<R 7”3d7"d<PdZ =
—h/2<2<h/2

0<p<2m
2 h/2 R
—,0/ dgp/ dz/ r3dr =
h/2 0
B wpR*h
=5 =

mR?
5
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Za os, ki gre skozi teziSCe in je pravokotna na simetrijsko os, pa lahko vzamemo os

x. Velja:
_ 2 2
J, = ///:v2+y2§R2 p(y”+z7)dedydz.

—h/2<2<h/2
Po vpeljavi cilindri¢nih koordinat dobimo:

Jy = P/// o<r<r (r?sin® ¢ 4 2%)rdrdpdz =
—h/2<z<h/2

0<p<2m

o h/2 h/2
/ sinzgpdap/ / r dr—l—/ dgp/ / rdr| =
0 —h/2 h/2

R*h R2h3
mpR'h | mp _

=p

4 12
B mR2 n mh?
4 12 7

42. Torus oznacimo s 7" in ga parametriziramo tako kot v 29. nalogi:

x = (a+tcosf)cosp 0<p<2r
y=(a+tcosh)sinp ; 0<f<2r ; J=t(a+tcosh).
z=1sin6 0<t<b

Pri tej parametrizaciji torusa je simetrijska od kar os z, zato je iskani vztrajnostni
moment enak:

= /// p(z® +y*)dordydz =
= P//ﬁw@ﬂ a+tcos€)3 dpdfdt =
0<0<2m

0<t<b

b 2w
= 27rp/ / (a3t + 3a*t* cos § + 3at® cos® O + t* cos® 9) dodt =
0o Jo

3ab*
=7%p (230> + — | .
7rp<a + 7

V 25. in 29. nalogi smo izrac¢unali, da je volumen torusa enak 4m2ab®. Torej lahko
vztrajnostni moment izrazimo tudi v obliki:

a®>  3b?

Y+ =a,

43. Racunajmo:

T =cosa—asina, y=sna—acosa, z=0,
P4t + 2 =140,
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2m 2 3/2 _
4 1 1
Iskani integral je torej enak / avVl1+a?da = (4m” + 3) .
0

44. Najprej izracunamo:
t

: = 617 ds =32t +1)dt =_—.

z ) S ( + ) 7 /’L 2t2+ 1

1
sz/ tdt = -,
0

1 1 1 4
a:*:6/t2dt:2, y*:6/t3dt: , z*:4/t4dt:—,
0 0 0 5

1
Jp = / 3t(9t* + 4t%)dt = 6.
0

i=3, =6t

Sledi:

| W oo

45. Pruvi nacin. Ploskev lahko izrazimo eksplicitno:
z=1—2—9y?; 2*+4*<1,
od koder dobimo tudi EG — F? =1+ 22 + 25 = 1 + 422 + 49> Iskana povrSina je

enaka:

1

// \/1+4x2+4y2dxdy:27r/ p\/1+4p2dp:%(5\/5—1).
z2+y?<1 0

Drugi nacin. Ploskev parametriziramo v polarnih koordinatah:

r=pcosp, y=psing, z=1-p*; 0<p<l, 0<p<2r.
cos —psin g
T,= |sinp|, T,=| pcosy
—2p 0

dobimo EG — F? = p?(1 + 4p?) in iskana povrsina je enaka:
1
//0< - pV1+4p?dpdy = 27T/ p\V/ 1+ 4p2dp,
0<pedn 0
kar je isto kot pre;j.

46. Gre za polovico enotske polkrogle, torej je plos¢ina enaka 2.

47. Najprej izracunamo:

p Cos @ Cos @ —psin @
T = |psing|, T,=|sing|, T,=|pcosy |,
® 0 1
E=1, F=0, G=1+p*, EG—-F?>=1+/p%.
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Iskana ploscina je torej enaka:

2 P 2m
// \/1+p2dpd¢:/ / \/1+p2dg0dp:/ p1+p2dp=
0<p<p<2m o Jo 0

(L 4r?)32 -1
— 5 ,

48. Prvi nacin: z eksplicitno izrazavo ploskve. Najprej izracunajmo kvadrat ploscin-
skega elementa:

9 dz dz\? 9 9
EG—-F" =1+ 1r —I— &y =1+42" +4y°.

Masa je torej enaka:

m:// Jx/EG—Fdedy:// (2% 4+ y*)\/1 + 422 + 4y da dy.
z<1

x24y2<1

Po uvedbi polarnih koordinat z = pcosp, y = psiny, J = p dobimo:

o 1 L 25/5 + 1
m = p°\1+4p*dpdy =27 p\/1+4p2dp:Tﬂ
o Jo 0

Zaradi simetrije je * = y* = 0, aplikata teziS¢a pa je enaka:

1
:—// (22 + 93?1+ 422 + 42 dedy =
m 224+y2<1

1
=" | p°V1+4p2dp=
0

w1255 -1
Tom 420
_125v5-1

- 7(25v5+ 1)

Konc¢no izracunamo $e vztrajnostni moment okoli osi z:

125 5—1
Jz:// (2% + yH)2 /1 + 422 + 4y2 dw dy \/_ T
12+y2<1 420

Drugi nacin: s parametrizacijo v polarnih koordinatah:
r=pcosp, y=psing, z=p*; 0<p<l, 0<¢p<2m.

Tedaj je 0 = p2. Iz
cos ¢ —psin g
T,= |sing|, T,=| pcosy
2p 0
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49.

dobimo EG — F? = p*(1 + 4p?). Masa ploskve je tako enaka:

25v/5 + 1

3 2 —

//0§p<1 P’/ 14+ 4p?dpdy = 50 .
0<p<2m

Ker je z = p?, je koordinata z teZiséa enaka:

1 5 125v/5 — 1
== V1+4p2dpdp = —————
m /Ogswpgf e T T 2svE+ 1)

in ker je 22 + y? = p?, je vztrajnostni moment okoli osi z enak:

125v/5 — 1
_ 5 2 _
JZ_//OSP<1 PVI+Ap2dpdp = = — .

0
0<p<2m

Rezultati so seveda enaki kot pre;j.

194

Ker je debelina torusa zanemarljiva, ga lahko obravnavamo kot ploskev. Oznac¢imo
z a polmer osrednje, z b pa polmer stranske kroznice. Torus parametrizirajmo tako

kot v 25. nalogi iz 8. razdelka, a tokrat vzamemo le povrsino:

z = (a+ bcosf) cos ¢

0< <2
= bcos 0) si ; -
Y (a.—l— cosf)siny 0<8<or.
z =bsin6
Racunajmo:
—(a+ bcosf)sing —bsin cos p
T, = | (a+bcos@)cosp | , Tp= |—bsinfsinp| ,
0 bcos @

E=(a+bcosh)?, F=0, G=10.

Ce je torej o povrsinska gostota torusa, je njegova masa enaka:

2m
m = // ob(a+ bcosf) dpdbd = 27mb/ (a+bcos)dd = 4n’cab.
0<p,0<27 0

Vztrajnostni moment okoli simetrijske osi pa je enak:

Jz:// ob(a+bcos ) dpdd =
0<p,0<2m

2m
= 27r0b/ (a+bcosf)?dh =
0

= 27ob (27Ta3 + 3#@62) =
= 21%0ab (a2 + 37er) =

3
= 242 .
m(a —1—2 )
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9. Vektorska analiza

2 2
)

1. gradw = (Qx v/, T v/ _x_Qy ey/z), smerni odvod: —.
z z 3

2. 2xz — 2xyz + 6y=.
3. (p+3)rP.
4. (22% + 222y, 3x2%, —4zy2).

5. 0 (spomnimo se lahko, da je dano vektorsko polje enako rot(zz?, —222%yz, 2yz?) in
da je divrot = 0).

6. 0 (spomnimo se lahko, da je dano vektorsko polje enako gmd(ac2 ey/ Z) in da je
rot grad = 0).

7. Oznad¢imo iskano polje z (X,Y, Z) in postavimo na ni¢ komponento Z. Dobimo
parcialne diferencialne enacbe:

) S G
A P AR oy

Iz prve enacbe dobimo Y = —zz + Cs(z,y), iz druge pa X = —yz + Ci(z,y).
Ugotovimo, da je, ¢e postavimo Ci(z,y) = Cy(z,y) = 0, izpolnjena tudi tretja
enac¢ba. Eno od iskanih polj je tako (—yz, —xz,0).

8. Oznacimo dano vektorsko polje z R. Iz

(b+ 1)y’ cos z — 3y® cos z

rot R = |22%cos z — (a+1)z%cosz
0
dobimo, da je polje potencialno natanko tedaj, ko je a = 1 in b = 2. Ker se

nedoloceni integrali:
/2xsinzdx = x%sinz + Cy(y, 2)
/3y2 sin zdy = 3 sin z + Cy(z, 2)
/(:zc2 +y*) coszdz = (2% + y*) sin z + Cy(x, y)

ujemajo za C1(y,z) = 3y*sin z, Ca(x, 2) = 2xsin z in Cs(x,y) = 0, je skalarno polje
u = (22 4 y3) sin z potencial vektorskega polja R. Z drugimi besedami, velja:

2z sin zdz + 3y*sin 2 dy + (2% + y°) cos zdz = d((2” + y*) sin 2) .



M. RAIC: VAJE IZ MATEMATIKE 2 (PRAKTICNA MATEMATIKA) 196

9.

10.

11.

12.

13.

14.

a) Najprej izracunamo gradr = —, kjer je T = (x,y,2). Iz 3. naloge nato sledi

Ar =2

re

= | )

b) Velja grad(r?) = prP~'gradr = prP~27. Spet iz 3. naloge dobimo A(rf) =
p(p + 1)rP~2, kar je enako ni¢ pri p =0 in p = —1.

Velja:
R /[t 1 1 1
/Rd?:/ —t|, |1 :/tdt:_,
K 0 t 1 0 2
~ ks ! ! 41
/ Rd?:/ —t7] |2t :/ (t* —2t" +3¢%) dt = —
Kz 0 t 3t? 0 60
Velja:

1
/ Rd?:/(2t2dt+t2dt+3t2dt):2,
K 0
_ 1 1
/ Rd?:/ (2t4dt+t6d(t2)+(2t5+t2)d(t3)):/ (5t* +8tT)dt =2.
Ko 0 0

Integrala sta torej enaka.

122 + y22
111
Tako je potem Rd7 =w(1,1,1) — w(0,0,0) =2 —0 = 2.
(0,0,0)

2m
f Rd7 = / (sint d(cost) — (cost +sint)d(sint) + cost d(cost + sint)) dt =
K 0
2m
= —/ (sin?t + 2sint cost) dt = —.
0

Prvi nacin. Integral je vsota integralov po stranicah:

K
K, s
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15.

Velja:

1
(de—dey):E/ xdxzz,

1
1—

(de+Ydy) :/ (2y — 1)arctg—ydy.
0 )

K3

Z integracijo po delih, kjer arkus tangens odvajamo, ostalo pa integriramo, dobimo:

(xd +Yd)—/1y2—_yd -
Ks ! Y= 0o 2y2—2y+1 V=
11! dy
- —— _dr=
2 2/0 202 — 2y + 1
1 ! dy B
5_/0 (2y—124+1
1 =
2 4

1
2

= 1, torej je cirkulacija po robu obmocja enaka kar

Torej je 7{ (X dx —I—Ydy) =
K

ay _ ox
ox By

njegovi ploscini, plos¢ina danega trikotnika pa je res %

Drugi nacin. Velja

Ploskev parametriziramo s pomocjo cilindri¢nih koordinat:

P COS P
T = |psing| ; 0<p<l, 0<p<2m.
p
Odvajamo in dobimo:
cos ¢ —psin —pCos
T,= |sing|, T,= | pcosey |, T, X Ty = | —psing
1 0 p

Ker ima vektorski produkt 7, x 7, zadnjo komponento pozitivno, je Zelena orientacija
v nasprotju z izbrano parametrizacijo, torej bo veljalo:

L p COSs @ —pCcos
/S<R,N> //O<p<1< psms@ , | —psing >dpd90=

0<p<2mr 1%

——/ / p*dpdy =
0 0
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16. Prvi nacin: z enotno parametrizacijo ploskve:

x
T = Yy , >0, y<0, x<2y+6.
(6+2y—x)/3
1 0 1/3
T,=1 0 . Ty=| 1|, TuxT,=|-2/3
~1/3 2/3 1

dobimo, da ima normala isto smer kot 7, x 7,. Torej bo pretok enak:

Jf@mar= ] . < , | o >dxdy:

2216 (6 +2y —x)?/9 1

(e ey g,
9

NN

(2y +6)°  2y°(2y +6 6+ 2y)?
:/ y+6)° y(y ), (6+2y) dy =
_3 9 3 27
=18—-9+6=
=15.
Drugi nacin: s posameznimi parametrizacijami ploskve:
r=06+2y—3z; y <0, z>0, 3z —2y <06,
32 —6
y:“—TZ; x>0, z>0, r+32<6,
6+ 2y —
:M' x>0, y <0, r—2y<6.

3 I
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1
— 1

Iz predznakov komponent normalnega vektorja N = —— [ —2| dobimo:

V4] 4
3z —6)2

//<R N)ydP = // V<0 6+2y—3z)2dydz—// P ) i P
z>0 §>0 4
3z—2y<6 z4+32<6
6 + 2y — x)?
y<0 9
r—2y<6

0 r(64+29)/3
—/ / (6 + 2y — 32)*dzdy —
-3.Jo

2 6—3z _ 2
2y+6 Qy —
// 6+ y x) dudy =

(6 + 2y)3 / (32—6)3 / (6 + 2y)3
— [ BTy i OTY) gy =
/_3 o Wt T T, T W

=18-9+6=
=15.

17. Plasc valja najprej parametriziramo:
T=Ccosy, Yy=snp, z2=2; 0<p<2r, zel.

in v izbranih koordinatah zapisemo vektorsko polje, ki ga integriramo:

R 1 T 1 cos

R = = —— [sin

21yt | 1+ 22 4
z z
Nato izra¢unamo:
—sing 0 cos
?50 = cos @ ) ?z =10] , ?90 X ?z = SngO
0 1 0

Ker zgornji vektorski produkt vedno kaze iz valja, je pretok enak:
cos

1 cos o _—

_ . ) B L

Q)_/A@Ezw 1422 S SHSQO dgodz_/o d@/oo e = 27",
ze

z

18. Oznacimo z B enotsko kroglo, z R= (X,Y, Z) dano vektorsko polje, s ¢ pa iskani
pretok.
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Prvi nacin: neposredno. Rob krogle parametriziramo:

cos 6 cos ¢
— . ™ 7T
7 = |cosfsing| ; 0<p<2r, ——<6<—.
. 2 2
sin 6
Tako velja:
—cosfsin g —sinf cos
T, = | cosfcosy |, To = | —sinfsinyp
0 cos
in
cos? 6 cos ¢ .
Ty, X Tg= |cos?Osing | =T cosh = N cosf,
cos f sin 6

zato je pretok enak:

<I>:/ (R,N)dP =
oB

z(y* + 2% T
_ s, B
_// 0<p<2n < y(@®+2°) |, |y >cosé)dgod9_

—nja<o<n/2 \ | z(2% + y?) z

w/2 2T
2/ / (2% + y?2® + 220%) dp df =
—7/2J0

w/2  p2w
2 / / (cos® @ sin? ¢ cos? ¢ + sin? 0 cos® 0) dp df .
0

—7/2
Ozna¢imo u := cos® 0sin? ¢ cos® p + sin?fcos®f. Ker se u ne spremeni, ée 0 za-
menjamo z —0, je ffﬁ%ud@ = 2f07r/2ud9. Nadalje, ker se u ne spremeni, ¢e ¢

zamenjamo s @ — m, — ali s 7/2 — ¢, velja fo%udgo = [T udp =2 [[udp =

2f:/52ud<,0 = 4f0”/2udgp. Sledi:

w/2 /2 /2
b = 16/ cos® 0 d@/ cos? psin? ¢ dy + 87r/ sin? 6 cos® 0 dg =
0 0 0

1 3 3 3

o o)

_re)r 7Tr(g)r(2)_
Tt te T
_87r
5

Drugi nacin: po Gaussovem izreku velja:

@:/// div?de:/// 2(2° +y* + 2*) da dydz.
B B



M. RAIC: VAJE IZ MATEMATIKE 2 (PRAKTICNA MATEMATIKA) 201

Po uvedbi sferi¢nih koordinat:

r=pcosfcosyp, y=pcosfsing, z=psinf, J=p*cosh

/2 2 pl {7
<I>:2/ / / pteosf@dpdepdd = — .
—x/2Jo  Jo 5

19. Uporabimo Gaussov izrek. Divergenca danega vektorskega polja je namrec enaka 3,
torej je iztok enak kar trikratnemu volumnu stozca, to pa je nadalje enako 7.

dobimo:

20. Najprej opazimo, da mora biti z° + y? < 1. Od tod naprej gre na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: neposredno. Rob telesa razdelimo na zgornjo in spodnjo ploskev, ki ju
parametriziramo v polarnih koordinatah:

T =pcosp, y=psinp; 0<p<1, 0L p< 2.

Za spodnjo ploskev dobimo:

p COS p cos @ —psinp —p?cos
T=| psing |, T,=|sinp|, T,=|pcosp |, T,xT,=|—pisinp|,
(p*—1)/2 p 0 p

za zgornjo ploskev pa dobimo:

p COS cos ¢ —psin @ p%cos @
T=| psing |, T,=|sinp|, T,=|pcosp |, T,xT,=|p’sing
(1—p*)/2 —p 0 p

Vidimo, da je vektorski produkt 7, x T, pri zgornji ploskvi usmerjen enako kot
ustrezna normala na rob (ven iz telesa), pri spodnji pa nasprotno (noter v telo).
Zato je iskani iztok enak:

. p?cos
O = // 0<p<1 <—37 p*sin g > dpdy —
0<p<2m r

T=(pcos p,psing,(1—p?)/2) p

- —p?cos
—// 0<p<1 <—3, —p?sin g > dpde.
0<p<2m

T=(pcosp,psingp,(p>—1)/2) P

<

Na zgornji in spodnji ploskvi velja:

1_p22 1+p22
2 _ 2 _
r—p+( 5 ) ( 5 .

Po krajSem racunu dobimo:

1
p p
O — 7 =1 — 5 _dp=A4nr.
8//0SP<1 i+ 7 GW/O (Ve

0<p<2m
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Drugi nacin: uporabimo Gaussov izrek. Tega pa ne moremo storiti neposredno za
dano telo, ker vektorsko polje ni povsod definirano (v ni¢li ima pol). Pa¢ pa ga lahko
uporabimo za enotsko kroglo, ki ji odvzamemo dano telo (za zgornji in za spodnji
del). V 3. nalogi smo izpeljali, da je dano vektorsko polje brez izvorov. Tako iz
Gaussovega izreka po krajSem premisleku o orientaciji dobimo, da je iztok danega
vektorskega polja iz danega telesa enak iztoku iz enotske krogle, torej integralu po
enotski sferi, orientirani navzven. Tam pa je 7/r®* =7 = N in (7 /r3, N) = 1. Zato
je iskani iztok enak kar ploscini enotske sfere, ta pa je enaka 4.

21. Dana krivulja je rob prostorskega trikotnika, ¢igar oglis¢a so te tri tocke. Prostorski
trikotnik z oglis¢i A, B in C lahko parametriziramo v obliki:

?:?c+u@+v@ u>0,v>0,ut+v<1.
V nasem primeru lahko postavimo A(1,0,0), B(0,1,0) in C(0,0,1). Dobimo:

u
T = v u>0,v>0, u+v<1.
l—u—-wv

Krivulja K nastane tako, da z izbrano parametrizacijo trikotnika preslikamo kri-
vuljo v parametri¢nem prostoru, ki gre od toc¢ke (0,0) premocrtno do (1,0), nato
premocrtno do (0, 1) in nato premoértno spet do (0,0). Ta pot gre v pozitivni smeri,
zato sta trikotnik in njegov rob skladno orientirana.

Krivuljni integral danega vektorskega polja R je po definiciji tezko izrac¢unati. Toda
po Stokesovem izreku je ta integral enak integralu rotorja:

R 2y — 2z
rot R = | -2z + 2x
—2x — 2y

po ustrezno orientiranem trikotniku, torej:

2u+4v — 2 1 1 pl-v
// <4u+2v—2 : 1>dudv:—4// (1—u—v)dudv =
u,v>0
1 o Jo
1

utv<l —2u — 2v
= —2/ (1—v)?dv =
0

22. Rotor:
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je precej preprostejsi od izvirnega polja, zato je smiselno uporabiti Stokesov izrek.
Za ta namen pa moramo najprej izbrati ploskev, katere rob je dana krivulja, ki jo
oznac¢imo s K. Izberimo ploskev:

S: 2P +yP<l, z=ay.

Zanko K parametriziramo: ¥
2
cos
T = sin ;
cos Y sin

@ gre od 0 do 27

in opazimo, da je ta parametrizacija skladna z izbrano ori-
entacijo zanke K. Parametrizirajmo Se ploskev S

p Cos ¢
T = psin
p* cos psin @

Y

(r,p) € A:=10,1] x [0,27].

G

V rob ploskve se preslika daljica {1} x [0,27]. Na sliki je prikazana pozitivna ori-
entacija roba 0A. Opazimo, da na daljici, ki se preslika v rob ploskve S, parameter
© narasca. To je isti ¢ kot tudi v parametrizaciji zanke K in tudi orientacija zanke
K je dolocena tako, da ¢ narasca. Zato sta zanka K ploskev S pri izbranih para-
metrizacijah orientirani skladno.

Izracunajmo:
cos —psin e
T, = sin ¢ , Ty = P COS P ,
2 €OS p sin @ p*(cos? o — sin? p)
—p?sin g
T, X T, = | —p?cosgp
p

Skladnost orientacije zanke K in ploskve S se vidi tudi tako, da normala kaze
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navzgor. Sledi:

/ﬁd?z//(ﬁ,FOdP:
K 5
0 —p*sinp
_ _ _ 2 —
_//0<p<1 < 2 , P~ cos ¢ >dpdgo—

0<p<2r \ | —pcosp p
— 2 —
_//0§p§1 p-cospdpdy =
0<p<2m
1

2m
:/ cosgpdgp/ prdp =
0 0
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10.

1.

Kompleksna stevila
2w =—=T+17i, z/w=3(1—1).
.- 212 = :i:3 !

NoR
Opomba. V kompleksnem ni korektno uporabljati korenskega znaka (1/-) samega po

sebi. Korektno pa ga je uporabljati skupaj z obema moZnima predznakoma (++/-),
v kolikor le-ta dva nista povezana s kaksnimi drugimi predznaki. Lahko bi torej

pisali 219 = £v/4 — 3¢.
—21t£v/—-4-1
= O _ (12 vA)i

21,2 =

—29(1+ V/31i).

=144, a=3-1-vV3+(V3-1)i], z=3[-1+v3-(V3+1)i].

2o=14+vV3i, z1=—V3+1i, z=-1—3i z3=+3—1i.
z=I2+i(—% +2kn) ; k € Z

.Cejerz=3+4i= 5(cos aurctgg1 + 7 sin arctg %), je najprej Inz = Inb + iarctg%.

Sledi:

2t = eilnotiarcts(d/3)) — p=arcts(®/3) (co5In 5 4 isinIn 5) = —0°0153 + 0°3953 7 .

Postavimo z; = 29 = —1 +i = \/5((305%7r +isin2") in w = 1/3. Tedaj je:

zi/g :z;/?’: %(cos%+isin%> ,

torej je:

z}/3z;/3: e/i(cosg—l—ising) = iv/2.

Po drugi strani pa moramo:

_ 9 3m s 3T
Z1%9 = COS B 7 S1n B

T . T
2129 = 2 (cos (—5) + 7sin <—§>) ,

Ce Zelimo uporabiti formuli za kanoni¢no potenco in logaritem. Dobimo:
(2122)1/3 =2 (cos (—%) + sin (—%)) = 2_2/3(\/5 — 1) ,

kar je drugace kot prej. Podobno je tudi:

zapisati v obliki:

1n2+37ri | ) | 2+37m'
—_—+ — nz nzo = In —
2 4 ) 1 2 2 )

Inzy =lnz =
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10.

11.

12.

medtem ko je:
e
In(z129) =In2 — 5

Veljavnost danih formul je zagotovljena le takrat, ko obstaja pot od danega para
(21, 22) oz. trojice (21, 22, w) do realnega para oz. trojice, vzdolZ katere sta obe strani
zveze definirani.

Velja:

T 1 1 ) )
A ®i/3-1/4 _ _—mi/3+1/4) _
sin ( + > % (e e )
1

o—1/4 el/4
= { 5 (1—1—2'\/5)—7(1—2'\@) =

V3 _ i -
:T(€1/4+6 1/4)+Z<61/4_6 1/4)_

Prvi nacin: pisSemo z = x + 1y in po adicijskem izreku dobimo:
sinxchy =2, cosrshy =0.

Ce je shy =0, je y = 0, a potem dobimo sinz = 2, kar v realnem ni mozno. Torej
mora biti cosx = 0, torej x = £ + 2k7, k € Z. Toda ker je hiperboli¢ni kosinus

o . . . e D
povsod v realnem pozitiven, pride v postev le veja s pozitivnim predznakom pri 7.

Dobimo chy = 2. Ce uvedemo u = Y, je to ekvivalentno u? — 4u + 1 = 0, kar ima
resitvi uy o = 2 £ v/3. Dobimo:

z = —iln(2ﬂ:\/§) +g+2k7r.
Ker je (2 + \/§) (2 — \/§) =1, je to ekvivalentno tudi:
z:g+2k37rzi:iln(2+\/§).

Resitev ima torej enako obliko kot v primeru, ko obstajajo (le) realne resitve.
Drugi nacin: enacbo nastavimo v obliki:
(%1

e” —e

21
kar nam da resitvi e”* = (2 + \/g)z in po logaritmiranju dobimo:
z= —iln(2:i:\/§) —i—%—i—?kﬂ,

kar je isto kot prej.

Mnozica A je premica 2z — 4y = 5, mnozica B pa je odprt krog s sredis¢em v 2 — 3¢
in polmerom 4:
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13. Pri funkciji f je dovolj, ¢e pogledamo, kam se preslikajo oglis¢a kvadrata @): tocke
14 2¢, 1+ 3i, 2+ 24, 2+ 3¢ se preslikajo v —1 + 3¢, 41, —2 + 47 in —1 + 5¢. Slika:

Im z, Imw

_|2 -1 1 é Rez,Rew

Oglejmo si zdaj mnozico g(Q). Ce izvirno totko ozna¢imo z z = x + 4y, preslikano
pazw = u+ v, velja u = 22 — y? in v = 2zy. Slike robov se potem izrazajo v
parametri¢ni obliki:

u=a?—4 u=a>—-9 u=1-y"° u=4-—y"

v =4x v = 6x v=2y v=4y

Slika:
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Im z, Imw

2 4 6 8 Re z,Rew

Pri funkciji h pa je ugodno gledati implicitno obliko, zato gledamo izrazavo izvirne
toctke z = x + iy tocke s preslikano w = u + iv: e iz h™'(w) = 1 + 1/w dobimo
r=1+u/(u?~+v?),y=—v/(u?+v?) in preslikani robovi zado$¢ajo relacijam:

u=0, w+v°—u=0,

Slika:

Im 2, Imw

20 +20P +0v =0, 3u’+3 +0v=0.

Rez,Rew
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14.

15.

16.

Naj bo w = 1/z, torej je z = 1/w.

a) Najprej pripomnimo, da f ni definirana povsod v notranjosti enotskega kroga, saj
ni definirana v izhodis¢u. Krog brez izhodis¢a lahko opisemo z neenacbo 0 < |z| < 1.
To ustreza 0 < ‘%‘ < 1 oziroma 0 < ﬁ < 1 oziroma |w| > 1. Notranjost enotskega
kroga brez izhodisca se torej preslika na zunanjost enotskega kroga.

b) Pogoj Rez > 1 oz. z + z > 2 je ekvivalenten:

1 1
—+—=>2
w W
oziroma:
w+ W > 2w .

. . . . 2 .
Ce pisemo w = u + iv, dobimo u > u? + v? oziroma (u — l) +2 < }L. To pa je

2
odprt krog s srediéem v 1/2 in polmerom 1/2.

Podobno kot pri prejsnji nalogi pripomnimo, da funkcija f ni definirana v tocki 7;
to tocko je treba izvzeti iz mnozic, definiranih v tockah b) in d).
Mnozice gledamo v implicitni obliki, zato najprej izracunamo inverzno funkcijo: ce

—1
jew = f(z),je z = " T Iz nje se vidi, da tocka 1 ne more biti v sliki.
w —

w—1  —iw—1

a) Iz z = z dobimo " = 3w . oziroma 2ww — (1 +i)w — (1 —i)w = 0 z
w — w —

dodatno omejitvijo w # 1. Ce zapisemo w = u + iv, dobimo u? +v* —u + v = 0,

kar je kroznica s srediséem v tocki (1 —4)/2 in polmerom v/2/2 brez tocke 1.

w — 1 —tw —1
b) Iz z/i > Z/i dobi >
) Iz z/i > Z/i dobimo w=1)  iw=1)
oziroma u® + v? — u + v > 0, kar je zunanjost kroga srediséem v tocki (1 —7)/2 in
polmerom /2/2.

oziroma 2ww — (14+i)w — (1 —i)w > 0

w — 1 w+1

¢) Iz z = —z dobimo T~ o1 oziroma (1 + ¢)w + (1 —i)w = 2 z dodatno
w — w —
omejitvijo w # 1, kar je premica u —v =1 brez u = 1,v = 0.
(1 — 1w

d) Iz |z — 1] < 3 dobimo < 3 oziroma Tww — 9w — 9w + 9 > 0 oziroma

7(u®+v?%) —18u+9 > 0, kar je zunanjost kroga s srediséem v tocki 9/7 in polmerom

3v2/17.

—1
e) Iz |z| > 1 oziroma ’zw

> 1 dobimo (1 —4)w+ (1+44)w > 0, kar je polravnina

u+v > 0. Iz nje pa je treba izlociti tocko 1 — ta ni v sliki.

a) Ena od moznih preslikav je f = f3o foo fi, kjer je fi(z) = 2 — 1, fo(2) = 32/2
in f3(2) = z +1i. Torej je f(z) = %z — g + 1.

b) Ena od moznih preslikav je f = fyo fso foo fi, kjer je f1(2) = 2 —1, fo(z) = 1/2,

fs(2) = 62 in fi(z) = 2 + i. Torej je f(z) = Z_fl i
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17.

18.

Opremo se na dejstvo, da preslikava z — 1/z zamenja odprt krog s srediséem v
1/2 in polmerom 1/2 ter polravnino vseh kompleksnih $tevil z realno komponento,
vedjo od 1 (glej 14. nalogo). Enotski krog moramo torej najprej preslikati na krog s
sredisem v 1/2 in polmerom 1/2, kar naredimo s preslikavo f1(z) = (1 + 2)/2. Na
koncu moramo polravnino {z ; Re z > 1} preslikati na ciljno polravnino. To storimo
tako, da enacbo prve polravnine zapisemo v obliki z + z > 2, nato pa v obliki:

(1+i)1ii+(1—i)m>2.

2
Torej bo ustrezna preslikava f3(z) = 17 koné¢na preslikava (ena od moznih
i

resitev) pa bo f := f3o fyo fi, kjer je fo(z) = 1/z. Ko poracunamo, dobimo
—1
z) = :
/) 142
Funkcija u je harmoni¢na natanko tedaj, ko je a4+ c = 0. Kot smo ze omenili, lahko

imaginarno komponento v ustrezne holomorfne funkcije (konjugirano harmoni¢no
funkcijo) pois¢emo na ve¢ nacinov. Omenimo tri.

Prvi nacin. IzraCumamo:

b2
a—Z:2a:c+by, v:2axy+%+A(x),
0 ba?
a—u:bx+2cy:bx—2ay, v:—%—l—Qa:vy—i—B(y),
)

Izraza za v sta enaka, Ce je A(z) = —i in B(y) = 2. Sledi:

b(y* — 2?)

v(x,y) = 2azy + 5 ,

iskana holomorfna funkcija pa je:

/()

Il
g

x,y) +iv(z,y) =
2 _ 42

(
9 bi
a(x® — y°) + bry + 2aizy + 5

2) 2 —y?) + (2ai + b)xy

(o-
(42
( )

x—}—zy

2

be 2
= 5 .
Opomba Ce ne bi opazili da je 22 —Y +2:cyz' (x—i—iy)z, bi lahko izrazili z =
iny =

24z
2
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Drugi nacin. Opazimo:

b 2 .2
—@dac—l—@dy:—(bx—2ay)d:z:+(Qa:E—l—by)dy:d(M

2
oy " or > a”)

in dobimo isto konjugirano harmonic¢no funkcijo v kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin. Opazimo:

u:a(z+z)2+b(z+z)(z—z) _a(z%—'z>2:

2 43 21
b
=S @+ P+ (- =
_ b _
:g(z2+22)+4—i(22—22)—

Zdaj pa se spomnimo, da je Im(w) = — Re(iw). Sledi:

o -me(a- 1)),

Seveda spet dobimo isto holomorfno funkcijo.

19. Prvi nacin. izrad¢unamo:

0

a—vz—sinxchy, u=sinxshy + A(x),
T

ov .

a—zcosmshy, v=sinzshy + B(y),
Y

Izraza za v sta enaka, ¢e je A(z) = B(y) = 0. Sledi:
v(z,y) =sinzshy,
Iskana holomorfna funkcija je torej:

f(z) = ulw,y) +iv(r,y) =
=sinzshy +icoszchy =

. 2+ Z hz—2+. z+Zz hz—Z
= sin S icos c =
2 2i 2 21
.. 2tz z—Z | z+z z—Z
= —isin sin + i cos cos =
2 2 2 2
=1COS%.
Drugi nacin. Opazimo:
0 0
—de——Udy:cosxshydx—i—sina:chydy:d(sinxshy)

y ox
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20.

21.

22.

23.

in dobimo isto konjugirano harmonicno funkcijo v kot pri prvem nacinu.
Tretji nacin. Opazimo:

24z z—Zz 24z Z—Zz coSz + cosZz
ch = COS CoSs = =

2i 2 2 ’
= m = Re(cosz) = Im(icosz).

cosx chy = cos

Seveda spet dobimo isto holomorfno funkcijo.

Opazimo:
1 z2—Z 1 z2—2Z 1 1 1 1
V= — - =5 - =5 |l =Im .
2022—2z—2z+1 2i(z=1(z-1) 2i|z—1 =z-1 1—=2

Iz razc¢lenitve na parcialne ulomke:

i 1 1
f(z)_1<z+1+2i_z+1—2i>

dobimo odvode:

— {(z +1 Jlr 201 (241 i 22')"“} |

IS

IO

iz njih pa zahtevani razvoj:

f2) =72 (-1 {(1 20 (1 22')”“} o

n=0

Opomba. Koeficienti v zgornjem razvoju so realni. Tako mora biti, ker razvijamo
okoli realne tocke in ker funkcija slika realna stevila spet v realna stevila.

14+4)4 1+414)8
(cos2 —isin2) (1+(z+1+z')2+ (Z+2'+Z> +(z+3'+2) _|_...)7

f@(=1—14) =12(cos 2 — isin2) = —4'994 — 10°9121.

Iz Taylorjevega razvoja:
f(2) :zQ[(1+22+3z2+4z3+-~-) -
— (14224224222 +-+) —

dobimo, da gre za ni¢lo pete stopnje. Enako bi dobili tudi s trikratnim odvajanjem
drugega faktorja.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Iz Taylorjevih razvojev:

6_22/2—cosz:1—2—2+ a - _1+Z_2_Z_4+ Z4+ ..
2 22.2 21 4l 12 ’
23 23
Z—SIDZ—Z—Z—F?—---_E—---

dobimo, da ima prvi faktor ni¢lo stopnje 4, drugi pa stopnje 3. Torej ima f v
izhodiscu niclo stopnje 7.

1 1 1z 22 28 )
2!22+1'_+2'+3'+I+§—|— .-, gre za pol stopnje 2.
1 1 +z+1—2z’ (z+1—2z')2+
di(z+1—2i)  (41)2 (44)3 (44)4 ’

gre za pol stopnje 1.

Ker stevec nima nicel, imenovalec pa ima nic¢lo stopnje 1, gre za pol stopnje 1. Torej
je potrebno izracunati le:

z—T7
=i =e 7
€=l zl—% ez — e’ €
o7
Z drugimi besedami, glavni del Laurentove vrste je =
Z R

Iz razcepa 2% + 4 = (z — 2i)(z + 2i) vidimo, da gre za pol prve stopnje, torej je
potrebno izracunati le:

z— 2 1 1
c_1 = lim = - = ——.
52224+ 4 242§ Y 4
1
7 drugimi besedami, glavni del Laurentove vrste je —m.
z—2i

Ker ima stevec niclo cetrte, imenovalec pa nic¢lo druge stopnje, gre za odpravljivo
singularnost ali ekvivalentno, glavni del Laurentove vrste je enak nic.

Pisimo h(z) = &, kjer je:

9(2)
f(z)=1+¢", f(m):
f(z)=¢*, [ (i) =
g(z) =14chz, g(mi) =0,
g (z) =shz, g(mi) =0,
g"(z) =chz, g"(mi) =

Stevec ima ni¢lo prve, imenovalec pa ni¢lo druge stopnje, kar pomeni, da ima funk-
cija h pol prve stopnje. Edini koeficient v glavnem delu Laurentove vrste je enak:

limn ( ) 14 €
C_1 = lim (2 — m
! Z—>Ti 1—|—ChZ
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31.

32.

33.

Po dvakratni uporabi L’Hoépitalovega pravila dobimo c_; = 2, torej je glavni del
Laurentove vrste enak 2(z — i)~

Ker ima stevec nic¢lo prve, imenovalec pa tretje stopnje, gre za pol stopnje 2. Glavni
del Laurentove vrste lahko tu dobimo kar s pomocjo razvoja v Taylorjevo vrsto. S
substitucijo w = z — 7 dobimo:

e —1) € w?  w?
h(z):T:$<w+i+§+.”> :

1 1
Glavni del je torej enak e’ ((z —7) + 2z = 7))

Gre za pol druge stopnje, torej bomo morali izra¢unati koeficienta c_5 in c_y:

c_o = lim & =1,
z—0e? — 1
d oz L ef—1—ze? z+§+ —z— 22— 1
c_; = lim — =lim——— = lim : = ——.
==0dz e —1 250 (€2 —1)2 20 (z4---)2 9

1 1
Glavni del Laurentove vrste je torej — — —.

z 2z
Prvi nacin: neposredno. Ker Stevec v m nima nicle, je dovolj pogledati, niclo koliksne
stopnje ima imenovalec. S substitucijo w = z — m dobimo:

w?  w?

14—(:08,2*:1—(:osw:1—1—1—5_14_...7
torej ima imenovalec niclo, funkcija f pa pol stopnje 2. Koeficienta v glavnem delu
Laurentove vrste sta enaka:

z—m 1 4+ cosz z—m 1+ cos z
d z(z —m)?
L= lim— 2T
T R T+ cosz
d w?(w+m)

=lim ——~ =

w—0 dw 1 — cosw

o (Bw? + 2mw)(1 — cos 2) — (w? + Tw?) sinw
= hm( =

w—0 (1 — cosw)?
:hm32_11;4_...4_27;!”3_..._w4_|_..._71'w3_...:
2
& (5 =)
. ) 2m 2
Glavni del Laurentove vrste je tako +

(z—7m)2 z-—7
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34.

35.

Drugi nacin: s takoj$njim premikom v izhodisce in razdelitvijo na dve funkciji. Po
uvedbi nove spremenljivke w = 2z — m dobimo:

w T
h(z) = )
(z) l1—cosw 1-—cosw

Funkcija hq(w) := 1# ima v izhodis¢u pol prve stopnje in pripadajoci koefi-
— cosw
cient je enak:
2
c_1 = lim v 2,
w—0 1 — cosw

2
torej je glavni del Laurentove vrste enak L,(w) = —. Funkcija ho(w) := T

w 1 —cosw

pa ima pol druge stopnje in pripadajoca koeficienta sta enaka:

7TU}2

¢ p=1lim —2  — 9.
w—=0 1 — cosw
. d o mw? . 2w(l — cosw) — w?sinw
c_i=lim—— =7 lim 5 =
w—0 dw 1 — cosw w—0 (1 — cosw)
3
. %_..._wii_...
=7 lim = S 5 =0,
w—0 (W__)
2l

2m
torej je glavni del Laurentove vrste enak Lo(w) = — . Glavni del Laurentove vrste
w

za dano funkcijo pa je enak:

Li(z—7)+ Ly(z — m) =

tako kot prej.

Gre za bistveno singularnost. Iz razvoja v Taylorjevo vrsto:
1 1 1
hiz)=z-3)(1+—-—+——+-—+-- | =
() =(z >(+z+2122+3!z3+ )
1
B TR TR
3 3 3
—3_Z_ B
z 2022 3123
dobimo, da je ostanek enak % -3 = —g.
Velja:

1 1 1
1 t 1
—,dt:/ dt—i/ dt =
0 t+1 0 t2+1 0 t2+1

1 1
—tarctgt| =
0

1
= —In(t* +1
2n( +1) 0

In2

2 4
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36. Velja:

1
/zdz-(1+ i)? / tdt =1,
K 0
1 1
/Zdz:/(1+i)(1—z’)/ tdt =1,
K 0 0
1 1 1
/zdz:/ (t+it2)(1+2it)dt:/ (t—2t3)dt+i/ 3tdt =i,
01 01 i
/zdz—/ — it?)( 1+2it)dt:/ (t+2t3)dt+z’/ t2dt:1+§.

0 0
37. Integracijsko pot lahko zamenjamo s kaksno drugo, vendar pa moramo ostati znotraj

enostavno povezanega obmocja, ki ne vsebuje izhodisca, saj je tam singularnost.
Tako smemo pot K; zamenjati s kroznim lokom z = 2e%, kjer gre t od —m/2 do

7/2, pot K, pa s kroznim lokom z = 2¢€", kjer gre ¢ od 37/2 do 7/2 (ne obratno!)
Obakrat je dz/z = i dt, torej je:

d w/2 d w/2
/ —Z:/ idt = i, / —Z:/ idt = —
Ky ~ /2 Ky # 3m/2

Nadalje je:

dz i w/2 . 1 /2
— == dt = - int 41 t)dt =1
/Kl g 2/ e 2/ (sint +icost) i,

—m/2

—7/2
d . 7-(-/2 ) 1 7'('/2

/ —j_i/ e‘“dt:—/ (sint +icost)dt =1i.
Ky ? 2 Jsr/ 2 Jsr/

Lahko se sklicemo tudi na kompleksno integracijo: ker ima funkcija f(w)
primitivno funkcijo F(w) = ie~™, lahko piSemo tudi:

—tw

I
®

dz & [ 1 _. /2 .

/—2:—/ e dw=—=-e" =1,
K, ? 2 —r/2 2 —m/2
dz @ [™? 1|

/ —2:—/ eWdw=— - =1.
Ky # 2 3m/2 2 3m/2

Se lazje pa pridemo do rezultata, ¢e upostevamo, da ima funkcija z + 1/2? primi-

tivno funkcijo z +— —1/z. Pri tem ni pomembno, da obmocdje ni enostavno povezano
ne glede na to lahko izracunamo:

/ 1
— —
Kl Ko z z

38. Funkcija f se da integrirati le po poti K5, in sicer je:

2i
f(z)dz:221/2‘ =4i.
Ky

—21
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39.

40.

Iz razclenitve na parcialne ulomke dobimo, da je:

J:/ dz :Jl—JQ
' KZ2_4 4 ’

le/ dz in J2:/ dz .
KZ_2 KZ+2

Integrand v J, ima na obmoé¢ju C\ {t € R ; ¢ < —2} primitivno funkcijo z
In(z + 2). Ker je integracijska pot v celoti zajeta v tem obmodju, velja:

kjer je:

21n2 4 3

Jo =1In(4 + 4i) — In(—4i) = 1

Primitivna funkcija integranda J;, z +— In(z — 2), pa je definirana na obmodju
C\{t € R ; t < 2}, ki ne zajema celotne integracijske poti. Pomaga pa, Ce
naredimo substitucijo w = —z. Tako se integral prevede na:

dw
e [ e
k- w—2
kjer je K~ pot, ki gre premocrtno od tocke 2 + 47 do tocke —2 — 41, torej je ravno

nasprotna poti K. To pa pomeni, da je J; = —J5. Sledi:

2In2 4+ 3w
3 )

() 1 1 . 1
z) = —
g 2\z+1 2z-1

se da integrirati po vseh treh poteh. Naj bodo K, K, in K3 poti K;, K, in Kj,
premaknjene za ena v levo, K|, K, in K3 pa te poti, premaknjene za ena v desno.

Tedaj velja:
1 d d
/ g(z)dz:—(/ —w—i-/ _w) .
K; 2 K, w K+ W

K3

J:

Funkcija:

Najprej opazimo, da poti K;", K5 in K, vse lezijo znotraj prerezane ravnine C\ {¢ ;
t < 0}. Torej velja:

d d
/ _w:/ —w:ln(1+2i)—ln(1—2i):2iarctg2,
K K.

+ W + w
1 2

/ d_w =In(—1+ 2¢) — In(—1 — 27) = 2i(7w — arctg2).
K, W

Poti K|, K; in K; pa sekajo negativno realno os. Toda v integrale po teh poteh
lahko vpeljemo substitucijo w’ = —w. Dobimo integrale po poteh, ki spet vse lezijo
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znotraj prerezane ravnine in gredo od 2¢ do —2i. Sledi:

!/
/ d_w:/ d_w:/ duw =In(1 — 2¢) — In(1 + 2¢) = —2iarctg 2,
K K

_ _ ~ /
- w oW e w

/
/ dw _ / dw’ _ In(—1 — 2i) — In(—1+ 2i) = 2i(arctg2 — ).
K. K-

+ w w'
3

Oznaka f(* tu velja za poljubno pot od 1+ 2¢ do 1 — 2¢ znotraj prerezane ravnine,
oznaka K~ pa za poljubno pot od —1 + 2¢ do —1 — 2i, prav tako znotraj prerezane
ravnine. Ko sestejemo, dobimo:

/Klg(z)dz:O, /I(Qg(z)dz:m, /}(39(2)012:—7”'.

41. Kerje 22 =322 =4 = (22— 4)(2> +1) = (2 — 2)(2 + 2)(2 — i) (2 + i), ima integrand
pole 2, —2, 7 in —i.

a) Znotraj kroznice lezi le pol v tocki 2, zato je integral enak:

o 1 ‘ i
i =
G @D, 10

b) Znotraj kroznice lezi le pol v tocki i, zato je integral enak:

1
(22 —4)(z +1)

T
2m —.
T 5

Z=1
c¢) Znotraj kroznice ne lezi noben pol, zato je integral enak nic.

d) Znotraj kroznice lezita pola v tockah 2 in i. Zaradi holomorfnosti je iskani integral

enak:
dz dz
J = T 204" A _9.2 _ 17
=322 -4 Jg, 2t =322 -4

kjer je K krivulja, ki v pozitivni smeri enkrat obkrozi tocko 2 in ne obkrozi ostalih
polov, K5 pa je krivulja, za katero velja enako za tocko ¢. To pa je ravno vsota
prejsnjih dveh integralov, torej J = —m /5 + 7i/10.

42. Tz razcepa 2* + 222 + 1 = (22 + 1)? = (2 — 9)*(z + 1)? in Cauchyjeve integralske
formule za odvode sledi:

7{ dz o d 1 A 1 s
————— =27 — = —4m =—.
K222 41 dz|,_, (z+1)? (z+10)3|,_, 2
43. Funkcija:
() : 1
z) = =
24+ 822416 (z+20)%(z — 2i)?
ima pola 27 in —2¢, oba druge stopnje. Dana kroznica zajame pol 27, torej bo:
d 1 4me s
dz = 27i R, 2i) = 2M — ———— = - = —.
ﬁ; f(Z) : i eS(f’ Z) i dz (Z + 2?‘)2 2=21 (Z + 22>3 z=21 16
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44. Funkcija z + e* — ¢’ ima ni¢le 7 + 2kwi, k € Z. To so tudi poli integranda

f(2) = =*=. Dana kroznica zajame pola 7 in 7+ 2mi. Torej bo potrebno izracunati:
. oz2(z=7) 7
Res(f,?) _lLH% 6Z_e7 — ;’
2(z—T7)  TH42mi

Res(f, 7+ 2mi) = z—}%gm P e,

)

in integral je enak 2mi [Res(f, 7)+ Res(f, 7+ 27?2')] = (—47* + 28mi)e .

45. a) V izhodis¢u ima funkcija:

83 3 73
sin(2z) —sinz = (2z—%+-~-)—(z_%+...) :z—%+---

niclo prve stopnje, od koder sledi, da ima funkcija f pol druge stopnje. Koeficienta
v glavnem delu Laurentove vrste sta enaka:

d

sin(2z) — sin z — z(2 cos(2z) — cos z)

= 1i o 2 = 1i —
o _lg% dz /)] il_r)l% (sin(22) —sinz)2

’ 22+%+---—z—§—~--—22+4z3—---+z—%—---
= 111m —=

z2—=0 (224_%4_..._2_’_%_...)2

. 14323+
= lim — =

z—0 z4 +

z

= lim 2% f(2) = li -
€-2 Z1_r>r(1]z /(=) zl—r>r(1) sin(2z) — sin z

b) Uporabimo izrek o ostankih, za kar je potrebno pogledati vse singularnosti, ki
se nahajajo v krogu s srediséem 7/4 in polmerom 7/2. Singularnosti funkcije f
sovpadajo z ni¢lami imenovalca. Faktor:

sin(2z) —sinz = sinz(2cos z — 1)

je enak ni¢ za z = 0 in za z = £% + 2km, k € Z. V prejsnji tocki smo izracunali,
da je ostanek (residuum) funkcije f v izhodis¢u enak Res(f,0) = 0. Poleg izhodisc¢a
je v danem krogu le Se 7/3. Ker ima imenovalec tam ni¢lo prve stopnje, ima f pol
prve stopnje in velja:

T T
<73 _ 3. <73

Res (f, Z) = lim - - =— lim — —.
3 :n/3 2(sin(22) —sinz) 7 z—n/3 8in(22) — sin 2
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46.

47.

Z uporabo L’Hopitalovega pravila dobimo:

s 3 1 2
R (,—):-1‘ S
es\/f 3 7Tz—1)1;rl}3 2cos(2z) — cos z T

Ce je torej K dana kroznica, orientirana v nasprotni smeri urinega kazalca, velja:
j{ f(z)dz = 2mi [Res(f, 0) + Res (f, %)} = —4i.
K

Integral lahko pretvorimo v cirkulacijo z uvedbo nove spremenljivke z = e%: ko t
pretece interval od 0 do 27, z pretece enotsko kroznico v pozitivni smeri. Velja:

: d
dz =ie'dt, dt:.—z
1z
in
I R S
- eite—it z4+1/z 52 :
2+ cost 2++T 2++T/ 2244241
Sledi:
21
dt 1 2 2
——=—@¢ ——dz =271 R —_ 2= -2 3] =
/0 2+ cost i£z2+4z+1 i es(z2+4z+172 +\/_)
2 2w
—r = -
2+ 243l 0rs V3

Opomba. Integral bi lahko izracunali tudi brez uporabe kompleksnih Stevil, in
sicer z univerzalno trigonometrijsko substitucijo u = tg(¢/2). Pri tem pa bi morali
integracijski interval ustrezno razdeliti.

Opomba. Cejet € R in e = z, velja tudi e™™ = Zz, a ¢e bi uporabili to zvezo,
integrand ne bi bil ve¢ holomorfen in ne bi mogli uporabiti izreka o ostankih.

Velja:

2
1 d z/2 ,1/(22)
J::/ GCOStdt: _.% ez/2€1/(2z)_z — 27 Res <L,ZIO> .
0 K

2 z z

Iz razvoja:

e*/2 e1/(22) 1 z 22 23 1 1 1
—— = (1+5+ ot ) (14— + - 4o

2 2 2122 " 3128 2z 212222 " 31233
dobimo:
1 1 1 1 1
J=2r(1 - ) = 7954927
" ( T T T e Tan: T e )

(prikazani ¢leni vrste zado$éajo za zahtevano natanénost).
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48. Naj bo:
1
f(z) = A — 22417

Ocitno je lim|,|, 2f(2) = 0. Nadalje iz razcepa:

A+ 1= (2" —;—%iﬁ)(22_1+12~\/')_

= (z - 3V3-L)(z - I3+ 1) (2 + V3 - Li) (2 + Lv3 + 1i)

221

dobimo, da ima f $tiri pole stopnje 1, od katerih dva, namrec %\/54—%2 in —%\/54—%2',

lezita na zgornji polravnini. Torej je:

/OO f(z)dz = 2mi [Res(f, %\/§+ 1i) + Res(f, _%\/5_1_ %z)} =

1
= 271 +
1 1. 1 1.
(z = 3VB3+3i) (2 + 3v3—Li) (2 + 1V3 + 1i) WY
. 1
V- G- AT e VA | s
=T.
49. Velja:
* cosxdx
/= / (z2+1)2 Re/ uc
eiz e’LZ

kjer je f(z) = . Za Im z > 0 velja:

(Z+1)? (z-i2(z+0)?
|€iz| — ’e—y+ifc| — e—y|6i$| — Y S 1

in ker je:
lim 2 0
|z]—o0 (2’2 + ].)2 ’

je izpolnjen pogoj ‘l|im 2f(z) = 0.
Z|—00

Im 2>0

Funkcija f ima dva pola stopnje 2, in sicer v ¢ in —:. Torej bo:
J = Re [2%2’ Res(f,i)} :

Ker gre za pol druge stopnje, je:

e’LZ

NERE

zZ=1

d

Res(f,i) = e

= e'* [(z +4)72 = 2(z + i)_?’}

z=1

in zato J = 7/e.
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50. Velja:

* sinx dx o

| S ew e,
iz 1 iz 1 1

kjer je f(z) = 23 el ¢ P e P Od eksponentne funkcije je bilo

treba odsteti 1, da smo tudi v kompleksnem dobili odpravljivo singularnost — zdaj

se da f tudi v kompleksnem zvezno razsiriti v izhodis¢e. Nadalje za Im z > 0 velja:

|ezz| _ ’€7y+m| — efy|ewc| — Y < 1
in posledi¢no |¢'* — 1| < 2. Ker je:
z

lim 3
|z]—00 2° + 2

=0,

je izpolnjen pogoj ‘1|im z2f(z) =0.
Z|—00
Im 2>0

Funkcija f ima dva pola stopnje 1, in sicer v ¢ in —i. Torej bo:
J =Im [27rz' Res(f, z)] = 2w Re Res(f, 1) .

Ker gre za pol prve stopnje, je:

Res(f, i) = lim(z — i) f(2) = ~—

21 2

in zato J = 7r(1 — e‘l).
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