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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 21. 11. 2018

1. ) {(r.y) € B2y #0}.

b) Nivojnica za vrednost z je krivulja y = Slika:

2 — 2

c) Ne, ker npr. ne obstaja limita lim, .o f(0,y) = limyﬁo(—i).

. a) Ker za 2] < 1 velja e = 300, 27 in o2 = S7°0 2, e
0 g2y &
Fr) = 3 B S .
k=0 ’ 1=0
b) Iz Taylorjeve formule f(x,y) =3 %Jmﬁ% sledi:
0»f(0,0) _ 0”f(0,0) _
024 Oy26 =0, 0225 Jy25 =0,
w20 9y20 10!’ Ox'8 Oyls 9!

. a) Parcialna odvoda sta:

Folwyy) = 20(1 — 22 — 22) ™% in f,(z,y) = 2y(2 — 2 — 2y%) e " |

Iz f, = 0 dobimo x = 0 ali 2> +2y?> = 1, iz f, = 0 pa y = 0 ali 2% + 2y* = 2. Pri
r =1y =0 je f(0,0) = 0 in ker v vseh drugih tockah velja f(x,y) > 0, je (0,0)
globalni minimum. Ne more hkrati veljati 22 + 2y = 1 in 2% + 2y?> = 2. Torej



je bodisi x = 0 in z% + 2y? = 2, od koder dobimo toc¢ki (0,41) bodisi ¥ = 0 in
22 + 2y* = 1, od koder dobimo tocki (£1,0). Hessejeva matrika je:

H = 9o [1 — 5x? + 2z — 27 + day? —6xy + 223y + day? }

—62y + 223y + 4ay3 2 — 2% — 10y? + 22%y? + 4y*
V stacionarnih tockah je to:

H(O,O):2L1) (2)} : H(il,O):g{_OQ (1]] : H(O,il)zz{_ol _04} :

Zato je (0,0) lokalni minimum, (1, 0) sta sedli, (0, £1) pa lokalna maksimuma.

b) Najprej opazimo, da je f(0,0) = 0 in f(x,y) > 0, brz ko je (x,y) # (0,0). Tocka
(0,0) je torej globalni minimum.

Globalni maksimum je lahko kve¢jemu v tockah (0,+1). To je res natanko tedaj,
ko funkcija f na celi ravnini sploh doseze globalni maksimum. Cela ravnina sicer ni
zaprta in omejena mnozica, pac pa gre f(z,y) proti ni¢, ko gre (z, y) proti neskoné¢no:
¢e namreé ozna¢imo r := /x? + 4?2, velja | f(x,y)| < 2r2e~" | to pa gre proti ni¢, ko
gre r proti neskoncno.

Ker je f(0,£1) = %, po prejSnjem obstaja tak ro, da je f(z,y) < % za vse r > 1
(zunaj kroga). Zaprti krog okoli izhodis¢a s polmerom ry pa je zaprta in omejena
mnozica, zato f tam zavzame globalni maksimum. Globalna maksimuma za f na
celi ravnini R? torej nastopita v tockah (0, £1) z vrednostjo 2.

. Nastavimo Lagrangeovo funkcijo:
L:2:1:3+3:E—|—2y3+y+)\(x4—|—x2+3y4+y2—94)

Parcialni odvodi so:

L
Z_x 622 4 3+ \(d2® + 22) = (20° + 1)(3 + 2Az),
oL
En =6y” + 1+ A(12y° + 2y) = (6y” + 1)(1 + 2)y),
oL
B =t 4?43yt + 97— 94,

Izenac¢imo z nic in iz prvih dveh enacb dobimo A = ;—i = ;—yl, torej x = 3y. Vstavimo

v tretjo enacbo in dobimo 84y* + 10y? — 94 = 0 oziroma (84y? + 94)(y* — 1) = 0,
od koder dobimo stacionarni tocki 77(—3,—1) in 75(3,1). Vstavimo v funkcijo in
dobimo:

m[i)nf:f(—3,—1):—66 in mgxf:f(3,1)266.



Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 22. 1. 2019

1. Iz prvih parcialnih odvodov:

2e* 2 —e’ —1
Tu = ev =1, T7,= 3e? =3
39(e* —e™*) — dve™ 0 —due"™ —20(e’ —e™?) 0
0 . 0
dobimo £ =5, F=1,G=10, EG - F?=49, 7, x 7, = |0| in N = [0].
7 1
Nadalje iz drugih parcialnih odvodov
2e" 2 0 0
Tuu = e =|1], Tw= 0 =101,
39(e* +e7v) — 4o?e™ 78 —4(1 4 uv)e™ —4
—e’ —1
Ty = 3e? =1 3
—4u? e" — 20(e¥ + e7V) —40

izracunamo L = 78, M = —4, N = —40. Konc¢no je:

L M E FI\ [18=5x —4—-X| . )

=49(A 4+ 4)(A — 16).
Glavni ukrivljenosti sta torej A\ = —4 in Ay = 16. Gre za hiperboli¢no tocko.

2. a) Jacobijeva matrika parcialnih odvodov vektorske funkcije:

F(z,y,2,w) = {2:63/ +y* — 222 + 3w + 8
. 20 —2y =322 2w . C 4 2 —12 2
je enaka [Qy 242 —dz 120 kar je v dani tocki enako _9 9 _g 12} .
. —-12 2 4 12 .12 2
Ker so determinante 8 19| = —128, o _g| = —56 in 9 12’ = 20 vse

razlicne od nic, se da sistem v doloceni okolici enoli¢no izraziti v vseh omenjenih

oblikah.

b) Velja:
W 2] [-12 2] [4 2] 113 5
wy wy| -8 12 -2 2| 32114 2|’
torejjezngvZyzévwx:%inwyzz—ﬁl,



3. Tocke (z,y) iz dane mnozice zadoSc¢ajo enacbi:
|z =3 + [yl = |2 + [y = 1],

ki jo preoblikujemo v f(x) = g(y), kjer je:

-3 <0
flz)=lz|—]z=3|=¢ 2x—3 ;0<2x<3
3 x> 3,
-1 ;y<0
9y) =yl =ly—-1=4¢ 2y—1 ;0<y<1
1 sy >1.

Ceje0<2r<3in0<y<1 morabitiy=x—1. Cejex <0,je f(xr)=—3, & pa
je * > 3, je f(x) = 3; nobeno od teh stevil ni v zalogi vrednosti funkcije g. Ce pa
jey <0, je g(y) = —1; enakost f(x) = —1 velja, ¢e je x = 1. Podobno, ¢e je y > 1,
je g(y) = 1; enakost f(x) =1 velja, ¢e je z = 2. Dobimo spodaj prikazano mnozico
tock:

vyl

4. a) Oznac¢imo f(x) := /2 + y/z. Funkcija f je kompozitum naras¢ajoc¢ih funk-
cij, zato je naraidajoca. Velja f(v/2) = vV2+v2 > V2 in f(2) = V2+V2 <
V2 4+ V4 = 2. Sledi, da funkcija interval [v/2,2] spet slika v interval [v/2,2]. Na-

dalje je:
1

!/
X)) = —F——,
@ 42z + x+/x
kar je padajoca funkcija, zato za x € [v/2,2] velja:
1
0< f(x) < f(V2) =
4V2v2 + V212

torej je f na intervalu [v/2,2] skréitev, zato zaporedje z,, konvergira. Limita seveda

prav tako lezi na tem intervalu in resi enac¢bo x = /2 + +/z, iz katere sledi 2 =
2 ++/z, torej /T = x? — 2, torej x = (2% — 2)?, torej ! —4x? —x +4 = 0.

<0118 <1,
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b) Prvih nekaj priblizkov je (na Sest decimalk natancno):

2o = 1414214, =z, = 1'785835, x5 = 1'826568, 3 = 1'830712,
74 = 1831130, a5 = 1'831172.

0118

Ce z z* oznac¢imo iskano resitev, velja |2* — 5| < 1— 0118 |z4—x5| < 07000006, torej

je 1'8311655 < x* < 1'8311785, kar pomeni, da se resitev v zahtevani natanc¢nosti
glasi z* = 1'8312.



Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 25. 4. 2019

1. Z zamenjavo vrstnega reda integracije dobimo, da je dani integral enak:

//y>1 sin(e® — x dxdy—/ / sin(e® — x)dydz =
<1

z>Iny

:/ sin(e® — z)(e — 1) dz =

0

e—1
= / sintdt =
1

=cosl—cos(e—1).

o0

2. Oznacimo F'(a) :/

arctg(az?) q
—=" 2 dz.

2

o 1
F'(a):/wmdx

Za a > 0 uvedimo substitucijo ¢t = y/a x in dobimo:

oo

Prvi nacin. Odvajamo:

f/ 1+t4:7r\/;

Po integraciji dobimo, da za a > 0 velja:
F(a) =mV2a+C.

Zaradi zveznosti to velja tudi za vse a > 0. Zdaj pa opazimo, da je funkcija F' liha;
med drugim to pomeni, da je F'(0) = 0. Od tod brz sledi C' = 0. Iz lihosti pa zdaj
dobimo, da za splosni a € R velja:

F(a) = m/2|a|sgn(a) .

2ax _ dx
1+a?z%? dv = 22 11

> N /°° 2a d
———dx.
e oo oo L+ a2t

Prvi ¢len je enak ni¢, v drugega pa za a > 0 uvedemo substitucijo t = y/ax in

dobimo: o g
a):2\/5/_001+t4 =m2a,

kar je isto kot pri prvem nacinu.

Drugi naéin Integriramo per partes z u = arctg(ax?), du =
v = —=. Dobimo:

1
F(a) = — = arctg(az?)
x




3. Vzamemo lahko, da kroznica lezi v ravnini zy, in jo parametriziramo v obliki 7 =

[Rcos ¢
Rsinp|, 0 < ¢ < 27. Za os lahko vzamemo kar os x. Ce dolzinsko gostoto
0
oznac¢imo z ji, je torej vztrajnostni moment enak J = ,ufK(yQ + 2%)ds. Iz T =
[— Rsin g '
Rcosyp |, ||?|| = R dobimo:
0

2
J:,u/ R¥sin* pdp = nuR®.
0

Opomba. Masa kroznice je enaka 2muR, torej je tudi J = %mRz.

4. Oba dela ploskve skupaj tvorita rob zgornje enotske polkrogle, ki jo lahko parame-
r cos f cos p
triziramo s sferi¢nimi koordinatami 7 = |rcosfsing |; 0 <0 < 7/2,0 < ¢ < 2,
rsin 6
0 <r < 1. Opazimo Se, da je rob orientiran navzven. Po Gaussovem izreku je iskani
integral enak:

w/2 27
I—/// divR = /// P T dxdydz—/ / / 3rtcos® O dpdfdr =
w/2 A
—67r/ / cos HdQ——/ cos 0d«9—5B( ) =



Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 3. 6. 2019

1. a) Skica:

Ker krivuljo sestavljajo tocke oblike (x,y,2x — y), kjer tocka (z,y) lezi na enotski
kroznici v ravnini, gre za prostorsko elipso.

b) Prvi nacin: sledimo namigu in si pomagamo s Stokesovim izrekom. Oznac¢imo
integracijsko krivuljo s K. Krivulja K je sklenjena in omejuje prostorski krog,
pcost
ki ga lahko parametriziramo z p = psint , (p,t) € A, kjer je A =
2pcost — psint
{(p,t); 0 < p <1 0<t <27} Integracijska krivulja ustreza delu roba mnozice
A, kjer je p = 1. Ce je p prva, t pa druga koordinata, smer, ko gre t od 0 do 2,
ustreza pozitivni orientaciji roba. Ce prostorski krog orientiramo skladno s prejsnjo
parametrizacijo, je torej orientiran skladno z integracijsko krivuljo. Velja:

N 0 cost —sint
rotR= |01, 7,= sint , Ti=p cost ,
—1 2cost —sint —2sint — cost
) R
T,xTi=p| 1|, (0tR,T,xXT:)=—p.
1
Sledi:
IR 1 2m
Rd?:—// pdpdt:—/ pdp/ dt = —7.
J, =5 o
Drugi nacin: neposredno. Na integracijski krivulji velja:
N sintsin®(2cost — sint) ' —sint
R = — costcos?*(2cost — sint) , T = cost
2sint costsin(2cost — sint) cos(2 cost — sint) —2sint — cost

10



Sledi:
N 2m
7{ RdAT = — / <sin2tsin2(2 cost — sint) + cos® t cos®(2cost — sint) +
K 0
+ 2sintcost(2sint + cost)sin(2 cost — sint) cos(2 cost — sin t)) dt.

Zadnji ¢len integriramo per partes:

u =sintcost,
du = (cos®t — sint) dt,
dv = 2(2sint + cost) sin(2 cost — sint) cos(2 cost — sint) dt ,

v = —sin?(2cost — sint) dt

in po krajSem racunu dobimo:
N 2
f RdT = —/ cos’tdt = —,
K 0

. Funkcija u je realni del neke holomorfne funkcije natanko tedaj, ko obstaja taka

tako kot prej.

funkcija v, da je ‘3—7; = g—z in g—Z = —%; funkcija ¢ je pripadajoci imaginarni del.
Velja:

ou Y 1 2 2

Or 2t v(z,y) = 3 In(z" +y7) + A(z),

ou x

oy i v(z,y) = 5In(z* +y°) + Bly).

Izraza se ujemata, brz ko je A(x) = B(y) = 0, torej je iskani imaginarni del funkcija
v(@,y) = SIn(a? + 12).

. a) Funkcija f ima singularnosti tam, kjer je g(z) := e*/3 — e72/3 = 0, to pa je

ekvivalentno e* = 1, kar se zgodi v tockah 27ki, k € Z. V vseh teh tockah je
g'(z) = 2%/ 4 Le7#/3 = 1 #£ 0, torej ima g povsod tam nic¢lo prve stopnje, f pa
ima pol prve stopnje.

11



b) Integracijska pot obkrozi singularnosti 0 in 27i. Iskani integral je torej enak:

2ri [ Res(0) + Res(f, 2m3)| = 2mi[lim = f(2) + lim (= = 2mi) (2)] =

2—2mi
oi | z e z — 2mi
= 4T m  ——-—- m ———z| =
20 e272/3 — —2/3 Z2—s2mi e2%/3 — e—%/3

. 1 . 1
= 274 |:121_I)I(1) %(223/3 + % e—z/s + z1_1>I2I711-1 %622/3 + % 6—z/3:| =

1
=2m |1+ =
( (—3~§ﬂ+%65+§ﬂ>

1
—2mi [1- =
( 1+%§z’)

= S (-4v3+20).

wro

4. a) Kompleksno Stevilo z pripada mnozici A natanko tedaj, ko je |z| > 5 ali ekvi-
valentno zz > 25. Ce oznacimo w = f(z), je z = = + 4 + 3, torej bo w € f(A)
natanko tedaj, ko bo w # 0 in % +4+3i € A, torej:

1 1
(—+4+3z‘> <—+4—3¢) > 25,
w w

Pomnozimo z ww, uredimo in dobimo:
14+ (44 3w+ (4—3i)w > 0.

Ce zapi$emo w = x + iy, dobimo 1 + 8z — 6y > 0. Skica:

12



b) Funkcija ¢i(z) := 1 mnozico A bijektivno preslika na odprt krog s sredi§éem v
izhodis¢u in polmerom %, ki mu odvzamemo sredisée. Funkcija go(z) := 10z slednjo
mnozico bijektivno preslika na odprt krog s sredis¢em v izhodis¢u in polmerom 2,
ki mu odvzamemo sredis¢e. Funkcija g3(z) := z + 2i pa slednjo mnozico bijektivno
preslika na zZeleno mnozico. Iskana konformna preslikava je torej:

9(2) = g3(92(91(2))) = 1—ZO + 2.

13



Resitve izpita iz matematike 2 z dne 10. 6. 2019

1. a)Veljag, +9,+9:=fo 2+ f.- (=2)+ fo- (—2)+ f,- 2+ f,- (-2)+ f.-2=0.
b) Velja:

Je =22 fu+2yfo,
fozr = 2 fu + 22027 fuu + 2y fuo) + 2922 fuo + 2y fou) =
= 2 fuu + 422 fur + 82Y fun + 4% fon
fy= "2y fut2xf,,
Fow = =2 fu = 20(—2Y fuu + 27 fur) + 20(—2y fuo + 22 for) =
= =2 fu + 4V fuu — 82Y fuo + 42° [0,
foo = foy =4 fu+ 42" = *) fuu + 162y fuo + 4(y° — 2%) fro =
=4 fu, +4u fuu + 8V fuy — 4u fu .

Tako se enac¢ba pretvori v:

fu +u(fuu - fvv) + 2v fuv =0.

2. Iz:
. cost ) —sint —cost
T = | 2cos(2t) —cost | , T = | —4sin(2t)+sint | , T = | —8cos(2t)+ cost
2cos(2t) + 2cost —4sin(2t) — 2sint —8cos(2t) — 2cost
. . 3 o es ses
T X T = (4costsin(2t) — 2sintcos(2t)) | 1 | , (T x7,7)=0,
—1

H?H = 6cos’t + 4 cos(2t) cost + 8 cos?(2t)
H? X ?H = \/ﬁ{él costsin(2t) — 2 sintcos(Qt)}
dobimo ukrivljenosti:

V11 |2costsin(2t) — sint cos(2t)| 0
K= : w=0.
V2(3cos?t + 2 cos(2t) cost + 4 0082(215))3/2

Ker je torzijska ukrivljenost enaka nic, je krivulja ravninska. To pa lahko ugotovimo

X
tudi iz dejstva, daza 7 = |Y | velja 3X +Y = Z: na tej ravnini lezi dana krivulja.
Z

3. Z vpeljavo sferi¢nih koordinat:
r=rcosfcosp, y=rcosfsing, z=rsinf, J=r>cosf

dobimo, da je dani integral enak:

2 7T/4 7'1'/2 327r
///0<T<2 Tﬁsin20(:080d7“dcpd0:/ rﬁdr/ dcp/ sin?fcosfdf = —— .
0<p<m/4 0 0 0 21

0<0<m/2

14



4. a) Singularnosti so v tockah 2kwi, k € Z. V izhodis¢u je pol druge stopnje, ostale
singularnosti pa so poli prve stopnje.

V izhodiscu velja:

c_p = lim 22 f(2) =1,

z—0
.od o, .oef—1—ze* 1
e =l 7 (Y 0) = I = =
. ) ) 1
Glavni del Laurentove vrste je torej — — —.
z 2z

V singularnosti a = 2kwi, kjer je k € Z \ {0}, pa velja

. i z — 2kmi 1
1= llﬁr\l;(z N a)f(z) - zl}gclm Z(ez — 1) N 2]€7TZ ’

1
2kmi(z — 2kmi)

b) Dana kroznica obkrozi le singularnost 27i. Ker je Res(f,2mi) = 5=, je iskani
integral enak 1.

torej je glavni del Laurentove vrste enak

15



Resitve izpita iz matematike 2 z dne 19. 8. 2019

1. Na desni je prikazana skica definicijskega obmocja.
Oglisci: f(—2,0) = —2¢~2 = —0°271,
£(2,0) = 2¢? = 14°78.
Roby=2%—4, —2<2<2:
f(I,,IQ _ 4) — $6x2+$_4,
Lf(w,a?—4)=(1+z+ 2% e 4,
stacionarnih tock ni.
Roby:4—x2, —2< <2
flx, 4 —a?) = g ette—a®
42,4 —2%) =(1+x—22?) ehta—a?,
Obe stacionarni tocki (1,3) in (—3, 1) lezita v
definicijskem obmodju. Velja f(1,3) = e* = 54'6
in f(—3,8) =—3e¥* = —120.
Notranjost: f.(z,y) = (1 +x) ",
fy(,y) =z,
Stacionarnih tock v notranjosti ni.

Torej je IIllIlf f(-38)=-1 e** in mgxf = f(1,3) = €.

204 2
2. 7 upostevanjem sodosti in lihosti dobimo:

=g [Trae= 7

2 Jo

/ f(z) cos(nz) %/ cos(nz)dr =0,

0

;/_ﬁ f(z)sin(nx) dz = —%/0 zsin(nz) dz = (="

Razvita funkcija je torej:

~ o0 Tl . 2 . 3
—Z—}—Z smn:v—Z—sinijsm(Qx)—Sln;x)—i—

n=1

8t” 1

1 1
3. / RAT = / 52 |, |2t | ) dt = / (87 + 10t* — 12t°) dt = 1.
¢ 0 —43 3t? 0

4. Singularnosti so v tockah % + 2k7 in %’T + 2km, k € Z, in vse so poli prve stopnje.
Dana kroznica obkrozi le ¢ in tam je:

_ T TI'/6 —7/6

T m z +e
= 1'[“ ( ——) = —_— 1 6 - 5
- z—l>rr/6 MG J(w) = cos 6 z—>7r/6 2sinz —1 2V/3

16



torej je iskani integral enak:

/6 —7/6
ai O g
V3

17



Resitve izpita iz matematike 2 z dne 2. 9. 2019

1. Velja f, = 48z% — 6y in f, = 3y® — 6z, stacionarni tocki sta 77(0,0) in T5(1,1).
Nadalje je fy, = 14422, f,, = —6 in f,, = 6y. V T} je sedlo, v Ty pa lokalni
minimum.

2. 7 vpeljavo sferi¢nih koordinat x = rcosfcosp, y = rcosfsiny, z = rsinf, J =
r? cos § najprej izra¢unamo maso:

1 27 1
m:///2 2122 pdxdydzz// /TBSiHGCOSGdrdgde:Z’
x+yz>+02§1 0 JO 0 4

nato pa Se integral:

///QHJ +022<1pzdxdydz_/ / / r sin Hcosédrdgpde_ -

Koordinata z iskanega tezis¢a je torej enaka =, koordinati z in 7 pa sta enaki nic.

157

p COS
3. Ce ploskev parametriziramo z 7 = | psing |, iz pogoja na z in splosnih pogojev
2¢/1 —p?
dobimo pogoje 0 < r < %, 0 < ¢ < 27. Odvajamo in izra¢unamo smer normale, ki
jo porodi parametrizacija:

2p2 cos p
cos —psin V1-p%

JEEN 3 JEEN PN JEEN 2 :
T,=| SW¥ , Ty,= | pcosy |, T,XT,= |2230e

2p /1—0p2
Vi-? 0 o

Ker ima produkt 7, x T, isto smer kot predpisana normala, je iskani integral enak

202 cos p
COS /21—p2 9 92
/[)<p< < Slrllgpp ’ 2,p/1sinp;p > dpdgp - / 0§p<% /1 — :02 dpdSD = ? .
0<p<dm P 0<p<2r

4. a) Mnozica A je mnozica vseh kompleksnih Stevil z, za katere velja i(z — z) > 6.
Preslikana mnozica pa je mnozica vseh kompleksnih Stevil w, za katere je 1/w € A,
torej i(w — w) > 6ww. Ce pifemo w = u + iv, dobimo u® 4+ v* + ¥ = 0 oziroma

1

2 . i .
u? + (v + %) < %. Gre torej za odprt krog s sredis¢em v i in polmerom %.

b) Krog iz prej$nje tocke je treba najprej premakniti za %i navzdol, nato pa raztegniti
za faktor 6. Iskana preslikava je torej:

o) =0 (1) - 5) =2 -1
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 4. 12. 2017

1. a) Preverimo aksiome metrike:

e Ceje v =y, sta x in y istega predznaka, torej je d(x,y) = |z — y| = 0. Ce je
x # y ter sta x in y istega predznaka, je d(z,y) = |v —y| > 0. Ce pa sta
in y nasprotnega predznaka, eno izmed Stevil pripada (—oo, —1], drugo pa v
[1,00), torej je |z —y| > 2 in spet d(z,y) > 1 > 0.

e Simetrija je ocitna.

e Preverimo trikotnisko neenakost d(x,z) < d(z,y) + d(y,z). Ce so x, y in
z vsi istega predznaka, je to trikotniska neenakost za obi¢ajno metriko. Ce
sta x in y razlinega, y in z pa istega predznaka, je d(z,2) = |[r — 2| — 1 in
d(z,y) +d(y,z) = |r — y| — 1 + |y — 2| in neenakost spet sledi iz trikotniske
neenakosti za obic¢ajno metriko. Podobno velja v primeru, ko sta x in y istega,
y in z pa razlicnega predznaka. Preostane le Se primer, ko sta x in z istega
predznaka, y pa je razlicnega predznaka kot x in z. V tem primeru upostevamo,
dajed(z,y) > |z|+1ind(y, z) > |z|+1. Po trikotniski neenakosti za absolutno
vrednost ocenimo d(zx, z) = |z — z| < |z| + |2| < d(z,y) + d(y, 2).

b) Odprta krogla je interval [1,4), zaprta krogla pa je mnozica {—1} U [1,4]. Slika:

K(2,2) }

A 4

K(2,2) . } I

2. a) Oglejmo si funkcijo:
Flo) -z —4-— dx + sinx

3
Ko gre x proti minus neskoné¢no, gre f(x) — = proti neskon¢no in ko gre x proti
neskonéno, gre f(x)— x proti minus neskon¢no. Sledi, da ima funkcija z — f(z)—x
na realni osi vsaj eno resitev. Nadalje velja:

f/(x) = _1—’_% )

torej za vse x € R velja —2 < f'(z) < 0 in zato —2 < 4 (f(z) —z) < —1. Funkcija
x — f(x) — z je torej strogo padajoca, zato ima najve¢ eno niclo. Sledi, da ima
enacba f(x) = x res natanko eno resitev.

b) Ker za vse z € R velja —2 < f'(z) < 0, bo funkcija na intervalu [0, a] skrcitev, brz
ko ga bo preslikala vase. Ker je padajoca, bo slednje res, brz ko bosta f(0) in f(a)
na intervalu [0,a]. Velja f(0) = 4, torej bo a > 4. Nadalje lahko f(4) =4 — @
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omejimo med 4 — 4%1 = g in 4 — 4%1 = 3, kar pomeni, da je f(4) € [0,4]. Sklep:

funkcija f je skréitev na intervalu [0, 4].
c) Za zacetni priblizek z; = 0 dobimo naslednje zaporedje priblizkov:

0,4, 2918934, 2953414, 2953172, 2953173, ...

Ker je funkcija f padajoca, tocen rezultat lezi med dvema zaporednima priblizkoma,
od koder sledi, da ustrezno zaokrozena resitev znasa 2°95317.

1 ™ 2 w/2 ) 2
;/_Wf(:v)dx—;/o xdm—ﬁ

. a) Velja:

inzan=1,2,3,... velja:
1 T 2 w/2
—/ f(z) cos(nz)dx = —/ 2% cos(nx) dz =
T ) . T Jo
_ T sin ot N 2cos B 4sin 2F
2n n? nir

Ker je funkcija f liha, je:

%/—1 f(z)cos(nz)dx =0.

Iskana Fourierova vrsta je torej:

2 nm

. > sin™  2cos™  4si
f(x)zﬂ—-i-Z(W oy 2 — m2)cos(nx).

24 2n n? n3m
n=1
b) Dobljena vrsta f se z izvirno funkcijo f ujema povsod razen v +7, kjer ni zvezna:
tam je funkcija f enaka 0, medtem ko je vsota vrste f enaka %2.

Ker je funkcija f soda, se vrsta f ujema z razvojem v vrsto iz samih kosinusov. Ker
funkcija f ni liha, se vrsta f ne ujema z razvojem v vrsto iz samih sinusov.

. a) Definicijsko obmocje funkcije je (—o0,3) x [0,00). Nivojnica za vrednost z je
krivulja:

y = ez—ln(3—x) —

33—z
Slika:
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-3 -2 -1 1 2 3 7

b) Ko funkcijo enkrat ali veckrat odvajamo po z, drugi ¢len odpade in dobimo
funkcijo samo spremenljivke x, ko le-to odvajamo po y, pa dobimo ni¢. Podobno,
ko funkcijo enkrat ali veckrat odvajamo po y, prvi ¢len odpade in dobimo funkcijo
samo spremenljivke y, ko le-to odvajamo po x, pa dobimo ni¢. Sledi:

f:cxy(l',y) = fzyw(ivvy) = fyxx(xyy) =0.
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 22. 1. 2018

In(1 — zy*) IS )" "y 2 ?y? Pyt ahyS
Lay— o) _ L _w Ay oy
R y? ; ; n Ty T3 T
b) Za f(x,y) = 304, anx™y' je ;fmmay (0,0) = m! - n!- ay,, torej dobimo:
a4lf
D25 Oy (0,0) =0 (saj (15,26) ni oblike (n,2n — 2)),
alOf

-1

cfolwy) =y(1—22%) eV fy(zy) = a(l—2P) eV
Staci??a,rne tocke: T1(0,0), Ty (72, _2)’ T3(\/T§7 _\/75)’ T4(—*/7§, \/75) n
T5(—%, %)

2

far(2y) = 20y(20° =3) ™7V, fo(2,y) = (1-227)(1=2y) ™ [y, (2,y) =
2xy(2y® — 3) e " V",

V tocki T} je H(0,0) = [(1) (1)] in K(0,0) = —1, torej tam ni ekstrema.
-1 0

27 2 e 0 —1

V tockah Ty in Ty je H(¥2,%2) = H(—¥L2,—¥2) =2 { ] in K(0,0) = 4,

torej je tam lokalni maksimum.

V tockah T3 in T} je H(‘f \f) H(—¥2, L) =2

1 0], .
[0 1} in K(0,0) = , torej

je tam lokalni minimum.

. a) Enac¢ba dobi obliko (2% + 11)% = 452% + 45 oziroma z* — 23z% + 76 = 0, kar ima
resitve 1 = 2, 19 = —2, 3 =19 in 2, = —/19.
b) Funkcija F(z,y, z) = (z* + y* + 2° + 9)* — 45(2* 4 y*) ima parcialne odvode:

Fx(xvyaz) :l‘(4t—90), Fy(I7yJZ) :y(4t_90>7 Fz<x7yaz> :4t27

kier jet = 22 +9y? + 224+ 9. Priy = 2z = 1 je bodisi t = 15 bodisi t = 30, torej v
nobenem primeru ni 4t — 90 = 0, prav tako pa tudi ni z = 0, torej tudi £}, ni enak
ni¢. Po izreku o implicitni funkciji se da zato v okolici resitve res enoli¢no izraziti
r=z(y,z).

) Ox F,(2,1,1) 1 Oz F.(2,1,1)

Ay F,(2,1,1) 2" 0z Fy(2,1,1)

a) Ko y, kot je izrazen v prvi enacbi, vstavimo v drugo enac¢bo, dobimo x? =

e?? cos? z. Dobimo torej dve krivulji:

€% cos z —e7 cos 2
7T = |e*sinz in 7= e*sinz
z z
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Pri z =0 in x > 0 je seveda relevantna prva krivulja. Odvajamo:

. e*(cos z — sin z) ) —2e%sinz —2¢*(sin z + cos 2)
T = |e*(sinz+cosz)|, T =|2ecosz |, T =/|2€e*(cosz—sinz)
1 0 0

Vstavimo z = 0 in dobimo:

‘ 1 ) 0 -2
T=1\1], T=|2|, T=]2
1 0 0
Nadalje je:
. . .o _2 . . . .. ee
I7|=v3, #x7F=|0|, |[Fx7|=2v2, [} 7 7 =4,
-2
od koder kon¢no dobimo:
2V2 . 1
k=——= in w=—-.
3v/3 2
b) Odvajamo in vstavimo v = v = 0:
16u — 22v 0 —22u+ 10v — 6 —6
Tu= |—32u+68v+3| = |3], Tp=| 68u—200—3 | = |-3
32u — 65v + 3 3 —65u + 20v 0

Od tod izra¢unamo koeficiente prve fundamentalne forme:
E=18, F=-9, G=45 inge VEG— F2=27.

Nadalje iz drugih parcialnih odvodov:

16 —22 10
Tuw = |—32] , Tww = | 68 |, Ty = | —20
32 —65 20

dobimo Se koeficiente druge fundamentalne forme:
L=48, M=-9, N =30.
in Gaussova ukrivljenost je enaka:

LN - M2 32

K=—7—up=——.
EG — F? 3
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 19. 4. 2018

1. Oznacimo dani integral z F'(z) in ga formalno odvajajmo:

F'(z) :/ e ™ cosydy.
0

Racun je pravilen na poljubnem intervalu (m,o0), kjer je m > 0, ker lahko za
poljubna z > m in y > 0 ocenimo |e ¥ cosy| < e ™Y, integral fooo e"™dy pa
obstaja. Torej je rac¢un pravilen tudi na intervalu (0,00). Z integriranjem po y

dobimo: -

e (sin Y — T COos y)
1+ a2

o
IR

F'(z) =

Integriramo Se po x in dobimo:
F(z)=1iln(1+2%) +C.

To velja za vse x > 0, zaradi zveznosti pa tudi za vse z > 0. Ocitno je F'(0) = 0,
torej je C = 0. Sklep: za vse x > 0 velja F(z) = 1 In(1 + 2?).

2

/3 pivi-0a2 £/ 1-
2. a / / sin(92? 4 4y?) dy dx  ali / / sm(9x2 + 49/%) dz dy.
- - -1/2J-1

1/3 J —1y/1-922
) Z uvedno elipti¢nih polarnih koordinat:

3 3
ssing  ircosg

r

1 1
1 1 J_ 2 COS ——rsmcp 1
T =3rcosy, y=gzrsing, = 5

2

dobimo, da je iskani integral enak:

2w
//0<T<1 sin(r?)rdrdy = = / d(p/ sin(r?) rdr =
0<p<2m
= %/0 sintdt =

T
= 8(1—0051).

3. a) Postavimo koordinatni sistem tako, da je osnovna ploskev na ravnini zy, sredis¢e
osnovne ploskve pa v izhodis¢u. Vrh stozca naj bo tocka (0,0,h). Ce ozna&imo
r = /2% +y?, je stozec doloCen z neenacbama z > 0, £ + % < 1.
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Zaradi simetrije ima tezisce koordinati x in y enaki ni¢, koordinato z pa izracunamo
s pomocjo cilindri¢nih koordinat:

1
:_/// >0  przdrdedz =
m r/R+z/h<1

r>0
0<p<2m

(1-r/R)

—_/ d(p/ / zdzrdr =
r

R2h27r/ = <1—E> rdr =

1
:3h/ t(1—t)?dt =
0

b) Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da gre za os x. Iskani vztrajnostni
moment je:

Jr = /// >0 pr(y? + 22 dedydz =
r/R+z/h<1

r>0
0<p<2m

= /// o0 pr(r?sin? o + 2%) drdpdz =
r/R+2z/h<1

r>0
0<p<2m

(1-r/R) (1-r/R)
—p/ sin gpdgo/ / dzr? dr—i—p/ dgo/ / Z2dzrdr =
27 ph?
—th/o <1—E)rd+ 5 /0 (1_E> rdr =

1 2 h3 2 1
- thR4/ (1 —t)dt + %R/ (1—t)tdt =
0 0

R R
= 1phR? | —
wa(20+30)

3R? L h?
=m
20 10
4. Ceje a > 0, se za velike y integrand obnaga priblizno tako kot y~2¢, zato postavimo
domnevo, da integral obstaja za a > % Zdaj moramo to Se utemeljiti.

—L. Ker integral slednjega obstaja, obstaja tudi

Za a > % lahko ocenimo |
prvotni integral.

yﬂ.
1+y3a

> 0.

Za0<a< % iny > 1 je tudi y3 > 1, torej 1 + y3¢ < 243, torej % > 2y2a >

Ker integral slednjega ne obstaja, tudi prvotni integral ne obstaja.

Ce pa je a < 0, se za velike y integrand obnasga priblizno tako kot 4%, zato postavimo
domnevo, da integral obstaja za a < —1. Spet moramo to Se utemeljiti.

26



< y®. Ker integral slednjega obstaja, obstaja tudi

Za a < —1 lahko ocenimo ‘%
prvotni integral.

Za—1<a<0iny > 1jetudiy? <1, torej 1 +y3* < 2, torej % > % > 0. Ker
integral slednjega ne obstaja, tudi prvotni integral ne obstaja.

1

Sklep: integral obstaja za a € (—oo, —1) U (5, oo).
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 14. 6. 2018

. Izracunajmo najpre;j:
l‘2+y2 — (1—t2)2,
&= —2tcost — (1 —t*)sint,
y = —2tsint + (1 —t*) cost,
Pt =142+t = (14 12)2.
Ce torej z i ozna¢imo dolzinsko gostoto, je iskani vztrajnostni moment enak:

1 128
J, = 1 -1+ dt = —= .
M/_1< P+ ) de=

. Integral najlazje izra¢unamo s pomocjo Gaussovega izreka. Dana ploskev omejuje
telo, doloCeno z neenac¢bami:

24y <cos’z; —=<z<

b
b

orientirana pa je v smeri navzven. Iskani integral je torej enak:

= //A%y%co@z(‘” —y+a®+y*)coszdrdydz.

—7/2<z<7/2

Z uvedbo cilindri¢nih koordinat:

T =1TCcosp r>0
Yy =rsine 0<p<2r
z2==z J=r

dobimo:

J = ///0<T<COSZ (7"2 Cosgp—TQSingo—l—T3) cos zdpdrdz =

0<p<2m
—7/2<z<7/2

/2 cosz 2w
:/ / / (rzcosgp—rzsingo—{—rg)Coszdgpdrdz:
—7/2J0 0

w/2 cos z
:27T/ / r3drcoszdz =
—7/2J0
T

w/2
= —/ cos® zdz =
2 —7/2

w/2
:71'/ cos’® zdz =
0
T 1
s l)-
8
E.
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3. a) Ce zapiSemo z = z + iy, mnozico A dolo¢a neenacba 2z — 4y < 1. To je odprta
polravnina, prikazana na naslednji sliki:

b) Naj bo B := f(A). Tocka w pripada mnozici B natanko tedaj, ko obstaja tak
z € A, daje w = f(2), to pa je natanko tedaj, ko je z = f~'(w). Enacba w = 5,
v kateri za neznanko vzamemo z, ima edino resitev z = —*=, ¢e je w # 1 (sicer pa
nima resitve). Torej je kar f~'(w) = -“=: funkcija f je inverzna sama sebi. Tocka
w torej pripada mnozici B natanko tedaj, ko je:

w w
1—2¢ 1.
w—1+( Z)w—1<

(1 + 2i)

Neenacbo lahko pomnozimo z (w — 1)(w — 1) = (w — 1)(w — 1) > 0. Po krajSem
racunu dobimo:
ww — 2iw + 21w < 1.

Ce zapiSemo z = z + iy, dobimo 2* 4+ y* + 4y < 1 oziroma 2? + (y 4+ 2) < 5. Gre
torej za odprt krog s srediséem v tocki —2i in polmerom /5 (ki ne vsebuje tocke
1). Slika:
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4. Oznac¢imo dani integral z J. Vanj uvedemo substitucijo:

, et et 241 :
z=¢€", cost= 5 = 22, dz=idedt, dt

_dz

12

Integracijska pot, t. j. interval od 0 do 2, se preslika v enotsko kroznico, orientirano
pozitivno; oznac¢imo jo s K. Po krajSem rac¢unu dobimo:

1 z
J == d
z']i(2%+5z+2)2 ©

Imenovalec (222 + 5z + 2)* = (22 + 1)%(z + 2)? ima dve ni¢li druge stopnje — pri
z = —1/2in z = —2. Le prva lezi v obmo¢ju, ki ga omejuje krivulja K, torej v
enotskem krogu. Tam ima funkcija:

z
J(z) = (2224 52+ 2)2
pol druge stopnje. Sledi:
d z 2—z 40m
J =21 R - =27 lim — ——— =21 ———— = —.
mRes(f, —3) =2n z—>1£Ill/2 dz (z + 2)? 4 (z4+2)2 |y 27
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 22. 6. 2017

1. Iz parcialnih odvodov:

2

fola,y) = (8 = 20(8z +5¢°))e™™ ¥ | fy(x,y) = (10y — 2y(8z + 5y?))e > 7

dobimo stacionarne tocke v notranjosti. Lotimo se najprej f,. Ena moznost je, da
je y =0. V tem primeru je z = :I:\/Ti. Druga moznost pa je, da je 8x + 5y? = 5, od
koder najprej sledi = 4/5, toda za ta x ne obstaja noben ustrezen realen y.

Pois¢imo Se stacionarne tocke na robu. Nastavimo Lagrangeovo funkcijo:
L= 8z+52)e Y — \Na®+ 7).
Iz parcialnih odvodov:

aL 2 2 8L 2 2

— = (8—2z(8z+5y*))e " ¥ -2z, — = (10y —2y(Bz+5y°))e ™ ¥ —2)y
Ox dy

spet dobimo, da mora biti bodisi y = 0 bodisi A = (10y — 2y(8z + 5y2))6_””2_y2. A%
prvem primeru je x = 1, v drugem pa pride x = 4/5, y = £3/5.

Izracunamo funkcijsko vrednost v vseh kandidatih za ekstreme:

8 8
FL,0)=2=294,  f(=1,0)=—= = —204,
e e

4 3\ 41
S 42 == =302
f<5’ 5) Be

in zaklju¢imo, da je:

min f(z,y) = f(_ﬁ’ 0) — 42712

224y2<1 2
2
max f(x,y) = f<\/—_, O) = 42712,
22+y?<1 2
8 —12
2. V dani tocki velja 7, = |—=5| in7, = | 10 |, torej £ = 125, F = —200, G = 325
6 -9
—15 —14
in vEG — F? = 25. Izra¢unamo Se 7, X 7, = | 0 |. Nadalje veljar,, = | 5 |,
20 52
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18 —18

T 0 in 7, = | 20 |, torej L = 50, M = =30 in N = —30. Za glavni
—24 —-51

smeri izra¢unamo:

50 —30 125 —200]\ _ )
det ({_30 _30} ~A {_200 _3251) = 25(25)\2 — 20\ — 96) .

To je enako ni¢ pri A\ = 12/5 in Ay = —8/5. To sta iskani glavni ukrivljenosti.

m = 16z % dzdydz =

x2+4y2<1
0<z<z

=16 //2 ) / zdze W drdy =
x —;423;031 0

_ 2 —x?—4y?

_8/A2+492<1$ e Y drdy.

>0

Z uvedbo modificiranih polarnih koordinat x = r cos ¢, y =

. Masa je enaka:

1
2

w/2 ) ) 00 ) 1 )
m:4/ congo/ rde" dr:27r/ rde" dT:ﬂ'/ te_tdt:ﬂ(l——).
—/2 0 0 0 €

. Kompleksno stevilo w bo v sliki natanko tedaj, ko bo obstajalo tako kompleksno
Stevilo z z z+2 > 0, da bo w = f(2). Slednje pa velja natanko tedaj, ko je z = 2%
(in w # 1). Torej bo w v sliki natanko tedaj, ko bo w # 1 in:

. _ 1 . .
rsinp, J = 5r dobimo:

2w 2w

Pora¢unamo in dobimo 4ww — 2w — 2w < 0. Ce piSemo w = z + iy, dobimo
(:B — %)2 +9? < 1—11. Gre torej za odprt krog s sredis¢em v % in polmerom % (ki ne
vsebuje tocke 1).

. Funkcija f(z) = éngz)IQ ima singularnost pri z = 27 in z = —2:. Integracijska pot
obkrozi le 27, in sicer v nasprotni smeri urinega kazalca. Zato bo iskani integral
enak 27i Res(f,2¢). Imenovalec ima pri 2i niclo druge stopnje, Stevec pa ima tam

niclo prve stopnje. To pomeni, da ima funkcija f pol prve stopnje. Sledi:

, . , ) e —1 1 .. e* -1 s
Res(f,20) = g (= =20) /(=) = by o o —ay ~ 6% =2 16’
i
iskani integral pa je enak 5
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 20. 8. 2018

1. Na desni je skica definicijskega obmodja. Y
Oglisci: £(0,0) =0, £(9,9) = 54. 147
Rob y = x* — 8 f(:p,x2 —8r) = 2 — 112? + 24x,
;x (z, 2% —8x) = 3:1: —223:—1—24: (3x —4)(z —6), o
f(5,-%) =22, f(6,-12) = —36.
Roby=x —_3,i ) =2z —3, N %
03% & ];(QSIB) x v, 3 f(z,2) x \ P
F53) =—%
Notranjost: a—i =y, gg’j =z-3, f(3,0)=0. =5 T
Torej je minp f = f(6,—12) = —36 in
maxp f = f(9,9) = 54. —10 +
154+
a) Velja 7 = (1,2t,3t%). Prit =2je 7 = (2,4,8) in 7 = (1,4,12). Iskana premica
ot . X-2 Y—-4 Z-8
r = = :
e 1 12
b) Velja:

7 =(0,2,6t), 7 =(0,0,6), T xT =(6t2—6t2).

36t* + 3612 + 4
(9t4 + 412 +1)3°

Fleksijska ukrivljenost: x = M \/
| 71’

<?>< ?>_ 3

Torzijska ukrivljenost: 7 = ”? y ?H2 BRI TEE

> arctg(ay) — arctg(b
. Oznac¢imo F(a,b) = / 8lay) 8(by) in obravnavajmo a kot parameter,
—oc0 Y

b pa kot konstanto. Privzemimo najprej, da je a,b > 0. Z odvajanjem dobimo:

Fa(a,b)—/ T

o 1 F+a%y?  a
Sledi, da za poljubna a,b > 0 velja:
F(a,b) =mlna+ C(b),

kjer je C neka funkcija. A ker je F(b,b) = 0, mora biti C(b) = —wInb. Torej za
poljubna a,b > 0 velja:

/°° arctg(az) — arctg(bx)

X

a
dr =7mln—.
z=mlno
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Ce pa a in b zamenjamo z nasprotnima vrednostma, integrand prevrze predznak,
medtem ko se desna stran v zgornjem izrazu ne spremeni. Za a,b < 0 torej integral
prav tako obstaja in velja:

/°° arctg(az) — arctg(br) a

de=—-—mln-=nln-.
T b a

. Najlazje gre z Gaussovom izrekom — iskani integral je enak:

P 2 2\ .2
J = //A2+y2<16(1: +y°)z*dedydz.

—1<2<1

Z uvedbo cilindriénih koordinat dobimo

1 1
J:127T/ r3dr/ 22dz =27,
0 -1
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 3. 9. 2018

1. Ker je funkcija liha, so vsi koeficienti pri kosinusih enaki ni¢. Vrsta se torej izraza
kot sinusna Fourierova vrsta:

f(z) = Z b, sin(nz) ,

b, = 2 /7r sin(2z) sin(nx) de = 1 /ﬂ [cos((n —2)z) — cos((n+ 2))} dz.

T Jr)2 ™ Jr/2

Za vse m € Z \ {0} je:

cos(mzx)dr = —————=,
/2 m

/ﬂ sin(mm/2)

za m = 0 pa je:
/ cos(mx) dx = T
w/2 2
Iskani delni razvoj je:

4 1 4 4
F5(x) = ~3 sinx + 3 sin(2x) — g sin(3z) + 31 sin(bz) .

2. fulz,y) =y+2e"—2e*, f,(r,y)=2—Iny.

: : . 3 3
Edina stacionarna tocka je T' (— In 2, 5).

1
fxa:(xay) :26:2_462:1:7 f:cy(xay) = 17 fyy(xay) :_5
—6 1 . . .
o|. Ker je det H = 3 > 0 in sta diagonalca
1 =3
negativna, je tam lokalni maksimum.

V edini stacionarni tocki je H =

3. 7, = (cosv,sinv,0), T,=(—usinv,ucosv,1), 7T, X T, = (sinv, —cosv,u).
Iskani pretok je enak:

L usinv sin v 1 2
//<R,N>dP:// —UCOSV| , | —COosV :/ udu/ (1+v)dv =
g u€e0,1] v u 0 0

v€(0,27)

:7T—|—7T2.
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4. Kerje 22 +322 —4 = (22 +4)(2* —1) = (2 — 2i)(2 + 2i) (2 — 1)(2 + 1), ima integrand
f(z) = m pole 2i, —2i, 1 in —1. V trikotniku D, ki ga omejuje krivulja K,
sta pola —2i in 1. Torej je treba izracunati ostanka:

z 421 1 1
R —2i) = i = = ——
el =2 = i e I T G- D) T
z—1 1 1
R 1) =1i = = —.
e ) = e I T o e 1) 10
Ker je krivulja K orientirana negativno, je:
. . 1 m
]{ f(z)dz = —2mi(Res(f, —2i) + Res(f, 1)) = — + —.
% 10 5
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 1. 12. 2016

1. a) O¢itno je d(x,z) = 0, saj je > > 0 in |2% — 22| = 0.
Ce je d(z,y) = 0, mora biti zy > 0, obenem pa tudi 2> = y?, torej bodisi z = y
bodisi z = —y. A slednja moznost odpade, saj bi bilo zy < 0.

Vi deli definicije so simetri¢ni glede na menjavo spremenljivk x in y, zato je sime-
tri¢na tudi funkcija d.

Naj bo z,y,z € R\ {0}. Ce je zz > 0, je:
d(z,y) +d(y,2) = [2* = y*| + |y = 2°| = [2* = 2*| = d(, 2).

Ce pa je 2z < 0, je bodisi zy < 0 in yz > 0 bodisi 2y > 0 in yz < 0. V obeh
primerih je:

d(z,y) +d(y, 2) = |2* = y*| + |[y* = 22|+ 1 > |2* — 2%| + 1 = d(x, 2).

b) (—v/8,0) U (0,3).
c) Ne, saj je d(1/2,—1/2) = 1, medtem ko je d(1/2,0) = 1/4 in d(0,—1/2) = 1/4,
torej je d(1/2, —1/2) > d(1/2,0) + d(0,—1/2).

2. a) Funkcija mora interval [a, 00) preslikati samega vase, poleg tega pa mora obstajati
tak ¢ < 1, da je |f'(x)| < q za vse = € [a,00). Funkcija f preslika interval [a, c0)
na interval (5,5 4 e ], torej ga preslika samega vase, ¢e je a < 5. Nadalje iz
sup,~, |f/ ()] = e @ sledi, da bo f skréitev, ¢e bo veljalo Se a > 0. Sklep: f je
skréitev na [a, 00), ¢e je 0 < a < 5.

b) Resitev je limita zaporedja priblizkov 21 = 5, x,.1 = f(z). Prvih nekaj ustrezno
zaokrozenih priblizkov je:

5, 5006738, 5006693, 5006693, ...

To pomeni, da je ustrezno zaokrozena resitev 500669.

3. Velja:
' 1 a b
(p,p1) :/o (2% + az® + b)) do = TREREL
' 1 a
(D, D2) :/o (z* + ax® + ba?) dx = E+Z+§
Oboje izena¢imo z ni¢ in po krajSem ra¢unu dobimo a = —6/5 in b = 3/10.
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4. a) Ker je funkcija liha, bodo v Fourierovi vrsti nastopili samo ¢leni s sinusi. Enaki
S0:

T

2 K
b, = — / sin — sin(nx) de =
0 2

1
o n—% n+%
&n
_ 1n+1
U™ e

b) Po Parsevalovi enacbi je:

2 T
WZ( 4n2—1> :/_ﬂsin2§dm:7r.
Ko uredimo, dobimo:

nd T
> AT 4n2—1 T 64

n=1

5. Definicijsko obmodje je mnozica tock (z,y), za katere je z # 0 in y > x?. Skica:
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 26. 1. 2017

1. a) Tu(w,y) = & +y* — 32° —ay® + 52° — Jo* + 2%y% — .

b) frzyy(0,0) = 4.
2. Ker je dana mnozica poleg tega, da je omejena, tudi zaprta, sta maksimum in

minimum nujno dosezena. Ker je funkcija diferenciabilna, se lahko to zgodi kvec¢jemu
v stacionarni tocki v notranjosti ali pa na robu. V notranjosti iz parcialnih odvodov:

fx(xay):4'r+ya fy(x,y)zx—?)
dobimo stacionarno tocko 77(3, —12), kjer velja f(3,—12) = 18. Ta tocka je res v
notranjosti, ker za x = 3 in y = —12 velja 42? + 2xy + y* = 108 < 192.

Na robu pa nastavimo Lagrangeovo funkcijo:
L =2x* +zy — 3y — MN(42® + 22y + y* — 192)

in odvajamo:

oL oL
— = (4x +y)(1 —2)), e

e =x—3-2\Nxz+y).

Iz % = 0 dobimo, da mora biti bodisi 4z + y = 0 bodisi A = % Pri prvi moznosti
izrazimo y = —4x, vstavimo v stranski pogoj in dobimo kandidata T5(4, —16) in
T3(—4,16). Ker je z + y # 0, obstaja tudi A, za katerega je % =0. PriA =3 pa
iz ?9_5 = 0 dobimo y = —3, iz stranskega pogoja pa nato 4z? — 6z = 183, od koder

dobimo se tocki TA%WTI) in ﬂ(%m). V vseh dobljenih tockah izra¢unamo
funkcijske vrednosti:

f(4,-16) =16,  f(—4,16) = —80,
f (—3+Zm, —3) = f (_3-@7 —3) =2 005,

Sledi:
flz,y) = f(—4,16) = —80,
3+¢m’ _3) :f(?,—\/m, _3> _ 201

min
422 +2xy+y2 =192

max_ f(z,y) =f< : ; o

422 +2xy+y2 =192

3. a) Uganemo resitev y = 0. Da je ena sama, se da utemeljiti na vsaj tri nacine:

e Ker je F,(0,y) =3+ 2cosy > 1, je funkcija F' pri z = 0 strogo narasc¢ajoca v
Y.
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e Enacbo prepiSemo v 2siny = —3y. Za |y| < 7/2 je funkcija y — 2siny
strogo narascajoca, funkcija y — —3y pa strogo padajoca, zato je resitev na
tem intervalu res ena sama. Za |y| > 7/2 pa je 2|siny| < 2, medtem ko je
|3y| > 37/2 > 2, torej tam ni resitve.

e Enacbo prepisemo v y = —% siny. Ker je funkcija y — —% siny na celi realni
osi skréitev, ima po Banachovem skréitvenem nacelu najve¢ eno negibno tocko.

b) Pisimo F(z,y) = 3y + 2sin(z + y). Velja:
F.(x,y) =2cos(z +y), Fy(z,y) =3+ 2cos(z +y).

Ker je F,(0,0) = 5, po izreku o implicitni funkciji obstaja taka funkcija f, da v neki
okolici tocke (0,0) velja, da je F'(z,y) = 0 natanko tedaj, ko je y = f(x).
F,(0,0)

2
c) Velja f(0) = £,0,0) 5 Iskana priblizna resitev je:

y=f(01)= f(0)+ f’(O)(O'l —0)=-004.
Tocen rezultat: —0°03998559.

, 33 3, 3v/3 1
4.y=36, y=—7==7, Y ===
V2 4 220\ 2w 64
i =(-3/5,4/5), rk=—1/125 1i=(75,-100).
Pritisnjena kroznica: (X — 99)2 + (Y + 64)% = 15625.

5. Velja:
[—2cosu + 10sinu + 14 cos usinv] —2]
Ty = | 4cosu —20sinu — 28 cosusinv | = | 4 |
| Scosu+ 20sinu + 28 cosusinv | 5
[—2cosv + 19sinv + 14sinucos v —2]
Ty = |+7cosv —38sinv — 28sinucosv| = | 7
| +8cosv + 38sinv + 28sinu cos v | 8

Od tod izracunamo koeficiente prve fundamentalne forme, iz njih pa koeficient pri
diferencialu ploscine:

E=45, F=72, G=117, VEG-F2=9.
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Nadalje iz vektorskega produkta 7, x 7, = | 6 | in drugih parcialnih odvodov:
—6
[ 2sinwu + 10cosu — 14 sin usinv 10
Tyuw = | —4sinu — 20cosu + 28 sinusinv | = |—20]
| —9sinu + 20 cosu — 28sin usin v 20
[ 14 cosu cosv 14
Tww = | —28cosucosv| = [—28] |,
| 28 cosucosv 28
[ 2sinv + 19 cosv — 14 sinusinv 19
Ty = | —7sinv — 38 cosv + 28sinusinv| = | —38
| —8sinv + 38 cos v — 28 sin usinv 38

dobimo $e koeficiente druge fundamentalne forme:

L=-30, M=-42, N=-5T7.

1z:
L M E F|\ 9 B
s ([5 ] A2 ) st soma s oo
dobimo glavni ukrivljenosti A\; = —1in Ay = 2/3. Ker sta nasprotnih predznakov, je

tocka hiperboli¢na. Glede na to ima ploskev drugega reda, ki najbolje aproksimira
ploskev, v primernih ortonormiranih koordinatah (£, 7, () z isto orientacijo enacbo
¢ = —1&*+ 3n*. Kon¢no za glavni smeri nastavimo enacbo:

(b ][ e Bl

Pripadajoca glavna smer je smer vektorjev ar, + 87,.

—9]
e Za A = —1 dobimo o = —20 in glavno smer, dolo¢eno z vektorjem | 1 |.
2
5]
e Za A\ = 2/3 dobimo 2c = —3/ in glavno smer, dolo¢eno z vektorjem |2 |.
1
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 18. 4. 2017

1. Oznacimo dani integral z F'(a). Po odvajanju dobimo, da za a > 0 velja:

00 2 2
F’(a):/ d de =

o (L +22)(1 + a?2?)

2a /OO 1 1 d
= —_ xr =
a?—1J_|1+22 14 a?x?

2a ( arctg(ax)) >
== arctgr — ———= =
a? —1 a oo
27
Ca+1

(predpostavka a > 0 je potrebna za veljavnost zadnje enakosti). Nazaj integriramo
in dobimo F(a) = 2rIn(a + 1) + C. Zaradi zveznosti to velja tudi za a = 0, torej
je F'(0) = C. Neposredno iz definicije pa dobimo F'(0) = 0, zato je C' = 0. Torej
a > 0 velja F(a) = 2mIn(a + 1). Iz definicije pa vidimo tudi, da je funkcija F' soda,
torej velja F(a) = 2m In(|a| + 1).

2. Ker je integrand za vse a omejen na [0, 1], je obstoj danega integrala ekvivalenten
obstoju ustreznega integrala v mejah od 1 do co. Za a > 1/2 integral obstaja, ker

je m < =, za integral [° —z dz pa je znano, da za a > 1/2 obstaja. Za

a < 1/2 pa dani integral ne obstaja, ker za x > 1 velja 1 + 2? < 222 in torej
Ay > ﬁ > (, za integral floo x% pa je znano, da za a < 1/2 ne obstaja.

3. Dani integral je enak:

00 2x 00 1
/ / e " Vdydr = / (6_39:/2 — 6_39”) der = =.
0 z/2 0 3

4. 7 uvedbo sferi¢nih koordinat:
x=rcosfcosp, y=rcosfsing, z=rsinf; J=r’cosf

dobimo, da je dani integral enak:

56-29 2 i 02
J::/// o cos” 6sin” 0 cos” ¢ sin (pdrdwd@:JlJQJg,

w/2<0<m/2 r
0<p<2m
kjer je:
Jl = % = hlg7
p T b
2
o= [T st oas =1 [Tot gt =2 (2 el -
== COS Sin = COS Sin = — — | = - —
2 ; 2 pap ; 4 pay 579 r3) 17
2 /2 3 INGIINE 16
J3=/ Cos5ﬁsin29d0:2/ cos® 0sin’0dhd = B <3, —) — (3) 9(2> = .
/2 0 2 I'(2) 105
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4
| =—1In-—
Sledi J = 105 b

b) Integral ne obstaja, ker ne obstaja limita, ko gre b proti nic.

5. Oznacimo koordinate tezis¢a z x*, y* in z*. Najprej opazimo, da je telo simetri¢no
glede na ravnino xz in je zato y* = 0. Izracunajmo maso:

m = // /2:2 : dydrdz =
:2/1 mdxdz:
/ / 21—t dtdz =
:8B<§, §>/ 2dy =
2°2) Jo

7

g .

Preostali dve koordinati sta enaki:

V2zx—a?
¥ = / / / rdydrdz =
m —V2zx—1a2

2z
= / xV2zx — x?2dxdz =
m

:—// A2 - )2 dtdz =
= B( )/ 2dz =
22/ J,

m
3
4
n

V2zz—22?
oF = / / / zdydrdz =
m V2zr—a?

2z
= / 2V2zx —2?2dadr =
m

_ // SO0 — V2 drdz =
m
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Resitve cetrtega kolokvija iz matematike 2

R (cz—by)re™
rot R = |(ax + x4+ cxz — cz)ye™™
(by —bry —ax —x)ze ™
ugotovimo, da je polje potencialno natanko tedaj, ko jea = —1in b =c¢ = 0. Iz

nedolocenih integralov:
/(1 —x)yze *dr=zyze * 4+ Ci(y, 2),
/a:z e "dy =zyze ¥ 4+ Cy(x,y),

/a:y e *dz=ayze * + Cs(x,y)

dobimo, da je iskani potencial skalarno polje u = zyze ™ + C.

. Prui nacin: neposredno. Rob valja razdelimo na spodnjo ploskev P;, zgornjo ploskev
P; in plas¢ P;. Vse troje parametriziramo:

P r=pcosp, y=psing, z=1 ; 0<p<1L,0<p< 2
P T=pcosp,y=psing, z =2 ; 0<r<1,0<p<2r
P T=Cosp, y=snp, z ==z ; 1 <2<2,0< <27
Pri P, in P, velja:
cos ¢ —psin g 0
T,=|sinp| , T,=|pcosp | ; T,XT,= [0
0 0 p

Parametrizacija ploskve P; je torej nasprotna orientaciji roba valja, parametrizacija
ploskve P, pa je skladna z orientacijo roba valja. Pri P; pa velja:

—sinp 0 cos
To=|cosp | , T,=|0|; T,XT7T,= |sing
0 1 0

in orientacija je spet skladna z orientacijo roba valja.

Ce ploskve P;, P, in P; orientiramo skladno s parametrizacijami, velja:

L [—psinp 0
[ @xyar- ([ < peosi | |0 > ] oo,
Py o<p<ar \| 1 ) 0<p <2
R [—2psin @ 0
// <R,N>dP:/ o<t < 2pcose |, |0 >://0<p<1 dpdpdy = 4m,
P o<p<er \| 4 p 0<p <2
L [—zsin g Cos ¢
//PB<R,N>dP:/A<¢<2ﬂ< zpcosy |, |singp >:O.
i<z<2 \| 2z 0
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Iskani integral le torej enak:

—//}Dl<§,ﬁ>dP+//132<§,ﬁ>dP+//Pg<T%,ﬁ>dP:37?-

Drugi nacin: uporabimo Gaussov izrek — iskani integral je enak:

///divﬁdV:///Q . 22dz,
v $1-5<-2<§1

kjer je V poln valj. Z uporabo cilindriénih koordinat:

x=pcosy, y=psinp, z=z, J=p
0<p<1,0<ep<2r, 1<2<2

I

dobimo, da je iskani integral enak:

0<p<2m

1<2<2

kar je isto kot prej.

3. Ena od resitev je preslikava f = f3 o fy 0 fi, kjer je:

) f3(Z):Z+%

Dobimo: ) | a—i4
— 1 z
& =T=+ 3 50

4. a) Z uvedbo nove spremenljivke w = z + ¢, 2 = w — i dobimo:

1
1@ =9w) = o= ~
_ 1
w(w — 41)
R
_@1—1—}'111)

- né(—l)" (;

A~ |



Vrsta konvergira do prve singularnosti. Ker ima funkcija singularnosti —i in 3i,
je konvergen¢ni polmer enak 4. A za |z +i| = 4 so vsi ¢leni vrste po absolutni
vrednosti enaki 1/16, torej ne gredo proti ni¢, kar pomeni, da vrsta divergira. Vrsta
torej konvergira natanko tedaj, ko je 0 < |z +i| < 4.

b) Gre za pol prve stopnje, residuum pa je enak i/4.

c¢) V tocki 0 ni singularnosti, najblizja je pri —i. Laurentova vrsta torej konvergira
na odprtem enotskem krogu in to je maksimalni odprt krog, na katerem konvergira.

. Integrand:
cos 2

f(z) = 22 +4

ima dve singularnosti, 2i in —2¢. A integracijska pot obkrozi le singularnost 2z, in
sicer enkrat v negativni smeri. Iskani integral je torej enak:

2 h 2 ?—e?
—2mi Res(f,2i) = —2mi lim (2 — 21) f(2) = _moos(2i) S _7T(e—e) =
z—21 2 2 4

= —5'697.
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 21. 8. 2017

1. a) Iz

2
/
Fa) =10
dobimo, daje f'(z) > 0in f'(z) < 1, brz ko jex < —1 ali pa x > 1. Ustrezni poltraki
so torej kvedjemu [a, 00), kjer je a > 1. Toda f mora poltrak [a,co) tudi preslikati
samega vase, kar je res, ¢e je f(a) > a. To bo vsekakor res za 0 < a < 5: takrat bo
f(a) > 5 > a. Ustrezen je torej kateri koli poltrak [a, 00), kjer je 1 < a < 5.

b) Iz zaCetnega priblizka x; = 5 dobimo naslednje zaporedje priblizkov:
5, 7'746802, 7'884841, 7'889288, 7°'889429, 7°889434, 7°889434, ...

Enakost zadnjih dveh zaokrozenih vrednosti pomeni, da je v resnici |27 — x| < 107°.
Na intervalu [5,00) velja f'(x) < 1/13. Ce je torej x iskana reSitev, to pomeni, da
je |lr —x7| < %|x7 — x| < 84-1078. Poleg tega, ker je odvod pozitiven in zy > 1,
zaporedje priblizkov narasca. Sledi ocena:

7'889434 — 51077 <2 < 7889434 +5-107" +84-107°
oziroma;

7889433500 < x < 7'889434584 ,

kar pomeni, da resitev, zaokrozena na pet decimalk, zagotovo pride 7°88943.
. Dana krivulja je, poleg tega, da je omejena, tudi zaprta mnozica, torej so globalni

ekstremi dosezeni v stacionarnih tockah, te pa lahko dobimo s pomocjo Lagrangeove
metode. Nastavimo:

L =22 +32y® — ANa* +2%y* +y* — 1)

in odvajamo:

L
oL = 627 + 3y* — A\(42® + 229?),
Ox

L
g—y = 6ay — A(22%y + 49°)

Izena¢imo z ni¢ in opazimo, da lahko iz prve enacbe izpostavimo 222+ y?, ki na dani
krivulji ni nikoli enak ni¢. Dobimo A\ = 3/(2z). Vstavimo v drugo enacbo, uredimo
in dobimo 2% = 2y?. Vstavimo $e v stranski pogoj in dobimo 7y* = 1. Dobimo $tiri
mozne resitve:

V2 V2 V2 . .
= %, Y= % ; flz,y) = W’ globalni maksimum ,
T = %, y = _% : flz,y) = —ﬁ, globalni minimum,
V2 V2 V2 .
T = _%, y = % : flz,y) = —ﬁ, globalni minumum
T = _:;_37 y = _£ : flz,y) = %, globalni maksimum .
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3. Najprej iz enacbe ploskve dobimo z = 1. Ploskev lahko zapisemo v eksplicitni obliki:

4

Iz prvih parcialnih odvodov:

8 8
3y =% A=y

Zp — —

dobimo enacbo tangentne ravnine:
2X+Y +2Z=5.
Za izracun ukrivljenosti najprej potrebujemo:
EG—-F*=1+2}+2,=6.

Nato izracunamo druge parcialne odvode:

24 16 24

) Zry =

l'4y2

N | o

Rrx =
x3y3

in iz njih koeficiente druge fundamentalne forme:

L-vG, wm-Y0 V6.
3 4
Gaussova ukrivljenost je enaka:

LN -M?> 5

K="l -2
EG—F® 36

X

4. Ravnino parametriziramo: 7 = Y in izracunamo:

L(p—ax —by)

1 0 a/c
Ty = 0 ) Ty = 1 ) Ty X Ty = b/e

—a/c —b/c 1

Ker ima vektorski produkt 7, x 7, zadnjo komponento pozitivno, se njegova smer
ujema z izbrano smerjo pretoka, zato je le-ta enak:

2,2
rxe v a/c
b= // < ye vy’ , |b/c > dedy = JT—)// e da dy.

N2 ar- ] | o s

7 uvedbo polarnih koordinat dobimo:

2 [e.e]
@zz—j// reTerdng:ﬂ/ re " dr =2
c >0 c Jo c

0<p<2mr
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5. Iz razcepa 2% — 8 = (2 — 2)(z* + 224+ 4) = (z = 2)(2 + 1 — V31i) (2 + 1 — V/34)
sledi, da ima integrand f(z) = 5 tri pole prve stopnje, in sicer pri 2, —1 + V3i
in —1 — /3. Integracijska krivulja obkrozi le pola —1 + /34 in —1 — v/3 4, in sicer
enkrat v pozitivni smeri. Torej velja:

z
dz =
]€(23—8 §

= 973 [Res(f, -1+ \/gz) + Res(f, ~1— \/52)] -

(z—2)(z+1- \/§z) V3

B (—1+\/§z’ 1+\/§i>

z

" (z—2)(z+1+/31i)

= 271

z——l—\/gj

T3\ 3+v3i 3+3i

Yy

=3
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 4. 9. 2017

1. Notranjost: (

3
Rob: {1 % }l

O‘ll)—‘ l\.‘)l»—l

0},
2. Opazimo, da je funkcija f soda, zato so vsi ¢leni s sinusi enaki ni¢ in razvoj se tako
ujema s kosinusno Fourierovo vrsto. Torej je enak:

= % + ; an, cos(nx) ,

kjer je:

92 T 92 2m/3 2
aoz—/ f(x)da::—/ dor = -,
/3 3

2 27 /3 2 2
/ f(x) cos(nz) / cos(nz)dr = — (sinﬂ — sin n_w) :
/3 nm 3 3

Izracunamo koeficiente od a; do ag in dobimo:

flz) = é - ? cos(2x) + \2/—5 cos(4x) + -+

3. Hiperboloid parametriziramo kar eksplicitno:
2=t +y? -1
in izracunamo ploscinski element:
BG-F =1+ (a_)+ (i)—ﬂ
Ox oy 24+ y? -1
Upostevajoc, da je lahko z pozitiven ali negativen, nastavimo:

2 2
_2// \/T +y+1dxd

244251 (22 4 92 \/x2+y2~|—1 Va2 +y?—1

drdy.

“2f, T
2z (22 4 )y /22§ P 1

Z uporabo polarnih koordinat:
r=rcosp, y=rsinp, J=r
dobimo:

2m o0
1 1
m =2 ————=drdp =4n —dr
/o /1 rvr? —1 4 /1 rvr? —1
S substitucijo t = v/r? — 1 dobimo:

o de
m:47r/ = 272,
o L1+t
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4. a) Iz
X 1 (b—1—-c)x
ot |[V]|=——=[B—a)z+2—-cy+(2—0)z
2
z| @Y 3 (b—3)y+ (b—3)-
dobimo, da je dano polje potencialno pria =b =3 in ¢ = 2.

b) Integracija komponent nam da:

/de—/( —x%;—_i_)z—i-ﬂn(x—i-y—l—z)) de =

=2rIn(z +y+2)+2—2y—22+Ci(y, 2),
2x
Ydy= [ (1+———)dy=
/ Y /( x+y+2) !
:y+2x1n(x+y+z)+cz($7z>v
/Zdz:2:vln(:t—|—y+z)+03(35ay)-

Nedoloceni integrali pridejo skupaj, ¢e je Ci(y,z) = 3y + 2z, Cy(z,2z) = z in
Cs3(z,y) = x +y. Mozni potenciali danega vektorskega polja so torej:

u=2zxln(z+y+z2)+z+y+C.

5. Iz 22 — 4iz — 3 = (2 — i)(z — 3i) dobimo, da ima integrand dva pola, 7 in 3i, oba
prve stopnje. Torej je integral enak:

: < . - . z
271 Res (m,ZZ) —27'('21211;1' {(Z—Z)m =
B 2 =3,
= —Ti.
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 17. 11. 2015

Prakticna matematika

1. Toc¢ka (x,0) pripada iskani krogli natanko tedaj, ko je |x — 3| < 3/2. V okviru
realnih $tevil je ta neenacba izpolnjena natanko tedaj, ko je 3/2 < z < 9/2, a le
za 3/2 < x < 4 se tocka dejansko nahaja v dani mnozici. Tocka (z,1) pa pripada
krogli natanko tedaj, ko je 1+ %|x—3| < 3/2, kar je natanko tedaj, ko je |x —3| < 1,
to pa je natanko tedaj, ko je 2 < x < 4; vse take tocke so v dani mnozici. Iskana
krogla je torej mnozica:

([3/2,4] x {0}) U ([2,4] U{1}).
Slika:

2. Velja:

6—4r ;<1
di((x,32),(3,3)) = |z — 3| + |3z — 3| = 2z 1< <2 |
dr—6 ;o >2

kar je minimalno pri x = 1. Iskana tocka je torej N(1,3). Slika:
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3. Ker je —Z < arctgz < I za vse x, je tudi f(z) > 4m. Ce torej postavimo a = 4w, f
preslika interval [47, 00) vase. Za x > 47 velja:

2

() = ()

- < 0013
1 + {L'2 ) )

| < ——
1+ 1672

torej je f na intervalu [47, oo] skréitev. Ta interval je zaprta podmnozica realne
osi, ki je poln metri¢ni prostor, zato je poln metri¢ni prostor. Po Banachovem
skréitvenem nacelu ima enacba f(z) =  na tem intervalu natanko eno resitev, ki jo
dobimo z iteracijo. Poleg tega, ker je odvod negativen, iskana resitev vedno lezi med
dvema zaporednima priblizkoma. Za zacCetni priblizek xy = 47 dobimo naslednje
zaporedje priblizkov:

12756637, 12772519, 12°72322, 12'72324 ,

torej je iskana resitev v zahtevani natanc¢nosti enaka 12°7232.

Opomba. Za x < 47 dana enacba nima resitve, ker tudi za te = velja f(z) > 4.

2 ™
aoz—/ dr =1,
T Jrj2

2 [T 2
alz—/ cosrdr = ——,

4. a) Koeficienti:

™ 7/2 ™
2 ™

ag = —/ cos(2x)dx =0,
m w/2

2 [T 2
agz—/ cos(3x)dx:§.

T Jx/2

1
Ustrezni del Fourierove vrste je torej 5~ ocosz + 3r cos(3x).
T

m
b) Graf:

Y
—> 1+
—4r —3m 27 -7 T 2x 3¢ 4x ¥

5. Funkcija je definirana, ¢e je v > 0, y > 0in 4 —lnx —Iny > 0, t. j. 2y < e
Nivojnica za f(z,y) = z je krivulja 2y = ¢*~*". Slika:
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2
x
6. Funkcija f je zlepek funkcij:
filw,y) =4 — 2% =y za (2,y) € Dy = {(z,y) ; 2° +y* <17},
fa(z,y) = 2* + za (z,y) € Dy ={(,y) ; 2> +y* > 1},

ki sta naravno definirani na celi ravnini in sta povsod tam zvezni, saj sta elementarni.

Vzemimo tocko (a,b). Funkcija f je zagotovo zvezna za a* + b*> < r?: taka tocka
pripada D; in je zunaj D,, zato je dovolj preveriti, da je limg e f1(2,y) =
fi(a,b), to pa sledi iz zveznosti funkcije f;. Podobno je f zvezna za a® + b* > r?
saj tedaj dana tocka pripada D, in je zunaj D;.

Preostanejo le $e tocke na mejni kroZnici, t. j. a® +b? = r2. 'V taki tocki bo f zvezna
natanko tedaj, ko bo veljalo:

e 1@ y) = fola,b) = | lim - fo(@,y).
(z,y)eDy (z,y)€D2

A zaradi zveznosti funkcij f; in fs, ki ju lahko gledamo na celi ravnini, bo f zvezna

natanko tedaj, ko bo fi(a,b) = fa(a,b), torej 4 — a* — b* = a® + b*. To pa velja

natanko tedaj, ko je 4 — r? = 2, torej r = v/2. Za to (in samo za to) vrednost je

funkcija f zvezna na celi ravnini.
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 26. 2. 2016

Prakticna matematika

1. Razvijmo imenovalec v Taylorjevo vrsto:

2y)? 2y)?
1—2xy—cos(x+2y):1—2xy—1+(x+2 y) _($Z4y) 4=

_x2+4y2 (x—|—2y)4+
N 2 24

Pisimo x = rcos ¢,y = rsin ¢ in vstavimo v limito. Dobimo:

r?(cos? p + 4sin” @)

17r2(cos? o + 4sin® p) — 5;r3(cos @ + sinp)t + - - -
oziroma: 5
. 1 ,(cosp +singp)?
- —r
120 14 3sin®p

od koder sledi, da je iskana limita enaka 2.

2. Nalogo lahko prevedemo na iskanje minimuma funkcije f(z,y,2) = 2% + y* + 22 pri

1 8 64
pogoju — + — + — = 1. Nastavimo Lagrangeovo funkcijo:
A TR

1 8 64
L:w2+y2+z2—)\(——|——+—).
r oy z

Iz parcialnih odvodov dobimo enacbe:

A 8A 64\
22+ 5 =0, 2y+—5 =0, 224+ — =
z y

od koder dobimo:

D A

2 8 64

od koder sledi y = 2x, z = 4x. Ko vstavimo v pogoj, dobimo x = 21, y = 42,
z = 84.

Jﬁ ety ety 1
3. 2) T 3+22(1+2) 2+2y(1+2) 1+x2+y2]'
b) in ¢) Uporabimo izrek o implicitni funkciji. V podani tocki velja:

= 111
JF = |:3 9 1:| = [Jx,y JZ] )
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kjer je:
1 1 . 1
Joy = [3 2} in J,= {J .

Resitev sistema lahko lokalno izrazimo v obliki [ﬂ = G(2), ker je matrika oy

obrnljiva. Jacobijeva matrika iz parcialnih odvodov funkcije G je v tej podani tocki
enaka:

JG=—J, ,J. = {_2 :
d)z~-01, y~-02.
Tocen rezultat: = = 071051819, y = —0'2105424.

. a) Ukrivljenost je enaka:
1222

(1+1626)3/2°
je nenegativna in gre proti nic¢, brz ko gre x proti plus ali minus neskon¢no. Maksi-
mum je torej dosezen v stacionarni tocki. Odvajamo:

dr  242(1 — 562°)
dz (1 + 1626)5/2

in dobimo, da je ukrivljenost najve¢ja pri x = +1/v/56. Tam je enaka 2 77/%,
krivinski polmer pa je enak g 7-7/6 = (°465.

. Iz prvih parcialnih odvodov:

—(1+2%)sine —/2 22 cos ¢ V2
Fp= | (14 22%)cosp | = |3v2/2], 7, = |4zsing | = |22
0 0 1 1

dobimo koeficiente prve fundamentalne forme:

13
E=-—"

Izracunamo Se:

3v/2/2
VEG — F2=/111/2, 7, xi.=| 2
~1
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Nadalje iz drugih parcialnih odvodov:

[ —(1+2%)cosep [ —V/2
Tpo = |—(1+22%)sinp| = | -3v2/2],
i 0 |0
[—22 sin ¢ 27
Fpr = | dzcosp | = | 2v2 |,
2 cos © \/§
7., = |4sinp| = [2v2
| 0 0
dobimo koeficiente druge fundamentalne forme:
2 2
L=-6V2, M:L’ N:i.
V111 v111
Kon¢no iz:
L M E F 1 49v2 170
det - A — 2|7 24 X2\ 2
[ 3 &) =5 e
—49 4+ /35381
dobimo glavni ukrivljenosti \; o = oziroma
97222

A1 = 00962 in Ay = —071641.
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 19. 4. 2016

1. Oglejmo si funkcijo: .
+ x
fa($) - 1 —|—(L’3a .

Za a <0 je lim, . fo(z) = 1, zato integral ne obstaja. Za a > 0 pa je funkcija na
intervalu [0, 1] zvezna in omejena, zato integral obstaja natanko tedaj, ko obstaja
[7° fa(@)dz. Ce je a > 0, se funkcija f, za velike  obnaSa tako kot z72%, zato
domnevamo, da integral obstaja za @ > 1/2. Inres, za 0 < a < 1/2inz > 1
omejimo:

x® 1
a > =
f (ZE) $3a+x3a 2x2a

in integral slednje funkcije ne obstaja. Za a > 1/2 in > 1 pa omejimo:

1 1
:L.3a :L‘2a

| fa()] <

in integrala obeh funkcij res obstajata. Sklep: dani integral obstaja natanko za
a>1/2.

2. Oznacimo: .
—— ~
fla,z) == ——p—, F(a) ::/ fla,z)dz.
0

T

Najprej opazimo, da obstaja integral F'(1). Funkcija x — f(1, ) je namre¢ zvezna
na (0, 00) in ima limito, ko gre = proti nié¢, zato obstaja integral fol f(1,z)dz. Poleg
tega pa je tudi [ f(1,z)| < 1/2*, zato obstaja tudi integral [~ f(1,z) dx.

Integral odvajajmo. Velja:
4
fala,x) = e,
Ta funkcija je zvezna v a in v z. Izberimo 0 < m < 1. Za a > m in x > 0 ocenimo:

4

| fala, z)| < €™ =t hy(z).

S substitucijo t = az* izra¢unamo:

> —az* _ 1 > —3/4 —t o F(%)
/0 e dx—4a1/4/0 t e dt_4a1/4'

Torej integral fooo hm(z) dx obstaja. Sledi, da integral F'(a) obstaja za vse a > m
in tam velja:
> r(3)
/ _ —az? _ 4
F(a)—/o e dx—4a1/4.
Ker je bil m poljuben, vse to v resnici velja za vse a > 0. Za te a sledi:

(1)

Fla) = Ta3/4 +C,
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kjer je C' neka konstanta. Ker je F'(0) = 0, je C' = 0, &e je le F zvezna v 0. Za
eksakten dokaz tega pa v prvotni integral uvedemo substitucijo s = a'/*z in dobimo
zvezo F(a) = a®*F(1). To pa je mozno je, ée je C = 0 (in sledi tudi, da je F zvezna

v 0). Velja torej:
oo —azt 1
/ 1_64 A — (1) a3l
0 x 3

3. Iskani integral izrazimo v obliki:

S substitucijo ¢ = 2%/4 dobimo:

Jzz/()m(idtzzlg(é 1):m:g.

4 1+1¢)2 4
4. Po uvedbi polarnih koordinat:
T=7rcosp, Yy=rsing; J=r
dobimo, da je iskana plos¢ina enaka:

// >0 rdrdy = // 0<p<or  rdrde =
r2<cos @sin @ cos @ sin p>0

0<p<2m 0<r<+/cos psin @

/2 \/cos psin @ 3w/2 py/cospsing
/ / rdrdgo+/ / rdrde =

w/2 1 27 /2
—5/ cos<psmg0dg0+2/ cos psinpdy =
0 i

N | —

5. Najprej opazimo, da mora veljati 0 < z < 1. Z uporabo cilindri¢nih koordinat:

r=rcosp, y=rsingp, z=z, J=r

—p/// O<z<1 rdrdpdz =
o<r<

z 1 22
0<p<2m

1 V zvV1—22
= 27rp/ / rdrdz =
o Jo

1
:7rp/ 2V 1 —22dz.
0

izrac¢unamo maso telesa:
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S substitucijo t = v/1 — z2 dobimo:

1
m:7rp/ t2dt:7r—p.
0 3

Oznadimo tezisce z (z*,y*, 2*). Zaradi simetrije je z* = y* = 0. Tretja koordinata

pa je enaka:
/// 0<z<1  zrdrdepdz =
m 0<r<

z 1 22
0<go<27r

2 21— 22
7Tp/ / rdrdz =

:W—p/ 22V1 — 22dz.
m Jo

S substitucijo t = 2% dobimo:

1
z*:ﬂ/ VivI—tdt = ~LB(2,
2m J, 2m

N
N o
N—
|
[\
3
—
—
w
SN—
—_
D
3
—_
(@)
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 17. 6. 2016

. Rac¢unajmo:
—(a+bcosh)sing —bsin 6 cos
7= | (a+bcos@)cosp | , 7Tp= |—bsinfsinp| ,
0 bcosd

E=(a+bcosh)?, F=0, G=0b.

Povrsinska gostota torusa je enaka:

C

6TZa—i—bcos@’

iskani vztrajnostni moment pa je enak:

J. :// be(a +beosh)* dpdd =
0<p,0<27

2m
= 27rbc/ (a+bcosf)*do =
0

= 2mbc (27?@2 + 7'('192) =
= 21%bc(2a® + b?).

. Izracunajmo:
div R = 2% +y* + 52°.

Po Gaussovem izreku je iskani pretok enak:

@:/// (a:2+y2+522)da:dydz:z.
0<zx,y,z<1 3

. Imenovalec je enak ni¢, ¢e je bodisi 22 = 0 bodisi e — 1 = 0. Slednje velja, ¢e je
z = 2nmi, n € Z; to zajema tudi primer, ko je z = 0. Pri n = 0 ima imenovalec
nic¢lo tretje, pri n € Z \ {0} pa prve stopnje.

Velja sin(2nmi) = ish(2nm), kar je enako ni¢ le pri n = 0. Pri z = 2nmi, n € Z\ {0},
ima torej funkcija pol prve stopnje, pri z = 0 pa pol druge stopnje. Tam izracunajmo
Se ustrezna koeficienta v Laurentovi vrsti. Najprej nastavimo:

sin z
_o = lim 2* =1 )
eI =
Z uporabo L’Hopitalovega pravila dobimo:
. COSZ
c_o = lim =1.
z—0 e®
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Nastavimo Se:

.od o . d sinz . cosz(e*—1)—sinze*
I e GOl ol e L S s

Spet z uporabo L’Hdépitalovega pravila dobimo:

1 —sinz(Qez—l)_ . sin z ’ 2 -1 1
1T 2e(er—1) | asler—1eb0 2er 2

Glavni del Laurentove vrste je torej enak:

4. Integral je enak vsoti residuov v vseh singularnostih v notranjosti kroga, ki ga
omejuje K. Singularnosti pa so tam, kjer ima imenovalec ni¢le. Razstavimo:

=32 —4=(+ 1) - =(+i)(z—i)(z-2)(z+2).

V notranjosti kroga sta i in —i. Ce z f ozna¢imo integrand, velja:

. e/ —V3+i
Resthi) =G = = a0
Res(f, —i) = e = V3 )

(—i—1)((—0)2—4) 20
Iskani integral je torej enak:

2mi [Res(f, i) + Res(f, —2)] = _7r\5/§ i.

ot
~
—
I
~—
I
—~
N
I
N

V3i)(z —=V3—i) +V3+1i) = (3 — LV3i)z + 2.
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 25. 8. 2016

Prakticna matematika

1. Skica definicijskega obmocja:

Yy
4 ¥
2AL
2 6 7

Oglisca: £(0,0) = £(6,0) = £(0,9/2) = 0.
Roby=0,0<z<6: f(x,0)=0.

Robx=0,0<y<9/2: f(0,y)=0.

Roby=3(6-1),0<z<6: f(z,3(6—2))=32(6—x)e 18+)/4

% (x, %(6 — x)) = %(24 — 14z 4 %)~ (18+2)/4,

Stacionarna tocka (2,3) lezi na robu obmocdja, stacionarna tocka (12, —9/2) pa ne.
Velja £(2,3) = 6e5 = 0°0404.

of
oy
Torej je mDinf = f(z,0) = f(0,y) =0 in mgxf = f(1,1) =e2

Notranjost: g =(1—z)ye ™, r(l—y)e ™Y f(1,1)=e2?=0135.
x

2. Iz odvodov:

" . . 3
xz;, y=2t, z=2

dobimo odvod naravnega parametra:

1 1
§=\ S A2+ 46 =L (= +26° ) .
2 t
Odvod koordinate y po naravnem parametru je enak:

d ' 2t 212
y’:—y:g—i-l =+ .
ds s ;+2t3 14 2t4

Priz=0jet=1iny = +2/3.

Za fleksijsko ukrivljenost imamo vsaj dve moznosti.
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Prva moznost: odvajamo po naravnem parametru, pri cemer lahko izberemo pozi-
tivni predznak. Najprej dobimo:

1
N PV
4
L+2t4 |5
Se enkrat odvajamo in dobimo:
—8t? —2t?
- 1 4t
t' = 441 =2tY | = ———— [1 -2t
1
(3 +2t3)(1 4 2t4)? 843 L4202 17 50
-2
Prit=1jet =% |—1|, fleksijska ukrivljenost pa je enaka r = [|’|| = 4/9.
2
Druga moznost: odvajamo po izvirnem parametru in vstavimo ¢ = 1:
. til 1 .. _t72 _1 . .. 8
2t 2 6t* 6 4
Fleksijska ukrivljenost je enaka:
P> 12 4
K = - = — = — s
(A

kar je isto kot prej.
. Iskani vztrajnostni moment je enak:

J=0 //[$2+y2)4ze2<1(x2 + y2) drdydz.

>0

Z uvedbo cilindri¢nih koordinat:
r=rcosp, y=rsnp, z=z, J=r
se integral prevede na:

2>0

0<¢p

00 27 2= 1/8 ¢z
= p/ / / r3drdedz =
o Jo Jo
mp

0
_ - F 271/2 674,2 dz =

2 Jo
T [ —1/2 _—t

= — t dt =
1, ¢

T p
T
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4. Najprej izracunamo:

0z oY
— = (2a2® + 227 + 4y*)2%yz, —— = (42% + 227 4 2ay*) 2%y,
oy 0z
torej je:
0z Y
o 0r = (2a — 4)(2* — yH)2yz.

To je identi¢no enako nic le za a = 2. Iz simetrije sledi, da je v tem primeru tudi

X
%—f — g—f =01in %—3; — %—); = 0, torej rot [ Y | = 0. Dano polje je torej potencialno

Z

natanko tedaj, ko je a = 2.

Potencial polja dobimo na tri nacine kot nedoloceni integral:

/(2x2+y2+22)xy222dx: (:L‘2+y2+22)x2y222+A(y,z),

N[ =

/(m2 +2y% + 282y dy = L (2? + y* + 2H)2*y*2® + B(x, 2),

N

(2® +y* + 2%)2*y*2 4+ Cl,y),

N

/(x2 + %+ 228 2% 2 dy =

torej je enak:
%(x2+y2+z2)$2y222+D,

kjer je D poljubna konstanta.

5. Integrand:
cos =

flz)=——=

zsin z
ima pole v tockah km, k € Z; znotraj kroznice K lezita pola 0 in 7, zato je:

ji f(z)dz = 2mi [Res(f, 0) + Res(f,m)] .

V tocki 0 ima f pol druge stopnje, zato je:

Res(f,0) = ll_r}(l)%(z f(2) =

. d zcos%
= lim —— =
z—0dz sinz
cosZsinz — Lz¢inZ — zcos Z cos 2
— lim 3 3 3 3
z—0 sin® z

Z uporabo L’Hopitalovega pravila dobimo:

2 2 8 Z o
. —EZsInZsmz+ gzcosssinz
Res(f,0) = lim —2—32———9 3 =
2—0 2sin z cos z
_ 2428 z
~ lim 3sm3—|—gzcos3:
2—0 2cos z
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V tocki m pa ima f pol prve stopnje, zato je:

Res(f, ) = lim ((z — ) f(z)) = lim m _ 1 lim (z=m) .

Z—m z=m zsinz 2 z—»7 sinz
Ponovno uporabimo L’Ho6pitalovo pravilo in dobimo:

1 1 1
Res(f,7) = — lim =——.

27 z—m COS 2 2T

Dani integral je torej enak:

ﬁf(z) ds = —i.
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 2. 12. 2014

Prakticna matematika

3 5
1. Oznacdimo f(z) = 2—4 - % + 1. Prva dva odvoda sta:
2 ! r
/ _ v " _r_ Y
fo =St pw=tot

Drugi odvod ima ni¢le v —v/2, 0 in v/2, torej prvi odvod zavzame ekstrem na [—2,2]
kvedjemu v —2, —v/2, 0, /2 in 2. Ker je f/(+2) = f'(0) = 0 in f'(£v2) = 1/8,
mora biti 0 < f'(z) < 1/8 za vse z € [—2,2]. Med drugim to pomeni tudi, da je f
tam naraScajoca, torej za x € [—2,2] velja —2 < 13/15 = f(-2) < f(z) < f(2) =
17/15 < 2, zato f preslika interval [—2,2] spet v [—2,2]. Iz ocene odvoda sledi,
da je tam tudi skréitev. Za zacetni priblizek xy = 0 dobimo naslednje zaporedje
priblizkov:

0,1, 103542, 1°03881, 1'03915, 1'03918, 1°03918 ...

Ob upostevanju zaokrozitvenih napak dobimo, da je razlika med zadnjima dvema
priblizkoma kvedjemu 107>, torej je resitev od zadnjega priblizka oddaljena kvedjemu

zZa: 1
8 _.107°<15-1075,
11

8

Glede na to, da so priblizki dobljeni z zaokroZzenjem na zadnjo decimalko, sledi,
da je resitev nekje med 1°0391735 in 1°0391865. Zaokrozeno na stiri decimalke to
vsekakor znese 1°0392.

. a) Ker je funkcija soda, so koeficienti pred sinusi enaki ni¢ in lahko ra¢unamo kar
koeficiente v kosinusni Fourierovi vrsti. Iz:

/07r oS g cos(kz) dr = %/OW (cOS[(k‘ + )] + cos[(k — %)ﬂ)dm —

sin[(k = 3)7]

= L sin[(k+%)7r] +

2k +1 2k —1

dobimo iskani razvoj:

2 4 4 4 4
falz) = — + 3. CO8T — T cos(2x) + T cos(3x) — 6 cos(4zx) .

b) Celotni Fourierov razvoj je:

- 2 1[cosz cos(2x) cos(3z) cos(4x)
fla)=—+— T~ 1 1 1
™ ™ ]_2—Z 22_4_1 32—1 42—71
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Ker je f zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, je vsota f Fourierove vrste enaka
kar sami funkciji f. Ce vstavimo = 7, dobimo:

0= 2 1 1 1 cos(3z)  cos(4x) N
T T 12—i 22_411 32_}1 42_% ,
od koder sledi:
1 1 cos(3x)  cos(4x)
+ + =2,
1 1 1 1
12—1 22—1 32_Z 42_Z

. Tocka je v definicijskem obmocju natanko tedaj, ko velja:
Yy > 2, T > —\/y—2

Pri < 0 je to ekvivalentno y > 2 + 22, pri z > 0 pa je to ekvivalentno y > 2.
Nivojnico za dani vrednost 2z pa lahko zapisemo v obliki:

r<e’, y=2-+ (ez—x)z.
Slika:

1
3 2 -1 | 1 2 37
. a) Ra¢unamo:
%—@@—Fa—u@—@cos +@sin _1 x@—l— @ =0
or  Ox or Oy or Oz v oy LA y@y -

b) Spremenljivka u kot funkcija spremenljivk r in ¢ ni odvisna od r. Zapisemo jo
lahko torej kot funkcijo le spremenljivke .

. Iz Taylorjevega razvoja za eksponentno funkcijo:
(z+y?)° | (@+y’)

a:+y2:1 2
e +r+y + 7 6

dobimo Taylorjev polinom:
3

X
Ty(w,y) =z +a’ + oy’ +
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 2. 2. 2015

Prakticna matematika

2 3
1. fo(z,y) = —6xy2 e + 322 — 6, f,(x,y) = —6ye® + o

—2

1 e
Stacionarni tocki: T} | =1, —— |, T |2, —
(- 7). B (> 5)

(pozor, zaradi definicijskega obmodja mora biti y > 0).
fxx($a y) = _6(2‘%2 + 1)y2 612 + 61’, f:l:y(xa y) - —12$y 6127

2 3
fy(z,y) = —6€" — E

: ~15  6v2e] . : : :
VTije H= [6\/% _126} in K = 108 e, zato je tam lokalni maksimum.

_ 19,2
V T, paje H= {_12;5\/5 i21; (;4/5} in K = —108¢*, zato tam ni ekstrema

(je sedlo).

5 _ z 3 2042
2.a)JF:{1 0 e(lg 8) 3efw ]

0 -1 — 2 2% (w+ )
b) in ¢) Prvi nac¢in. Uporabimo izrek o implicitni funkeciji. V podani tocki velja:

= -1 0 0 12¢?
JF = |:O 1 3 9 :| = [Jx,y JZ7’U):| )

-1 0 . 0 12¢€?
oy = {O _1} in J,, = [3 9 1

Resitev sistema lahko lokalno izrazimo v obliki [5}] = G(z,v), ker je matrika o

kjer je:

obrnljiva. Jacobijeva matrika iz parcialnih odvodov funkcije G je v tej podani tocki

enaka: 2/ /
5 71 - e 4 —1 3
JG = Jz7wa7y = {_6_2/12 0 } .

Drugi nacin. Opazimo, da je sistem F (x,y, z,w) = 0 ekvivalenten sistemu
H(z,w) = B], kjer je:

- e (w? —38)
At = | 5]

w

Vektorska funkcija G je torej inverzna funkcija vektorske funkcije H, zato se lahko

sklicemo na izrek o inverzni preslikavi. V podani tocki je Jacobijeva matrika vek-
torske funkcije H enaka:

= 0 12¢?

Ji = {3 : }
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in je nesingularna, zato inverzna funkcija lokalno obstaja in njena Jacobijeva matrika

je enaka:
-2
5 -1 (& /4 —1/3
JG=(JH)" = [_62/12 e
d) dz = ;e ?dz — 5 dy = 0'173.
t=—e"' y=2, 2=2¢
izra¢unamo: 4
s:a§:i¢aﬂ+4+4én:i@*+2a)
Torej je:
, de & et 1
rT = — = = = .
ds % :Fe_t—i-Zet :F1+262t
Ker je x narascajoca funkcija naravnega parametra, mora biti:
ot
1+2e2"
Priz=c*jet=—In2in 2’ = 2/3.
. Iz odvodov:
—sinycosf —cossinf
T, = | cospcost in 7= |—cospsinf
0 cosf

dobimo koeficiente prve fundamentalne forme:

E=cos’d, F=0, G=1.

1
l:/ \/cos20 @2 + 62 dt .
0

Zdaj odvajamo Se oba parametra:

Sledi:

.1 j_ L
TTioe T e
in dobimo:
. 1 1 2
2002+ 62 = (1—1%) - = .
cos V=10 e e T 1o
Sledi:

z—vﬁ/l it T2

o VI—® 2

Opomba. Seveda lahko dolzino izracunamo tudi neposredno, tako da Ze na zacetku
koordinate z, y in z izrazimo s parametrom t. Tako sicer ne potrebujemo diferen-
cialne geometrije ploskev (prve fundamentalne forme), zato pa naletimo na znatno
bolj zapletene izraze.
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5. Najprej izracunamo, da v izhodiscu velja v = v = 0. Iz prvih parcialnih odvodov:

2 2 204+ 1 1
= [2u—1] = |-1 in 7r,= 3 = |3
2u 0 2v 0

izracunamo koeficiente prve fundamentalne forme:
E=5 F=-1, G=10, VEG—-F?>=T.

Nadalje iz vektorskega produkta v izhodiscu:

0
Ty X Ty = |0
7
in drugih parcialnih odvodov:
0 2
f;tu = |2 ) Fuv - 07 Fvv = |0
2 2

izracunamo Se koeficiente druge fundamentalne forme:
L=2, M=0, N=2.
Gaussova ukrivljenost je torej enaka:

LN — M? 4 . .
= = — =00816.

K="
EG—-F? 49
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 15. 4. 2015

Prakticna matematika

1. Integrand je vsota dveh clenov. Ker sta oba nenegativna, integral obstaja natanko
tedaj, ko obstajata oba integrala:

00 1 . 00 -
Jl I:/O md&l m J2 I:/O o dx .

=
le/l et

ta integral obstaja natanko tedaj, ko je a +3 > 1, t. j. a > —2. Integral J, pa se
ujema s tistim iz funkcije gama in obstaja za a —3 < 1, t. j. za a < 4. Sklep: dani
integral obstaja natanko za —2 < a < 4.

C(ry+1)e ™ —1
F(x)::/ ( ;2 dy .
0

Ker je:

2. Oznac¢imo:

Po odvajanju dobimo:
F'(z) = —/ re Wdy=—1.
0

Racun utemeljimo s tem, da za 0 < u < x < v velja |x e‘xy| < ve ™, integral
fooove_“y dy pa obstaja. Ko nazaj integriramo, dobimo F(x) = —x + C. Ker je
F(0) =0, je C =0, torej je F(z) = —x.

3. Oznacimo dani integral z J. S substitucijo ¢ = e~ dobimo:

J= /01(1 —1)°432dt =B (g 7) _LE)IC <F§()i;)(7> _

ol
o=
5

|

[\]

)

= (0°00802 .

= 955255

4. S substitucijo u = y — 2z, v = y/x dobimo:

U uv 7 U
Tr = e =
v_2 YTy (v —2)2
in velja:
3 4
d
// <g—2>dxdy:// Y dudv:/udu/ v _
l<y—2x<3 \ g l<u<3 v — 2 1 9 U —2
3<y/x<4 3<v<4
=4In2=2773.
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5. Ker je telo homogeno, je gostota konstantna, torej povsod enaka recimo p. Vztraj-
nostni moment je torej enak:

Jzzp/// (2 + y*) drdydz.
(x24y2+22)0<a2+y?

Po uvedbi sferi¢nih koordinat:
x=rcosfcosp, y=rcosfsing, z=rsinfb; J =1r?cosf

dobimo:

J, = p//ﬁqqosuse rtcos® @ drdfdyp =
—m/2<0<7/2

0<p<2m
1/5¢9

w/2 cos
= 27rp/ cos® 9/ rtdrdf =
—m/2 0

w/2

= @ cos*6dh =

b —7/2

2

_ (s 1)
5 272
3m2p

20
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 16. 6. 2015

Prakticna matematika

1. Po krajsem racunu dobimo:

0
rot R = |—(a+2)(z+y+2)"|,
—(a+2)(x+y+2)
od koder sledi, da je dano vektorsko polje potencialno natanko tedaj, ko je a = —2.

Potencial lahko dobimo z integracijo komponent polja:

_ y+z
u= [(—y—2)(z+y+2)2dr = —"—+Ci(y,2) =
Jv=aryra e L o
x
= [2z+y+2)?dy= —F—— +Cy(x,2) =
[atetyraay =2 s i)
x
= [z(z+y+2)idr=——"—+Cs(2,9).
/( y+z) P 5(7,y)
Mozni potenciali so tore;j:
z +z
w=—— g =Y Lk,
T+Y+z rT+y+=z

kjer je K71 = Ky + 1.

2. Mozni sta vsaj dve smiselni parametrizaciji.

Prva parametrizacija: z = 2y/1 — 22 — y2, 2* +y* < 1/4. Tedaj je:

2 0 W g g LE3W
Ox 1—a2—y2 oy 1 — 22 — g2 1—a2—y?
Iskani integral je enak:
J:2// V14322 +3y?dedy.

z2+y2<1/4

Po uvedbi polarnih koordinat dobimo:
1/2 on [T/4
J:2/%<<1/27"\/1—|—37’2dr:47r/ \/1+37’2dr:? Vidt =
= 0 0

0<p<2m

_Aw 7 1
=5\
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Druga parametrizacija: © = rcosp, y = rsing, z = 2¢/1—1r2, 0 < r < 1/2,
0 < < 2m. Tedaj je:

5 Cos ¢ 5 —rsin @ 2 2
. 0 1
a_R: S]n()@ , _R: TCOS(p , EG—FQZM
or o dp 0 1—1r2
Vi-r2

Iskani integral je tako enak:
J =2 / / rV1+3r2dr,
0<r<1/2
0<p<2m
kar je isto kot prej.
. Uporabimo Greenovo formulo. Ce oznac¢imo:

X:=zln(z+y), Y:=-yh(z+y),

velja:
v _ y oxX oz
oxr w4y’ oY  x+vy’
Y X
torej je aﬁ_x — g—Y = —1. Iskani integral je zato enak —.
Pisimo f(x) 9(z) kjer je
h(z)’
g9(z) = 1+4¢7, g(mi) =0,
g (z) =¢é*, g (mi)=—1,
h(z)=1+chz, h(mi) =0,
h'(z) =shz, B (wi) =0,
h"(z) =chz, h"(wi) = —1.

Stevec ima nic¢lo prve, imenovalec pa ni¢lo druge stopnje, kar pomeni, da ima funk-
cija f pol prve stopnje. Edini koeficient v glavnem delu Laurentove vrste je enak:

limn ( ) 1+4+¢€7
C_1 = 11lm(z2 — T .
1 Z—>Ti 1 + ch z

Po dvakratni uporabi L’Ho6pitalovega pravila dobimo c_; = 2, torej je glavni del
Laurentove vrste enak —2(z — mi)~1.

. Najprej razstavimo imenovalec:
216 = (2 —2)(2 + 2)(z — 26) (2 + 2i) .

Torej ima integrand stiri pole prve stopnje: 2, —2, 2¢ in —2:¢. Znotraj kroznice, po
kateri integriramo, pa sta le 2 in 2::
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Imz

21 &

L 2

Torej je:

dz - 1 : .
\%};m — 27‘(@ |:ReS (z4 — 16)2 = 2) +Res (m;z = 2Z>:| —

= 2rmi [(z~|— 2)122 vy ’22 + m 221} =
_ 116(—1+z‘)-
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Resitve izpita iz matematike 2z dne 8. 9. 2015

Prakticna matematika

1. Ker je interval simetri¢en okoli izhodisca, funkcija pa soda, so vsi koeficienti pred
sinusi enaki ni¢, pri koeficientih pred kosinusi pa lahko uporabimo simetrijo. Velja

torej:
1 1
aoz/ |x|dx:2/ rxdr=1
-1 0

1 1
an = / |z| cos(nmx) do = 2/ x cos(nmz)de = —
- 0

1

inzan>1:

2

n2m?

(1-(-1").

Torej za —1 < x < 1 velja:

cos(3mx)  cos(bmr)
32 * 52

4
= [cos(ﬁx) +

1
|I|:§

2. Najprej dolo¢imo obmocje, za ta namen pa moramo poiskati presecisca krivulj.
Enac¢ba 322 — 3z = 2% + 5z ima resitvi ; = 0 in 25 = 4. Obmodje je mnozica
D :={(z,y);0 <z <4, 32* — 3z <y < a? + bz}, prikazana na sliki:

90 -

T

40 -

T

T

30 -

T

20 -

T

10
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Vrednosti v oglis¢ih: f(0,0) =0, f(4,36) = 36.

Na robu y = 32* — 3z, 0 < x < 4, je f(x,32* — 3z) = 323 — 122 + 9z,
% f(z, 3x? — 3x) = 9x% — 24x + 9, stacionarni tocki:

v= p(T 4 T) = 20T = ogp,

(o () - = o

Na robu y = 2% + 5z, 0 < x < 4, je f(z,2* + 5x) = 23 + 22 — 15z,

d

e f(z,2* + 5z) = 32® + 4v — 15, stacionarna tocka:
x
5 5 100 _ _ 400 - :

v=3 f(37)=—9=-148L

Stacionarna tocka x = —3 ni v definicijskem obmocju.

0 0
Konc¢no velja se —f =y, —f

=1z — 3, stacionarna tocka (3,0) ni v definicijskem
ox oy

obmocju.
Sklep: minp f = f(2,43%) = =42, maxp f = f(4,36) = 36.

. Oznacimo iskani integral z F'(a). Z odvajanjem pod integralskim znakom dobimo:

F'(a) :/ ae ®dr=1,
0

torej mora veljati F'(a) = a+ C. Toda ker je F'(0) = 0, je kar F(a) = a.

. Oznac¢imo z m maso, z R pa polmer krogle. Nadalje obstaja taka konstanta c, da je
gostota p v poljubni tocki znotraj krogle, ki je za r oddaljena od izhodisca, enaka cr.
Postavimo koordinatni sistem tako, da bo geometrijsko sredisce krogle v izhodiscu.
Tako izracunamo maso:

m:c/// Va2 +y?+ 22dedydz =
22 4y2 422 < R2

2 pmw/2 R
:c/ / / r3cosfdrdfdyp =
0 —7/2J0

= 1cR*.

Zaradi simetrije so vztrajnostni momenti okoli vseh osi skozi izhodisce enaki. Iz-
racunamo jih lahko kot vztrajnostni moment okoli osi z:

J:c/// (22 +yH) Vo2 +y? + 22dedydz =
I2+y2+22<R2

2n  pw/2 R
—c/ / / r° cos® @ drdf dy =
o J-=2Jo

B 2mc RS B

==y =
2mR?
9
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5. Iz 2% + 42 = 2%(2 — 2i) (2 + 2i) sledi, da ima funkcija:

1

&)=y

pri z = 0 pol druge stopnje, pri z = 2¢ in z = —2¢ pa pol prve stopnje. Glede na
integracijsko krivuljo K bo veljalo:

f;{ f(z)dz = 2mi[Res(f,0) + Res(f, 2i)] .

Ostanka sta enaka:

L . 1 i
Res(/,20) = I (= =20 /(2) = 55| ~ 167
d d 1 2z

— lim — [»2 _4d _ 0

Res(f, 0 = I BVO = & 27~ el L, ="

Ostanek v izhodis¢u dokaj lahko dobimo tudi z razvojem v Laurentovo vrsto:
1 1 1 22 2 1 1 22
N T e A
/) 1214 2 4z2( 1 16 ) 1216 o

dz T
ledi  —— = ——.
Selj€(24+422 8
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 26. 11. 2013

Prakticna matematika

1. Iskana mnozica je:

K((1,2),3) = {(:pr) smax{|r — 1,2z +y — 4]} < 3} =
={(@y) e =1 <320 +y —4] <3} =
={(z,y); 3<r—-1<3,-3<2r+y—4<3}=
—{(r,y); —2<w<4,1-2r<y<T—2a}.

Slika:
Yy
'r?m
7
7
/)
2/
6 —4 -2 6 ©
_9 é
—4 /J‘
2. a) Velja:




b) Ob upostevanju, da je m > n, ocenimo:

fmafn S%\/n+ +—_ \/ \/_

kar gre proti ni¢, ko gre n proti neskon¢no. Torej je zaporedje Cauchyjevo.

c¢) Ker prostor zveznih funkcij na [0, 1] v metriki d; ni poln, ne moremo takoj reéi,
da je zaporedje konvergentno. Pa¢ pa f,(z) za vse z > 0 konvergira proti ni¢, zato
postavimo domnevo, da zaporedje f,, v metriki d; konvergira proti ni¢. In res velja:

A0 /\/ﬁ :%(m‘\/%

kar gre proti ni¢, ko gre n proti neskoné¢no.

a)inb) Za 0 <z < 8je f(x) > 8 > x, torej enacba tam nima resitve. Za x > 8 pa

jo f(a) 2 8 0 < ['(a) = 75 < 75

slika samega vase in je na njem skréitev; enacba f(x) = x ima tam natanko eno
resitev. Zato ima dana enacba tudi na [0, 00) natanko eno resitev.

torej f poln metriéni prostor M = [8,00)

c¢) Resitev je limita zaporedja priblizkov z; = 8, ,,41 = f(z). Prvih nekaj ustrezno
zaokrozenih priblizkov je:

8, 10, 10715443, 10716547, 10°16625, . ..

Razlika med zadnjima dvema priblizkoma je manjsa od 0°00079, torej je razlika med
zadnjim priblizkom in pravim rezultatom manjsa od:

1

2 . 000079 < 0°00008

12

kar pomeni, da je kon¢ni rezultat nekje med 10716624 in 10°16634 (upostevali smo Se
zaokrozitvene napake). Vsekakor so pri zaokrozitvi 107166 vse tri decimalke toc¢ne.

a) Ker je funkcija liha, se Fourierova vrsta ujema s sinusno, t. j.:

= Z b, sin(nx)
n=1

b, = / f(z) sin(nx)

2m/3
= —/ xsin(nz)dr =
0

T

4 2nm 2 . 2nmw

= —— COS + Sin .
3n 3 mn? 3

kjer je:
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Delna vsota do vkljuéno ¢lena s sin(4z) je torej:

s4(x) = (g + ?) sinx + (é — ﬁ) sin(2z) — gsin(i’w) + (% + ﬁ) sin(4x) .

47 167

b) Velja:

107 107 2w 1 T
) = - 44Ar | = — ) == 1 li = —.
S( 3 ) 3( 3 " ”) 8(3) > Lérﬁsf(y)ﬂérﬁsf(x)} 3

. Definicijsko obmodje je mnoZica tock (x,y), za katere je 2 + y> > 1, to pa je
zunanjost enotskega kroga. Nivojnico z = 0 doloda pogoj z? + y?> = 2, torej je
to kroznica okoli izhodis¢a s polmerom +/2, nivojnico z = —3 pa dolo¢a pogoj
22 +y*> = 1+ e /2, torej je to kroznica okoli izhodis¢éa s polmerom /1 4 e~1/2.
Konéno je pogoj 1 < z < 2 ekvivalenten pogoju v/1 + e < 2% +y? < /1 + €2. Slika:
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 20. 1. 2014

Prakticna matematika

1. fu(z,y) = (=2 —ay —y* + 2+ y)e ™, f,(x,y) = (x+2y)e ™.
Stacionarni tocki: 77(0,0), 75(2,—1).
foo(@,y) = (2% 2y +y* — 4o — 2y +2)e™™,  foy(z,y) = (—2 =2y + 1)e™7,
fy(x,y) =2e".

VT je H= E 2] in K = 3, zato je tam lokalni minimum.
1/e2 2
V Ty paje H= { 11/62 %221 in K = —3/e?, zato tam ni ekstrema (je sedlo).

2. Nastavimo Lagrangeovo funkcijo:

L =5z + 6y — A% + zy + 29?),

oL oL
za katero velja T 5— A2z +y) in 50 = 6 — Az + 4y). 1z izrazave:
Z )

5 6
2ty x+dy

dobimo z = 2y. Ko upostevamo e pogoj z* + xy + 2y?> = 72, dobimo stacionarni
tocki T7(6, 3) in T5(—6, —3). Ko na njiju izracunamo funkcijo f, dobimo:

ml%nf:f(—6,—3):—48 in mgxf:f(6,3):48,

kjer je D = {(z,y) ; 2? + xy + 2y* = 72}.
. .. v / 2 : 1 2
3. Najprej izraCunamo: y =0, y =—-=2ny =—-——= -2
x x

Normalni vektor: 7 = —(—2,1).

V5

. 1
Predznaceni krivinski polmer: — = = —
K

1
Sredis¢e pritisnjene kroznice: (1,0) + — 7 = (6, —5/2).
K

PR SRS 2 5\2 _ 125
Pritisnjena kroznica: (X —6)? + (Y + 2)" = 128,
4. Velja x = y = z = 1/2. Smer normalnega vektorja lahko dobimo na vsaj tri nacine:

x
Prvi nac¢in: pisimo F(x,y,z) = —‘;J — 2. Iz
z

oF y oF «x OF 3y
ox 3 ! ay 23 ’ ox 24
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dobimo, da ima normalni vektor isto smer kot (4,4, —12) ali tudi kar kot (1,1, —3).

Drugi nacin: izrazimo z = ¢ % Iz:
oz 1,y 1 0z 1 [z 1
or 3\ 222 3’ oy 3V 22 3
dobimo, da ima normalni vektor ima isto smer kot (—%, —%, 1) oziroma kar
(—=1,—1,3) ali tudi (1,1, —-3).
223
Tretji nacin: izrazimo r = —. Iz:
Y
ox 223 or 622
=" =1, — = _— =3
dy y? 0z Y

dobimo, da ima normalni vektor ima isto smer kot (1,1, —3).
Tangentna ravnina: X +Y — 32 + % =0 ali tudi 2X +2Y -6Z+1=0.

.a)z=1

b) Sledi iz izreka o implicitni funkeiji: ploskev lahko podamo v obliki F'(x,y, z) = 0,
kjer je F'(z,y,z) = e"* — z. O¢itno je funkcija F' parcialno zvezno odvedljiva, velja
pa tudi F,(x,y,2) = zye™* — 1 in F,(0,0,1) = —1 # 0.

c¢) Po odvajanju osnovne zveze dobimo:

%: <yz+xy%>emyz—%:0 %:O,
(%1 (asz+:vyg—;>e”yz—g—;:O g—;:O,
0* [ 0z %2\ L. 02\* .. 0% %z
.2 (y£+xy@)e —|—(yz+xya—x) e —@—O, @—O,
0 0z Dz 0%z vy
0z 0y (Hx%“/a T o da +

e
T PP + _o, 22y
VT e ) \7F xy 8x 6y ) ox0y

8_2- %_‘_ @ :cyz+ + _Z TYz __ 82_0 %_O
o . T " Ty e xrz a:yay e =V, ayZ_ .

[\V]

d)E=1, F=0, G=1, L=0, M=1, N=0.
Iz karakteristi¢ne enacbe A\*> — 1 = 0 dobimo glavni ukrivljenosti \; = —1in Xy = 1.
0 -1

10 1 in K = —1, tam ni ekstrema.

e) Tocka T je sicer stacionarna, a ker je H = [
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 8. 4. 2014

Prakticna matematika

o t
1. Oznac¢imo F'(a) = / (ﬁ — %?@) dz. Po odvajanju dobimo:
0

x? x
* a? 7r
F’(a):/ ———dz = —|a|.
0 1 + (12372 2
Zdaj moramo to nazaj integrirati. To naredimo posebej za pozitivne in za negativne

a, upostevamo pa tudi, da je lahko a = 0. Dobimo:

mala|  ma?

F(a) = 1 1 sgn(a) .
. Oznadimo: .
J = / re @2 qy .

Prvi nacin: uvedemo substitucijo u = x — 2. Dobimo J = J; + Js, kjer je:

J1:/ ue_“Qdu, J2:2/ e du.

Integrala .J; in J; gresta oba po intervalu, ki je simetri¢en okrog izhodisca, pri cemer
pa je integrand v J; liha, v J5 pa soda funkcija. Sledi:

J = J2:4/ e du.
0
Z nadaljnjo substitucijo t = u? dobimo:
o 1
J=Jy,= 2/ 712t dt = 2T (5) =2/7.
0
Drugi nacin: uvedemo substitucijo ¢ = (z — 2)?, a pri tem moramo biti previdni,

sajza x < 2 veljax =2 —+/t do = —ﬁ, medtem ko za z < 2 velja x = 2 + /1,
dr = ﬁ Zato moramo integral razdeliti na dva dela — pisimo J = J; + Js, kjer je:

2
J1 = / re @2 4y =
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n:

Ko seStejemo, dobimo J = 24/7.

3. /01/9 (/23 flx,y) dx) dy + /1/1;4 (Ll/ﬂf(x,y) da:) dy.

4. Prvi nacin: telo lahko opisemo z naslednjimi ekvivalentnimi pogoji:

O<zr<a, —zr<y<z, x—\r2—y’<z<zxz++2?2—19y>.

Sledi:

V:2// \/xQ—deydxzél//\/1‘2—y2dydx:
0 J-z o Jo

:4/0a;c/0$,/1— <%>2dydx.

S substitucijo ¢ = y*/x? dobimo:

* Y\ 2 x/l 1—t
Ji—(2) dy== dt =
/0 (SL’) Y79 o Vi
1
:fftl/z(l—t)mdt:
2 0
:EB(;%):
27\27 2
()T ()
D)
_7TZE
-Z.

Do tega lahko pridemo tudi tako, da opazimo, da je integral fox v/ x? — y? dy ploscina
etrtine kroga s polmerom z in je torej enak wx?/4. Tako je konéno:
3

V:W/ xde:ﬂ.
0 3

90



Drugi nacin: volumen zapiSsemo kot trojni integral, ki ga zastavimo v obliki:

V :/ // dydzdx.
0 y2+22<2x2

Neenacbo y% + 22 < 2zz lahko prepisemo v obliki (z —x)* 4+ y? < 22, kar pomeni, da
gre za krog s polmerom x. Integral forme dydz po tem krogu je natanc¢no njegova
ploséina, ki je enaka w2, Sledi:

a 3
Ta
V=nm / 2?2de = —.
0 3
. Uvedemo sferi¢ne koordinate:
x=rcosfcosy, y=rcosfsingp, z=rsinb; J =r%cosf

Masa polkrogle je enaka:

w/2 T rR 7TCR4
m—/// cxda:dydz—c/ / / 3 cos?  cos pdr dp df = ,
I2+y2+%2<R2 _71./2 0 0 4
x>

vztrajnostni moment okoli osi z pa je enak:

JZ:/// cx(z® + 1) drdydz =
2?4y’ +22 < R?

>0
w/2 T rR
:c/ //r5cos4ecos<pdrd<pd6’:
—x/2Jo Jo

2¢ RS w/2
= Cf / cost 0 df =
0

6
_eRS (L5
3 2°2

_ R TETE)

3 I'(3)
B mcR®
=5
2
Torej je J, = %
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 10. 6. 2014

Prakticna matematika

X
1. Oznacimo iskano vektorsko polje z R = |Y|. Izkaze se, da lahko na ni¢ postavimo
A
katero koli njegovo komponento. Ce postavimo X = 0, dobimo:
0Z Y 0Z Y
— =z, — =0, —=-z.
oy 0z ox ox

Iz druge in tretje enacbe dobimo Y = —zz + Cs(y, 2) in Z = C3(y, z). Opazimo, da
je, ¢e postavimo Cy(y, z) = C3(y, z) = 0, tudi prva enacba izpolnjena. Dobili smo
vektorsko polje:
0
R=|-xz
0

Opazimo, da je pri tej resitvi tudi Z = 0, zato tega primera ne bomo posebej
obravnavali. Pac pa si oglejmo Se primer, ko postavimo Y = 0. Dobimo:
0z 0X 07 0X
a—y =, a = % s a—y =z
Iz prve in tretje enac¢be dobimo X = yz + C}(z, 2) in Z = zy + Cs(x, z). Opazimo,
da je, ¢e postavimo Ci(z,z) = Cs3(z,z) = 0, tudi druga enacba izpolnjena. Dobili
smo vektorsko polje:
Yz
=10
ry

2. Trikotnik postavimo v koordinatni sistem:

Y
a\/§/2

—a/2 a/2
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Tako je tisto, kar iS¢emo, vztrajnostni moment okoli osi #. Rob trikotnika ima
dolzinsko gostoto u = m/(3a), njegove stranice pa lahko parametriziramo v obliki:

a a
Ki: r=1t,y=0,2=0 ; —§§t§§,
Ky m:t,yz\/§<t—l—g>,220 ; —gStSO,
Ks: x:t,y:\/§<g—t>,z:o ; —Stgg.

Iskani vztrajnostni momemt je tako enak:
J:u/ (y2+22)ds+u/ (y2+22)ds+u/ (y* + 2°)ds.
K Ko K3

Na Kj jey = z = 0, zato je le(y2 + 2%)ds = 0. Zaradi simetrije okoli osi y je
S, " + 2%)ds = [, (y* + 2°)ds. Torej je dovolj izracunati slednji integral. Na
stranici K3 je:

i=1, y=-V3, =0, torej ds=2dt.

Sledi: P , )
J=2u/ (y2+z2)ds=3u/ (a —2t)2dr = K& ="
K3 0 2 6
. Uporabimo Gaussov izrek, po katerem je iskani iztok enak:
O = / / / div RV .
z24y%<1
3<z<4
1z:
0X 2yz
—=— 2,
or zT+y+z
oY 2rz
o T gy,
dy x+y+z
07 2
92 _, o @ty)”
0z T+y+z
po krajsem rac¢unu dobimo div R = 2z. Sledi:
CID:Z/// zdxdydz.
22 +y?<1
3<z<4
Po uvedbi cilindri¢nih koordinat:
T=7rcosp, Yy=rsing; r>0, 0<p<2m; J=r
dobimo:
1 4
<I>:2/// TZdeQDdZ:47T/ rdr/ zdz =Tr.
0<r<1 0 3

3<z<4
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4. Pri z =i je 1+ €% =1+ 1/e # 0, zato je tam pol druge stopnje. Koeficienta
glavnega dela Laurentove vrste sta enaka:

1 e
9 = 1 —1 2 == - -
C_o ZILT%(Z Z) f(Z) 1+ eiz i e+ 1 ’
d d 1 i@iz 1e
=1 o [ 2 :| - = -
C_q ZILI% dz . (Z Z) f(Z) dz . 1+ eiz (1 + eiz) (6 + ].)

7 drugimi besedami, glavni del Laurentove vrste je:
e " e
(e+1)2(z—1)2  (e+1)(z—1)

- 1 1 d
5. Substitucija z = ", sint = % (z — —) dt = —Z nam da:
i z

I::/zw sint dt ]{f
o D —3sint

kjer je K pozitivno orientirana enotska kroznica, funkcija f pa je definirana po
predpisu:
B i(z2—1) _ i(z2—1)
1) = 32 10 =3~ 20— =31
Funkcija f ima tri singularnosti: 0, i/3 in 3i. Le prvi dve lezita znotraj enotskega
kroga, zato velja:

I = 2mi {Res(f, 0) + Res (f, é)] )

Ker gre obakrat za pol prve stopnje, je:

I
Res(f,0) —llg%zf(z) T 3.2 _10iz —3 z:O—g’
)= - = T3 -3)|_. 12
Res (f,3> Zil’il/lg <Z 3) f(2) 32(z — 3i) —i/3 12
om 2w ow
Sledi I = — — - = =

6. Iskana funkcija je:

f(z):e””'m(z—\/g—i)—l—\/g—i—i:
( —1> (r—V3—i)+V3+i=

oS el

2

—§>z—2+\/_+z

94



Resitve izpita iz matematike 2 z dne 26. 8. 2014

Prakticna matematika

1. Najprej opazimo, da je f(x,y,z) > 4-2%-1% = 16, zato je funkcija navzdol omejena.
Poleg tega pa gre, ko se funkcija bliza robu definicijskega obmodja (torej ko gre x | 4,
y{2ali z| 1), vsaj ena od koordinat proti neskon¢no, zato gre tudi f(x,y, z) proti
neskonéno. To pomeni, da minimum funkcije na definicijskem obmocju sovpada
z minimumom na zaprtem in omejenem podobmocju in da je zavzet v notranji, se
pravi stacionarni tocki. To lahko poiséemo z metodo Lagrangeovih multiplikatorjev:

4 2 1
L:xy224—)\(—+—+—>,
x

y oz
g—i =yt + % :
g—g = 2oyt + % ;
g—i = 4oy + % .
Izrazimo: n
—W =x =4y = 162

Ko to vstavimo Se v pogoj 4/x + 2/y + 1/z = 1, dobimo:

7 7T 823543
i = 2 - === = 12867 .
4/$+2r2}1£11/z:1f(a:,y,2) f ( 8, 7, 4) B ol 867°859375
z>4,y>2,y>1
2. Izracunajmo:

sint 0 . cost 1 ) —sint 0
7= |cos(2t)| = |1|, 7= [—2sin(2t)| = (0], 7= |—4cos(2t)| = |—4
sin(3t) 0 3 cos(3t) 3 —9sin(3t) 0

Smerni vektor binormale je vzporeden z vektorskim produktom:

. . 12
rxr=10
—4
zato je binormala dolocena z enacbo:
X
—=-Y, Z=1.
3
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3. Z odvajanjem dobimo:

1 eTVT+9 1 ex\/m V49 yeacy
F'(x) = — + ———dy.
2z +92+10 2ya+1 2+2  Jam v +1

Sledi:

11 5oy 7 In5
F'l(0)=—— = dy=—— + — =0571.
0 =755 4+/1 i =351 5 057

4. Po Gaussovem izreku je iskani iztok enak:

CID:/// 4zdrdydz.
0<z<2—1/22+y?

7 uporabo cilindri¢nih koordinat:

T =1TCcosp r >0
Yy =rsine 0<p<2r
z =2z J =17
dobimo:
¢ = //ﬁ<z<2_r4rzdrdgpdz =
r>0
0<p<2m
= //[]SD<27r drzdrdpdz =
0<r<2
0<z<2—r

o 2 2—r
:4/ dgo/ r/ zdzdr =
0 0 0

2

:47'('/ r(2—r)*dr =
0

_ 16w

3

5. a) Edina mozna singularnost je v izhodis¢u, saj ima funkcija z +— e* — 1 le tam
niclo, in sicer prve stopnje. Zato ima funkcija z ﬁ pol druge stopnje. Za to
funkcijo najprej izracunajmo naslednji koeficient v Laurentovi vrsti:

S

c_y = lim2z* ——— = lim
27250 z(ez — 1) 2—0e% — 1
To pa pomeni, da je c_5 za celotno funkcijo f enak ni¢. Torej ima f pol kvecjemu
prve stopnje in njen residuum lahko izracunamo kar kot:
z—e*+1 Z—I—l—(l—f—z—i—;—i—f—"') 1

Res(f,0) = lim 2 f(2) e -1 et zt) 2’

od koder sledi, da f v izhodis¢u ima pol prve stopnje.

b) Ker je |5i| < 6, dana kroznica vsebuje izhodis¢e, zato je iskani integral enak —.
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 27. 11. 2012

Prakticna matematika

1. Ocitno je d((xay)a (x,y)) =0. Ce je d((xbyl)a (2, yz)) =[xy — 20| + |z + 10 — 22—
yo| = 0, to pomeni, da je |x; — 23| = 0 in |x; + 3 — 22 — y2| = 0, od koder najprej
dobimo x; = x5, nato pa Se y; = ys.

Simetrija sledi iz sodosti absolutne vrednosti:

d((xlayl)’ (5702792)) = |71 — Do + |T1 + Y1 — 2 — Y| =
== (@ —m)[+ |- (t1+y — 22— )| =
= |z2 — @1+ |z2 + Y2 — 21 — W] =
= d((IQ,yz)»(ﬂﬁl,yl))-

Za dokaz trikotniske neenakosti pa upostevamo trikotnisko neenakost za absolutno
vrednost:

|l’1—l’3| = |<£1—JI2)+(ZL’2—JI3)’ S |ZE1—1’2|+|I1—$3|
|21+ —xs —ys| = |(z1+ 11 — 22 —yo) + (T2 + 12 — 23 —y3)| <
<oy 4y — 22 — Yol + |21 + Y1 — T3 — Y3

in ko seStejemo obe oceni, dobimo Zeleno trikotnisko neenakost d((xl, Y1), (3, yg)) <
d((z1,31), (22, 42)) + d((22,12), (x3,3)).

Iskana krogla je mnozica tock (z,y), ki zado$¢ajo neenacbi |z — 3| + |z +y — 5| < 2,
ki jo lahko zapiSemo tudi v obliki |z — 3| < 2 — |z + y — 5|, ta pa je ekvivalentna
sistemu neenacb:

r—3<2—|r+y—5, 3—z<2—|z+y—75

oziroma:
lt+y—5<b—x, |lz+y—><x—1,

kar je spet ekvivalentno sistemu:

r+y—>H<dH—=x
d—xrx—y<d—=x
r+y—o<xz—1
b—r—y<x—1,

tega pa lahko zapiSsemo v obliki:
O<y<4 in 6<2x+y<10

Slikas:
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2. Notranjost: (—00,0), rob: {0}U{X;n e N}.

3. a) Resitve dane enacbe ustrezajo ni¢lam funkcije g(x) = f(x) — z. Ker je g elemen-
tarna, je zvezna in ker je ¢'(z) = —2e* — 1 < 0, je g strogo padajoca. Nadalje je
g(0) =2 >0in ¢g(3) = —0'9 < 0, zato ima ¢ na intervalu (0, 2) natanko eno niclo,
na intervalih (—oo, 0] in [3, c0) pa nobene: na prvem je g(z) > ¢(0) > 0, na drugem
pa je g(z) < ¢g(3) < 0. Torej ima ¢ na celi realni osi natanko eno ni¢lo oz. dana
enacha natanko eno resitev.

b) Tak metri¢ni prostor je npr. interval [1,00). Za poljuben z > 1 namre¢ velja
f()>2>1inge |f(z)]=2e"<2e ' =0736<1.

c) Za zacetni priblizek zy = 1 dobimo naslednje zaporedje priblizkov:
1, 273576, 212969, 223775, 2'21340, 2°21866 , 221751, 221776 .

Ker je f'(x) = —2e™® < 0, resitev enacbe lezi med poljubnima zaporednima pri-
blizkoma, torej v zahtevani natan¢nosti znasa 2°218.

4. Iz o fm 5
—/ (m — x)sin(nz)dz = —
T Jo n
dobimo: o (3
flx)=2 [sina:+ sin(2z) + smé ?) +} .
Gratf:

NONCAL N
_47T_3>\ E Nw 3N7r
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F0)=Ff4)=f(4) =5,

_ _ 1 .
f)=f@3)=f(5)= 5(11?31f(17) +lim
y? — 2? o) — 2xy
Wy MY =Ty
3—%—%) et gy(z,y) =2ye

100



Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 22. 1. 2013

Prakticna matematika

1. Najprej iz veriznega pravila dobimo:

82_828:v+820y %—F(l—i— )82
Ou Ox Ou Oy Ou Ox oy’
0: _0:00 020y, 005, 0
Jv Ox dv Jy dv ox (9y

Zdaj moramo to izraziti $e z x in y. Velja u =y — z, torej e** = z/(y — z). Sledi:

%_ x %+ y 0z
ou y—xzdr y—zdy’

2. Iz parcialnih odvodov:

dobimo, da je v notranjosti ekstremov ni. Ekstreme na robu, ki ima enac¢bo 2% +
(y — 2)* = 1, lahko pois¢emo na vsaj dva nacina.

Prvi nac¢in: vse izrazimo z y. Glede na to, da je x = £4/1 — (y — 2)2, rob razpade
na dva dela, ki se stikata v dveh ogliscih, kjer velja:

f0,1) =2,  f(0,3) =6.
V notranjosti obeh dobljenih delov roba pa velja:

z = f(x,y) = (2 +3(1 —(y— 2)2)>y =3y +12y° — Ty

Poiskati moramo stacionarne tocke te funkcije za 1 < y < 3. Iz dz/dy = —9y° +
24y — 7 dobimo y = 1/3 in y = 7/3. Ker mora biti 1 < y < 3, v poStev pride le
y = 7/3. Za to vrednost spremenljivke y najprej izraGunamo z = +2/2 /3, nato pa
Se z = 98/9.

Minimum nase funkcije je torej 2, maksimum pa 98/9 = 10°889.

Drugi nacin: z Lagrangeovimi multiplikatorji. Nastavimo:
L=2+32")y—\Nz*+ (y — 2)%)
in dobimo sistem enach:

6y — 2 \x =0,
2432 —2X\(y —2) =0,
2?4 (y—2)P%=1.
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Iz prve enacbe dobimo, da mora biti bodisi # = 0 bodisi A = 3y. Ce je z = 0, iz
tretje enacbe dobimo, da mora biti bodisi y = 1 bodisi y = 3, ¢e je A = 3y, pa iz
druge enacbe dobimo 2 + 322 — 6y(y — 2) = 0. Ko od tega odstejemo trikratnik
tretje enacbe, dobimo 2 —6y(y —2) — 3(y — 2)? = —3 oziroma 5 — (y —2)(9y — 6) = 0
oziroma —9y* + 24y — 7 = 0, kar nam spet da y = 1/3 in y = 7/3. Dobimo torej
natancno iste kandidate za ekstreme kot pri prvem nacinu.

3. Velja:
dr d dr
d_;’: (et’ 2631&/27 2621&)7 d_i:’d_z :\/e2t+4€3t+4€4t:et+262t_
Sledi:
5 dr
F':ﬁziz;(et,263t/2,2@2t): 1 ’ 2675/2’ 2el |
ds f‘i—‘: et + 22t 14+2e’ 1426t 14+2et

4. Najprej iz druge enac¢be izrazimo y = 1—22. Ko to vstavimo v prvo enac¢bo, dobimo:
(1+z2)1—2%) =(1-2)z.

Ker je x # 1, lahko delimo z 1 — x in dobimo iskano parametrizacijo:

y=1—2%, z=(1+z).
Pri x = =2 je y = —3 in z = 1. Nadalje, ¢e s piko oznac¢imo odvod po x, velja:
7= (1,-27,2(1 +2)) = (1,4,-2),
7= (0,-2,2),
7 =(0,0,0)

V nasi tocki torej velja:
H(]-a47_2> X (07 _272)” 2\/5

— = = 0'0509.
" (14,2 217

Ker je povsod F= 0, je torzijska ukrivljenost w povsod enaka ni¢. Nasa krivulja je
torej ravninska. Iz parametrizacije se da razbrati, da lezi na ravnini —2x+y+2z = 2.

5. Najprej izrazimo z = 3 — ™5, torej v dani tocki velja z = 2. Nato izra¢unamo Se:

0z
8_:_y6$y—6’ p:_37
X
0z
— =gV q=—2
ay ) )
0%z 9 p
—:—y ezy_, T:_g,
Ox?
62
Qx;y :_(1+.Ty) emy—67 82_77
82
8_;:_$26xy6’ t:_4
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Tangentna ravnina: 3X + 2Y + Z = 14.

Velja EG — F?=1+p*+¢* =14, L = —
LN — M?
Gaussova ukrivljenost: K = o=
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 16. 4. 2013
Prakticna matematika

1. Velja:
1 x? T x?
Flz)= =/ ([1-% (1 —) -2 -
= (-5) 003 (%)
1
——y/(1—2x1 141 1—{1 —
x\/( zlnz)(1+1Inz)(1 - (Inz)?)
_/my\/(Hy)(l—y?) a
me 24/ (1—zy)
Sledi: 12
3 1 1 1 17
Fl)==-—-1-= 1 dy=—-——— =——.
(=3 2/0 Yy dy =g -5 -5~ m
2. Oznacimo nas integral z I. S substitucijo:
Y u 1
u=xy, vV=—, T= 5 y:\/ﬁa J=—
x v 2v
dobimo: . .
I=- =—.
2 /A<u<3 dudv 2
1<v<?2
3. a) Oznaimo iskani integral z I;. Z uposStevanjem sodosti, substitucijo ¢t = z? in
prevedbo na funkcijo beta dobimo:
© P © WVt 31\ TE)r(;
]1:2/ x—dx:/ Ldt: 2 - :M:
o AP 7, T+op 22) 7 TR
_ VAT 7w
12

b) Velja:
/ (z+2)?e " dr = e/ (2°+4r+4)e “dz=e (2 +4-1+4-0!) = 10e
0 0

4. Dani integral je dvojni integral po obmocju, dolo¢eno s pogojema:
l<x<2, r? <y <2,

ki sta ekvivalentna pogojem:
1<z <2,

l<y<4, %<x<\/§,
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Za y < 2 sta druga dva pogoja ekvivalentna pogoju 1 < x < ,/y, za y > 2 pa pogoju
2 <z < ,/y. Integral z zamenjanim vrstnim redom je torej vsota integralov:

/IQ/Iﬂf(a?,y)dxdy+/j/yff(a:,y)dxdy.

5. Nalogo najlazje resimo z vpeljavo sferi¢nih koordinat:

x =1 cosfcosp
y = rcosfsinp
z=rsinf

J =1r?cosb,

¢eprav gre tudi s cilindricnimi. Masa:

= 2cm
m C/// 22 dz C///o<r<1 T4Sin200050d7“d6)d(p . L
x2+y2—i-022<1 o=
z>

<ep<2m 15
0<0<r/2

Zaradi simetrije je tezisce v tocki 7%(0,0, z*), kjer je:

. C c . crm )
Zr = E//L2+y2+0z2<1 2 dy = E///Ogml r° sin® 0 cos 0 dr df dy = =3
z>

0<p<2m 12m
0<0<nm/2

Vztrajnostni moment okoli osi 2z pa je:

J, = c/// (22 +yH) 22 dz = c///0<r<1 8 sin? 0 cos® # dr df dy =
22 +y24+22<1 -

250 7 o
4
= c///0<7.<1 79(sin? @ — sin® 0) cos 0 dr df dyp = iy
0<p<2m 105
0<6<r/2
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 13. 6. 2013

Prakticna matematika

1. a) IZL:Mdobimo:
r2 x4y’ 4 22
.7 ) x 0 Y 0 z
div— = — + — + = .
r?2 Or a2+ y?+ 22 Oy at+yi+2?2 0z a4y 22
Izracunajmo:

0 x P+ -t
Ox 22 +y2 + 22 (22 +y2 +22)2"
0 y P4ty
3ym2+y2+z2_(1p2+y2+z2)2’
0 2 2+ y? — 22

Dz 2+ 2+ 22 (22492 +22)2°

Po sestetju in krajsanju kon¢no dobimo:

LT 0 1 1
d]v—:——:—‘
2 Orv 22 +y*+ 22 1r?

b) Ce pisemo @ = (u, v, w), lahko dano skalarno polje zapisemo v obliki:
(F@) —r* =ux +vy +wz — 2% —y* — 2%,
Parcialni odvodi so:

a%((f,m—r?) —u—2r, Q(mm—ﬁ) —v—2y, %(m@—r?) =w—2z.

Sledi:

2. Pruvi nacin: neposredno. Integral razdelimo na tri dele: naj gre K; premocrtno od
(1,0,0) proti (0,1,0), K5 premoc¢rtno od (0, 1,0) proti (0,0,1) in K3 premoc¢rtno od
(0,0,1) proti (1,0,0). Na K; vpeljemo parametrizacijo:

1—t -1 t?
F=1| t |, dF=|1|dt, R=|-t*+2t—1|;: tgreod0dol,
0 0 1—2¢

iz katere sledi:
2

1
/ ﬁdF:/ (=262 + 2t —1)dt = —= .
K 0 3
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Podobno dobimo Se /

K
Drugi nacin: s pomocjo Stokesovega izreka. Dana krivulja omejuje trikotnik, ki ga
doloc¢ajo enacba in neenacbe:

_ _ 2
Rdr= / Rdr= ——. Dani integral je torej enak —2.
2 K3 3

r+y+z=1, >0, y=>0, z2>0.
Parametriziramo ga lahko v obliki:

x
R= Yy ; r>0, y=>0, z+y<I1.
l—xz—y
Preverimo, ali izbrana parametrizacija porodi orientacijo, ki je skladna orientaciji
roba. Velja:

—_
[a)
—_ = =

1
sz O 5 Fy: 1 s FxXFy: 1 , ]\7:
1

1
V3

L1
F=11|, T=—

1
0 V2 0

1
— 2 1
Vektorski produkt ¢t x N = — | 1 | kaze stran od trikotnika, saj je za dovolj

Vi |

majhen ¢ > 0 tocka 7+ et x N od trikotnika oddaljena za red velikosti €, medtem
ko tocka 7 — et x N lezi na trikotniku. Zato parametrizaciji trikotnika in njegovega
roba dolocata skladni orientaciji teh dveh objektov.

Preden uporabimo Stokesov izrek, potrebujemo se rotor. Velja:

—2y — 2z
rot R = |—2z — 2z |,
—2x — 2y
na izbranem trikotniku, ki ga oznacimo z S, pa je:
2 — 2
rot R = |2y — 2] ,
-2
Torej je:
2 — 2 1
/Rdfz//(rotR,N}dP://po 20—2|, |1 :—//$>0 2dzdy =
K S y>0 -9 1 y>0

r+y<l z+y<l

=2,

kar je isto kot pre;j.
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3. Integral lahko izracunamo kar tako kot v realnem, saj ima integrand primitivno
funkcijo — s substitucijo w = 2% + 1, dw = 2z dz, dobimo:

/Z_dz_l/d_w__iw__;w
(2+1)2 2) w2 2w C2(22 4 1) '

Za vrednost iskanega integrala je pomembno le Se to, da gre integracijska krivulja
K od —2i do 2i. Velja torej:

2i
1 1

=—-—=-=0.
o 6 6

zdz 1
/K(,ZQ—i—l) T 2(22 4+ 1)

Opomba. Integral bi lahko izrac¢unali tudi z vpeljavo substitucije v doloceni in-
tegral. Dobili bi integral po novi krivulji, ki bi sla od —3 do —3 in bi bila torej
sklenjena. In c¢eprav bi Sla okoli pola, je integral enak ni¢, ker ima novi integrand
w — 1/(2w?) primitivno funkcijo w — —1/(2w).

4. Stevec ima v izhodis¢u ni¢lo druge stopnje. Iz Taylorjeve vrste:
) 22 2P
Z—smz=—/——-——-+" -

6 120

pa dobimo, da ima imenovalec niclo tretje stopnje. Torej ima funkcija f pol prve
stopnje. Zato glavni del Laurentove vrste sestavlja le ¢len c_;z71, kjer je:

23 23

c_1=limz f(z) = lim ———— = lim —
z—0 z2—0 2 —SsIn 2 z2—0 % _

— 6.

5. Oznadimo f(z) = 2%/(z* 4+ 16). Ker je lim|,j 2 f(2) = 0, je integral enak vsoti
ostankov (residuov) funkcije f na zgornji polravnini, pomnozeni z 2mi. Ker je 2* +
16 = 0 pri 22 = 44i, torej pri z = V2(1 +1i), 2 = V2(1 — i), 2 = V/2(=1 +14) in
2z =/2(=1—1), je:

/Z x4f16 da = 2mi[Res(f, V2(1 +1)) + Res(f, V2(-1+1) |

Ker ima imenovalec (z —v2(1+14)) (2 —v2(1—14)) (2 — vV2(=1+1i)) (z = vV2(—1—1))
same enostavne nicle, so vsi poli prve stopnje. Torej velja:

22

(z = V2(=1+14) (2 = vV2(1 —9)) (z — V2(-1—1))

V31— i)
16

Res(f, V2(1 + i) =

z=1+1

n:

2,2

(z = V2(1+4)) (2 = vV2(1 —4)) (2 = V2(~=1 — ©))

Va(-1-1)
16 '

Res(f, V2(—=1+1)) =

z=1+1
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Sledi:

o0 2
/Oox4—|—16

109



Resitve izpita iz matematike 2 z dne 27. 6. 2013

Prakticna matematika

L fo(z,y) = (=6y —y* + 6ay) ™, fy(2,y) = (2y — 6z) ™"
Stacionarni tocki: 77(0,0), T5(2,6).

fee(z,y) = 12y +y2 +62y) e, foy(z,y) = (—6—2y+6x)e™", f,(x,y)=2e"".
VTije for =0, fo, = —6, f,, =2 in K = —36, zato tam ni ekstrema.

V Ty paje for = 180€72, fo, = —6€72, f,, = 2e 2 in K = 324¢e™ %, zato je tam
lokalni minimum.

2. Krivuljo lahko parametriziramo z y:

eV +e Y eV —e™V
ZB:T:Chy, y=yv, z:T:shy.

Po odvajanju in vstavljanju y = 0 dobimo:

d Y_ ey d d Y1 ey
do _er—e g g de_ewer
dy 2 dy dy 2
. 0
Ce torej s piko oznac¢imo odvod po 7, je = |1|. Po ponovnem odvajanju dobimo:
1
1
d?z  e¥+eV d2y d?z eV —e7Y .
dy? 2 Y T dy? dy? 2 i " 0
in Se:
dBzr e —eY n 0 d3y 0 A3z eV 4eV L L _8-
dy? 2 Y T dy? T dy? 2 Y ’ 1
Sledi:
0 1
17l =v2, ©xri=|1], [Fx7]=v2, =3
—1
in Se:
FRF =1, w=—2
P - J - 2 °

3. Oznacimo dano zgornjo polovico sfere z S, . 1z standardne parametrizacije:
cos f cos .
7= |cosfOsiny| ; 0§9§§, 0<¢<2m

sin @
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dobimo:

—sinf cos ¢ —cosfsiny
9 = | —sinfsing| , 7,= | cosfcosy |,
cos 6 0

E=1, F=0, G=cos’f, FEG—F?=cos’h.

Sedaj lahko izracunamo maso:

2 pmw/2
m:// czdP:c/ / sinf cosfdfdyp = 7c.
S+ 0 0

Zaradi simetrije ima tezisce koordinati x in y enaki ni¢. Za izra¢un koordinate z
potrebujemo Se integral:

2r  pw/2 9
// cszP:c/ / sin296039d9d<p:£,
Sy o Jo 3

iz katerega dobimo z* = 2/3. Z drugimi besedami, tezis¢e je na dveh tretjinah
viSine.

. Iz:

2% Y (20 — %) e¥=>
rot | 2°e¥* | = |(ca® ! —22%) ev?
—xceV? (b1 —22%)e¥>

dobimo, da je polje potencialno natanko tedaj, kojeb=c,a =c—1,c=2,a=0b—1
in b = 2, torej natanko tedaj, ko je a = 1, b = 2 in ¢ = 2. Iz nedolocenih integralov:

/Zx eV Fdr = 2%V + Ci(y, 2),
/x2 eV Fdy =22 eV + Cy(x, 2),
- /x2 eV Fdz =2 eV % + Cy(w,y)

dobimo potencial u = z2e?~* + C.

. a) Pri z = £7/242km, k € 7Z, so poli prve stopnje, pri z = +mi/2 pa sta pola druge
stopnje.
b) Dana kroznica obkrozi singularnosti v 7/2 in 7i/2. Ostanek v prvi singularnosti
je enak:

T T z—z 1 z—Z
(1 3) = e~ )00t i e,
es\f 2 zgr% Ty 1) zig}Q cos z(4z2 + w2)  2x? zirn% CoS 2
B 1
22’
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ostanek v drugi singularnosti pa se izraza v obliki:

Res (f, %) = lim 4 (z—mi)? f(2)] .

z—mif2 dz
Iz zapisa:
1
(z) = cos z(2z + mi)?(2z — mi)?
dobimo:

Res (f,ﬂ—z) = lim i ! =

2 z—mif2 dz cos z (22 + mi)?
d
= — [cos_1 2 (22 + i) 2| =
dz z=mi/2
= <COS’2 zsinz (22 +mi)"2 —4cos 2 (22 + m’)*’) .
z=mi/2
Izracunajmo:
i T et q /2 .om . et/
cos—=ch—-=——— sin—=4ish—=———1,
2 2 2 2 2 2
Sledi:

R f i e™/? — /2 n 1 ,

es|f, — | =— 1
2 2m2(em/? + e—TF/Q)2 T3 (em/2 + e7/2)

Po izreku o ostankih je iskani integral enak:

jif(z) dz = 2 [Res (f, g) + Res (f7 %)] _

671'/2 _ 6—7r/2 2 2

71'(37"/2 —|—e*7"/2)2 * 7T2(€Tr/2 +€_7T/2> B T
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 29. 8. 2013

Prakticna matematika

1. Iz:
9 T 2 w/2
—/ f(x)sin(nx)dz = —/ (Z - m) sin(nz) dr =
T Jo T Jo
1 2 . nmw
=—— —sin— =
n  mn? 2
L2 in=1,5913...
= 1 :n=2,4,6,8,10,...
14+ 2 n=23711,15,...
dobimo:
Flz) = sinz + sin(2x) N sin(3x) N sin(4x) P
2 3 4
2 (. sin(3x)  sin(bz)  sin(7x)
—%<smx— 32 + 2T +o ),

kjer je f periodi¢na s periodo 27 in:

0 ;—m<r< -3
B —5—r ;—5<x<0
flx) = 0 ;r=
s ™
75— ,0<$<5
0 ;s ST
Graf:
| F@)
¢
T or T

2. Ty(z,y) = 22° + 2y.
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3. Najprej krivuljo parametriziramo z z:

-5+ 2
F=| 71
z
Ce s piko ozna¢imo odvod po z, dobimo:
 [EF+2 17/4 o [-5+2 13/8] z 3/4
r=| —% | =|-1/4|, 7= 2 =|1/4|, F=|-%|=|-3/8
1 1 0 0 0 0
Sledi:
L VE6 . . | L /G807 o5
HTH = —, rxr=|13/8 | , errH = , [r,r,r] = ——
4 32 64
47/32
Torej je:
24/6897 816
kK = ———= = 00310, w=———=07118.
306+/306 6897
[cos 6 cos ¢
4. Iz standardne parametrizacije enotske sfere ¥ = | cos#sin ¢ | dobimo:
| sind
—sinfcos [— cos @ sin
g = | —sinfsing| , 7,= | cosfcosy | ,
cos 6 i 0
E=1, F=0, G=cos’f, EG—F?=cos*0
in Se:
=22+ y>+ (2 — 1)2 = y/cos2 0 + (sinf — 1)2 = \/2(1 —sin )
Sledi:

w/2  p2w
// udP:/ / dp+/2(1 —sinf) cosfdb .
z2+4y2+422=1 —7/2J0

S substitucijo t = 1 — sin # dobimo:

2
1
// udP:27r\/§/ Vide = 27
2 +4+y2+22=1 0 3

5. Uporabimo izrek o ostankih. Iz zapisa:




je razvidno, da ima funkcija dva pola prve stopnje: enega v 7i/3 in drugega v —mi /3.
Toda le drugi lezi znotraj kroznice, po kateri integriramo. Torej je:

j{ f(z)dz = 2mi Res <f, —%) .

Ker gre za pol prve stopnje, je:

e . v e cosZ —sinZ

3 lz=—mi/3 3
3 .
= E(\/g + Z) .

Sledi jlif(z) dz = ;(—1 +iV3).
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 12. 9. 2013

Prakticna matematika

1. Najprej izra¢unamo:

felz,y) = =22, fy(x,y)=1.

Ker odvod po y nikoli ni enak ni¢, v notranjosti ni stacionarnih tock. Ekstreme na
robu pa je mozno poiskati na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: s pomocjo Lagrangeovih multiplikatorjev. Nastavimo Lagrangeovo
funkcijo:

F=y—a2>=\2*+ 9%

Velja:
oF oF
—=-2(14+AX —=1-2\y.
Torej je bodisi z = 0 bodisi A = —1. V prvem primeru je y = £1, torej izracunamo

f(0,1) =1in f(0,—1) = —1. V drugem primeru, ko je A = —1, pa dobimo y = —1/2
in posledi¢no z = £v/3/2. Torej izratunamo f(—v/3/2,-1/2) = f(V/3/2,-1/2) =
—5/4. Ce torej z D ozna¢imo enotski krog, velja:

min_f(z,y) = f (—ﬁ —1> — (ﬁ —1> _ 0

(z,y)ED 27 2 27 2 4’
max f(x,y)= f(0,1)=1.
max f (z,y) = f(0,1)
Drugi nacin: na robu neposredno izrazimo z?> = 1 — 32, torej is¢emo ekstreme

funkcije g(y) =y —1+y? za —1 <y < 1. Velja g(—1) = —1 in g(1) = 1. Iz odvoda
¢'(y) = 1+ 2y dobimo stacionarno tocko y = —1/2, torej izra¢unamo $e g(—1/2) =
—5/4, se pravi, da je min_1<,<; g(y) = g(—1/2) = =5/4 in max_1<,<1 9(y) = g(1) =
1. To se ujema z ekstremi, dobljenimi pri prvem nacinu.

2. Velja:
0z
= _9 =4
81‘ m? p b
0z
— =2 =8
ay y? q )
0%z
o7~ 2 e
82
< — 5207
Ox Oy
0%z
— 2 _9 t=2.
Oy? ’

Sledi EG — F?=1+p*+¢*=81,L=2/9, M =0in N = 2/9.
LN — M? 4

— =6 . 1074,
EG - F?2 6561 G097 10

Gaussova ukrivljenost: K =
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3. V cilindri¢nih koordinatah:
T=7rcosp, y=rsiny, z=2z
telo dolocajo neenacbe:
Vr<z<6-r, 0<p<2r.

Neenacba /1 < 6 — r velja za 0 < r < 4. Tako dobimo ekvivalentna razli¢ico teh
neenach, primerno za integriranje:

0<p<2r, 0<r<4, Vr<z<6-r.

2w 4 64
V:///O<S[,<27r drdapdz:/ dgp/ (6—T—\/7_")dr:—7r.
0<r<4 0 0 3

Vr<z<6—r

Sledi:

Ker je telo simetricno tako v koordinati = kot tudi koordinati y, sta ustrezni koor-
dinati tezisca obe enaki ni¢. Torej je potrebno izracunati le Se koordinato z, zanjo
pa integral:

2m 4 6—r 4
///0<‘p<27r zdrdgpdz:/ dgo/ / ZdZdT:ﬂ'/ [(6—7’)2—7"} dr =
0<r<4 0 0o Jr 0

Vr<z<6—r
184

5

23
Torej je tezisce tocka T’ (O, 0, §>

4. a)i/2, —i/2.
b) Krivulja ovije singularnost ¢/2 v nasprotni smeri urinega kazalca, singularnost
—i/2 pa v smeri urinega kazalca. Ce krivuljo ozna¢imo s K, sledi:

f 1 2 [ (1.3) s (1.2

o (14) - 3, (-2 -

7 1
)2 ( 2> iG-0(+1)
1
2(2z +1)

Velja:

z2=1i/2

{
4
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in podobno:

Torej je j{ f(z)dz =m.
K

lim

lim

1
z——i/2 (Z + 5

1
z——1/2 (Z * 5

.)4(2«—
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 22. 11. 2011

Prakticna matematika

1. Funkcija d ni metrika, ker je npr. d((0,0),(0,1)) = 0.

2. a) Ker za poljubna m,n € N velja max{-, 1} > 0, je res d(m,n) > 0 in d(m,n) =
0 < m = n. Simetrija je oc¢itna. Dokazimo Se trikotnisko neenakost:
d(m, p) < d(m,n) +d(n,p) .

Ce je m = p, je leva stran enaka ni¢ in neenakost je o¢itna. Nadalje, e je m = n
ali n = p, velja enakost. Ce pa so vsa tri stevila razli¢na, velja:

d(m,p) = max{ =+, } <

1 11
< max{max{a, ;},max{g, » } <
11 11
S maX{E, E} + max{a, 1—7
=d(m,n) +d(n,p).
b) Najboe > 0. Brzko jem,n > 1/e, jed(m,n) < &, torej je zaporedje Cauchyjevo.
Ni pa to zaporedje konvergentno: ¢e je namre¢ m € N, je d(m,n) = %, brz ko je
n > m, se pravi, da m ne more biti limita.
3. a) Ce je d maksimum metrika, velja:
d(f,g) = max |z* —z — 1].
(F.9) = max |

Izraz na desni je enak maksimalni absolutni vrednosti funkcije h(z) = 22 —z — 1
v robnih in stacionarnih tockah na [0, 1]. Funkcija h ima stacionarno toc¢ko 1/2 in
velja h(0) = —1, h(1/2) = —=5/4 in h(1) = —1. Torej je d(f,g) = 5/4.

b) Razdalja d(f, g,) je enaka maksimalni absolutni vrednosti funkcije h,(z) = 2 —
x — a v robnih in stacionarnih tockah na [0,1]. Tudi funkcija h ima stacionarno
tocko 1/2 ter velja h,(0) = —a, he(1/2) = —=1/4 — a in h(1) = —a. Torej velja:

—a ;a
d(f,ga)zmax{wl—i—a\}:{ L
1

in minimum je dosezen pri a = —1/8.

4. a) Velja f'(x) = —%, torej na [3,4] velja —% < f'(z) < 0. To med drugim pomeni
tudi, da je f padajoca funkcija. Nadalje velja f(3) = 3901388 € [3,4] in f(4) =
3613076 € [3,4]. Ker je f padajoca, tudi za vsak = € [3,4] velja 3 < f(4) < f(x) <
f(3) < 4, torej f zares slika [3,4] v [3,4]. Ker je tam |f'(z)| < 3, je f na tem
intervalu res skrcitev.

1
3

b) Ce iteriramo x,,, = f(z,), za ¥, = 3 dobimo:
3, 3'901388, 3°638668, 3°708382, 3°689404, 3°694535, 3'693145 ...

od koder zaklju¢imo, da je iskani koren v zahtevani natanc¢nosti enak 3°69.
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. 1z:

2 (7 2 [T 3T
- de = — dr = 2=
2 [rwa=2 [ v
2 [T o
o f(z) cos(nz) de = — x cos(nz)dr =
T Jo T Jas2
1 . n7r+ 2 ( ( ) n7r)
= —— SIn — —— | COS\NT) — COS— | =
n 2 ™2 9
—L 2 =1,59,13,...
_ A n=2,6,10,14,...
) -2 n=3,711,15,...
0 :n=4,812,16,...
dobimo:
= 3T
f(x)—g—

2 1 2 1 2
— 1 + ; COST — 5 + 52_7'(‘ COS(E)LTJ) — § + 52_71' COS(QZE) — e

1 1 1
+ cos(2x) + o cos(6x) + o cos(10zx) + - - -

1 2 1 2 1 2
+ (§ - 32_7r> cos(3z) + <§ - %) cos(7z) + <ﬁ - E) cos(1lz) 4 --- |

kjer je f periodi¢na s periodo 27 in:

—r ;—r<x<-—m/2
/4 x=—7m/2

f(z) = 0 ;z—7/2<z<m/2
/4 s x=m7/2

r s w/2<zx<m

Iz zgoraj zapisanega je razvidno, da je f(7/2) = 7/4. Graf:

— | -— | -~
—27 -7 T 2r T
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 17. 1. 2012

Prakticna matematika

1. Iz: : 2)2 ( 2)4
+y T+
2y _
cos(z + y~) 5 o
2 4 4
dobimo Ty(z,y) =1 — % - %+ §_4
2. Skica definicijskega obmocja:
Yy
—1 1

Oglisci: f(—1,0) = —1, f(1,0) = 1.
Roby =0: f(x,0) = x, tam ni ekstremov.

s d
Robr=1-2% -1<y<1l: f(z,1—2%) =xe!™, d—f(x,l—xQ) = (1—22%)e™,

(295 (597

T2 272

2

2 )

0 0
Notranjost: a—f =éY, 8_f = xeY, stacionarnih tock v notranjosti ni.
x y
V2 V22
Ker je e > 2, je tudi Te > — = 1, zato je:

9279 2 2

. V2 1 V2e V2 1) Ve
mDmf:f<— >:— in mgxf:f<7,—): :

3. Priz =0in y = 2 je 2 = —4. Nasploh pa je zveza oblike F'(x,y,z) = 0, kjer je
F(xz,y,2z) =x eV 4+ 2y + z. Velja:
Fy(z,y,2) =e""?, F(x,y,z) =ze'™ +2, F.(z,y,2) =xe"™ +1,
Fo(0,2,—4) =2, F,(0,2,—4) =2, F.(0,2,—4) = 1.
Ker je F' parcialno zvezno odvedljiva funkcija in ker je F,(0,2,—4) # 0, lahko po
izreku o implicitni funkciji v okolici tocke (0,2, —4) eksplicitno izrazimo z = f(x,y)
in velja:

fx<072):_—::_67 ) fy(072) = -



. Naravni parameter usmerimo recimo tako, da bo:

ds dy 2 9x

= _ 1 ) =1+

x \/ +<dx) T

[ oz 8 92\ */?
3—/ 1+de—2—7(1+z) +C.

Ce postavimo npr. C' = 0, dobimo naravno parametrizacijo:
4 4 3/2
v =g = y= (s -2 .
9 9

. Najprej izracunamo koordinate in odvode:

od koder sledi:

V splosnem | Prit=1
7| (3, Int, —3t) (1 0, —3)
7l 2t1/t,-3) | (2,1,-3)
7l (2,-1/12,0) | (2, 1,0)
71 (0,2/t3,0) | (0,2,0)

Pritisnjena ravnina je pravokotna na vektor FX T = (—3,—6,—4) in njena enacba
jedx+6y+42+9=0.

Fleksijska ukrivljenost: x = HTH:'HZ H = 1;/51_4.
Torzijska ukrivljenost: w = [T’ ’T ]2 - 12
(R

. Velja 7, = (1,2u,v) in 7, = (2v,1,u). Priu=11in v =2 je:
r=(53,2), 1m.=1(1,2,2), 7, =(4,1,1).

Tangentna ravnina je pravokotna na vektor 7, X 7, = (0,7, —7) in njena enacba je
y—z=1.
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 10. 4. 2012

Prakticna matematika

1. a) Najprej iz z = O sledi u = 0 ali pav = 0. Ce je u =0, iz y = —2 sledi v? = -2,
kar ne more biti res. Ce pa je v =0, iz y = —2 sledi © = —2 in nato = = 4. Iskana
tocka je torej 7'(4,—2,0).

b) Iz prvih parcialnih odvodov:

2u —4 1 1
m=11=11], 7m=1|2vl=10
v 0 U -2

dobimo koeficiente prve fundamentalne forme:
E=17, F=-4, G=5

in koeficient pri diferencialu plosc¢ine je enak v EG — F? = /69. Nadalje iz drugih
parcialnih odvodov:

2 0 0
Fuu 0 Y Fuv O Y 7?’1) v 2
0 1 0

4 1 16
V69’ V69’ V69
63 7
Gaussova ukrivljenost: K = 692 = 599"

2. Velja:

torej je F'(V/7) = ——=.

3. Velja:

/Ooodx/oulf(x,y)dy:// ., Sy dedy =

0<y<z+1

:/Oldy/ff@,y)dw/lwdy/yif<x,y>dx.
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4. Oznacimo iskani integral z J.

Prvi nacin: uvedemo obicajne sfericne koordinate:
x=rcosfcosyp, y=rcosfsinp, z=rsinb; J =r%cosf
in dobimo:

J= ///()<w<27T 70 cos? psin? ¢ cos® @ dr dp df =
0<0<m/2

0<r<2sinf

2m w/2 p2sinf
/ cos”® psin gpd(p/ / rOdrcos®6df =

/2
= 4/ cos® psin? o dy - - / sin” 0 cos® 6 df =
0

128 3 3
= B B(4,3) =
03 2o

128 |T (%)} L(A)T(3)
TR m)
1

128 7w
7 8760
A
105
Drugi nacin: uvedemo cilindri¢ne koordinate:
r=rcosp, y=rsingp, z=z; J=r
in dobimo:
_ 52 w2 _
J = ///0<¢<27r r°cos” psin” pdrdpdz =
r2422<22

= /// 0<p<2m r° cos® psin? g drdpdz =
0<r<1

1—v/1—r2<2<14+4/1—12

2 1

= / cos2gosin290d<p/ r°V1—r2dr =
0 0
w/2 1

= / coszgosinzgodgo/ 21 —tdt =
0 0

_op (2. 3)B(s 2) =
2’ 2 2

re)  r()
o, 7™ 16
=22 1o¢
4m
05
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Tretji nacin: uvedemo iste cilindri¢ne koordinate kot prej, le da integriramo v dru-
gacnem vrstnem redu:

_ 52 a2 _
J—///ng<27r r°cos” psin” pdrdpdz =

r2422 <2z

= /// 0<p<2n r® cos? %) sin? pdrdepdz =
0<2L2

0<r<v2z—22

2 2 V2z—2z2
= 2/ cos%psin%pdcp/ / rPdrdz =
0 0 Jo
2 1 /2

™/
cos? psin? ¢ dy - 6/ (22 — 2%)%*dz =
0

2) 2
:53(; g)/ﬂ (82° — 122" + 62° — 2%) dz =

I
S—

2 384 128
S (32_7%4_7):
w32
=5 35"

A
"~ 105

Cetrti nacin: uvedemo premaknjene sferi¢ne koordinate, in sicer tako, da je sredisce
v tocki (0,0,1):

x=rcosfcosyp, y=rcosfsinp, z=1+rsinf; J =1r%cosh.

Dobimo:

J = /// 0<p<2r 70 cos? psin® ¢ cos® @ dr dp df =

w/2<0<m/2
0<r<1

2 w/2 1
= / cos? psin? ¢ dyg / cos’ A df / rOdr =
0 —7/2 0

w/2 w/2 1
/ cos® psin? ¢ dy / cos® 0 df / rodr =
0 0 0

I
0o
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. Ce z p ozna¢imo gostoto simpleksa, velja:

Jy —p///xyz>0 y? 4 2%) drdydz.

z+y+2<1

Toda zaradi simetrije velja tudi kar:

Jp = 2p///wz>0 Z2dedydz =
ofyrz<1

- 1-y—=z
/ dedy z*dz =

i

/ (1—y—2)dyz*dz =
#(1-2)

)3) =

z

uf
: !
[

}2
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 5. 6. 2012

Prakticna matematika

1. Najprej iz:

o [@a-1b)2?
rot R= | (b—6)a? | ¥t
(3 —a)z?

dobimo, da je polje potencialno natanko tedaj, ko je a = 3 in b = 6. Njegov potencial
je enak:

3
% €3y+6z + C.

2. Nalogo najhitreje resimo z uporabo Gaussovega izreka. Ni namrec tezko izracunati
div R = 2. Ce naso kocko ozna¢imo s (), potem velja:

//BQRNdP:///QdivﬁdVZW(Q):2.

Nalogo pa lahko resimo tudi neposredno. Kocka ima Sest osnovnih ploskev:

Ar={(z,y,2);1<2,y<2, 2=1}, Ay={(z,y,2);1<2,y<2 2=2},
A3:{(x,y,z),1§x,z§2, yzl}a A4:{(x,y,z),1§:17,2§2, y:2}7
As={(z,9,2);1<y,2 <2, z=1}, As={(z,y,2);1<y,2 <2, 0=2}.

Ploskvi Ay in A, lahko parametriziramo kar z = in y. Na ploskvi A; normala kaze

0
navzdol, zato je RENdP= |0 | dz dy, torej je:
-1
// éﬁdp:-// (x+y)In(z+y+1)dedy.
A 1<z,y<2
o 0
Na ploskvi A, pa normala kaze navzgor, zato je RN dP = |0 dxdy, torej je:
1

// ﬁNdP:// (x+y)In(z+y+2)dedy.
As 1<x,y<2
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Izracunajmo:

2 2
// (:v+y)ln(x+y+2)dasdy:/ /(x+y)ln(a:+y+2)d.rdy:
1<z,y<2 1 )1

2 2 2 2 =2
+y)? - +
1 2 4 r=1
2 22 _ 42 1)2 _ g2
:/ (Wln(y—i—a—l—?)—wm(y—ka—kl)—
1
2y + 3
2)3 — 3a(y + 2) — 2a°
:((y—i- ) a6(y+ )—2a In(y +a+2) —
1) - 3a2(y + 1) — 2°
_ D) a6(y+ ) =2 ytat1)—
(y+a)? y+a 7 a® y* 3y 2_
6 > T2 4 1Y) T
2 2 .3 27 — 2_23
:H#In(a—kél)— ‘ 9‘; Y n(a+3)+
4 —3a% - a? 2
#m(amwg—;
Sledi:
. 25 16 11 . 25 16 7
RNdP =——1Inb+ —In4+ — RNdP =—Inb— —1In4— -
/Al g Ty /A2 g 5 - g hd=g.
torej je:

J[ Exars [[ Evap=2.
A1 A2 3
Podobno je tudi:

- - - - 2
// RNdP+// RNdP—// RNdP+// RNdAP = —.
As Ay As Ag 3
Sledi / / RN dP = 2, tako kot prej.
oQ
. Vrtez razdelimo na tri korake in na vsakem koraku spremljamo, kako se preslika
tocka z.

Pruvi korak: premik za —(1 + 2i). Tocka z se preslika v 2 := z — 1 — 2i.

Drugi korak: vrtez za 120° v smeri urinega kazalca, kar je za kot —27/3 v pozitivni
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smeri. Tocka z se zdaj preslika v:

B 2 A 1+\/§, B
29 1= cos3 zsm3 21 = 5 5 1] z1 =

:—(%+%i\/§)z+%—\/§+<l+?i) .

Tretji korak: premik za 1 4 2i. Tocka z se zdaj preslika v:

1 1 3 3

2

. Singularnost je tam, kjer je imenovalec enak nic¢, torej cos z = 1. To velja za z = 2k,
k € Z. Edina singularnost v enotskem krogu je torej izhodisce. Iz Taylorjevega
razvoja:

22

1 — _z _z
CoS 2 5 24+

sledi, da ima imenovalec ni¢lo druge stopnje, Stevec pa ima seveda niclo prve stopnje.
Torej ima funkcija f v izhodis¢u pol prve stopnje. Glavni del Laurentov vrste torej
vsebuje le ¢len z residuom, ki je enak:

22

c_i=lim—— =2.
201 — cos z

Glavni del Laurentove vrste je torej 2/z.

. Velja:
> cosxdx
J = =R
/_oo 4+ a2 e/ fz
eiz ezz

kjer j = = . Zal > 0 velja:
jer je f(z) T2 o210 aImz > 0 velja

|6iz{ — ‘€—y+ia?| — 6—y|6i$| — eV S 17

torej za |z| > 2 velja:
||

< —
|2f(2)] < 22 — 4 ’
od koder sledi lim zf(z) =

|z]—o00
Im 2>0

Funkcija f ima dva pola stopnje 1, in sicer v 2 in —2¢. Torej bo:
J =Re [27?2' Res(f, 2@)} .

Ker gre za pol prve stopnje, je:
iz

e
z+ 2,

Res(f,2i) =

2
% de

in zato J = —.
2¢2
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 29. 6. 2012

Prakticna matematika

1. Ceje x =y = 0, je ocitno tudi z = 0. Po parcialnem odvajanju zveze dobimo:

0z 0z
cos(ryz) | yz + o) T 5. = 0,

cos(zyz) <xz + zy g—;) _ o +1=0.

Ko vstavimo z = y = 2z = 0, dobimo:

0z 0z
—(0,0)=0 —(0,0)=1.
ax( ? ) Y ay( ? )
Zdaj pa se enkrat parcialno odvajajmo po x. Dobimo:
in(zy2) N A + cos(ay?) (2 0z N 0%z 9%z 0
—sin(xzyz z 4+ zy — cos(zyz — txy—| - =— =
y y Y ox y y ox y Ox? Ox?2 ’
0%z
od koder po vstavitvi sledi se — = 0.
0x?

2. Krivulja gre skozi izhodis¢e, ker je pri ¢t = 1 (in samo tam) x = y = z = 0. Iz
1
:b:¥:1, y=e1=1, =32 -2=1

sledi enacba tangente x = y = z. Nadalje iz:

"——l——l j=ce =1 Z =6t =06
T = t2_ ) y=e - Z = -

dobimo, da v izhodiscu velja:

1 -1 5
F= 1], =1, ixi=|-7],
1 6 2

lFl =3, |l x @ = V78

IF < 7l _ V78
I 3v3

3. Oznacimo iskani integral z J. S substitucijo ¢t = 2* dobimo:

= 1'700.

in konéno k =

1 1
J=— [ 20 -n)2dt = = =_.
4/0 (1-1) AT(3) 32
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4. Oznac¢imo iskani integral z J. Najprej izracunamo:

9 02\ 2 02\ 2 9 9
BG-Fi=1+(g0) +(5,) =1+ +v"

J://“po xy+/1+ 22+ y?2dedy.

x2+y%<1

Sledi:

Po uvedbi standardnih polarnih koordinat dobimo:

w/2 1
J:/ cosapsingpdcp/ rvV1+r2dr
0

o

Substituciji s = sin ¢, t = 1 + 72 nam dasta:

1 2 B
J:—/ sds/ ﬁdt:&.

5. Oznacimo:
1 B 1
(22422 +5)2  (24+14+20)2(z+1—2)2"
Ocitno je lim|.| 0 2f(2) = 0. Nadalje ima funkcija f dva pola druge stopnje: pri
—1—2¢in —1 + 2¢. Le slednji lezi na zgornji polravnini, zato je:

f(z) =

/OO f(z)dz = 2miRes(f, 1+ 2i) =

= 2m i ; =
dz|,_ 19 (2 + 1+ 20)2

B 471 B

T (L1203,

o

=1
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 20. 8. 2012

Prakticna matematika

1. Funkcija d ni metrika na N, ker ne velja trikotniska neenakost: velja d(1,2) = 1/2,
medtem ko je d(1,5) +d(5,2) =1/5+1/5=2/5 < 1/2.

2. Ko v dano zvezo:
et 4 (14+2)(2+y)z=0 (1)

vstavimo ¢ = 0 in y = 0, dobimo z = —1/2. Nadalje, ko zvezo (1) parcialno
odvajamo po z, dobimo:

0z 0z
Y (2 4y — 2 1 2+y)=— =0 2
s (245 3 ) + 2 s (14 )2+ 1) 2)
in ko sem vstavimo z =0, y = 0 in z = —1/2, dobimo %2 = —1/2. Ko pa zvezo (1)
parcialno odvajamo po y, dobimo:
0 0
ety (z—i—ya—;) +(1+2z)z+(1 +x)(2—|—y)a—z =0
in ko spet vstavimo x = 0, y = 0 in z = —1/2, dobimo % = 1/2. Kon¢no $e zvezo
(2) parcialno odvajamo po x. Dobimo:
02\ > 02z 0z 02z
2z+yz 2 did 2rx+yz ,, =~ 2(2 ded 1 2 e )|
e ( +y8x> +e y822+ ( +y)8x+< + z)( +y)8x2
in ko vstavimo x =0, y =0, 2 = —1/2 in % = —1/2, dobimo 8e % =—1.

3. Velja:

2

Fa) = 2a 1 /a dx
n(a+a?)  In(2a) Jo (a+2)(In(a+ J:))2 ’
od koder dobimo:

(1) = 2 1 /1 da 1
4. Oznacimo iskani integral z J. Po prevedbi na cilindri¢ne koordinate:

r=rcosp, y=rsingp, z=z; J=r

J = /// s TPZAdrdzde.
0<p<2r

r+2<2

dobimo:

Od tod naprej gre na vsaj dva smiselna, bolj ali manj ekvivalentna nacina.
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Prvi nacin. 1z:

2 2—r o 2
J:27T/ / T322dzdr:—/ r3(2 —r)*dr
o Jo 3 Jo

s substitucijo r = 2t dobimo:

9256m (1 256 2567 (I'(4))° 2567 (3)2  64r
J="— [ 31 —-t)’dt="-B(4,4 = = .
3/ (1) 3 B4 =3 T'(8) 3 7 105

22—z .
J = 27‘(’/ / 2 drdz = —/ (1—2)*%dr
o Jo 2 Jo

s substitucijo z = 2t dobimo:

Drugi nacin. Iz:

! ['(5)T(3) 4120 64m
=64 2(1—t)'dt =647 B =041 ——— =641 — = —.
J 67T/0 t°(1 —t)* dt = 647 B(5,3) = 647 X0 6471 = 108

?

2m
1+s t
7 / + sin j{ 1
0 2+ cost cost
kjer je K pozitivno orientirana enotska kroznica, funkcija f pa je definirana po
predpisu:

‘ 1 1 1 1 d
. Substitucija z = ¢, cost = 5 (z + —), sint = % (z — —), dt = —Z nam da:
z

-7 —2iz+1 —22—2iz+1
2(2+42+1) 2(z42-V3)(2+2+V3)

Funkcija f ima tri singularnosti: 0, —2+ /3 in —2 — v/3. Le prvi dve leZita znotraj
enotskega kroga, zato velja:

f(z) =

I =2mi [Res(f, 0) + Res(f, -2+ V/3).

Ker gre obakrat za pol prve stopnje, je:

. —22 —2iz+1
Res(f,0) =lm2f(2) = —5— =1

Res(f,—2+V3) = lim (:42-v3)f(z) =
22— 2iz+1

z(z +2+ \/3) o
_6-4v3-2(2-V3)i
O 2vB3(2-V3) B
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2 27T\/§

Sledi [ = — = :
V3 3
. T sint . —
Opomba. V integral ——  dt lahko povsem legitimno uvedemo substitucijo
o 2+cost
U de o dt
x = cost in dobimo — / = (. Zato bi bilo dovolj izrac¢unati le / —_—.
1 242 0 24 cost
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 3. 9. 2012

Prakticna matematika

1. Neposredno iz definicije razberemo, da je d(m, m) = 0in d(m,n) > 0zam # 0. Prav
tako neposredno iz definicije (in komutativnosti seStevanja) sledi, da je d simetri¢na:
d(m,n) = d(n,m). Pri dokazu trikotniske neenakosti:

d(m,p) < d(m,n) +d(n,p)

pa se je dovolj omejiti na primer, ko so vsa tri stevila razlicna — sicer neenakost sledi
7e iz pozitivnosti. Ce so vsa tri §tevila razli¢na, pa se neenakost prevede na:

m+p<m+n+n-+p,

kar je tudi ocitno res. Torej je d res metrika.

2. Definicijsko obmocje funkcije lahko zapisemo kot D = {(z,y) ; y > 22, x > 3} in
opazimo, da na njem velja Se 0 < x,y < 1. Skica:

Y
1+

Oglisci: £(0,0) =0, f(1,1)=1/e.

Roby=22 0<az<1: f(z,2?) =xe ™, dix flz,2?) = (1 — 22%)e™™", stacionarna
tocka: (v/2/2,1/2), velja f(v2/2,1/2) = 1/v/2e.

Robz =92 0<x<1: f(y’y) =y’ e, %f(yQ,y) = (2y — y*)eY, stacionarni

tocki (0,0) in (4,2) ne pripadata temu delu roba (in prvo smo ze obravnavali pri

ogliscih).
0 0
Notranjost: a—i =e Y, a—zjj

Ker je e > 2, je 1/v/2e > 1/e.
Torej je min f = f(0,0) = 0 in max f = F(V2/2,1/2) = 1/v/2e = 0°429.

= —x e Y, v notranjosti ni stacionarnih tock.
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3. Za izhodis¢ni parameter lahko postavimo kar ¢ = x. Tedaj je:
t=1, y=2t, 3 =2t

od koder dobimo §* = 1 + 4% + 4t* = (1 + 2t?)?, torej je § = £(1 + 2t?), kar nam

da:
213 223
S:S()j: t—l—? :Soil: $+? .

4. S pomocjo sferi¢nih koordinat:

xr=rcosflcosp, y=rcosfsing, z=rsind; J =1r%cosf
dobimo:
— 2 a2 2 _
J—/// 0<y<e xy\/l r? —y? —2?drdydz =
m2+y2+22§1
= /// 0<r<i /1 — 12 cos psin ¢ cos® § dr de df
0<p<n/4
—7/2<0<7/2

in prevedba na trikratni integral nam da J = J;J5J3, kjer je:

1 w/4 w/2
le/ r*V1 —r2dr, ng/ cos psinpdp, J3:/ cos> §.d .
0 0

—7/2

Integrala .J5 in J3 se da izracunati elementarno — s substitucijo ¢t = sin ¢ oz. t = sin 6.
Dobimo:

ng/ tdt = —, ng/ (1—sin29)cosﬁd9:/(1—t2)dt:—.
0 4 —7/2 -1 3
V integral .J; pa uvedemo substitucijo ¢t = 2. Dobimo:
1t 53/ TEr@E =«
Ji==| Q- dt=B(=, =) = 2L 2/ _ _
1 2 /0v ( ) 27 2
T
torej je J = —.
orej je %
5. Poli so natanko tam, kjer je imenovalec enak ni¢. Iz formule za resitev kvadratne

enacbe dobimo:
—21++/—4 -1
— O _ (12 A,

21,2 =
torej lahko pisemo tudi:

. 1
242iz+4 (24 (L+VB)i) (= + (1 VB)i)

f(z) =
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Nad realno osjo je pol (—1 + \/g)z, in sicer prve stopnje. Torej je:

1

Res(f; (-1 V) = lm - (4 (1= VE))IE) = ey

2—(—=14+/5)
1 ivV5

T2V 10
Opomba. V kompleksnem sicer ni korektno uporabljati korenskega znaka (y/-) sa-

mega po sebi. Korektno pa ga je uporabljati skupaj z obema moznima predznakoma
(£4/+), v kolikor le-ta dva nista povezana s kaksnimi drugimi predznaki.

z=(—1+V5)i
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 16. 11. 2010

Prakticna matematika

1. a) O¢itno je d(x,y) > 0 in velja d(z,y) = 0 natanko tedaj, ko je z* = 3, to pa je
natanko tedaj, ko je x = y. Nadalje je d(y,z) = |[v* — 23| = |23 — 3| = d(z,y).
Koncno velja Se:

d(ZE,Z) = |ZL‘3 - ZS| = |[E3 - y3 +y3 - Z3| S |l’3 - y3| + |y3 - Z3| = d(l’,y) —f-d(y,Z),

torej je d res metrika.

b) Zeleno odprto kroglo tvorijo vsa $tevila z, za katera je |z — 13| < 9, torej
—9 <23 —1<9, torej —8 < 2 < 10, kar pomeni, da je to interval (—2, v 10).

2. Tocke na dani premici lahko opisemo kot pare (z,1 — 3x) in velja:

di((z,1—32),(0,0)) = |z + |1 — 3z] .

Izraz, kakrSen je na desni, zavzame ekstrem
kvec¢jemu v tockah preloma (kjer pride katera
od linearnih funkcij pod absolutno vrednostjo
na nic¢), med dvema tockama preloma, kjer ima
enako vrednost, ali na poltraku, kjer je kon-
stanten. Iz grafa in tabele:

z | |z|+ |1 — 3z z
—00 00

0 1

T T

3 3

00 00

odcitamo, da je minimum dosezen pri z = %, torej v tocki T(%, O).

3. Mnozica A je odprta, ker je unija odprtih intervalov: A = (—1,0) U (0,1) U (1, c0).
Ni pa zaprta, ker tocka 0 ne pripada A, medtem ko se v vsaki okolici tocke 0 nahaja
tocka, ki pripada A.

Mnozica B ni odprta, ker je 0 € B, medtem ko se v vsaki okolici tocke 0 nahaja
tocka, ki ni v B. Prav tako ni zaprta, ker v B ¢ B, medtem ko se v vsaki okolici
tocke v/2 nahaja tocka, ki je v B.

4. Naj bo:
1
Velja f'(x) = =327 in za z € [3,4] je —3/3* < f'(x) < 0. Torej je f na tem
intervalu padajoca. Nadalje je f(3) = 32—17 € [3,4] in f(4) = 36%1 € [3,4]; ker
je [ padajoca, mora potemtakem interval [3,4] spet preslikati v [3,4]. Torej je f
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tam skréitev, zato ima enacba f(z) = z natanko eno reSitev, ki jo dobimo kot
limito rekurzivno podanega zaporedja ,, 11 = f(z,). Ce postavimo x; = 3, dobimo
zaporedje priblizkov:

3037037, 3°035698 , 3'035746, 3035744, 3035744,

od koder zakljuc¢imo, da je resitev v predpisani natancnosti 3°0357.

.z
1 (" 12 1
% 7f($)d$—% ; dl’—zl,
1 ™ 1 w/2
—/ f(z) cos(nz) dx = —/ cos(nz)dr =
TJ . T Jo
. 1/(nm n=1,5,913,...
TG B S e
nn —1/(nm) ;n=23,7,11,15,
1 T . 4 1 w/2 ' 4
;/_F f(z)sin(nz) dx = ;/0 sin(nz) dz =
1/(nm) ;n=1,3,5709...
1 — 2 ) )y Oy by
_ L cos(nm/2) _ 2/(nm) ;n=261014,... |
nr 0 n=4,8,12,16,...
dobimo:
- 1 1 3 5
f(:l?)zz—l-; <cosa:—cosé ?) —|—COSé 2) —) +
1/, sin(3xz)  sin(bz)
+ —|sinz + + +oee )+
7r 3 )
2 (sin(2z) sin(6z) = sin(10x)
™ ( 2 * 6 * 10 * ’

kjer je f periodi¢na s periodo 27 in:
1 ;0<z<m/2

fl) =4 1/2 5 2e{0,7/2}
0 ;ze[-m0)U(n/2,7]
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 25. 1. 2011

Prakticna matematika

1. a) Ce vstavimo z = 0 in y = 8, dobimo 2* = 8, torej z = 2. Ce zvezo zapiSemo v
obliki F(z,y,2) = 0, kjer je F'(z,y, z) = 23+x2—y, je ofitno, da je F diferenciabilna
funkcija. Nadalje je F.(x,y,2) = 322 + x in F,(0,8,2) = 12 # 0, torej se da po
izreku o implicitni funkciji spremenljivka z v okolici tocke z = 0,y = 8,2 = 2 res
izraziti kot diferenciabilna funkcija spremenljivk x in y.

b) Zvezo kar parcialno odvajamo po x in y, pri ¢emer pa z obravnavamo kot funkcijo
spremenljivk x in y. Dobimo:

V splosnem: V nasi tocki:

0 0z 0z 0z 1
322 = — =0 12--+4+2=0 — ==
T T e T ar or 6

0z 0z 0z 0z 1

32 15 o 12-=1 — =

: 8y+$8y ’ oy ’ oy 12

2. fo(z,y) =322 —6y—39, f,(z,y)=2y—06x+18.

Stacionarni tocki: 77(1,—6), 75(5,6).

feo(@,y) = 62, foy(x,y) = =6, fyy(z,y) = 2.

V Ty je H= {_66 _26
30
—6

} in K = —24, torej tam ni ekstrema.

V1, paje H= { _26} in K = 24, torej je tam lokalni minimum.

3. Prvi nacin. Is¢emo maksimum spremenljivke = pri pogoju (vezi):
(@ +y)" —2(a” —y*) =0,
torej nastavimo Lagrangeovo funkcijo:
L=x—\a*+ 9"+ 2\a" — ).

Velja 9L =1 — 4 z(2? + y?) + 2\z in % = —Ay(z? +y?) — 2)\y. Iz % = (0 dobimo
—2X\y(22? +2y?+ 1) = 0. Zadnji faktor ne more biti ni¢, torej je bodisi A = 0 bodisi
y = 0. Za A = 0 ne more biti % =0, za y = 0 pa iz vezi dobimo z* — 222 = 0, kar
jereszax =0in x = ++/2. Maksimalna vrednost koordinate z bo torej V2.

Drugi nacin. Spremenljivko x proglasimo za odvisno, spremenljivko y pa za ne-
odvisno (torej si predstavljamo, da ima krivulja ena¢bo = = x(y)). Tedaj bo x
maksimalen, ¢e se bodisi ne da lokalno izraziti kot diferenciabilna funkcija spremen-
ljivke y bodisi je dz/dy = 0. Iz

F(z,y) = (2*+y°)* = 22> — %), Fu(z,y) =4z(2*+y°) — 4o
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ugotovimo, da se x ne da lokalno izraziti, kve¢jemu ¢e je x = 0 (sledi y = 0) ali pa
22 +y* =1 (to pa je v tockah T3 (v/3/2,1/2), To(V/3/2,—1/2), Ts(—v/3/2,1/2) in
Ty (—v3/2,—V3/2)).

Kjer se x da izraziti kot diferenciabilna funkcija spremenljivke y, pa odvajamo po
y:

4(z* 4+ y?) (xj—§+y) —4xj—§+4y:(),
torej je:
de (2 4+y*+ 1)y
dy (22 + 42— 1)z
Desna stran je enaka nic, ¢e je y = 0, od koder tako kot pri prvem nacinu dobimo x =
++/2. Ko to primerjamo z ostalimi kandidati, vidimo, da je maksimalna vrednost
koordinate z enaka /2.

. Velja:
dy 1 d% 1 e x
_— = - = ——, KR = = — .
de  z’ da? x? [1 . (%)2] 3/2 (22 +1)3/2

Pri z =1 je torej K = —27%/2 = —1/(2\/5). Sicer pa iz:

dk 222 — 1

dr (22 + 1)5/2
dobimo, da je ukrivljenost (po absolutni vrednosti) maksimalna pri z = v/2/2.
.Kerjex=2t=1,jet = % Nadalje gremo lahko na vsaj dva nacina.
Prvi nacin: z uporabo splosnih formul za fleksijsko in torzijsko ukrivljenost. Velja:
r=(2,2t, %) = (2,1, 1),
¥ =(0,2,2t) = (0,2,1),
T =(0,0,2) = (0,0,2).

Nadalje je:
|| :%, rXr= (%,—2,4), ||lF x ¥ :%
s 29
Fleksijska ukrivljenost: x = [ _ dl ==
[F oS-
(b7, %) 32

Torzijska ukrivljenost: w = ————- = —.
|l x £||2 81
Drugi nacin: po definiciji ukrivljenosti. Podobno kot prej izra¢unamo:

P = (2,2t ), Pl ,=(217),

2] = V4 + 482 + 4t4 = 2 + 12 HfH\t:m: 2.
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Iz ||t|| bi lahko dobili naravni parameter s = 2t + ¢3/3, vendar pa je izrazava z
naravnim parametrom tezka. Vseeno pa lahko odvod katere koli spremenljivke,
recimo u, po naravnem parametru izrazimo z odvodom po ¢t s pomocjo veriznega
pravila:

u':d—u: i =—.
ds g el

Tako dobimo:

by I 2 2t t?
=T = — =
2] 2+t2° 242 2+¢2)

. At 4 — 2t? 4t : 8
t=1|-— t = —(4,-7,4
( (2+2)*" (2+ %)% (2+t2)2> ’ imaje = 574 =74
=l = g =
R t=1/2 7 81"
Nadalje je:
6] = V16 +161% +4t* 2
o 2+e)? 2+t
t 2t 2—t2 2 1
= —=|- = —(4,7,4
T ( 2+t2’2+t2’2+t2)’ oy = (4 7:4),
12 2t 2 1
b_txn_(2+t2’_2+t2’2+t2)’ bliiyp =51 =48),
pri ¢emer bi lahko binormalo dobili tudi po formuli b = ||r i rH . Kon¢no je:
r r
: 4t 22 — 4 4t . ]
b= - b = —(4,-7,—4
(<2+t2>2’ @+ )2 <2+t2>2) o Pl =T
b 32
b= — ' = (4,-7,-4) =
Bl =172 = 754 =T~
32
= —1nN ,
81 li=1/2

od koder dobimo Se torzijsko ukrivljenost: w| r=1/2 = 32/81.

6. Ploskev je podana v eksplicitni obliki, kar pomeni, da je parametrizirana kar z z in
y. Velja torej:

r - (:L‘7 y? x3y2) ?
r, = (1,0,31’2y2) > rx|$:y:1 = (1,0,3),
r, = (O, 1,21}3y) , ry{xfyfl = (0, 1,2 ,
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od koder dobimo E = 10, F =6, G =5 in §¢ EG — F? = 14. Nadalje iz:

Typp = (07 07 655192) ) rmz‘:p:yzl = (07 07 6) )
r., = (0,0,62%y), rxy}x:yzl =(0,0,6),
r,, = (0,0,22%), ryyl,_,, = (0,0,2)
6 6 2
dobimo L=—, M = ——in N = —.
V14 V14 V14

Gaussova ukrivljenost: K = ——— = ——
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 20. 4. 2011

Prakticna matematika

—tx
1. Oznac¢imo f(t,x) := etx . Integral razdelimo na dvoje. Ker za 0 < ¢t < 1 velja

min{e *, 1} < e™" < max{e™ ", 1}, integral fol f(t, ) dt konvergira natanko tedaj,
ko konvergira integral fol dt/t", le-ta pa konvergira za x < 1. Integral [~ f(t,z)dt
pa za x < 0 zagotovo divergira, saj je integrand konstanten ali pa naraséa proti
neskoncno. Za = > 0 pa omenjeni integral konvergira, ker gre eksponentna funkcija
proti ni¢ hitreje kot katera koli potenca.

Sklep: integral konvergira za 0 < x < 1.

. Najprej zaradi simetrije velja:

3 2 3 42
I := ——dz =2 ——dx
/_3 V9 — 2 /0 V9 — z2

S substitucijo 22 = 9t dobimo:

_ _ 31 _ F(%)P(%)_gﬁ
I = 9/@/1_ dt = 9B§5 _QW_T'

. Krivulje omejujejo eno samo (omejeno) obmocje 1 < zy < 8, z < ¢y* < 64x. S
substitucijo:

Y 1
u=xy, v="—, a::u2/3v’1/3, y:ul/gvl/?’, J=—
T 3v
dobimo:
1 64 98
idxdy:—// v 2 dude = = / du/ 24y = =
1<ey<8 [z 3 1<u<8 3
z<y?<64zx 1<v<64

. Dani integral najprej pretvorimo v dvojni integral:

f(z,y)dzdy.

x>0

0<y<l+e™®
Ce Zelimo, da gre zunanji integral po v, notranji pa po x, moramo vse neenacbe, v
katerih nastopata obe spremenljivki, resiti na x. V nasem primeru je to neenacba
y<1l+e® Cejey <1, to velja za vsak x, sicer pa velja za x < —In(y — 1). Ta
neenacba pa je zdruzljiva s pogojem x > 0 le tedaj, ko je —In(y — 1) > 0, to pa
je tedaj, ko je y < 2. Tako dobimo, da se nas integral prevede na naslednjo vsoto
dvakratnih integralov:

/0 Ly /0 " ) de+ / dy /0 " ey do
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5. Masa danega telesa je sicer znana, a jo vseeno Se enkrat izracunamo. Po uvedbi
sferi¢nih koordinat:

r=rcosfcosp, y=rcosfsing, z=rsinf, J=r>cosf

n = feggaririvtz=o [l teovara;

LY 2= 0<0<n/2

1 /2 w/2
:,0/ err/ dgo/ cosfdg = L1
0 0 0 6

TezisCe ima koordinate (x*,y*, 2*), kjer je:

1 p 1 /2 w/2
x”‘:—///2 s pxdxdydz:—/ r3dr/ cosgpdgo/ cos?0df =

TR b o :

pT 3

16m 8’
1 p 1 /2 w/2
y*:—/// pydxdydz:—/ r3d7‘/ sin pdep cos?fdh =
m 224y +22<1 m Jo 0 0
z,y,2>0
pT 3

16m 8’

8
1 p 1 /2 w/2
Z*:_///2 L pzdxdydzz_/ r3d7"/ dgp/ sinf cos @ df =
m r;yy;rioﬁl m Jo 0 0
pT

dobimo:

16m 8
Opomba: da so vse tri koordinate enake, je jasno iz simetrije. Dovolj je torej
izracunati samo eno koordinato.
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Resitve kolokvija iz matematike 2 z dne 6. 6. 2011

Prakticna matematika

| @+ 2)(@+y)
rot R= | —(a+2)(z+y)*
0
razberemo, da je polje potencialno natanko tedaj, ko je a = —2. Njegov potencial
je polje u(x,y, z) = .
e polje u(z,y,2) = — ;
dy dz 9 .. ”
. Najprej izracunamo P = 2x in P 2. Ce dolzinsko gostoto ozna¢imo z p,
x x

velja:

! dy 2 dz\>
A B
1
:p/ V14422 + 4ot de =
-1
1
:2,0/ (14 22%) dr =
0

10

Tezisce je tocka s koordinatami (z*,y*, z*), kjer je:

/ / x _y + de de—i 1x(1+2x2)da§—0

T m P d dw 10/, -
1 dy\?  [dz\? 3 [, ) 11

= — 1 — — ) dex = — 1+22%)de = —
m/_l/py\/+ dx +<dx) 710 _133( +27)do 25’
1t dy\” dz\” 3 (223

= — 1 — — | dex = — 14227)dz =0.
m/_l/pz\/ +(dx) +(dx) 710 3 (1+227)

. Plasc valja najprej parametriziramo:

T=Ccosy, Yy=snp, z2=2,; 0<p<2r, zel.
in v izbranih koordinatah zapiSemo vektorsko polje, ki ga integriramo:

coSs ¢
sin

1 x
Be— -
x? 4+ y? + 22 J

B 1
14 22
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Nato izra¢unamo:

—sinp 0 COoS ¢
To=1|cosp |, 1.=|0|, 7,X71,= [singp
0 1 0

Ker zgornji vektorski produkt vedno kaze iz valja, je pretok enak:

1 CcoS CoS 27 s
o = i i dpdz= [ d = 27",
/AS«;&% 1+ 22 < SII;QD ) SlI(l)SD > pdaz /0 90/_00 1+ 22 s

. Ce pisemo f(z) = g(w), kjer je z = —2 + w, velja:

(w) 1 1 1 1 w  w?

w = = — - —_— - M i
M = ww=3) " Bwl—%) 3w 9 27 8l

Sledi:
fo) et L ozk2 2R
- 3(z+2) 9 27 81 B
=1
:_Z — (2 +2)".
n:_13+2

: 1 1 d
. Substitucija z = €, cosx = = (z + —), dr = ,—Z, nam da:
2 z 12

2 d 1
I:—/ —x——,ff(z)dz,
o 3+2cosx 1 Jg

kjer je K pozitivno orientirana enotska kroznica, funkcija f pa je definirana po

predpisu:
1 1

243241 243+ 05 (z+ 2 - LV5)
Funkcija f ima dve singularnosti, —% + % 5 in —% — %\/3 Le prva lezi znotraj
enotskega kroga, zato velja:

I =2rRes(f,—3+1V5).

f(z) =

Ker gre za pol prve stopnje, je:

Res(f, =3 +1v5) = lim  (2+3 - LV5)f(2) =

27T\/5

Sledi I =
edi E




Resitve izpita iz matematike 2 z dne 20. 6. 2011

Prakticna matematika

1. Ozna¢imo f(x) = 100lnz. O¢itno je f narascajoca; ker je f(600) = 63969 in
f(650) = 647°70, funkcija preslika interval / := [600,650] vase. Ker za z € I velja
0 < f'(x) =100/ < 1/6, je f na I skréitev, torej na I obstaja natanko ena resitev
enacbe f(x) = z, ki jo dobimo z iteracijo. 1z zaporedja priblizkov:

650, 6476972, 6473423, 6472875, 647279, 6472778, 6472775, 6472775

dobimo resitev v predpisani natan¢nosti 647 28.

2. Velja:
‘ 32 —1 2 ) 6t 6 6
=3 -2|=|1|, F=| 6 |=|6], 7=|6
612 — 4t 2 12t — 4 8 12
in nadalje:
—4
I =3, 7mxr=|—4(, |Fx7|=2V17,
6
—14 )
(Fx7m)xr=1201, [[(Fx7)x7|=6V17
4
Yot -7
1
Glavna normala: (T X T) X 10
|(Fx ) x 7| 3VIT |

& x| 2v17
lef2 27
L 6

Torzijska ukrivljenost: w = M = —.

e x £|]2 17

Fleksijska ukrivljenost: x =

3. Najprej izracunajmo kvadrat ploscinskega elementa:

9 dz\? dz\? 9 9
EG—F :1—|— @ + d_y :1+4$ +4y.

Masa je torej enaka:

m:// a\/EG—F2dxdy:// (2 +yH) /1 + 422 + 42 da dy.
2<2

r24+y2<1

Po uvedbi polarnih koordinat x = rcosp, y = rsiny, J = r dobimo:
2 pl 1

m:/ / r3v1+4r2d7’d90:27r/ 31 4 4r2dr.
o Jo 0

150



S substitucijo t = 1 + 472 dobimo:

5\/_
m = 16 (t—l)\/_dt (12 60)

. Ce z B oznac¢imo kroglo in z R = (X,Y, Z) dano vektorsko polje, po Gaussovem
izreku velja:

I:://93<ﬁ,ﬁ>d5://[3divﬁdV:///132(x2+y2+22)dxdydz.

Po uvedbi sferi¢nih koordinat:

r=rcosfcosp, y=rcosfsing, z=rsinf, J=r>cosh

/2 2r  pl 8
122/ / / 7"4C089d7‘dg0d9:—7r
—7/2J0 0 5

. Ker ima funkcija z — e* — 1 v izhodiscu niclo prve stopnje, ima funkcija f tam pol
druge stopnje. Koeficienta glavnega dela Laurentove vrste sta torej enaka:

dobimo:

z
ea =l () =l oo = 1.
.od o . ef—1—z¢€* 1
e =l O] =l =
1 1
Z drugimi besedami, glavni del Laurentove vrste je enak — — oy
z z
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 29. 6. 2011

Prakticna matematika

1. Najprej opazimo, da je funkcija f liha, zato je dovolj gledati sinusno Fourierovo
vrsto:

flz) = Z by, sin(nzx) ,

kjer je:
2 [T ) 2 [™? nm
b, = ;/0 f(z)sin(nz) dx = ;/0 sin(nz) dzx = — <1 — cos 7)
Velja torej:
n27r yn=1,3,5,...
by=% = ;n=2610...
0 ; sicer

in zato:

f(z) = % (Sinx + Smfz) + sin(55x) + - ) +

sin(6z)  sin(10z)
3 =+ 5 + .

2
+ — <sin(2x) +
m

2. Pruvi nacin. Nastavimo Lagrangeovo funkcijo:
L=2a2*+2y" — \z* +9°)

in dobimo sistem enacb:

L
L
8—:83/3—2)\3/:0
dy
x2+y2:1.

Iz prve enacbe dobimo, da mora biti bodisi # = 0 bodisi A = 1. Ce je x = 0, iz
tretje enacbe sledi y = +1, kar je konsistentno z drugo enacbo pri A = 4. Ce je
A = 1, pa iz druge enacbe dobimo y = 0 (od koder sledi z = +1) ali y = £5 (od
koder sledi x = :I:‘/Tg, pri ¢emer je predznak neodvisen od predznaka spremenljivke
y). Kandidati za ekstrem so zbrani v naslednji tabeli:

|y | fzy) z |y | flz,y)
0 2 P3| &
o= 2 | E[ 5|
IIERREINE
DEREE I
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iz katere razberemo, da je minimum funkcije enak %, maksimum pa 2.

Drugi nacin. Iz izrazave y> = 1 — 22 dobimo:
fz,y) =2 = 32" + 22" = g(),

torej je potrebno poiskati le ekstremne vrednosti funkcije ene spremenljivke, t. j.

funkcije ¢ na intervalu [—1,1]. Iz ¢’(z) = —6x + 82 dobimo naslednje kandidate za
ekstrem:
v | g(@)
-1 1
_V3 | I
2 | 8
0 2
V3 |z
2 8
1 1

Torej je minimum enak %, maksimum pa 2.

. a) Najprej iz © = 2 sledi pcos¢ = 1, nato pa iz y = 1 dobimo e psinp = 0. Ker
je pcosp =1, je p # 0, torej je sinp = 0, torej cosp = +1 in p = £1 (predznak
se ujema s predznakom v prejsnji enacbi), zato je z = p*> = 1. Tocka T'(2,1,1) je
dosezena pri naslednjih vrednostih parametrov:

p=1, ¢o=2kr inse p=-1, ¢=02k+1)r; keZ.

b) Iz prvih parcialnih odvodov:

2cosp +2 —2psin g 0
7, = |cosp+sing| = [£1| , 7,= |plcosp—sinp)| = |1
2 +9 0 0

ker se vsi predznaki + ujemajo s predznakom parametra p, dobimo, da so koeficienti
prve fundamentalne forme v nasi tocki enaki:

E=9, F=41, G=1

in koeficient pri diferencialu ploséine je enak vEG — F? = /8. Nadalje iz drugih
parcialnih odvodov:

0 —2sinp 0 —2pcosp -2
Top= |0, Thp = |cOosp —sinp| = |£1|, 7o, = |—p(sinp+cosp)| = | -1
2 0 0 0 0

dobimo Se koeficiente druge fundamentalne forme:

L=+V2, M=0, N=+V2.
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Predznaki v + se spet ujemajo s predznakom parametra p. Iz:

L M E FI\ ..
det([M N}—A[F GD_8>\ F10V2A+2

2
dobimo, da sta glavni ukrivljenosti pri p = 1 enaki %(5 + v 17), pri p = —1 pa

V2
5 (=5 £ V17).
. Dani integral najprej izrazimo kot dvojni integral: 5 Y
// fz,y)dedy, 1L /)b
D
kjer je: |

(glej sliko). Po zamenjavi vrstnega reda se torej dani integral izraza kot:

1 Vi 2 1
/dy/ f(x,y)der/ dy [ f(x,y)dz.
0 y/2 1 y/2

1
(2241)(2+22+5)

. Naj bo:
f(z) =

Iz ocene:
|2|

(Iz]> = 1)(|2> = 2|]z[ = 5) °
ki zagotovo velja velja za |z| > 4, najprej dobimo, da je lim|,|,« 2f(2) = 0. Nadalje
iz razcepa:

2/ (2)] <

(2 + D22 +2245)=(z—i)(z+i)(z+1—2i)(2 + 1+ 2)

dobimo, da ima f $tiri pole stopnje 1, od katerih dva (i in —1+ 2i) lezita na zgornji
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polravnini. Torej je:

/Z f(z)dz = 2mi [Res(f7 i)+ Res(f, 1+ 2@)} _

1
= 2711
)z 1—20)(z + 1+ 20) Z:i+
+ 1
(z4+d)(z—i)(z +1+20))|,__1.o

_ 1 1 B
T \av2i arsi)

3

20
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1. a) O¢itno f slika [0,00) v [0,00). Nadalje velja f'(z) =

Resitve izpita iz matematike 2 z dne 22. 8. 2011

Prakticna matematika

(8+) Za x € [0,00) je
torej —é—g = —3—12 < f'(x) <0, torej je f na tem intervalu res skréitev.

b) Ker je f skréitev, edino resitev zahtevane ena¢be dobimo kot limito kot limito
rekurzivno podanega zaporedja z,,1 = f(x,). Ce postavimo z; = 0, dobimo zapo-
redje priblizkov:

05, 0°3950617, 04141523, 0°4105777, 04112435, 0°4111194,

od koder zakljucimo, da je resitev v predpisani natanc¢nosti 0°411.

. Za kandidate za ekstrem v notranjosti izracunajmo prve parcialne odvode:

of _ af
— =06z — 3, ay

Ox
iz katerih dobimo tocko (1/2,2/3) in izra¢unamo f(1/2,2/3) = —25/12. Na robu
pa gledamo vezani ekstrem z Lagrangeovo funkcijo L(z,y; \) = 322 — 3z + 3y* —
4y — A(z* + y*). Dobimo sistem enacb:

6r —3—2\z =0
6y —4—2\y=0
3;'2 + yQ — 1,
Cigar resitev sta tocki (—3/5,—4/5) in (3/5,4/5). Velja f(—3/5,—4/5) = 28/5 in
f(3/5,4/5) = 2/5. Torej velja:
1 2 25 3 4 28
min f(z,y) = f (—7 —) =—= ax f(x,y)=f <—— ——) = ——

z2+y2<1 2°3 12”7 2—l—yz<1 5

=6y — 4,

. Ploskev je podana v eksplicitni obliki, kar pomeni, da je parametrizirana kar z x in
y. Velja torej:

= (z.y,2°(4 — 1)),

(1023: %)) rel,_y, 0= (1,0,8),
= (0,1, —22%) , ry|9&:1,y:0 = (0,1,0),
od koder dobimo E =65, F =0, G =1 in ¢ EG — F? = 65. Nadalje iz:
r.e = (0,0,8 —2y%), Too|,_,, = (0,0,8),
r., = (0,0,4zy) Toy|,_,, = (0,0,0),
= (0,0, —4x?), ryy\xzyzl = (0,0, —-2)
dobimo [ = —— M = 0in N 2
opb1mo = —F = 1n = ——
V65 V65

LN — M? 16
Gaussova ukrivljenost: K = o - 1%
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4. 7 uvedbo cilindriénih koordinat:

r=rcosp, y=rsing, z=z, J=r

V= /// drdydz =
2<z ex?+y? <3
:/// r>0 ’l“d?"ngdZ:
0<p<2mr

0<2<zem <3
27 e’} 36_T2
:/ dgp/ T/ dzdr =
0 0 212

:27r/ re " dr.
0

S substitucijo t = r? kon¢éno dobimo V = 7r/ e tdt = .
0

dobimo:

A 1 1 d
5. Substitucija z = ", cost = 3 (z + —), dt = ,—Z, nam da:
z iz

2
costdt 1
I::/ —:—,j{ f(z)dz,

o 4dcost—5 1 Jg
kjer je K pozitivno orientirana enotska kroznica, funkcija f pa je definirana po
predpisu:

22+1 2241
fz) = > = :
22(222 —52+42) 2z(2z—-1)(z—2)

Funkcija f ima tri singularnosti, 0, 1/2 in 2. Le prvi dve lezita znotraj enotskega
kroga, zato velja:

I =27 |Res(/,0) + Res(/, )] .

Ker gre obakrat za pol prve stopnje, je:

2241 1
=i = 2
Res(f,0) Z%Zf(z) 2022 —1)(2 —2)|,_, 4’
2+1 5
R =1 —1 = —— - 12
es(f,3) Z_lfl%(z 3) [(2) 42(z — 2) —1/2 12

Sledi I = —7/3.
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Resitve izpita iz matematike 2 z dne 6. 9. 2011

Prakticna matematika

1. Ker je funkcija liha, je dovolj razviti v sinusno Fourierovo vrsto:

flz) = Z by, sin(nx) ,

( ()
— | COS —— — Ccos{(nm
T 2

nim

=

)

kjer je:
s . 2 s .
by, / f(z)sin(nz)dz = — / sin(nz) dx =
0 ™ Jrx/2
oziroma:
2/(nm) ;n=13,5,...
b, =1 —4/(nm) ;n=2,6,10,...
0 n=4,812, ...
7 drugimi besedami,
- 2 (. sin(3z)  sin(bz)
f(z) - (smx—i— 3 + 5 +
4 (sin(4x) sin(8z)  sin(12x)
%( ;T T8 TR
Velja:
(0 = —T
-1 ;—r<z<-7/2
) —-1/2 ;x=—-7/2
flz) = 0 ; —m/2<x<Tm/2
1/2 ;xz=-m/2
1 cT2<z<m
. 0 T T =T
Graf:
@)
. : |
-7 —7/2 /2
14

158

Ne



2. Oglisca: £(0,0) = f(1,0) =0, f(0,2) =2e2? = 0271,
Rob AB: f(z,0) = 0.

Rob AC: f(0,y) =yeY, 0,9)=(1—y)e ¥, f(0,1)=e"!=0368.

d_yf
Rob BC: f(x,2 —2z) = (2 — 2x)e” 2, %f(x, 2 —21) = —2re" 2

Notranjost: f,(z,y) = —ye 0, fy(z,y) = (1 —y) e,
tam ni stacionarnih tock.

Sklep: ¢e z A oznacimo na$ trikotnik, velja:

mAinf:f(x,O):O 0<z<1), rnAaxf:f(O,l):e_l.

3. Najprej izracunamo:

i=(Loa) i=(-Loa). v=(200).
¢ #2 3

Od tod dobimo:

4 2
2

L o o 2
Il = 7 +2¢, rxr=(4, ) i =4+ 5.

torej je fleksijska ukrivljenost enaka:

x| 2

el (1 +262)2

Iz odvoda:
de  2(1 —6t?)

At~ (14 212)3

dobimo stacionarni tocki t = /6, toda le v/6 je v definicijskem obmodju krivulje.
Ker je lim; ,o k = lim;_,oo K = 0, mora biti tam maksimum. Torzijska ukrivljenost
je tam enaka:

(1, F,F) t V6

YT ExER T 1222 169

4. Oznacimo:

2
z
J = /// = drdyds,
K /7% +y?

Prvi nacin: s sfericnimi koordinatami. Po prevedbi na trikratni integral dobimo:

27 1 pr/2 1 w/2 7T2
J:/ / / T3sin20d9drd<p:27r/ r?’dr-/ sin?6df = — .
o Jo J-n/2 0 —n/2 4

Drugi nacin: s cilindri¢nimi koordinatami. Po prevedbi na trikratni integral dobimo:
2 ol Vi—z? 1
J—/ / 22/ drdzdgp-27r/ 22V1 — 22dz
0o J-1 0 -1
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Slednji integral lahko izracunamo na ve¢ nacinov. S substitucijo z = sint se prevede
na:

w/2 T /2 2
J = 27r/ sin®t cos® tdt = —/ (1 —sin(4¢t)) dt = —,
—m/2 4 —m/2 4

lahko pa po upostevanju sodosti uvedemo tudi substitucijo w = z? in dobimo:
r3)° _ =

1 1
J:47r/ 22\/1—22dz:27r/ w1 —w)?=2rB(3,3) =2r =—.
0 0 @ 4

Pri prevedbi trojnega na trikratni integral pa je smiseln Se en vrstni red integracije,
pri katerem dobimo:

2 pl V1-22 An 1
J:/ / / Pdedrdp=— [ (1—7r%)%2dr
o Jo J-vi—r2 3 Jo
in tudi tega lahko izracunamo na enega izmed prej prikazanih nacinov.

. Iz:

0
rot R= | (a+2)(y+2)"
—(a+2)(y+2)*
razberemo, da je polje potencialno natanko tedaj, ko je a = —2. Njegov potencial

je polje u(x,y, z) = .
je polje u(w,y, 2) s
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