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Resitve kolokvija iz matematike z dne 28. 11. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina A

1. Oznacimo:

(n+1)(2n+1)(2n+ 3)
3 :

Velja L(1) = 1243* = 10 = D(1). Privzemimo sedaj, da je L(n) = D(n) (indukcijska
predpostavka), in dokazimo, da je tudi L(n 4+ 1) = D(n + 1). Velja:

Ln):=1"4+3+5+---+(2n+1)*, D(n):=

L(n+1)=L(n)+ (2n +3)*.
Po indukcijski predpostavki je:

Lin+1) = D(n) + (20 + 32 = LHNE DR EI)
(2n + 3)(2n% 4+ 9n + 10)

3 .

+(2n+3)? =

Ker velja tudi:

D(n+1) = (n+2)(2n;r3)(2n+5) _ (2n+3)(2n3+9n+ 10

je zahtevana enakost L(n + 1) = D(n + 1) dokazana, s tem pa tudi nasa trditev.
2. Velja:

| 3n — 2
a, = In
2n+1
in:
(Bn+1)(2n+1) 6n% + 5n + 1

n _n:l - — = > U,
et = = 0 ¥ 3)3n—2) | 6n2+5n— 6

zato je zaporedje narascajoce. Nadalje je:

_ 2 3
lim a,, = lim In T =1In_.
n—oo n—oo 2 —+ > 2
Konc¢no je neenacba:
a In 3 <e
" 2

ekvivalentna sistemu neenacb:

| 3 e < <1 3+5
n— — a, n— .
2 2



Ko vstavimo ustrezna a,, in €, dobimo:

3n—2 9
<In-

0<1
T

in po antilogaritmiranju:
jnz2 9
2n+1 4
Zan € Nje2n+1 > 0, zato se pri mnozenju predznak ohrani. Iz prve neenakosti
dobimo n > 3, iz druge pa n > —17/6. Cleni se torej od limite razlikujejo za manj

kot € od vklju¢éno 4. naprej.

. Uporabimo kvocientni kriterij. Oznac¢imo a,, := x™/n™ in najprej izra¢unamo:

n " N
ntr| _ 1 |z| — (142 ﬂ ‘
an, (n+ 1)n+! n n+1
Ker je (1 + %)_n = 1/e, je lim, ,o |ans1/a,| = 0. Vrsta torej konvergira za vsak
rz e R.
. Ce v ena¢bo vstavimo z = 2, dobimo 2y+6 = 0, torej y = —3. Po odvajanju dobimo:
(322 — 4x)y® + 3(2® — 22%)y%y' + 2y =0,
torej:

, (4o —3a?)y?
v= 3(x3 —222)+2°
Vstavimo = = 2, y = —3 in dobimo 3’ = 54.

Enacba tangente: y = bdx — 111.
. Zaradi elementarnosti je funkcija f zvezna povsod razen morda v —1. Iz:
s

f(=1) = lim f(z)=1, lim f(x)=—=c¢
r——1 r——1 4
r<—1 r>—1
dobimo ¢ = —4/7. Kon¢no iz grafa funkcije:
Yy

od¢itamo Z f = (—2,1].



Resitve kolokvija iz matematike z dne 28. 11. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina B

1. Oznacimo:

4n? -1
L(n) ::1'3+3'5+5'7‘|’"‘+(2n—1)(2n—|—1), D(n) - n( n —l—36n )

Velja L(1) = D(1) = 3. Privzemimo sedaj, da je L(n) = D(n) (indukcijska predpo-
stavka), in dokazimo, da je tudi L(n + 1) = D(n + 1). Velja:

Lin+1)=L(n)+(2n+1)(2n+3).
Po indukcijski predpostavki je:

n(4n® +6n — 1
Lin+1)=D(n)+(2n+1)(2n+3) = ( 3 )
_ An® +18n* +23n+9

3

+(2n+1)2n+3) =

Ker velja tudi:

(n+1)(4n® + 14n +9)  4n® + 1802 +23n + 9

D 1) =

je zahtevana enakost L(n + 1) = D(n + 1) dokazana, s tem pa tudi nasa trditev.

2. Velja:
n—+3

2n —1

a, = In

in:
| (n+4)(2n —1) 2n2+7n—4<
Api1 — A = In =n——F+— :
o (n+3)(2n —1) 2n2 4+ Tn+3

zato je zaporedje padajoce. Nadalje je:

142 1
lim a, = lim In T =In-=-1In2.
Konc¢no je neenacba:
la, +1In2| < ¢

ekvivalentna sistemu neenacb:

—In2—e<a,<—In2+¢.
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Ko vstavimo ustrezna a,, in €, dobimo:

n+3

—2In2 <1 <
hesMy

in po antilogaritmiranju:

1 n—+3
4 < 2n —1
Zan € Nje 2n —1 > 0, zato se pri mnozenju predznak ohrani. Iz prve neenakosti
dobimo n > —13/2, iz druge pa n > 4. Cleni se torej od limite razlikujejo za manj

kot € od vklju¢no 5. napre;j.

<1.

. Uporabimo kvocientni kriterij. Ozna¢imo a,, := n!3" 2" /(2n)! in najprej izra¢unamo:

_ 3lz|(n +1)!(2n)!  3(n+1)|z]

n!(2n + 2)! 2n+1)2n+2)

Qp+1

Qn

Torej je lim,, o |any1/a,| = 0 in vrsta konvergira za vsak = € R.

. Ce v enacbo vstavimo x = —2, dobimo 2y —6 = 0, torej y = 3. Po odvajanju dobimo:
(322 + 4x)y® + 3(2® 4+ 22%)y%y + 2y =0,
torej:
(322 + 4x)y?
(a3 +222) 4+ 2
Vstavimo x = —2, y = 3 in dobimo 3’ = —54.
Enacba tangente: y = —54x + 105.
. Zaradi elementarnosti je funkcija f zvezna povsod razen morda v 1. Iz:

y = —

. ™ .
)=l f) = Te,  lim () = -1
<1 r>1
dobimo ¢ = —4 /7. Kon¢no iz grafa funkcije:

od¢itamo Z f = [—1,2).



Resitve kolokvija iz matematike z dne 9. 12. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina C

1. Oznadimo:

(—1)"n(n+1)
5 :
Velja L(1) = D(1) = —1. Privzemimo sedaj, da je L(n) = D(n) (indukcijska pred-
postavka), in dokazimo, da je tudi L(n + 1) = D(n + 1). Velja:
Ln+1) = L(n)+ (=1)"*(n+1)*.

Po indukcijski predpostavki je:

L(n):=—-1*+2>-3*+...+(=1)"n*, D(n):=

(=1)"n(n + 1)

L(n+1) = D(n) + (=1)""(n+ 1)* = 5 + (=" (n+1)* =
—1)ntt 1 2

_ S0 DDy

in nasa trditev je dokazana.
2. Velja:
ontl 1
a, =In ——
2n
in:
2n+2 -1 2n+2 -1
Qp+1 — Ap :lnm :lnm > 0;

zato je zaporedje narascajoce. Nadalje je:
lim a,, = lim ln(2 — 27") =1n2.
n—o0 n—o0
Kon¢no je neenacba:
la, —In2| <e
ekvivalentna sistemu neenach:
In2—-e<a,<In2+e¢.

Ko vstavimo ustrezna a,, in €, dobimo:

1o 1
m2-Ino <= <n2+h—
S T R TR T)

in po antilogaritmiranju:

20 2ntt—1 11

n- 2 T3
Iz prve neenakosti dobimo 2"*! > 11, kar v naravnih $tevilih velja za n > 3. Iz druge
neenakosti pa dobimo 2" > —5, kar velja za vse n. Cleni se torej od limite razlikujejo
za manj kot ¢ od vkljuéno 3. napre;j.



. . . . .o ve 2 . . . v
3. Uporabimo kvocientni kriterij. Ozna¢imo a,, := n!z"™/2"" in najprej izratunamo:

2+ el _ (n+ Dl
- 2n2+2n+1n! - 22n+1

Ap+1
Gp,

Torej je lim,, o |any1/as| = 0 in vrsta konvergira za vsak = € R.

4. Ce v enac¢bo vstavimo z = 3, dobimo y +1 = 0, torej y = —1. Po odvajanju dobimo:
(322 — 4o — 3)y* + 4(2® — 2% — 32)y%y + ¢/ =0,

torej:
, (32 —da = 3)y’
Yo T — 222 30+ 1

Vstavimo x = 3, y = —1 in dobimo 3’ = —12.

Enacba tangente: y = —12x + 35.

5. Zaradi elementarnosti je funkcija f zvezna povsod razen morda v —1. Iz:

1
f(=1) = lim f(x):§+c, lim f(z) =1
o w1

dobimo ¢ = —1/2. Kon¢no iz grafa funkcije:

od¢itamo Z f = [0, 1].



Resitve kolokvija iz matematike z dne 23. 1. 2009

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina A
1. Ker za —1 <z < 1 velja:

2 3 4

In(1 —p 4z

n(l+z)==x 5 T T~ 4 +oe

velja tudi:
—1)? —1)3 —1)4
lnac:ln(l—i-x—l):(x—l)—(x ) +(m S _ - 4o,

2 3 4

Ceje —1<z—1<1o0z 0<z<2. Iskani polinom je tako enak:

T3(x):(:p—1)—(x_21) +(5”;)1> .

Po izra¢unu dobimo 75(0'9) = 0'1053. Iz formule za oceno ostanka sledi:

Bo(09) < T max |£9(0)].

4! o0.9<e<1

kjer je f(¢) = In&. Ker je funkcija |f4(€)] = 6/¢* za pozitivne ¢ padajoca, velja
maxgg<e<1 |f@(€)] = 6/0°9* in zato tudi:

00001 070001 < 00001

= = 0°00005 .
4.09* 4-06561 — 4-05

|R3(0°9)] <
Iz In0°9 = T5(0'9) + R3(0'9) ter izracunane vrednosti in ocene sledi:
—07105383 < In(09) < —0105283.
Torej na tri decimalke natanc¢no velja In0'9 = —07105.
Opomba. Polinom (x) lahko izra¢unamo tudi kot:

(z—1)*
2

(-1

IAOE

Ty(x) = f(1) + f/(D(z = 1) + f(1)

2. Oznac¢imo z x(t) koli¢ino izotopa *C v vejici ¢ let po tem, ko so vejico postavili v
grob. Diferencialna enacba, ki doloc¢a radioaktivni razpad, je podana z dx = kz dt,
kjer konstante k Se ne poznamo. Ni tezko preveriti, da ima enacba splosno resitev



z(t) = Cef. Ocitno velja z(0) = C, t. j. z(t) = z(0)e*. Po T = 5600 letih je v
vejici le e polovica zadetne koli¢ine izotopa '“C. Torej velja:

iz Cesar po preureditvi sledi:

Zato je:

(t) = 2(0) ™2 = 2(0) (%)UT |

Naj bo s starost groba. Ker je v najdeni vejici le Se 55% zacetne koli¢ine izotopa
1€, mora veljati 0'552(0) = x(s) = x(0)(1/2)*/7. Ce iz enacbe izrazimo s, dobimo:

In 0'55
= 4830 let .
0 0F 830 let

s = T'log; ;5 0'55 = 5600 log; ,» 055 = 5600 -

. Volumen stoZca je enak V = 7r?h/3, kjer je r radij osnovne ploskve, h pa visina
stozca. Ker je stranica stozca enaka 1, po Pitagorevem izreku velja 72 = 1 — h?
oziroma V(h) = wh(1 — h?)/3 = w(h — h3)/3. Seveda je viSina iskanega stozca
nenegativna. Prav tako ni vecja od stranice s = 1. Torej moramo poiskati najvecjo
vrednost funkcije V(h) na intervalu [0, 1]. Ni se tezko prepricati, da velja V(0) =
V(1) = 0, kar se da sklepati iz same oblike pripadajo¢ih “stozcev”. Torej doseze
V' (h) najvecjo vrednost v stacionarni tocki. Iz enacbe V'(h) = 7(1 — 3h?)/3 = 0
dobimo h = i\/g/ 3. Ker je visina vedno nenegativna, je viSina iskanega stozca
enaka h = v/3/3. Iz enacbe r? = 1 — h? izra¢unamo e r = /6/3.

. Najprej poskusimo narisati sliko krivulje r = sin(4¢). Pomagamo si lahko s po-
moznim grafom v polarnem koordinatnem sistemu:

NAN,

> 3x U 5y 3 ITx QPr P
\ 4y 4y 42 4\
\/ \/ \/ \/

1
14

Ce se omejimo na interval [0,27], je r nenegativen le na uniji intervalov [0, /4] U
[7/2,3m /4] U [m, b /4] U [37/2, 7w /4]. Torej bo krivulja definirana le pri kotih iz te
unije. S pomocjo pomoznega grafa lahko narisemo:

10



Ker so vsi stirje “listi” enaki, bo ploscina lika, ki ga omejuje krivulja, enaka:

1 w/4 7r/41_ 8
>/, ; 2 1

. a) Iz sistema enach:

%:e_x(l—xﬂLy?):O,
of -
3y e "y=0

dobimo edino resitev 2 = 1 in y = 0. Torej je (1,0) edina stacionarna tocka in zato
tudi edini kandidat za lokalni ekstrem. Nadalje iz:

&°f
ox?
*f _
oy?
0 f Y
oxdy 2y

=—e (22 +y?),

—2e™ ",

sledi: ) , ,
_Pf >f [ Pf

Ker je (0*f/02*)(1,0) = —e~! < 0, ima funkcija f v tocki (1,0) lokalni maksimum.

2
(1,0)> =2e2>0.

b) Prvi nacin. Ker je izraz e “y? vedno nenegativen, velja f(x,y) = ez — e %y* <
e %z. Ce poiséemo najvedjo vrednost funkcije g(z) = ze™ na celi realni osi, ugo-
tovimo, da je ta vrednost dosezena natanko pri x = 1. Izraz —e ®y? pa je najvedji
natanko tedaj, ko je y = 0. Torej zavzame funkcija f(z, y) najvecjo vrednost (gledano
na celi ravnini R?) natanko v tocki (1,0). Ker tocka (1,0) lezi na nasem trikotniku,

11



bo seveda v njej dosezena najvecja vrednost, ¢etudi se omejimo le na dani trikotnik.

Drugi nacin. Funkcija f lahko na danem trikotniku zavzame najvecjo vrednost le v
stacionarnih tockah ali pa na robu trikotnika. V tocki a) smo izrac¢unali, da ima f
edino stacionarno toc¢ko (1,0) in le-ta lezi v trikotniku. H kandidatom za najvecjo
vrednost takoj dodamo oglisca trikotnika. Rob je dolocen s tremi premicami: x = 0,
y=—1liny=>5—x. Velja:

d
FO.y) = —y*, 3 Oy =2 =0 zay =0,
fle, =) =e"(xz—1), %f(x,—l):e_x(Q—x):O zax =2,

f(z,5—2)=—e“(2* — 11z + 25),

d
d—f(x,—l):e_z(x2—13x+36):0 zax=4inx =09.
x

Tako se kandidatom (0, —1), (6,—1), (0,5) in (1,0) za globalni maksimum pridruzita
Se (2,—1) in (4,1) (tocka (9, —4) ni v definicijskem obmodju). Ni tezko preveriti, da
je najvecja vrednost f(1,0) =1/e.

Opomba. Kandidate za ekstreme na robovih lahko pois¢emo tudi s pomocjo vezanih
ekstremov. Tako npr. za rob = 4+ y = 5 nastavimo sistem 0F/dz = 0, 0F/Jy = 0 in
x4y =>5, kjer je F(x,y) = f(x,y) — Ma +y — 5). Dobimo toc¢ki (4,1) in (9, —4).
c) Najprej opazimo, da za z > 1/e = f(1,0) ni nivojnic (v tocki (1,0) je globalni
maksimum). Nivojnice se razlikujejo glede na to, alije 2 =0, 2 <0o0z. 0 <z < 1/e
(pri z = 1/e se nivojnica stisne v tocko).

12
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Resitve kolokvija iz matematike z dne 23. 1. 2009

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina B

1. Spomnimo se formule:

(a+2)"=a™+ (7711) a™ tr+ (7721) a" Pt

ki velja za @ > 0 in || < a. Pri m =1/2 in a = 1 tako dobimo:

Vi=00+z-1)"2=1+ (1{2)@—1)—1— (1é2>(x—1)2+~--,

brz ko je |z — 1| < 1. Iskani polinom je tako enak:

Tg(x):1+(1{2)(x—1)+ (1é2)(x_1)2:1+(x;1) - (:v—81)2. ()

Po izra¢unu dobimo 75(1°1) = 1°04875. Iz formule za ostanek sledi:

13
R(UD)] < S mas | £9(0)]

1<e<1.1

kjer je f(¢) = /€. Ker je funkcija f©®) (&) = 3/(8¢°/?) za pozitivne ¢ padajoca, velja
maxi<e<11 | [ (€)| = 3/8 in zato tudi:

0001
|R2(1'1)| < T = 070000625 .

Iz v/1'1 =T5(1'1) + R3(1'1) ter izraGunane vrednosti in ocene sledi:
10486875 < v1'1 < 1°0488125.

Torej na tri decimalke za piko natanc¢no velja /11 = 1°049.

Opomba. Polinom (%) lahko izra¢unamo tudi kot:

(¢ -1

Bo(z) = f(1) + [ = 1) + /(1) =

2. Oznadimo z z(t) koli¢ino izotopa ¢ v vejici t let po tem, ko so vejico postavili v

grob. Diferencialna enacba, ki doloc¢a radioaktivni razpad, je podana z dxr = kx dt,
kjer konstante k Se ne poznamo. Ni tezko preveriti, da ima enacba splosno resitev

14



z(t) = Cef. Ocitno velja z(0) = C, t. j. z(t) = z(0)e*. Po T = 5600 letih je v
vejici le e polovica zadetne koli¢ine izotopa '“C. Torej velja:

iz Cesar po preureditvi sledi:

Zato je:

w(t) = 2(0) ™2 = 2(0) (1>t/T |

2

Naj bo s starost groba. Ker je v najdeni vejici le Se 59% zacetne koli¢ine izotopa
¢, mora veljati 0°592(0) = z(s) = 2(0)(1/2)T. Ce iz enacbe izrazimo s, dobimo:

In 0°59

=T1 0°59 = 56001 0°59 = 5600 -
S 081/2 081/2 o5

= 4263 let .

. Ploscina pravokotnika je enaka p = ab. Ker je radij polkroga enak 1, po Pitagorevem
izreku velja (%)2 + 0% = 1 oziroma a® = 4 — 4b* oziroma p(b) = bv/4 — 4b2. Seveda
bo plos¢ina najvecja natanko tedaj, ko bo kvadrat plos¢ine najvecji. Torej lahko

obravnavamo kar funkcijo P(b) = p(b)? = b?(4 — 4b?) = 4b*> — 4b*. Seveda mora
biti dolzina stranice b nenegativna. Prav tako ne more biti vecja od samega radija
polkroga, ki je enak 1. Zato moramo poiskati najvecjo vrednost funkcije P(b) na
intervalu [0, 1]. Ni se tezko prepricati, da velja P(0) = 0 = P(1), kar se da sklepati
iz same oblike pripadajoc¢ih “pravokotnikov”. Zato doseze P(b) najveéjo vrednost v
stacionarni tocki. Iz enacbe P’(b) = 8b— 160> = 0 dobimo b; = v/2/2, by = —v/2/2 in
bs = 0. Druga vrednost je negativna, tretja vrednost pa je nicelna. Torej je stranica
b iskanega pravokotnika enaka b = \/5/2 Iz enacbe a? = 4 — 4b* izra¢unamo Se
a=+2.

. Najprej poskusimo narisati sliko krivulje r = —sin(4¢). Pomagamo si lahko s po-
moznim grafov v polarnem koordinatnem sistemu:

/\ /\ 7f_7(7_27r80
\/4 / 2/
1+

Ce se omejimo na interval [0, 27 , je r nenegativen le na uniji intervalov [r/4, 7 /2] U
[37/4, 7| U [57/4,3m /2] U [Tm/4,27]. Torej bo krivulja definirana le pri kotih iz te
unije. S pomocjo pomoznega grafa lahko narisemo:

15



Ker so vsi stirje “listi” enaki, bo plos¢ina lika, ki ga omejuje krivulja, enaka:

1 /2 /2 1 —
5:4-—/ (—sin(4go))2d30:2/ Mdgpzz.
2 w/4 w/4 2 4

. a) Nalogo poskusimo najprej resiti na obic¢ajni nacin. Iz sistema enacb:

of - 4

- = — x 1— =
B efl—xz+4+y") =0,
af _ —x, 3 _

a—y—Be Yy =0

dobimo edino resitev x = 1 in y = 0. Torej je (1,0) edina stacionarna tocka in zato
tudi edini kandidat za lokalni ekstrem. Nadalje iz:

0? 3
&ézex@—w+f%
o
% = 12y26_z,
Yy
0? ﬂ
Oz gy =y

sledi: ,
0 f 0 f 0 f
H(1,0) = —(1,0) - =—(1,0) — 1,0 =0.
0= 5200 FLa.0 - (5 10.0)
Kot vidimo, z obic¢ajnim postopkom ne pridemo do konca. Pomagamo si lahko na
vsaj dva nacina.

Pruvi nacin. Ker je izraz y'e™® vedno nenegativen, velja f(z,y) = y'e™ — ze™® >
—xe~®. Ce pois¢emo najmanjso vrednost funkcije g(x) = —ze~* na celi realni osi,
ugotovimo, da je ta vrednost dosezena natanko pri v = 1. Izraz y*e~* pa je najma-
njsi natanko tedaj, ko je y = 0. Torej zavzame funkcija f(x,y) najmanjSo vrednost
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(gledano na celi ravnini R?) natanko v tocki (1,0). To pomeni, da je v tocki (1,0)
globalni (in seveda tudi lokalni) minimum.

Drugi nacin. Uvedemo novo neodvisno spremenljivko ¢t = ¢* in i8¢emo lokalne eks-
treme funkcije g(z,t) = f(x,y) = (t* — z)e ®. Iz ugotovitev za funkcijo f sledi, da
je dovolj gledati Hessejevo determinanto pri x = 1 in £ = 0. Velja:

o°f
0x?
0% f _z
o
o*f B
oxdy

=e (2 —x+1t%),

—2e "y,

torej je:

_ Py 0%g &g P

Ker je (0%g/0t?)(1,0) = e7! > 0, ima funkcija f v tocki (1,0) lokalni minimum.

b) Prvi nacin. Ce smo pri tocki a) opazili, da je v (1,0) globalni minimum, smo ze
koncali, saj dobljena tocka lezi v nasem kvadratu.
Drugi nacin. Funkcija f lahko na danem kvadratu zavzame najmanjso vrednost le

v stacionarnih tockah ali pa na robu kvadrata. V tocki a) smo izrac¢unali, da ima f
edino stacionarno tocko (1,0). H kandidatom za najmanjSo vrednost takoj dodamo

oglisc¢a kvadata. Rob je dolocen s Stirimi premicami: z =0, x =2, y=—1iny = 1.
Velja:
4 d 3
fOy) =y, @f((),y)zﬁly =0 zay =0,
d
f2y) = (" —2)e?, 4! BY) = de™y’ =0 zay =0,
d
flz,=1)=(1—xz)e™ ", d—f(ac,—l):(x—Q)e_I:O zax =2,
x
flz,1)=(1—xz)e™ ™, dif(x,l):(x—Q)e_z:O zaxr =2,
T

Tako se kandidatom (0, —1), (0,1), (2,—1), (2,1) in (1,0) za globalni minimum pri-
druzijo Se (0,0), (2,0), (2,1) in (2, —1). Ni tezko preveriti, da je najmanjsa vrednost
f(1,0) = —1/e.

c) Najprej opazimo, da za z < —1/e = f(1,0) ni nivojnic (v tocki (1,0) je globalni
minimum). Nivojnice se razlikujejo glede na to, alije z =0, 2 > 0o0z. —1/e <2z <0
(pri z = —1/e se nivojnica stisne v tocko).
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Resitve izpita iz matematike z dne 18. 2. 2009

Farmacija — univerzitetni studij

1. Df = (0.€)Ule,00), Zf =R\ {~1}.
Nicla: x =1/e, pol: x =e, lim,o f(x) =—1, asimptota: y= —1.
2
/ R
fla) = (1 —Inz)?
Funkcija narasca na vseh intervalih, kjer je definirana. Graf:

2. Oznacimo s T temperaturo caja, s Ty = 20°C temperaturo okolice, s 17 zacetno
temperaturo Caja, s T, pa temperaturo ¢aja po casu t; = 1 h. Tedaj temperatura
zados¢a diferencialni enacbi dT' = ¢(T — Tp) dt, ki ima reSitev T = Ty + ke, Iz
podatkov izraéunamo k =T} — Ty in ¢ = i In %%;g Sledi:

T, —To)t/“

T:TO+(T1—TQ)(T T
1 — 40

Ce vstavimo ¢t = 3 h, dobimo T = 456°C.
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3. Iz Lagrangeove funkcije za pripadajoci vezani ekstrem:
F(z,y,t) =sinxsiny —t(x +y — )

dobimo enacbe F, = coszsiny —t =0, F, = cosysine —t =0, F;=ov+y—7=0.
Po nekaj racunanja dobimo sin(2z — 7) = 0. Resitve so torej z = (1 + k)7/2 in
y = (1 — k)m/2. Oboje je strogo pozitivno le za k = 0, torej ekstrem nastopi pri
r=y=m/2.

Opomba. Nalogo lahko resimo tudi z iskanjem ekstrema izraza f(x, 7 — z) = sin® x.
4. l:/ \/r2+7"’2d90=/ \/66‘9+9669"d30=\/1+—9/ e dyp =
0 0 0

V10 _390‘00 V10
——e = —.
3 0 3

5. Iz kvocientnega kriterija dobimo, da vrsta za z < 0 konvergira, za x > 0 pa divergira.

Za x = 0 vrsta konvergira po Leibnizevem kriteriju.
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Resitve izpita iz matematike z dne 11. 3. 2009

Farmacija — univerzitetni studij

1. Ozna¢imo D(n) = 11" 4 12*»~1 O¢itno je D(1) = 133 deljivo s 133. Pri induk-
cijskem koraku z n na n + 1 lahko indukcijsko predpostavko formuliramo tako, da je
D(n) = 133k za neki k € Z, ker je ekvivalentno 11" = 133k — 122!, Velja:

D(n+1) = 11" + 122"+ =
=11-11"" 4144 - 122771 =
= 11(133k — 12*"71) + 144 - 122" =
= 11-133k + 133 - 12>,

kar je gotovo deljivo s 133. S tem je dokaz zakljucen.

ydy 4dx 1 1 1. 1+9° x—2
= = — dz, —1In =In
14+9y2 22-—-4 r—2 x+2

2 C x4 2
x—2 2
Splo$ Sitev: y = +4/C —1
plosna resitev y <$—|—2)

—92\?
Partikularna resitev: y = —\/ 2 (m ) —1
T+ 2

3. Iz f'(z) = 2z(1 — ¢*~") dobimo, da funkcija naras¢a na intervalih [~2,0] in [2, 00),
pada pa na intervalih (—oo, —2] in [0,2]. Pri z = —2 in = 2 je lokalni minimum,
pri x = 0 pa lokalni maksimum. Graf:
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4. Opazimo, daje a, =1+ g, + ¢ + -+ ¢* 1, kjer je ¢, = 1L Torej je:
1—q" n+1 (1)
an = = —_ )
1—q, 2n+1 (1+1)
+1
Stekalisc¢i sta dve, in sicer ¢ 5
e
0 0
5. 8_£ = 2" —2(x —y), a—]yc =2(x —y).
Stacionarna tocka: 7°(0,0).
0 f 2 0% f o f
= =2+ 4rHe" —2, =2, ——==-2
Ox? (2+4a%)e T Oxdy T Oy?
V edini stacionarni tocki je 9% f/0z* = 0 in H = —4, torej tam ni ekstrema.
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Resitve izpita iz matematike z dne 20. 5. 2009

Farmacija — univerzitetni studij

1. Iz:
flx) =V, f(25) =5,
/ 1 / o i
1 1
f'(x) = T f7(25) = ~E00
_ _ oE\2
dobimo Ty(z) =5 + - 1025 - (xlo(?s)

Od tod pride priblizek v/24 ~ T5(24) = 4'899.
Vse decimalke so to¢ne, natanc¢nejsi priblizek: 4'8989794855663561964.
2. Grafa:

y=f(z)

-— == y=g(z) 3T

Ker je lim, , . f(z) = 0, obstaja tak m, da za vsak © < m velja —1 < f(z) < 1.
Ce je torej k celo §tevilo in z = 2km < m, je g(x) = 1 in zato g(z) — f(z) > 0. Za
r = (2k+ 1) < m pa je g(x) = —1 in zato g(z) — f(z) < 0. Zaradi zveznosti ima
potem ena¢ba f(z) = g(z) vsaj eno resitev na intervalu (2km, (2k + 1)m). Ker je
takih intervalov na negativni polosi neskon¢no mnogo, ima enacba neskon¢no mnogo
negativnih resitev.

3. Nivojnice:
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Pois¢imo Se tocko na ravnini, ki je najblizje tocki A. Njeni koordinati = in y sta tam,
ker funkcija:
flay)=(@-20"+@y -2+ (@+y—2)°

doseze minimum (vzeli smo kvadrat razdalje, da je manj ra¢unanja). Iz parcialnih

odvodov:
af af

— =4 2y — 8 — =2 4y — 8
I T+ 2y ) ay T+ 4y

dobimo x = y = 4/3. Iskana tocka je torej 7'(4/3,4/3,8/3).

Najblizjo tocko pa lahko pois¢emo tudi bolj geometrijsko, kot presecisce ravnine 7 in
premice, ki gre skozi tocko A in je pravokotna na ravnino. Ker ima ravnina normalni
vektor 7 = (1,1, —1), ima premica parametri¢no enacbo x =y = 2 +t,z = 2 — ¢.

Ko to vstavimo v enac¢bo ravnine z = z + gy, dobimo ¢t = —2/3 in od tod =z = y =
4/3,2 =8/3.
. Po locitvi spremenljivk dobimo:
d
A g
y(1—y)

kar se zintegrira v:
Injyl—Injly—1=z+C.

Iz zacetnega pogoja dobimo C' = In2. Integrirali smo lahko tam, kjer se predznak
koli¢in y in y — 1 ne spremeni, torej dobimo:

Y
y—1

In =rz+n2, y>1

24



in od tod:
2e”

2er —1
Dobljena funkcija ima pol pri = —In2, kar pomeni, da je resitev diferencialne
enacbe za dani zacetni pogoj definirana le za > — In 2. Tam sta Stevec in imenovalec
pozitivna, Stevec pa je vecji od imenovalca, torej je res y > 1. Velja pa
lim, 00 y(x) = 1.

5. Velja:

y:

—295
/ \/ 1_332 dx:

1/2
:—$+ln|x+1|—ln|x—1|‘ =
0

1
—In3— =,
n3 )
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Resitve izpita iz matematike z dne 27. 8. 2009

Farmacija — univerzitetni studij

1. Najprej uporabimo kvocientni kriterij. Racunajmo:

Any1| _ lim dn +1

n—oo 4dn — 3

lim

n—0o0

(x—1)* = (z —1)%.

Qp

Torej vrsta za (z — 1)® < 1 konvergira, za (xr — 1)> > 1 pa divergira. Vrsta torej
zagotovo konvergira za —1 < z — 1 < 1 oziroma za x € (0,2). Podobno dobimo, da
vrsta zagotovo divergira za x € (—00,0) U (2,00). Preostane nam le Se primer, ko je
(r —1)> = 1 oziroma z € {0,2}. Za ta primer pa ima vrsta obliko:

o0

1
Z:471—3

n=1

in uporabimo primerjalni kriterij: ker za n > 2 velja 1/(4n—3) > 1/(4n) in ker vrsta
> o, 1/n divergira, tudi nasa vrsta divergira. Sklep: vrsta konvergira natanko za
x € (0,2).

2. Funkcija je definirana za vse x € R. Najprej pois¢imo stacionarne tocke in razis¢imo
obnaSanje v neskonc¢nosti. Iz f'(x) = (22 + x — 2)e® = (x + 2)(z — 1)e® dobimo
stacionarni toc¢ki x = —2 in # = 1. Obnasanje v okoliskih tockah in v neskon¢nosti
je razvidno iz naslednje tabele, na podlagi katere tudi nariSemo graf:

x f(z) | Opomba

—00 2

—2 [5e 2 4+2| >0, stac. tocka
0 1 >0
1 2—e < 0, stac. tocka
2 e? +2 >0

00 00

Pri lociranju nicel izkoristimo, da ima zvezna funkcija med tockama, kjer se predznak
zamenja, vsaj eno niclo, in Se to, da odvedljiva funkcija med zaporednima stacionar-
nima tockama le narasca ali pa le pada. Tako dobimo, da ima funkcija dve nicli, in
sicer0 <z <1linl <xy < 2.
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3. Velja:

1 3
= ——dx.
Vv 7T/0 1) T

S substitucijo t = 22 + 1, dt = 22 dz dobimo:

T (2t—1 T [? 1 9 T 1\ |? In2 1
—_ — _ — 1t = — 1 —_ et —_— -
V 2/1 " dt 2/1(15 t7°)dt 2<nt—l—t)1 7T<2 4)
4. Velja:
O L, 0w, 1,
o (z+y)? dy (z+y)?

Iz 0f /0x = 0 dobimo 1/(x + y)? = €*¥. Ko to vstavimo v df/0y = 0, dobimo
2—2e"Y =0, torej Y =1, torej x —y = 0, torej x = y. Ko to vstavimo v
df/0x = 0, dobimo (2x)? = 1, od koder dobimo z = :I:%7 torej sta stacionarni tocki
Ty (l l) in TQ(—%, —1). Za klasifikacijo izracunajmo Se druge parcialne odvode:

22 2
0? 2 2 2 2 2
or?  (x+y)? ordy (v +vy)? o2 (r+y)?
11 . 31 .. L
VT (5, 5) dobimo H = 1 3= 8, torej je tam lokalni minimum.
. -1 -3 . .
\Y Tl(—%, —%) pa dobimo H = 3 1T —8, torej tam ni ekstrema.

5. Ce z v oznac¢imo hitrost, s ¢ pa ¢as, iz zveze med pojemkom in hitrostjo dobimo:

dv dv
— = —kv®., —=—kdt. —==c—kt.
dt T2 ’ v ¢
Ko vstavimo ¢t = 0,v = 20 in 8e t = 5,v = 15, po nekaj ra¢unanja dobimo ¢ = —1/20
1
in £ =1/300, torej v = 4——. Prit = 10s je torej v = 12 km/h.
20 " 300
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Resitve izpita iz matematike z dne 17. 9. 2009

Farmacija — univerzitetni studij

1. Po kvocientnem kriteriju ugotovimo, da vrsta konvergira, brz ko je | cos x| < 1, torej
takrat, ko ni x = k7 za noben k € Z. Po Leibnizevem kriteriju vrsta konvergira, ce
je cosx = —1, kar veljaza v = (2k + )7, k € Z. Zacosz = 1, t. j. © = 2km, k € Z,
vrsta divergira, saj je tedaj enaka harmoni¢ni vrsti.
Sklep: vrsta konvergira natanko tedaj, ko = pripada kateremu od intervalov
(2km, 2k + 1)7], k € Z.

2. Iz lim, ,.. f(z) = 0 sledi, da ima funkcija asimptoto y = 0.
f(x) = (322 — 22%)e ™™,
Funkcija naraséa na [—+/3/2,/3/2], pada pa na (—o0o, —+/3/2] in na [\/3/2, c0).

Pri x = —1/3/2 je lokalni minimum, pri x = 1/3/2 pa lokalni maksimum. Graf:

dyn Yu C
—— =tgadr, In=—= = —Incosx, yg = .
YH C cos T

Partikularno resitev y = sin x lahko uganemo ali pa uporabimo variacijo konstant, iz

katere dobimo C’(z) = cos(2z), torej C(z) = L sin(2z) + D = sinz cosz + D.

Splosna resitev: y = sinx + :
cos

1
COST

Resitev, ki zadosca zacetnemu pogoju: D =1, y =sinz +

4. Ce naso limito ozna¢imo z L, najprej velja:

L:,}E’E}o [—x n—nln(l—%)} )

Prvi nacin. Uporabimo Taylorjev razvoj:

. xXr .ZC2 ,ZUQ .ZUQ
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Drugi nacin. Zapisemo:

ter po uporabi L’Hopitalovega pravila in ureditvi dobimo:

2 2
L=lm —— = ”%
n—oo X
2 (1 =)
of af
R PSS S| 2y AP
o~ g, T+ 4y
Stacionarne tocke: 77(0,0), To(—1,—1) in T5(1,1).
0*f 0*f 0*f
2192 = —4, —— =12¢? H = 1442%y* — 16.
o2 o Ox Oy T Oy? 4 oy
V T) je H= —16, zato tam ni ekstrema.
2
V T, in T5 pa je H = 128 in % = 12, torej gre za lokalni minimum.
x
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Resitve kolokvija iz matematike z dne 16. 1. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina A

1. Oznacimo:
(3n — 1)4n+!

5 .
Ker je L(1) = 4 in D(1) = 16/9, je o¢itno L(1) > D(1). Privzemimo sedaj, da je
L(n) > D(n) (indukcijska predpostavka), in dokazimo, da je tudi L(n+1) > D(n+1).
Velja:

Ln):=1-4+2-42+3-4+...4+n-4", D(n):=

Ln+1) = L(n)+ (n+1) -4,
Po indukcijski predpostavki je:

(12n +8)4™  (3n 4 2)4n+?
9 N 9 ‘

Lin+1)>D(n)+ (n+1) 4" =

Ker velja tudi:
(3n + 2)4m+2

9 Y
je zahtevana neenakost L(n + 1) > D(n + 1) dokazana, s tem pa tudi nasa trditev.

Dn+1) =

2. Ce je x < —5, se nasa neenacba prevede na:
—2* —5x <6
(x+2)(z+3)>0
r<-—-3aliz> -2
kar nam da delno resitev x € (—oo, —5|.

Ce pa je © > —5, se nasa neenacba prevede na:
2® +5x <6
(x+6)(x—1)<0

—-b<zr<l1

kar nam da delno resitev x € [—5,1).

Koncna resitev je torej x € (—oo, 1)

-3 2
3. a) lim(n—vn?>—3n+2) = lim ~ — (-S4 2) = lim
n—00 n—oo n4++/n2 —3n—+2 n~>ool+ / 3 %

n _ Al _ 1 -1
b) lim <2 1) = lim %:%:e—lﬁah tudi
n—oo _'__




2”457 T anys

-1\ 6\ °¢ 1
lim = lim 1— = —.
n—oo \ 2" + 5 n—00 2n L 5 eb
371
. Oznacimo a, := ————. Najprej uporabimo kvocientni kriterij. Izracunajmo:
z"(n® +n)
. _ 3(n3+n) 3
g = lim = lim = —.

Od tod sklepamo, da vrsta konvergira za 3/|z| < 1 oz. za |z| > 3, divergira pa za
3/|z] <1 o0z. za |x| > 3. Za x = +3 pa je:

T |an| < = (1)
ap = ) Qp, )

n3+n n3

torej vrsta konvergira po primerjalnem kriteriju (za x = —3 lahko uporabimo tudi

Leibnizev kriterij).
Torej vrsta konvergira za « € (—oo, —3] U [3, 00).

. Zaradi elementarnosti je funkcija f zvezna povsod razen morda v 0. Izra¢unajmo:

(0) = lim f(a) = 1,
<0

. (1 +a%?)
igféf(@—iﬂ% 2

G ) . N . In(1+¢ .
S substitucijo t = a22? dobimo, da je slednja limita enaka Pna azM = a2, torej
—5

je naga funkcija zvezna natanko tedaj, ko je a?> = 4 oziroma a € {—2,2}.
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Resitve kolokvija iz matematike z dne 16. 1. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina B

1. Oznacimo:
(2n — 1)3"H!

1 .
Ker je L(1) = 3 in D(1) = 9/4, je o¢itno L(1) > D(1). Privzemimo sedaj, da je
L(n) > D(n) (indukcijska predpostavka), in dokazimo, da je tudi L(n+1) > D(n+1).
Velja:

Ln):=1-3+2-32+3-3+---+n-3", D(n):=

Lin+1)=L(n)+ (n+1)-3"".
Po indukcijski predpostavki je:

(6n+3)3"""  (2n+1)3"+?
4 N 4 '

Lin+1)>D(n)+ (n+1)-3" =

Ker velja tudi:
(2n + 1)3m+2

4 Y
je zahtevana neenakost L(n + 1) > D(n + 1) dokazana, s tem pa tudi nasa trditev.

Dn+1) =

2. Ce je x < 5, se nasa neenacba prevede na:
—2? 452 <6
(x—=2)(x—=3)>0
r<2aliz >3

kar nam da delno resitev x € (—o0,2) U (3, 5].

Ce pa je v > 5, se nasa neenacba prevede na:
r? —5r <6
(x—6)(x+1)<0
-l<z<6

kar nam da delno resitev x € [5,6).

Koncéna resitev je torej = € (—o0,2) U (3,6).

dn + 3 — 4-3
3. a) lim (Vn®+4n+3 — )—hmn oy n)—hm = 2.
n—00 n—=o0o\/n2+4n+3 —n n—00 /1+ + +1

n __ 2 3n 1 — ln 3" —2 1
b lim (2 = lim % =S = ali tudi
n—oo \ 3" + 4 n—00 (1 + ;in) et e
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3" 447 T304

I i . A 1
1m = l1m — = —.
n—oo \ 3" + 4 n—00 3"+ 4 e
. (—2x)" . . L L
. Oznacimo a,, := . Najprej uporabimo kvocientni kriterij. Izracunajmo:

-1

g = lim | 22| = —2z(yn—1) = 9)x].
n—oo | Qy, n—00 vn+1-—1

Od tod sklepamo, da vrsta konvergira za 2|x| < 1 oz. za |z| < 1/2, divergira pa za
2|z| <1 oz. za|z| >1/2. Za x = 1/2 dobimo:

Ly

Ni tezko preveriti, da absolutne vrednosti ¢lenov vrste tvorijo padajocCe zaporedje z
limito ni¢, torej vrsta konvergira po Leibnizevem kriteriju. Za = = —1/2 pa dobimo:

(2)

ATV “)

torej vrsta po primerjalnem kriteriju divergira.
11
—303l:
. Zaradi elementarnosti je funkcija f zvezna povsod razen morda v 0. Izra¢unajmo:
£(0) = lim f(z) =9,

r—0
<0

Ay —

Torej vrsta konvergira za = € (

. _In(1+ a%?)
ig@f(x)—i% 2

In(1+1¢)

S substitucijo ¢t = a22? dobimo, da je slednja limita enaka Pm a’ = a?, torej

—0
je nasa funkcija zvezna natanko tedaj, ko je a®> = 9 oziroma a € {—3,3}.
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Resitve kolokvija iz matematike z dne 5. 4. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina A

1. Oznacimo y; = az e** in y, = 6az e**. Krivulji se sekata pri z = 0. Iz
Y, = a(l+ 2x)e* Yo = 6a(l + 2z)e*

izra¢unamo ki = y(0) = a in ke = y5(0) = 6a. Krivulji se sekata pod kotom 45°, ¢e
je:

ko — ko
———| =tg45°
’ 1+ k| 0 ©
oziroma olal =1,karjeres pria=+1 ina=+1
1 + 6a? ’ 2 3
2. Oznacimo s h = 16 m visino plakata, z y = 2 m
visino spodnjega roba plakata glede na nase o¢i,
z x pa naso oddaljenost od zidu (glej sliko). Kot
©, ki mora biti maksimalen, je ugodno izraziti s
funkcijo arkus kotangens:
tg — tg f
= arcctg —— — arcctg — .
2 g U+ h g ”
Ce odvajamo po x, po nekaj ra¢unanja dobimo:
de yh(y + h) — ha?
dz (2 +22)((y+h)?2+2?2)
od koder sledi, da je kot maksimalen pri x = y
Vy(y+h)=6m. m
Tx ..............
!
3. Df =R, Zf=][0,1/e], nicla: z=0.
22(1 — In(1 + 22
Iz f'(x) = ( ( ) dobimo stacionarne totke r = —y/e—1, x = 0 in
(14 22)?
r=+e—1

Funkcija narasca na (—oo7 —+e — 1| in na [O, Ve — 1), pada pa na [—\/e -1, 0} in
na [\/e — 1,00). Pri z = 0 je globalni minimum, pri z = £+/e — 1 pa je globalni
maksimum. Graf:
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(6 + 2%)sinz — 6z

e : -
6 1\ 5,
120 6 7
= lim = ——
z—0 xd 60
-1 2d
a) S substitucijo t = T A= Y dobimo

z+1 (z+1)%

/\/I_1 \fdt oI it 3/2+O
41 (z+1)2 3 3 \z+1 ‘

b) Z razélenitvijo ulomka dobimo:

2 1
/wdx: .
22+ 3

T

In(z” + 3)

36
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Resitve kolokvija iz matematike z dne 5. 4. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina B

1. Oznacimo y; = axe™* in yy = 6ax e~ *. Krivulji se sekata pri x = 0. Iz:

—x

vy =a(l—z)e ™, y2 = 6a(l — z)e”

xT

izra¢unamo ki = y(0) = a in ke = y5(0) = 6a. Krivulji se sekata pod kotom 45°, ¢e
je:

ko — ko
———| =tg45°
’1+kz1k2 &
oziroma olal =1, kar je res pri a = £1 in a = £1.
1 + 6a? 2 3

2. Ce s h = 12 m oznadimo visino plakata, z y = 4 m visino spodnjega roba plakata
glede na nase o¢i, z r pa naso oddaljenost od zidu, tako kot pri skupini A dobimo,
da je kot maksimalen, ¢e je z = \/y(y + h) = 4 m.

3. Df =R, Zf=[2-¢,).

Iz f'(z) = 2z(In(1 4+ 2°) — 1) dobimo stacionarne totke = = —y/e— 1, z = 0 in
r=+ve—1.

Funkcija narasca na [—\/m, 0} in na [\/m, oo), pada pa na (—oo, —\/m}
in na [0, \/ﬁ) Pri # = 0 je lokalni maksimum, pri + = ++/e — 1 pa globalni

minimum. Graf:
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1
——4 )zt + ..
| <6 )‘”+ 23
= lim =
z—0 1’4 6
1 2d
a) S substitucijo t = i, dt = ——x, dobimo:
x—1 (x —1)2
z+1 1 t3/2 1(r+1
—— tdt =——+-+4+C = —=
/\/x—lx—l 2/‘[ 5 " 3\z—1
b) Z razclenitvijo ulomka dobimo:
2 _
/x—de: T 3 V-
x? + 2 r? +2 :1:2~|—2
T
:x—l——ln(x +2) — —arctg — +
\f V2
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Resitve kolokvija iz matematike z dne 24. 5. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

1. & =4el, §y=2—2e%,
1 1 1

l:/ \/x'2+y2dt:/ \/4+862t+464tdt:/ (242¢€")dt =
0 0 0

= (2t +e¥)|, =€+ L.
2. Skica obmocja, ki se zavrti okoli osi x:

w/2 4
V = 7r/ <Sin r— =T
0 T
_ (mx sin(2z)  4a®
S\ 2 4 3
3. Y

Skupina A

2) o /Ow/z (71'(1 - (:208(2m)) - g) .

Oglisci: f(—3,0) = f(3,0) = 0.
Roby=0, -3 <z <3: f(z,0) =0.
Roby=9—22 -3 <z<3:

f(x,9 —2%) = 2(9 — z?)%

— f(x,9 — 2*) = 4z(2* — 9), v notranjosti roba
x
(0

je tocka (0,9) in f(0,9) = 162.
0] 0

Notranjost: —f = —2uxy, —f =2y —2°+9,
ox dy

od koder dobimo tocke (0, —9/2), (—3,0) in
(3,0), ki niso v notranjosti.

Torej je mDinf = f(z,0) =0 (za =3 <2 <3)in
mgxf = f(0,9) = 162.
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4. Oznacimo s 1" temperaturo vode ob danem casu ¢, s T} = 10°C zacetno temperaturo
vode v posodi, s T, = 30°C temperaturo v sobi, s T3 = 20°C pa temperaturo vode
ob casu t3 = 1 h. Ker je toplotni tok sorazmeren z razliko temperatur, velja:

AT = —k(T — Ty) dt.

Po lo¢itvi spremenljivk dobimo:

dr
= —kdt
T —1T5 ’
kar se zintegrira v:
T-1T,
| = —kt
e
oziroma:
T=T,—Ce*.

Ker je temperatura ob ¢asu t = 0 enaka T, je C' =T, — T;. Odvisnost temperature
od casa je tako dolocena s formulo:

T="T,— (T, —Ty)e ™,
Ker pri t = T3 velja T' = T, velja:
e_ktg o T2 - T3

-1

torej je:

B—nym

T:TQ— (T2_T1) (e—k‘tg)t/t?, :TQ— (T2_T1) (T -
27— 41

Ko vstavimo konkretne stevilke iz naloge, dobimo, da temperatura ¢ez dve uri znasa
25°C.

5. Iz karakteristicne enacbe \? + 2\ — 3 = 0 z reSitvama \; = 1 in Ay = —3 dobimo:
yg = Cr e’ + Cye ™.

Desna stran enacbe izpolnjuje pogoje za nastavek z nedolocenimi koeficienti, a se
prekriva z yg, zato je treba nastaviti:

yp = Az e”.
Ker je y} + 2y — 3yp = 4A€”, je A = 1/4. Splosna resitev nase enacbe je tako:

Yy = <%+Cl> ex+02€73x.
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Resitve kolokvija iz matematike z dne 24. 5. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

Skupina B

1.‘j3':—2€t/2, yzl—e_t,

1 1 1
zz/ \/¢2+92dt:/ \/1+2e—t+e—2tdt:/ (14 ") dt =
0 0 0

—\ |1 1
= (- =2
2. Skica obmocja, ki se zavrti okoli osi x:
Y
1 /
|

1 i

1 1 _
V:ﬂ'/ (sinz%—:ﬂ) dxzw/ (%Wxﬁ dx =
0 0

1

B <7TZE _ sin(mx) 7T:L‘3) oo
2 2 3 ),” 6
3. Y

Oglisci: f(—1,0) = f(1,0) = 0.
Roby=0, -1 <z <1: f(z,0)=0.
Roby=1—-22 —-1<z<1:

1 1z flx, 1 —2%) =2(2? — 2%).
d

e f(z,1—2?) = 4z — 82", v notranjosti roba so
i
tocke (—v/2/2,1/2), (0,1) in (v/2/2,1/2). Velja:

V2 1 V2 1 1
f<—775>:f<7>5>:§’ f0,1)=0.

0 0
Notranjost: (‘9_f = 2y, of =12% 2y +1, od koder dobimo tocko (0,1/2). Velja
x

0
f(0,1/2) = 1/4. ’
Torej je min f = f(2,0) = 0 (za 1 < o < 1) in maxf = f(=v2/2,1/2) =

F(vV2/2,1/2) =1/2.
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4. Oznacimo s 1" temperaturo vode ob danem c¢asu ¢, s T} = 0°C zacetno temperaturo
vode v posodi, s T, = 25°C temperaturo v sobi, s T3 = 15°C pa temperaturo vode
ob casu t3 = 1 h. Ker je toplotni tok sorazmeren z razliko temperatur, velja:

AT = —k(T — Ty) dt.

Po locitvi spremenljivk dobimo:

dT
= —kdt
T—-T, ’
kar se zintegrira v:
T-T,
1 = —kt
e
oziroma:
T=T,—Ce™.

Ker je temperatura ob ¢asu t = 0 enaka 71, je C' =T, — T}. Odvisnost temperature
od casa je tako dolocena s formulo:

T=T,— (T, —Ty)e ",

Ker pri t = T3 velja T' = T, velja:

torej je:

n—nym

TﬁB%B—M@WWm:B—@—E%T -
2 411

Ko vstavimo konkretne stevilke iz naloge, dobimo, da temperatura ¢ez dve uri znasa
21°C.

147

5. Iz karakteristi¢ne enacbe A\ — X\ 4+ 2 = 0 z resitvama A2 = dobimo:

7 7
yy = e*/? (C’l cos —x;/_ + (5 cos _x\2/_> )

Desna stran enacbe izpolnjuje pogoje za nastavek z nedolocenimi koeficienti, zato

nastavimo:
X

Yyp = Ae ™.
Ker je y} —yp + 2yp = 4Ae™", je A =1/4. Splosna resitev nase enacbe je tako:

- 7 7
Y= ¢ + /2 (01008%—+02008ﬂ> )

4 2
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Resitve izpita iz matematike z dne 9. 6. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

a) Velja:
. \/n3—i—n?—\/n3—|—n_i (Vnd +n2 —Vnd+n)(Vnd+n2 +vVnd+n)
n—oo \/2n+1—+/n+1 s (V2n+1—-+vn+ )(\/n3+n2+\/n3+n)
_”—m(\/2n+1—\/n+1)(\/n3+n2+\/n3+n)
11

= lim

A i)
1 f+1

2(vV2—-1) 2

b) Z uporabo L’Hopitalovega pravila dobimo:

Incos x ) tgx . 14+ sinx
im—— = — lim = lim =1.
a=0In(l+2z) -z @50 —— —1 220 cosT T

2. Oznacimo z a oddaljenost naselja od avtoceste, z x pa pomaknjenost prikljucka proti
zahodu, gledano od tocke na avtocesti, ki je najblizje naselju:

Nadalje naj bo v; najvec¢ja dovoljena hitrost na lokalni cesti, v, pa na avtocesti.
Tedaj je poraba casa, ki ga porabimo za voznjo v kraj na avtocesti, ki je od tocke,
ki je najblizje naselju, pomaknjen za dovolj veliko razdaljo b proti zahodu, enaka:

\/a2—|—x2+b—x

U1 V2

Y
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kar bo minimalno, ¢e bo:

T 1
S
vivVa?+ a2 ve
. U1
oziroma I = ———— 0= 4 km.
) _U%

3. Df = (—o00, —V1I2] U [V12,00), Zf=1[0,00). Nicli: z = £v/12,
Obnasanje na robu definicijskega obmocja:
x4+ 3)(x —4)e™"
oy - e
Va2 —12
Funkcija naraséa na [\/ﬁ, 4], pada pa na (—oo, —\/ﬁ} in [4,00). Pri z = 4 je lokalni
maksimum. Graf (v dveh delih):

f(z) f(z)
80+ 0.1+
60+
40+ 0.05+
20+ [\
} } } } } } } } }
—3.8 —3.6 —3.4 xr 1 2 3 4 5 6 <

4. Skica definicijskega obmocja, ki ga oznac¢imo z D:
Y
1 4

Oglisci: £(0,0) = f(1,1) = 0.

Roby==x,0<z<1: f(z,x) =0.

Roby=2 0<z<1: f(x,2?) = (2% — 23)(z — 2*%) = 23(x — 1),

% (z,2%) = 2*(x — 1)(52 — 3), v notranjosti roba je le tocka (3/5,9/25) in
£(3/5,9/25) = 33 - 22/55 = 108/3125.
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af
dy

0
Notranjost: of _ (2r — 32%)(z — y) + 2% — 2°, = 2% — 2%, od koder dobimo

Ox
tocki (0,0) in (1, 1), ki nista v notranjosti.
Torej je m[i)nf = f(0,0) = f(1,1) =0 in m[&)LXf = f(3/5,9/25) = 108/3125 =
= 0'03456.

dyn 2

S b adr =0, =0, yg=Ce
YH C 2
C'(z)e P = (z+1)e", C'(z)=(x+1)e" 2 Cz) =e*/2 4+ D,

Splosna resitev: y = e 4+ D e /2.

Partikularna resitev: D = —1, y=¢e" — e~ w12,
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Resitve izpita iz matematike z dne 23. 6. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

1. Oznac¢imo L(n) := 4" + 9", Velja L(1) = 85, kar je deljivo s 5.
Privzemimo sedaj, da je L(n) deljivo s 5. Velja:

Lin+1)=4""4+9"2 =4.4"+9.9"" =4 L(n)+5-9"",

kar je po indukcijski predpostavki prav tako deljivo s 5. Trditev je tako dokazana.

2. Naj bo F elektri¢na sila, ki deluje na kroglico. Velja F' = ¢/r?, kjer je r oddaljenost
kroglice od naboja. Nadalje je r = a/sin¢. Vodoravna komponenta elektri¢ne sile
pa je enaka:

F, = Fcosyp = csin?pcosp.

1z:
dF,

de

izra¢unamo, da je sila najve¢ja takrat, ko je ¢ = arctg v/2.

= ¢(2sin p cos® ¢ — sin® ) = csin p cos® (2 — tg® )

Ce z x oznac¢imo razdaljo kroglice od tocke na podlagi, ki je najblizje naboju (glej
sliko, ki prikazuje pravo stanje), torej velja = = actg o = a/v/2.
3. Df = (—00,0] U [2,00), Zf=[-4,00U(0,2], nicla: z =0.
Obnasanje na robu definicijskega obmocja:
Pri 2 = 0 in © = 2 je funkcija zvezna s tiste strani, kjer je definirana. Velja f(0) =0
in f(2) = —4. Nadalje je:
. _ (\/954 —8x — mz) (\/1:4 — 8z + xz)
lim f(zx)= lim =
z—+o00 z—+o00 vVt — 8z 4+ a2
! —8z
= 1m =
z—too /x4 — 81 + 72
, -8
= lim -
zaioox( 1—i+1)

=0.

46



213 — 4

Iz f'(r) = —— — 2z dobimo stacionarno toc¢ko z = —1.
Funkcija narascéa na (—oo, —1] in [2,00), pada pa na [—1,0]. Pri x = —1 je lokalni

maksimum. Graf:

4. Velja:

w/4 w/4
V:W/ thZL‘d:L’:Q?T/ tg® xdz.
—7/4 0

S substitucijo t = tg? x dobimo:

1 t2 1 1 1 7T2
vzzw/o 1+t2dt:27r/0 (1— 1+t2>dtsz(t—arctgt)}():ZW—Z:135.

5. Prvi nac¢in: iz karakteristiéne enacbe A\ + X = 0 z reSitvama \; = 0 in \y = —1
dobimo:
Yy =C1+Che™™.

Desna stran enacbe izpolnjuje pogoje za nastavek z nedolocenimi koeficienti. V
nastavku:
yp=A+ Bz +Ce”

se prvi del prekriva z resitvijo homogenega dela enacbe, zato moramo nastaviti:

yp = Ar + Bx? + Ce”.
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Kerje vy} +yp = A+ 2B +2Bx+2Ce", je A= —1, B=1/2in C = 1/2. Splogna
resitev nase enacbe je tako:
L et O+ e
=— -+ — e .
Y 5 B 1 2
Drugi nacin: s substitucijo z = 1’ se enacba prevede na 2z’ + z = x 4+ ¢*. Rac¢unamo:

d
_ZH+dIE:0, IHZ—H+1:O, yH:CG_x
ZH C

2x
C'r)e*=x+e", C'(r)=uxe" —l—eg“’c, Cz) = (z — 1)e” + % 4D,
er 1;2 x
=r—l+ o4 De y=F —wt oD+ E
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Resitve izpita iz matematike z dne 1. 9. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

an41) — (220 42071
1. a) lim (\/4"—|—1—\/22”+2”_1): lim ( =
) n—00 n—00 \/4n + 1+ \/22n 4 on-1

2™ — 2 1

im = .
n—00 \/1+4—n+\/1+2—n—1 4

e —2e 4+ 1 et —1)° _ e” S|
b) lim —————— = (lm —— | =(lm——F= ] =-.
=0 sin”(3z) 20 sin(3x) 20 3 cos(3x) 9

2. Oznacimo z u porabo goriva na asfaltirani cesti, z v pa porabo goriva na brezpotju.
S ¢rkami a, b in x pa oznac¢imo razdalje, kot kaze slika:

Bogor

Pt

Ataca e f

Ce z y oznadimo porabo goriva na poti od Atace do Bogorja, velja:
y=ula—x)+ovvVb + 2.

VL bu

——— =0 ima pri 0 < u < v edino resitev r = ———.
N Vo2 — 2

Ko vstavimo ustrezne vrednosti, dobimo x = 225 km. Z drugimi besedami, z asfalta
moramo zaviti 7°75 km vzhodno od Atace.

1 1 2 1
3. V—7r/ 7*(Inz)?do = zyc?’(ln:v)2 ——W/ r*Inzdr =
0 3 0 3 0

Enacba 3y = —u +

2 I 2
:——W:L‘3lnx +—7T/ Ide:—W.
9 o 9 J 27
4. Iz o/ of
ZJ 2 2 3 2\ x i _6 x
5 (2x +x y)e®, By ye
dobimo stacionarni to¢ki A(0,0) in B(—2,0). Nadalje velja:
0 f 0 f 0 f
_ 4 — 2 4 2 _ 3 2\ o = —6 x = —6 z .
2
Ker v tocki A velja H = % g%; — <aizgy> = —12, tam ni ekstrema. V tocki B pa
je H=12¢*in % = —2e72, zato je tam maksimum.
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5. Iz karakteristicne enacbe \? + 2\ — 3 = 0 z reSitvama \; = —3 in A\, = 1 dobimo:
yn =Cre ¥ + Cye” .

Desna stran enacbe izpolnjuje pogoje za nastavek z nedolocenimi koeficienti, toda
Clen z e se prekriva z yg, zato je treba nastaviti:

yp=Ax+ B+ Cze”.

Ker je y} +2yp —3yp = —3Ar+2A—-3B+4Ce* je A=—-1,B=—-1inC =—1/4.
Splosna resitev nase enacbe je tako:

y:—x—l—geijCle_?’x%—Cgez.
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Resitve izpita iz matematike z dne 15. 9. 2008

Farmacija — univerzitetni studij

1. Ce je z < —1, se nasa neenacba prevede na

2> 4+x>0
z(z+1)>0
r<-—laliz>0,

kar nam skupaj s pogojem da delno resitev x € (—oo, —1).

Ce je —1 < x < 1, se neenacba prevede na

—2?—x>0
z(z+1)<0
—1<x<0,

kar nam skupaj s pogojem da delno resitev = € (—1,0).

Ce pa je > 1, se neenacba prevede na 22 —z — 2 > 0

=2 —-2>0
(x—1)(x+2)>0
r<-—laliz>2,

kar nam skupaj s pogojem da delno resitev = € (2, 00).

Konéna resitev je torej x € (—oo, —1) U (—1,0) U (2, 00).
2. Df =R\ {1}, Zf=(—00,—1]U(0,00), nicel ni.

Iz f'(z) = — re 5 dobimo stacionarno tocko x = 0.

(z —1)

Funkcija naraséa na (—oo,0], pada pa na [0,1) in na (1,00). Pri x = 0 je lokalni
maksimum. Graf:
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f(x)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-2 -1 } 2 3 4
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

3. Krivulja ima ni¢le x = 37/2 4 2k, k € Z. Ker je periodi¢na s periodo 27, je vseeno,
kateri dve nicli vzamemo. Zato je:

3m/2
V:ﬂ'/ (1+sinx)2dx:J1+J2+J3a
—7/2

ker je:

3r/2 3r/2 3m/2
J1:7T/ do = 272, J2:27r/ sinxdr = —2mcosx =0,

/2 —m/2 —7/2
3m/2
J3:7r/ sin?zdz .
—7/2
Z uporabo formule za dvojne kote dobimo:
371'/2 371_/2
J3 = g/_ﬂ/g (1 —cos(2z)) da = gx — %sin(Zx) s =2,

Sledi V' = 372
4. a) Definicijsko obmocje je dolo¢eno z neenacbo x? — y? > 0, kar je ekvivalentno
—r<y<axalir<y< —zx Skica:
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2

RN NN

\ 14
\\ 27

b) Iz:
af 2« af 2y
8x_x2—y2+2’ oy a2 —y?

dobimo stacionarno tocko 7'(—1,0). Nadalje velja:

0 f 2(z% + y?) 0 f dxy 0 f 2(z% + y?)

072 (2—y22’ Ozdy (22—y2)2 02 (22— 22

2
Ker v tocki T velja H = % 227{ — (8(1253;) =41in % = —2, je tam maksimum.

. Oznacimo s ¢ delez prvotne snovi, ki se je ohranila do casa t, s ty = 100 pa cas, v
katerem se je ohranilo Se gy = 0'25 prvotne snovi. Ker je intenzivnost razpadanja
sorazmerna z delezem Se ohranjene snovi, velja:

dg = —kqdt.
Po locitvi spremenljivk dobimo:
d
Y- kat,
q
kar se zintegrira v:
q
In = = —kt
C
oziroma:
g=Ce™.
Ker je delez ohranjene snovi ¢asu t = 0 enak 1, je C' = 1. Nadalje je delez ohranjene
snovi ob ¢asu ty enak qq, zato je k = —1In(qo)/to. Torej velja:

q — e(tlnqo)/to — q(t)/tO )
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Razpolovni ¢as t1/, dobimo pri ¢ = 1/2. Po krajSem racunu dobimo:

In2
In qq

lijg = — to

Izraz je pri t > 0 pozitiven, ker je In ¢y negativen. Ko vstavimo stevilke, dobimo:

In?2 In2
100 — =

to = —1 g
1z 00 In(1/4) In4

30.

Razpolovni ¢as nase snovi je torej 50 let.
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