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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 18. 4. 2019

. Ce integrirajo¢i mnoZitelj nastavimo kot p(x,y) = 2P za primeren p, dobimo enacbo
M (z,y)dx + N(z,y) dy = 0, kjer je:

oM
M (z,y) = 3273 + 227y, e 227,

Y

ON
N = —gPHl — = 1)a?
(@) = —a7". N v,

torej je integrirajo¢i mnozitelj u(z,y) = =3, Integriramo:

2y y
/(3+E>d$:3x_P+A<y>7

in vidimo, da se integrala ujemata, ¢e je A(y) = 0 in B(x) = 3z. Resitev enacbe je

torej 3x — % = C oziroma:

: y = 32° — Oz?.
Opomba. Enacbo bi lahko resili tudi kot linearno enacbo, saj jo lahko zapisemo v
obliki —xy/ + 2y + 323 = 0.

. a) Funkcija h; je dvakrat zvezno odvedljiva z odvodoma A (z) = cosx in
h{(z) = —sinz. Iz racuna:

sin®z b () — sin(2z) B (z) + (1 + cos* ) hy(z) =

3

= —sin®r — 2sinzcos® v + (1 + cos® ) sinx =

= (1 —cos’x —sin’x)sinz =

=0
vidimo, da je h; res resitev.
b) Uvedimo:
y=zsinz, y = 2'sinz + zcosx, y" = 2"sinz + 27 cosx — zsinx,

vstavimo v enacbo in po ureditvi dobimo:

Sp2"=0.

sin

Funkcija z = z je prav gotovo reSitev te enacbe, od koder dobimo drugo resitev
ho(z) = xsinz. Determinanta Wroriskega je enaka:

sin rsinx .

Wi(x) = : = sin’ 7,

cosx sSinx + rcosx
kar je v vseh tockah, ki niso veckratniki stevila 7, razlicno od ni¢, zato sta resitvi res
neodvisni. V veckratnikih Stevila 7 pa niso izpolnjeni pogoji eksistenc¢nega izreka,
zato se lahko zgodi, da je determinanta Wronskega tam enaka nic.
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3. a) Odvajamo:
y'(2*+C)+ 22y =0,

eliminiramo C' in dobimo, da krivulje zados¢ajo diferencialni enacbi ' = xy?. Or-
togonalne trajektorije pa (za y' # 0) zado$¢ajo enacbi:

1
oziroma: q
x
— +y’dy=0,
kar se (za x # 0) zintegrira v:
3
Y
Injz|+==C.
ol + £
Ko vstavimo x = —1 in y = 2, dobimo C' = 8/3. Izrazimo y in dobimo:

y=+v/8—3In|z|.

Maksimalni odprt interval, na katerem je definirana desna stran in vsebuje tocko
—1, je (—00,0). Torej lahko piSemo tudi:

y=+/8—3In(—x).

Dobljena krivulja je ortogonalna trajektorija na dano druzino za x na celotnem
intervalu (—o0,0). Po drugi strani pa je dobljena funkcija klasi¢na resitev dane
diferencialne enacbe le na intervalu (—68/ 3, O). Ker je tam x # 0 in y # 0, lahko
diferencialno enacbo izrazimo v obliki:
1
/ — ——
y - ny .

b) Ker je desna stran zvezna v z in parcialno zvezno odvedljiva po y (torej lokalno
Lipschitzeva), tam velja lokalna razli¢ica eksisten¢nega izreka, po kateri je resitev
na intervalu (—68/ 3,0) enolicno dolocena. Res pa je, da enoli¢nost ortogonalne
trajektorije velja tudi za x € (—o00,0), a tega ni bilo treba dokazati.

4. Karakteristicna enac¢ba A2 — 3\ + 2 = 0 ima reditvi \; = 1 in Ay = 2, od koder
dobimo regitev homogenega dela yy = C;z + Cy2?. Iz slednje in desne strani
dobimo naslednji nastavek za partikularno resitev:

yp =z(Alnz+ B)Inx

(ker ima enacba pomen le za x > 0, ni treba pisati absolutnih vrednosti). Odvajamo:

2Alnx +2A+ B

yp = A(nz)? + 24+ B)lnz + B, ¢} =
xZ




in dobimo:
2y — 2xyp 4+ 2yp = (24— B —2AInx) .

Po izenacitvi koeficientov pride A = —% in B = —1. Iskana resitev je torej:
y=—chhz(flnz+1)+Crz+ Cya”.

Zmnano je, da uporabljeni nastavki za homogeni del enacbe dajo linearno neodvisne
resitve. Ce so izpolnjeni pogoji lokalnega eksistencnega izreka, iz enoli¢nosti sledi,
da za izvirno enacbo res dobimo vse mozne klasi¢ne resitve. Ti pogoji pa so za dano
enacbo izpolnjeni povsod, kjer ima pomen, to je za x > 0. Zato so vse klasi¢ne
resitve, definirane na odprtih intervalih, zozitve zgoraj navedenih funkcij.



Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 6. 6. 2019

1. Homogeni del ima regitev yg = C) e % + Cy e 2%, kjer sta C} in Cy konstanti, resitev
izvirne enac¢be pa nastavimo v obliki y = z; €™ + 2z e~ 2%, kjer sta z; in 2 funkciji.
Le-ti zadoscata sistemu:

Zie 4 ate =0,
1
1+ev

—ZeTt =27 =

Resitev tega sistema je:

xT

€
21:1_}_—6:0, 21201:1H(1+6$)+D1,
zéz—i, 2 =—€e"+In(l+¢e") + Dy,
1+e®

splosna resitev nase enacbe pa:
Yy = (e_m + 6_2") ln(l + ew) —e P4 Die T+ Dye
ali ekvivalentno:

Yy = (e_”’ + 6_2") ln(l + e‘”) +Eie 4+ FEye .

2. Karakteristi¢ni polinom: A +4X+5 = (A—2—1i)(A—2+1). Gre za spiralni ponor.

Fazni portret:
/ .
//,// \

/4

f

)

\

Opomba. Da gre za spirale, ni dobro vidno, ker je razmerje med realno in imagi-
narno komponento lastnih vrednosti preveliko.



3. Matrika sistema:

5 0 =3
A={(-3 2 3
6 0 —4
se da diagonalizirati — velja A = PDP™!, kjer je:
2 0 0 10 1
D=1]0 2 0 in P=1[0 1 -1
00 —1 10 2
Sistem:
1Ul+‘“@ ::07
wy —w3z=¢€e *,
101+'2U3 =0
ima resitev:
w =0, wy=e% w3=0,

iz katere dobimo diferencialne enacbe:
=2z, zy=2zm+e ", zy=—z3,
ki jih lahko resimo vsako zase:
271 =012, 2p= —%e‘x—l-Cgegx, 23 =Cge "
Resitev prvotnega sistema pa je:
=C1e* + Cze™",
y2:——e T Cye® —Cye
ys = Cy e** +2C5e7 7.
4. Enacbo pomnozimo z z, da dobimo standardno obliko:
2z +2)y" + x(z? - 2)y — (22% + 22)y = 0.

Nastavimo:

o0
y = E ez
n=0

in enacba nam da:

D AN+ A= Dea™™ 423 (n 4 A)(n+ A= D)e,a™ ™+
n=0 n=0
+Zn+)\cn ntA+2 22n+)\cn —
n=0 n=0
[e.e] oo
__QZE:Cnxn+A+2__2§E:Cnxn+k+1::O.
n=0 n=0



Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in ob dogovoru, da za k < 0
velja ¢, = 0, dobimo:

D (k+A=1)(k+ A - 2)c 1xk+’\+22 (k+ N (k+X— 1)z +
k=0

k=0
+ Z(k + A= 2)cpox" —2Y (k+ Nt —
k=0 k=0
-2 Z Ck_2$k+>\ -2 Z Ck_1$k+)\ =0
k=0 k=0

Uredimo in dobimo:

[e.9]

Z[Z(k;Jr)\)(kJrA—2)ck+(k+/\)(k:+)\—3)ck_1 (kA —4)cp_a|z" = 0. ()
k=0

Karakteristiéna enaéba /\()\ 2) = 0 ima resitvi — izhodiééna eksponenta )\1 = 2

eksponent izvajati iz resitve za visji 1zh0dlscn1 eksponent.

Za visji izhodis¢ni eksponent A; = 2 dobimo zveze:
2k(k +2)crp + (K +2)(k —Dergpa + (K —2)cip2=0; k=1,23,...

(pri £ = 0 dobimo identiteto). Za k = 1 dobimo ¢;; = 0 in za k = 2 prav tako
c12 = 0. Z indukcijo sledi, da za vse k = 1,2, 3, ... velja ¢, = 0. Ce torej izberemo
c10 = 1, prva bazna reSitev pride hy(x) = z2.

Resitev za nizji eksponent Ay = 0 o0z. splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva
nacina.

Prvi nac¢in: z nastavkom druge bazne resitve (za x > 0):
ha(z) = Aly(z)Ina+ Y cppna”,
n=0

kjer vzamemo $e ¢y 5 = 0. Ce definiramo operator D po predpisu:
Dy = 2*(z + 2)y" + x(2* — 2)y' — (22% + 22)y,
za funkcijo g(x) := 22 In 2 dobimo:
g(r)=x+ 2z, g'(z) =3+2Inz
in po krajSem racunu:

D(hi(z)Inz) = 2 + 32° + 427 .



Operator D na preostanku funkcije hy dobimo po formuli (x). Sledi:

Dhy(z) = — Az + 3A2° — 442 +
+ [zk(k — s+ k(k — 3)eapt + (k — 4) caps| 2",
k=0

Izenacimo z ni¢ in se spomnimo, da za k < 0 velja co, = 0. Za & = 0 dobimo
identiteto, za & = 1 dobimo c31 = —c29, za k = 2 pa A = 0. Ob upostevanju
slednjega za k = 3,4, ... dobimo:

Qk(ki — 2)02’]C + ]{Z(l{i — 3)62’]€_1 + (k’ — 4>02,k—2 =0.

ODb upostevanju, da je cz2 = 0, naracunamo:

Co Co Co

C23 = 5 C24 = 24 C2,5 = ~120

in postavimo domnevo, da je co ), = (—1)¥co/k! za vse k razen za k = 2. To domnevo
z indukcijo zlahka dokazemo. Ce izberemo ¢y, = 0, druga bazna resitev pride:

ho(z) = e™* — %xQ,

a glede na to, da je prva bazna resitev hy(x) = z?, lahko vzamemo tudi kar:
hQ(ZL‘) =e ",

Splosna resitev dane enacbe je torej:

y=r12>+kge ®

in velja na celi realni osi.
Drugi nacin: z zniZanjem reda. Nastavimo y = hi(x) z in izra¢unamo:
Y= 2’z 5
y = 2xz+ %7,
y' =2z +4dxd + 27"

Ko vstavimo v enac¢bo, po ureditvi pride:
(2* + 4z +6)2" + z(x +2)2".

Pisimo w = Z/, lo¢imo spremenljivki in dobimo:

dw 2 +4x+6 3 1
w z(z + 2) x T+2

kar se najprej zintegrira v:

ln% = —x —3Inz +In(z + 2)



oziroma:
b(x +2)e™"
w=—
3

to pa lahko z nekaj spretnosti spet zintegriramo v:

be™*

Od tod dobimo splosno resitev:
y=azr®—be ™,

ki se ujema s tisto iz prvega nacina.
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Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 27. 6. 2019

1. Hitrost kolesarja v, ki se spreminja s ¢asom t, zadosca diferencialni enacbi:

dv
= kv
dt v

kjer je k konstanta. Loc¢imo spremenljivke in integriramo:

Yo ke, lomerc.

V2 v

ODb ¢asu 0 je hitrost enaka vy := 7m/s, ob ¢asu t; := 3s je enaka v; := 6m/s. Oboje
vstavimo v reseno enacbo in po krajsem racunu dobimo:

1 1 /1 1
ol asi(iiny
Vo tl U1 Vo
[s¢emo pa Cas ty, ob katerem je hitrost enaka vy := 1 m/s. Spet vstavimo v reseno
enacbo in po krajSem racunu dobimo:

U1 V0
2. Ce oznacimo:
M(LL’, y) = 2xyp+1 ) N<I?y) - (y2 - x?)y;n’
velja:
oM ON
— =2(p+ 1)xy?, — = 2z’
o (p+1)zy e y
in izraza se ujemata, ¢e je p = —2. Za ta p dobimo:

x? x?
/M(w,y)dw=?+f1(y), /N(w,y)dy=y+?+3(1’)-
Izraza se ujemata, ¢e je A(y) =y in B(z) = 0. Resitev dane enacbe je torej:
2

T
—+y=0C.
Y

Odvisno spremenljivko lahko izrazimo tudi eksplicitno:

,_ GV
. - ,
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3. Gre za nehomogeno Euler—Cauchyjevo enacbo. Karakteristi¢na enacba A2 +3\+2 =

0 ima resitvi Ay = —1, Ay = —2, iz katerih dobimo resitev homogenega dela:
C; | Gy
yn = — + —,
x

kjer sta C; in Cy konstanti. ReSitev izvirne enacbe nastavimo v obliki y = =& + 23

kjer sta z; in 2, funkciji. Le-ti zadoscata sistemu enacb:

Ly 22 0
2 )
T x
2 22 z
1 2

katerega resitev je:

zy =e", 7 =€+ 04

/
1
/

5 =—xe’, 29 = —(x —1)e" 4+ Cy,

z

splosna resitev izvirne enacbe pa je:

_€$+01+CQ
Y=t T
—1

4. Matrika sistema A = [ 9

2. ) . . .
_J ima lastni vrednosti A\; = 1 in Ay = —3 ter pripa-

dajoca lastna vektorja v, = [ﬂ in vy = {_11} . Splosna resitev:

Yy = Cl e -+ 02 67333,
Yo = Cl e’ — Cg 6_396 .

Gre za sedlo. Fazni portret:
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Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 9. 9. 2019

1. Gre za Bernoullijevo enacbo. Delimo z 3?:

2x
%+—+e$+$2:0
Yy Yy
/

in uvedemo w = —, w' = —y—z. Sledi:
Yy

1
)
—w' + 2zw + e = (.

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

de W 2
——— 4+ 2xdx =0, —In—+42%>=0, wy =Ce" |
wy C
2 2 2
w=e" 2z, w =2zxe" z4+e" 2,
7 =", z=e"+C,

2 2
w=e"1T"+Ce" .
Splosna reSitev enacbe je torej:

1

Y= ottt T O e?

skupaj z resitvijo y = 0, ki je limita zgornjih resitev, ko gre C' proti neskonéno. Ce
vstavimo x = —1, y = 1/3, dobimo C' = 2/e in iskana partikularna resitev je:

1
- e:EQJr:): + 26x271 !

2. Lastna para:

Splosna resitev:

Yy = 201 6721 —+ 02 67335 y
Yo = Cl 6_2x - CQ 6_3$ .

Fazni portret:
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3. Nalogo resimo s Frobeniusovo metodo. Ker gre za regularno tocko, nastavimo:

oo
y=2_ cna"
n=0

in enacba nam da:
in (n—1)c,z"~ Z (n—1)c,a™ —Gchnx —6chx =0.
n=0 n=0

Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in upostevamo, da lahko neka-
tere koeficiente izpustimo, ker so enaki nic:

oo

ik‘—i—l k+ 2)crox —Zk‘ —1ckx —6chkx —Gchx =0.
k=0 k=0 k=0

Uredimo in dobimo:

i[ k+1)( k+2)ck+2—(/€+2)(/€+3)ck}gj ~0,

k=0

od koder sledi, da mora veljati:

kE+3
= ;o k=0,1,2,...
Ci42 k"f-]_Ck’ ) Ly 4y
torej:
ek =(k+1)co ; k=2,4,6,...
k+1
cr = ;— ¢t 3 k=3,57,...

Splosna resitev dane diferencialne enacbe je tore;:
y=co(l+3x>+ 52"+ )+ 1ci(20 + 42® + 62° + ).

14



S sestetjem vrst:

! 2
2 4 _ 3., .5 r z I
1432 +bx "+ =(x+a"+zx +)_(1——332> _(1——$2)2

n

20 4+ 42 +62° + - =1+ 2>+ 2" +---)

Il
VR
—_
L=
)
[\
~~

|
—
[ | ro
8|8
[\V)
e

dobimo, da se splo$na resitev izraza tudi v obliki:

_ A(l+42%) + Bz
(1 —22)?

. Dinamiko ohlajanja opisuje diferencialna enacba:

dT

— — _qT*
dt o

kjer je a konstanta. Loc¢imo spremenljivki:

dT
ﬁ = —adt 3
integriramo in dobimo:

Prit=0jeT =Ty :=3000 K, pri t =t; := 3dni pa je T'= T} := 300 K. Dobimo
sistem enacb:

1
- _C

373~

1
= C—aty.
3T7 a

Torej je:

. 1 1 /1 1
= —— a _ —_— e — .
373 3, \T? T3

Cas t5, ob katerem bo temperatura enaka T5, je:

1 1 TS T T3
=t (C o) = E T
a 3T 77— 23
1 0
iskani Cas pa je razlika:
ER
ty —t = 22— t; = 3000 dni.
TS



b) Temperatura:

T = (3(at — C’))_l/3

ima singularnost pri:

= ————5—— = —0003003 dni.
()

Torej se je lahko telo takole ohlajalo kvecjemu priblizno 0°003003 dneva, kar je
priblizno 4 minute in 19 sekund.

C th
a
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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 10. 4. 2018

. Ce delimo z z, dobimo ¢/ = 1 +y/x + e ¥/*, kar pomeni, da je enacba homogena. S
substitucijo z = y/x dobimo:
2 =1+e 7.

To je enacha z loc¢ljivima spremenljivkama, saj se da izraziti v obliki:

dz B dx
l+e* &
oziroma
e*dz B dx
et +1
Integriramo in dobimo:
| 1+¢€7 | ’ ‘
n =In|z
A )

torej 1 + e* = A|x|. A enacba ima pomen za = # 0 in na vsakem intervalu, ki ne
vsebuje ni¢le, smemo druzino A|x| zamenjati z druzino Az. Resimo na z in dobimo
z = In(Az — 1). Izrazimo z y in kon¢no dobimo:

y=xIn(Azxr —1).

Konstanta A lahko pretece vsa realna sStevila razen nicle: za vsak A # 0 namrec
obstaja neizrojen interval, na katerem je Axr — 1 > 0, za A = 0 pa to ni res.

. Gre za Bernoullijevo diferencialno enacbo. Funkcija y = 0 resi to enacbo, za preo-
stale resitve pa delimo s |/y:

y/
— +
VY
in uvedemo z = ,/y, 2’ = % Dobimo linearno enacbo:
z
2+ = =1.
x

Pri homogenem delu lo¢imo spremenljivki in integriramo:

2d d A
ZH+—:U:0, 21nZ—H—|—ln]x|:0, Zy = .

ZH X A m

Nadaljujemo z variacijo konstante, kjer pa se lahko omejimo na pozitivne z:

z=a(z)z™ Y2, Y =d (@) 2 = La(x) a2,
a’(x):%xlﬂ, a(x)—§x3/2+0,
~x C
z = g +ﬁ,



Za splosni = od tega poberemo le, da z = £ resi enacbo, in preverimo, da ta resitev
velja za vse x. Pristejemo resSitev homogenega dela in dobimo resitve:

x C
z=—-+

3 V]l

Splosna resitev prvotne enacbe je torej:

Resitve y = 0 ni treba dodati, saj jo dobimo kot ogrinjaco resitev iz osnovne druzine:

za vsak g # 0 obstaja tak C, da je % + \/% = 0. Pri xg se tedaj ustrezna funkcija
zo

ujema s funkcijo y = 0 tako v vrednosti kot tudi v odvodu.

a) y = C} cos(3z) + Cysin(3x).
b)y= ‘l' + C4 cos(3x) + Cysin(3z).

c)y= %x — g cos(3x) + C; cos(3x) 4+ Cosin(3x).
. a) Velja:
g 2 2a ) 0 x+vy l—a
— = — in —— = :
dy x + ay (x + ay)? orzy +ay? (x4 ay)?
Izraza se ujemata za a = —1; takrat postane enacba eksaktna.

b) Ko enac¢bo delimo z zy — 3%, dobimo:

Integriramo:

2
/ de =2In|z —y| + Aly),
r—y

+ 1 2
—/udy:—/<—+ )dy:—ln|yl+21n|a:—y|+B(a:).
y(x—y) y z—y

Izraza se ujemata, ¢e je A(y) = —In|y| in B(z) = 0. Dana diferencialna enacba ima

torej splosno resitev 21n |z — y| — In|y| = C, kar je ekvivalentno % =eC.

Pri deljenju smo izgubili resitvi y = 0 in y = z (za obe funkciji neposredno preve-
rimo, da sta res resitvi). Splosno resitev lahko tako zapiSemo v obliki:

($ - y)2 - D?/?
resitev y = 0 pa moramo navesti posebe;j.

Pri za¢etnem pogoju y(0) = 0 je D lahko kar koli in tudi y = 0 izpolnjuje ta zacetni
pogoj. Dani zacetni pogoj torej izpolnjujejo vse resitve dane enacbe.

Pri zadetnem pogoju y(0) = —2 je D = —2. Dobimo (x — y)? + 2y = 0 oziroma
y* — 2(z — 1)y + 2* = 0 oziroma ;2 = © — 1 £ /1 — 2z. Dani zadetni pogoj pa
izpolnjuje le resitev z negativnim korenom, torej je edina resitevy = r—1—+/1 — 2x.

Pri zac¢etnem pogoju y(1) = 1 pa pride D = 0 in edina resitev je y = x.
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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 8. 6. 2018

1. Ce vstavimo y = e, dobimo:
a®(1+z)e™ —ae™ — (24 4x)e™ = 0.
Ce Zelimo, da to velja za vse x, mora biti a> —a — 2 = 0 in a® — 4 = 0, kar je res
samo za a = 2. S substitucijo:

y=ez, oy =22+2)e*, ¢ =(4dz+42 +2)e*

po ureditvi dobimo:
(B+4x)' +(14+2)2" =0

oziroma:
B+4x)u+ (14 x)u' =0,

kjer je u = 2’. Locimo spremenljivke in integriramo:

du__3+4xd
u 1+=x

1 u —4z
x—<1+x—4>dx, an—ln(l—I—x)—élx, u=A(l+x)e ™.

Se enkrat integriramo:

A
z:A/(l—l—x)e_“:1—6(4x—l—5)6_4x+B

Iskana splosna resitev je torej:
A
y = E(le +5)e * + Be*

ali tudi:
y=a(4r +5)e > +be* .

2. Za lastno vrednost A\ 2 = —2 dobimo korenski vektor, natancneje:

N 1| aqor _ 3

Splosna resitev:

y1 = (3C1 + (1 + 3z)) e,
Y2 = (—Ol — CQ(I')eiSI .

Fazni portret:
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N
=

/

3. Izrac¢unamo:

y = 12

vstavimo v enac¢bo in dobimo:
2320 4 12,0 (xg _ %)x_l/zz —~0
oziroma:
2?2 a4+ (2 —9)2 =0,

kar ima resitev:

zZ = Cl Jg/g(ﬂ?) + CQ J_g/g(ﬂf) s

kar pomeni:

~ C1J3p(w) + Co J_3)9(x)
= NG .

. Enac¢bo pomnozimo z x, da dobimo standardno obliko:

2%+ x(1—22)y +2(r — 1)y =0.
Izracunajmo torej diferencialni operator:
Dy = 2%y + (1 = 22)y + x(x — 1)y

za funkcijo v generi¢ni obliki:
Y = Z crx”.

Velja:

Dy = Zn(n — e, 2" + chnx” — 2chnx"+1 + chx"+2

21
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Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in uredimo:

Dy = Z E(k — 1) 2® + Z kep o — 2 Z(k — Depq 2 +
k k k
+2_andt =) gt = (+)
k

n

= Z |:l€26k — (2]{3 — 1)Ck71 + Ckfz] Ik .
k

Karakteristi¢ni polinom je torej fo(A) = A? in ima dvojno ni¢lo — izhodis¢ni ekspo-
nent \;o = 0. To pomeni, da moramo splosno resitev izvajati iz osnovne bazne
reSitve za ta eksponent. Slednjo nastavimo v obliki:

(e 9]

hl (.T) = Z C1,5 SL’j .

=0
Ce torej v formulo (*) vstavimo k = j in ¢; = ¢; j, dobimo:

Dhy(z) = Z [jQCl,j — (2§ = Derjor + crja |2,

§=0

pri cemer za j < 0 postavimo c¢; ; = 0. Ob upostevanju slednjega izenacimo z nic.

Za j = 0 dobimo identiteto, za j = 1 dobimo ¢, ; = ¢y, za j = 2, 3,4, ... pa dobimo:
j2eij— (2 —Derj1+c¢ja=0.

Izberimo ¢; o = 1 in naracunajmo prvih nekaj koeficientov:

_q _1 _1 _1
Ciq =1, C1,2—2, C1,3—6, C1,4—24-

Postavimo domnevo, da za vse j velja ¢; ; = 1/j!, kar zlahka dokazemo z indukcijo.
Dobimo prvo bazno resitev:

xj
hl(iL’) :Z—' =e.
=0 J°

Splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: z nastavkom druge bazne resitve (za x > 0):
hg(l’) =A hl(.]Z) Inz + Z C2.j l’j s
=0

kjer vzamemo Se ¢y = 0. Odvajamo:

hl (J])

(@) Ine) = ==+ k@) e,  (lu(@)ne)" = 22 1y (2) = In ()

2

+yInx
T
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in ob upostevanju, da je Dh; = 0, po krajSem racunu dobimo D(hl(x) In :p) = 0.
To pa pomeni, da za koeficiente c; ; veljajo Cisto iste rekurzivne zveze kot za c¢; ;. A
ker smo vzeli cop = 0, morajo biti vsi koeficienti ¢y ; enaki ni¢. Ce torej izberemo
A =1, dobimo drugo bazno resitev hyo(x) = Inze®. Splosna resitev za x > 0 je
torej:

y=ahi(x)+bhy(x)=(a+blnx)e”.

Za y < 0 lahko vzamemo:
y=ahi(x) +bhy(z) = (a+bln(—z)) e”.
Oba primera lahko zdruzimo v enotno splosno resitev:
y=ahi(z)+bhy(z) = (a+blnjz|)e”.
Drugi nacin: z zniZanjem reda. Nastavimo y = h;(x) z in ra¢unamo:
y=-¢€"z, Yy =e"(z+2), y'=e"(z 422"+ 2")
in ko vstavimo v enacbo (*), po ureditvi dobimo:

x4+ 2 =0

oziroma: .
z 1
2 T’
kar se najprej zintegrira v:
/
In—=—Inz
oziroma:
, b
z = —,
x
to pa se spet zintegrira v:
z=bln|z|+a

(v resnici na tem koraku splosna reSitev razpade na dvoje — glej kon¢éni komentar
pri prvem nacinu). Od tod dobimo splosno resitev:

y=(a+blnla)e,

ki se ujema s tisto iz prvega nacina.
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Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 9. 7. 2018

1. Prvi nacin. Gre za Bernoullijevo enacbo. Delimo z 2,/y, uvedemo z = /y in
dobimo linearno enacbo:
(1+2%)7 —x2y =2.

Resimo homogeni del:

(sz)H:x’zH’ il Sk ln?:%m(l—o—:ﬁ), 2y = kvV1+ 22

in po variaciji konstante dobimo:

1

— +C, z2=—-14+CV1+22.
V14 a?

K (x)(1+ 2232 =z, k(x) = —

Splosna resitev enacbe je torej:
y=(CV1+a?— 1)2

z dostavkom, da mora biti tudi Cv/1+ 22 — 1 > 0 (ker je z pozitivni koren). Zdaj
vstavimo zacetni pogoj ter dobimo C' = 3 in iskano resitev:

y=(3V1+4a2— 1)2.
Drugi nacin. Opazimo, da se dasta spremenljivki loc¢iti:

dy  2xdw
y+y l1+a®

d

(1+x2)—y =2x(y +/Y) ,
dzx

To lahko integriramo. Za integracijo leve strani je ugodno vpeljati novo spremen-

ljivko z = ,/y — isto kot pri prvem nacinu. Dobimo:

dz rdx z4+1 1
= 1 =-In(l+2° =CV1+a2—1
241 14227 t C 2 n(l 427, i T ’

kar je isto kot pri prvem nacinu.

2. Pouvedbiy/ =z, y" =z g—; dobimo:

= 9y —
ydy y—=z

skupaj z dodatno skupino resitev z = 0, torej y = B. Glavni del pa je linearna
diferencialna enacba. Najprej resimo homogeni del:

dzy dzy dy 1y 21 1
—_— —_—— n———In s A = — s
Yy dy ) on y ) A Yy H
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nato pa poisc¢emo Se splosno resitev:

oy o dy y> y

Zdaj resimo Se:

_aly)  dr_d(y)y—aly) o) =

y+B _
== -

d 2+ B d 1
Y _vt , S =dr, =In x, y==xvVCe* —B.

dx Yy y>+ B 2
To je splosna resitev enacbe, zdaj pa vstavimo Se zacetna pogoja. Ker je y(0) < 0,
mora biti:

C 6233

=—VCe*—-B, ¢f=—rrr——n.
Y Y Ce?* — B

Dobimo sistem —1 = —/C' — B, 3 = —

Iskana resitev je torej:

C
————, ki ima resitev C' = =3, D = —4.
VvC —B
y=+V4—3e%.

. Prvi nacin. Poisc¢emo lastna para:

1
2—1

M =241, 612{ ]; No=2—1, 7y

el

o e(2+0) B e** cos L e** sin
L e I e (2cosz + sinz) e?*(2sinz — cosz)|

Splosna resitev v realnem je torej:

Za lastno vrednost A\; dobimo kompleksno bazno resitev:

Y1 = e (01 cosz + Cysin x) ,
Yo = e (201 cosz + Cysinx + 2Cy sinx — Cy cos x) )

Drugi nacin. Odvajamo prvo enac¢bo in upostevamo drugo enac¢bo. Dobimo:
vi =4y —yh = ) — Sy

oziroma:
Yy — 4y +5y1 = 0.

Splosna resitev te diferencialne enacbe drugega reda je:
= Chre*cosx+ Cye*sine.
Izrazimo Se y, in dobimo:
yo =4y — Yy = e (201 cosz + Cysinx + 2Cy sinx — Cy cos x) ,

kar je isto kot pri prvem nacinu.

Gre za spiralne izvir. Fazni portret:
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4. Izracunajmo diferencialni operator:
Dy = 2*(z — 1)y" — 2(3x — 2)y' + (4z — 2)y
za funkcijo v generi¢ni obliki:
Y = Z crx”.
Velja:
Dy = Z n(n — )¢, 2" — Z n(n —1)c, a" — 3 Z ne, "+
+ Zchnx” +4chx”+1 — Qchx".
Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in uredimo:
Dy =Y (k=1)(k -2 = k(k—epa® =3 (k- gy a¥ +
k k k
+22kck:pk+420k_1xk—220kazk: (%)
k k k
= Z [—(l{; —2)(k—1Deg + (B — 3)20k_1} z
k

Karakteristi¢ni polinom je torej fo(A) = —(A — 2)(A — 1) ter ima nic¢li — izhodis¢na
eksponenta A\; = 2 in Ay = 1. Ker je razlika celo Stevilo, moramo resitev za nizji

ev e

Za visji eksponent \; = 2 nastavimo:

h1($) = Z C1,5 2/t = ch,n—Q " (Cl,j =0zaj ?é No) )
7=0 n
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vstavimo v (*) in dobimo:

Dhy(x) =Y [—(k ~ ) (k= Derps + (k— 3)2c1,k,3] o =

[e.e]

= [—j(j + ey — (- 1)2014‘71}95#2-

Jj=0

Izenacimo z ni¢ in pogledamo koeficiente. Za j = 0 dobimo identiteto, za j = 1

dobimo ¢;; = 0. Z indukcijo sledi, da za vse j = 1,2,3,... velja ¢; ; = 0. Ce torej

izberemo ¢; o = 1, prva bazna resitev pride hy(x) = z2.

Resitev za nizji eksponent \; = 0 oz. splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva
nacina.
Prvi nacin: z nastavkom druge bazne resitve (za x > 0):

hy(z) = Az*Inz + Z ot

5=0
kjer vzamemo Se cy; = 0. Odvajamo:
(#*Inz) =z +2xhnz, (z*Inx)” =3+ 2Inx
in po krajSem rac¢unu dobimo:
D(x2 lnx) =

Nadalje po formuli (%) dobimo:

D (f: CQJ‘ .l’j+1) =D (Z 02,71—1 xn) =

7=0 n

E:L*h—@%—lkm4+wk—$%mﬁkﬁz

k

=2 [‘J’(J’ — ez + (- 2)202,j—1}$j+1 :

Jj=0

Spomnimo se Se, da je coq = 0in ¢y ; = 0 za j ¢ Ny, ustrezno seStejemo, izenacimo
z ni¢ in pogledamo koeficiente. Dobimo:

j=0: identiteta
j=1: A=cyp
j =2 —202,2 =0
. (j —2)
73 =3,4,5,...: Coj = — = 2,j—1
i -1
Z indukcijo sledi, da mora biti ¢y ; = 0 za vse j = 2,3,4,. .. Ce izberemo ¢y = 1,

tako da pride A = 1, dobimo:

ho(z) = 2*Inz + 2.
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Za negativne x lahko In x nadomestimo z In(—z). Enotna splosna resitev je torej:
y = Oz + Cyz’In |x| + Cox .
Drugi nacin: z zniZanjem reda. Nastavimo y = hi(x) z in izra¢unamo:

_ 2
y—ZEZ,

y = 2xz+ %7,
y' =22+ dxd + 222"

Ko vstavimo v enacbo, po ureditvi pride:
(x—2)2"+Bx—2)2'=0.

Pisimo w = Z/, lo¢imo spremenljivki in dobimo:

d — 1
dw =2 _2 d,
w z(z —1) r—1 =

kar se najprej zintegrira v:
ln% =In(z—1)—2Inzx

oziroma:

to pa se zintegrira v:

1
z:b<ln|a:|+—) +a,
T

od koder dobimo splo$no resitev:
y = az® 4+ b(2”In|z| — +z),

ki se ujema s tisto iz prvega nacina.
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Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 23. 8. 2018

1. Z uvedbo z = 3/ enacbi znizamo red — dobimo:

2zd d 21
14222 =22, 2221:_m7 lnzo =Inlz|, z==+V1+Cx.
22 — x

Sem lahko Ze kar vstavimo zacetni pogoj z(1) = —3. Dobimo, da mora imeti koren
negativen predznak in da mora biti C' = 8. Integriramo:

3(1 + 8x)3/2

y:—/\/1~|—8xdx:— ——+D.
Vstavimo Se zacetni pogoj y(1) = 0 in dobimo Se D = —81/4. Iskana reSitev je

torej:
81— 3(1+ 8x)%?
— T ,

Y

2. y= —%x2 +C,+ Che? + Cye 22,

3. Karakteristi¢ni polinom: A? + 8\ + 15 = (A + 3)(\ + 5). Lastna para:

—_ 1
)\1 = —-3: V1 = |:1:| s
—_ 1
)\2 = -5 Vo = |:2:| .
Gre za ponor. Fazni portret:
Y2

n

Iskana resitev:

Y =3e 3 — 27

Yo =3e 3 — 47
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4. V skladu z namigom nastavimo:

2 2 2 2 2 2 2
y=r¢e"z, y =2ze" z+e" Y, ' =2e" z+4a?e” s+ Az e” 2 4 v 2"

Vstavimo v enacbo in po ureditvi dobimo:
(42° — 1)2 + 22" = 0.
Uvedemo w = 2/, lo¢imo spremenljivki in dobimo:

1

d_w:(——élx), ln%zlnx—lﬂ, w=Cze? .

w T

Integriramo in dobimo:

ali ekvivalentno:
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Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 6. 9. 2018

1. Pruvi nacin: enacbo resimo kot Bernoullijevo enacbo. Najprej preverimo, da jey = 0
resitev enacbe. Za preostale resitve uvedemo z = 1/y in dobimo linearno enacbo:

z2—1—zxlhzs =0.
Resimo pripadajoc¢o homogeno enacho:

d d
S S lnz—H:ln|lnx|, zg=Clnx,
ZH zlnz C

nakar konstanto C' nadomestimo s funkcijo w, vstavimo v linearno enacbo in po
ureditvi dobimo:

dz 1
Inz)2  Inz

r(Inx)*w +1=0, w:—/ ( + D,
T
1

1+Dlnzx’
Drugi nacin: preprosto lo¢imo spremenljivke. Najprej preverimo, da sta y = 0 in
y = 1 resitvi enacbe, nakar slednjo preoblikujemo v:

torej z =14 DInz in kon¢no y =

1
 Clnz+1’

dy dz | Yy —
= n
y?—y xlnz’ Cy

=In|lnz|, y;:C'lnm, Yy

kar je ekvivalentno resitvi iz prejSnjega nacina. Opazimo Se, da je posebna resitev
y = 1 zajeta v slednji druzini (za C' = 0), medtem ko resitev y = 0 nastopi kot
limita, ko gre C' v neskoncnost.

2. Splogna resitev: y = 12* + Cy 2% + Co2? In |z].
Iskana partikularna resitev: y = 4119[,’4 + %xz . ng Inx.

3. Karakteristi¢ni polinom: A*> + )\ — 6 = (A + 3)(\ — 2). Lastna para:

Gre za sedlo. Fazni portret:
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Y2

<{
V=

Iskana resitev:

Yy = _%ef&r; +%e2x’
y2:%6—3m+1_162a:.
4. Najprej za funkeijo f(v) = 1—— isratunamo f'(r) = .
. Najprej za funkcijo f(z) = izra¢unamo f'(r) = ———— in
jprej 2 62J T TErSE
f(x) = (1+—327)3 Nato v skladu z namigom nastavimo:
—x
oz , 2zxz N Z yo (2+6x2)z+ dxz N 2"
YT a2 y_(l—l'Z)Q 1-227 77 (1—22)3  (1—22)2 1—2a2

Vstavimo v enacbo in po ureditvi dobimo:
22" +32'=0.

Uvedemo w = 2/, lo¢imo spremenljivki in dobimo:

dw 3 w
?:—;, ln5:—31n|x|, w:;
Integriramo in dobimo:
¢ +D
z2=—— .
2x2

Splosna resitev prvotne enacbe je torej:

C N D
202(1 — %) 1 —a?

y:

ali ekvivalentno:
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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 12. 4. 2017

. Naj bo Ty = 20° C temperatura okolice. Dovajanje toplote in ohlajanje opisemo z

enacbo:
dT

E :a—b(T—To)
Loc¢imo spremenljivke in resimo:
dT 1, a—bT—-Tp) 1 bt
———— =dt —Ihnh—==1 T=Ty+-(a—A .
a—bT—T) b A ’ ot gla—AcT)

Ker se na zacetku, ob Casu t = 0, temperatura ujema s temperaturo okolice T,
mora biti A = a. Dobimo:

T:J@+%u—e*ﬁ.

Vemo, kako hitro se voda segreva na zacetku. Odvajamo:

dT
— =ae .
dt
in ko vstavimo t = 0, dobimo, da mora biti @ = 10°C/min. Ravnovesna temperatura

vode znasa T,, = Ty + 3 = 90° C, od koder dobimo izrazavo b = T Voda doseze
temperaturo T} = 70° C po casu:

1 —b(Ty — T, To—To. Too—1T1p . . .
t1:—51na (al 0): . OlnTOO_Ttl):8'77mln:8mm465.
. Iz izrazave: )
y=1+2+ 2
A

je razvidno, da gre za homogeno enacbo. S substitucijo y = zz, ¥’ = z+xz’ dobimo:

d d
2 =1+ 27, 1+222:§, arctgz = In|z| + C, z=tg(ln|z|+ C).

Iskana resitev je torej y = x tg (ln || + C’).

. Odvajamo:
20 +2(y —a)y’ =0,

izrazimo a = y + ﬁ in dobimo, da je dana druzina dolocena z diferencialno enacbo:

2z

T = y2 + Y .

/

Druzina ortogonalnih trajektorij je torej dolocena z diferencialno enacbo:

22 =y — 2zyy’ .
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Ce enacbo delimo z y, dobimo Bernoullijevo ena¢bo v kanoni¢ni obliki. Po uvedbi
nove spremenljivke z = y? dobimo linearno enacbo:

2=z — .

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

dZ—H—lzo, lnz—H—lna::O, 2y = Az,
ZH T A
z=ua(r)x, 7 =d(z)x+a(zx),
d(x)=-1, al@)=-2+C,
z2=—2*+Cx.

Iskana druzina krivulj je torej dolocena z enacbo:
Y = Cx — a°

oziroma:

oziroma:
(z—b)2+y*=0".

Gre torej spet za druzino kroznic. Slika:

— ——

> ///(g“\\: < / ! o
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4. Za y = ax? dobimo:
SapxP ™t + a®2* + 6272 =0.

Za vse x lahko to velja le, ¢e je p = —1 in a® — 5a + 6 = 0, torej a = 2 ali a = 3.
Torej lahko nadaljujemo na dva nacina.

1
Prvi nacin: y = — + —. Po ureditvi dobimo:
r oz

4
5+ = 41=0.
X

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

od 4d
ZH:—x, 5an—H:4lnx, 2y = Az
ZH T A

z=a(x)z¥?, 2 =d(x)2*? + 2 a(x) A

—5a/(z)zY° +1=0, a’(m):%x_4/5, a(z) =2 +C, z=x+Cz"5.

Splosna resitev je torej:

2
skupaj z izhodis¢no resitvijo y = —.
x
1
Drugi nacin: y = — + —. Po ureditvi dobimo:
xr oz
6
5+ 2 41=0.
x

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d 6d
5ﬁ:—x, 5an—H:6lnx, 2y = Ax8/®
ZH T A

z=a(x) 2", ? = d(z) 2% + Sa(z) 2",

—5d/(x) 25 +1=0, a’(x):%:c‘a/g’, a(z)=—2 Y+ D, z2=—z+ D25,

Splosna resitev je torej:

3 n 1
Y= 2 T Db — g
skupaj z izhodis¢no resitvijo y = —.
x
Opomba. Splosni resitvi, dobljeni na posamezen nacin, se ujemata, ce je CD = —1.

1 .. .3z, 24 -3¢ 24 1 70 o (1
5. y=gre "+ e 1369 COS(zx) + 1369 51n(290).
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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 14. 6. 2017

. Gre za nehomogeno Euler—Cauchyjevo enacbo s karakteristi¢no enacbo p? —p—2 =
0, ki ima resitvi u; = 2 in uy = —1. Od tod dobimo splosno resitev pripadajoce
homogene enacbe:

Cy

yw = Cra® + —=
T

Variacija konstant nam da sistem enacb:
Cl
Cla*4+ 2 =0,
x

C 1
/ 2
Resitev tega sistema je:
1 1
Cl=-— C,=— D
L 3257 ! 1224 t
o Cy= +D
2 32 7 3 >

splosna resitev nase enacbe pa je:

1 D
y:——i—Dla:?—{—f.

422
Velja se:
y(l) :%+D1+D27
1 D,
/
Y= gm Ty

y/(l) = —% —|— 2D1 — D2

in iz zacetnih pogojev dobimo:

Dl - 1_127 D2 - _%7
od tod pa iskano resitev:
2?1 N 1
Y7127 30 T

Kot resitev diferencialne enacbe to obstaja na intervalu (0, 0o).

. a) Karakteristi¢ni polinom: A\? + 2\ + 1 = (XA + 1)?. Za lastno vrednost \;o = 1

dobimo verigo:
|1 |2
Vo = 0 — V1 = 9| -

= (201 + Co(1+ Zx))e*’” ,
Yo = (201 -+ 202$)6_x .

Splosna resitev:

b) Skica:
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47
/

4

c) Trajektorija, ki gre skozi toc¢ko 7°(0, 1), pomeni, da za dolo¢en = velja y; = 0 in
yo = 1. Ta z lahko poljubno izberemo. ¢e izberemo x = 0, dobimo 2C; + Cy = 0
in 2C7 =1, torej C; = 1/2 in Cy = —1. Iskana trajektorija se torej v parametri¢ni
obliki glasi:

Y1

RN

x

Y1 = —2re” )
yo = (1 —2x)e™ .

. Enacba v okolici izhodis¢a ni regularna, torej ni o¢itno, da bo vrednost y(0) sploh
definirana. Ima pa vsaj pravilno singularno tocko, kar se vidi, ¢e ena¢bo pomnozimo

Z X

2*y + 2y =0.

Iz te oblike razberemo karakteristiéno enacbo p? — o = 0, ki ima resitvi g; = 1 in
o = 0. Ti se razlikujeta za celo stevilo, zato najprej poiséemo bazno resitev za
izhodis¢ni eksponent p; = 1. Nastavimo torej:

o0
Yy = E cp !
n=0

in enacba nam da:
o o
n n+1 __
n(n+1)ca" +» 2" =0.
n=0 n=0

Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente:

Z k(k -+ 1)cpa® + Z Co1z® =0,
k=1

k=0
od koder dobimo, da je ¢y lahko poljuben, ostali pa so doloc¢eni z rekurzivno zvezo:

Ck—1 L

— =1,2,3,...
k(k—i—l)’ ? =D

Cr — —
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Sledi:

Co
= (—Df
o=V GpeTn
Izberemo ¢y = 1 in dobimo bazno reSitev:
o0 s 72 23 7
— Y —
& ;_(f VoD Tt T o T@ers el
Za drugo bazno resitev nastavimo:
[e.e]
Yo = Ayllnx—i—chx”, c=0.
n=0
Odvajamo:
2x
(yllnm)’:%—l—yilnx, (yllnx)"zu+y’1'lnm

in ob upostevanju, da y; resi izvirno diferencialno enac¢bo, nam le-ta da:

— Al E n(n — e,z + E ez =0
T

oziroma:

AZ 2n+1x”+inn—1cn”1+20nx =0.
n=0

Preindeksiramo, da dobimo enotne eksponente, in upostevamo, da lahko vselej seste-
vamo od k£ = 0 naprej:

- 2k +1

k=0 (k1)
Zdaj pa koeficiente pred z* izena¢imo z ni¢. Pri k¥ = 0 dobimo A = —c,. Pri
k = 1 ob upostevanju, da je ¢; = 0, dobimo —3A 4 2¢y = 0, torej co = 3¢y. Za
k=2,3,4,... pa dobimo rekurzivno zvezo:

=ty ATV mern - Y e RrL)

Ce izberemo ¢y, = 1, lahko bazno resitev zapisemo v obliki:

Yo = —y11111‘+1+zck$k,
k=2

kjer se koeficienti ¢y, c3, . .. izrazajo z ustrezno rekurzivno zvezo.
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Velja 41(0) = 0 in lim, o y1(x) Inx = 0. Torej je y» v 0 definirana in velja y(0) = 1.
Za splosno resitev y = C1y; + Cays bo torej y(0) = 1 natanko tedaj, ko bo Cy = 0.
Iskane resitve so torej:

0 k+1 2 3 4
_ g T AN AR R
y 01};( )<k!>2<k+1> o (x + + . O €

Opomba. Pri tej nalogi pridemo skozi tudi Ze kar z nastavkom za regularno tocko,
torej y = >~ ¢,2". Vendar pa iz tega nastavka ne izhaja, da so to dejansko vse
zahtevane resitve enacbe.

. S substitucijo:
y =22, y =227, Y’ =227+ 222"
se enacCba prevede na:

4022%2" + dx22 + (42® — 1)z = 0.

Po deljenju s 4z* dobimo:

2?2+ + (27— Dz =0,

kar je Besselova enacba. Njena splogna resitev je (vsaj za x > 0):
Dysinz + Dycosx
v ’

kjer je D1 = \/2/mCy in Dy = \/2/m Cy. Za x < 0 lahko izkoristimo, da zrcaljenje
prek osi y ohranja Besselovo enacbo, in resitev se izraza v obliki:

z = Cl Jl/g(.l’) -+ CQ J_1/2<l’) =

D;ysinx + Dy cosx

z = 01 J1/2<—l’) + 02 J71/2(_m) = \/5 ’

ali tudi: '
_ Dysinx + Dycosx

Yy = \/—_llf
(zdaj je D1 = —\/2/7'('01 in .D2 = \/2/7’['02).

Za splosno resitev prvotne enacbe pa lo¢imo primer, ko je y > 0, in primer, ko je
y < 0 (pri y = 0 enacba ni regularna). Za y > 0 je predlagana substitucija y = 2*
na mestu: iz splosne resitve za y dobimo ustrezno delno splosno resitev za z. Za
y < 0 pa opazimo, da y resi enacbo natanko tedaj, ko jo resi —y. Splosna resitev
prvotne enacbe je torej:

y=£(C1 Jija(@) + Co J_y)a(2))? 250
y = +(Cy Jyjo(—2) + Cy J_1jo(—2)) Cz<0

oziroma: )
(Dysinx + Dy cosx)

X

y==+
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Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 10. 7. 2017

1. Najprej resimo homogeni del:

d 2
ﬂzxdx, lny—H:x—, yH:AegﬁZ/Q.
Yo A 2

Konstanto A nadomestimo s funkcijo a in odvajamo:
y = a(z)e”/?, y =d'(z)e”? +a(x) e /2.

Vstavimo v prvotno enacbo, uredimo in dobimo a/(z) = xe 3°/2, torej a(z) =
—% e37%/2 4 (', Splosna resitev dane enacbe je torej:

Yy = —%675”2 + O,
Vstavimo x = y = 0 in dobimo C = % Iskana partikularna resitev je torej:
372

x2/2 _ e~

3

€
y:

2. a) Hitrost padanja se bo ustalila, ko bo sila teze mg (nasprotno) enaka sili upora
kv, torej takrat, ko bo:
myg
v=—>==2cm/s.

k
b) Oznacimo s t ¢as, z y pa globino. Nadalje s piko ozna¢imo odvod po ¢asu, torej

U= ‘é—?. Tedaj je v = y hitrost, a = ¢ pa pospesek. Po drugem Newtonovem zakonu
je:
mg — kv =ma,
kar nam da diferencialno enacbo drugega reda:
mg — ky = mjj.
Enacbi lahko znizamo red, ¢e gledamo v = g. Dobimo enac¢bo prvega reda:
mg — kv =muv,
ki ji lahko lo¢imo spremenljivke:

d
df = "9
mg — kv
Po integraciji dobimo:
m . mg— kv

Ty

41



Ker mora pri t = 0 veljati v = 0, mora biti b = mg. Torej je:

t:—mln(l—iv)
k mg

v = %(1 —e*kt/m).

oziroma:

Z integracijo dobimo Se:

2
myg Mg _kt/m
=2y ¢ .
Ce zelimo ugotoviti, kako globoko bo po dolo¢enem éa5112 padla kroglica, je za globino
ob ¢asu t = 0 smiselno postaviti ni¢. Dobimo yy = —"3%, torej je:
2
mg m-g —kt/m
= —t——(1l—-c¢ .
y=—-t= 53 ( )

Zat=01s dobimo y = 196 mm.
Ly=Cre* + (—ﬁxQ — 4—19x + 02)67350.

. Karakteristi¢ni polinom: A% 4+ 7\ + 10 = (A + 2)(\ + 5). Lastna para:

>\1:—2Z ?1:|:1:| >

>\2:—5I ?2:|:1:|

Splosna resitev:

Y1 = Cl 6_2I + CQ 6_53: s
Yo = 201 6721“ — Cg 875x .

Fazni portret:
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5. Glede na to, da je koeficient pred y” v izhodis¢u razli¢en od nié¢, lahko uporabimo
Frobeniusovo metodo v osnovni obliki okoli izhodis¢a. Nastavimo:

o
= E cpx”

n=0

in enac¢ba nam da:

o0 o
g n(n — 1)c,z" E ne,x” —E 2t =0,
n=0 n=0

Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in upostevamo, da lahko neka-
tere koeficiente izpustimo, ker so enaki nic:

Zk+1 k+20k+2x —chkx —chxkzo.
k=0 = k=0
Uredimo in dobimo:
Z[ k+2)ck+2—(k+1)ck}x =0,
k=0
od koder sledi, da mora veljati:
Ck
= o k=0,1,2,...
AR A
torej:
Co Co C1 .
= = — i1 = ; =0,1,2,...
2T 6. (2j)  2741° €241 = 73T (2j+1)° J 1T

Zdaj pa vstavimo zacetne pogoje. Veljati mora:
y(0)=co=1, y'(0)=c;=0.

Sledi:
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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 5. 4. 2016

Praktiéna matematika

1. Najbo T'(t) temperatura kolaca po ¢ pretec¢enih minutah. Iz fizikalnih eksperimentov
vemo, da se temperatura 7' spreminja v skladu z diferencialno enacbo:

dT

— =k(T-T,),
3 = K )

kjer je T, = 20°C temperatura prostora. Po locitvi spremenljivk dobimo:

dr

— kdt,

kar se zintegrira v:

ozitoma T = T, + Aet'. 1z T(t;) = Ty = 50°C in T(ty) = Tp = 30°C, kjer je
t; = 30 min in ¢, = 60 min, tako po nekaj racunanja dobimo:

T(t) =T, + (T) — Tp)(t2*t)/(t2*t1)(T2 _ Tp)(t*tl)/(trh) )
Iskana zacCetna temperatura pa je:

(Ty — Tp)t2/(t2*t1)
(T, — Tp)t1/(t2—t1)

T(0) =T, + = 110°C.

2. Gre za Bernoullijevo enacbo, ki ima trivialno partikularno resitev y = 0. Za ostale

jo s substitucijo z = y'/? prevedemo na linearno enac¢bo:
z=ux(z'—1).

Resimo homogeni del:

dﬁ:d_x, lnz—Hzlnx, zg = Ax

ZH T A
in naredimo variacijo konstante:

z=a(x)x, 2 =d(x)x +alx),
a(x) :i’ a(z) =In|z|+ C, z=z(ln|z|+ C).

Splosna resitev prvotne enacbe je torej:

y=$3(1n|x|+0)3 inse y=0.
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3. Za y = azP dobimo:
SapaPt + a?x® + 4272 =0.

Za vse x lahko to velja le, ¢e je p = —1 in a®> — 5a +4 = 0, torej a = 1 ali a = 4.
Torej lahko nadaljujemo na dva nacina.

1 1
Prvi nacin: y = — + —. Po ureditvi dobimo:
xr oz

2
5+ = +1=0.
X

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

od 2d
ZH:—x, E)lIlZ—H:2hr1x7 2y = Az?”,
ZH T A

2 =a(x)x??, Z=d(x)2*® + La(x)a¥,

—5d/(z)2?° +1=0, a'(x):%xd/‘g, a(a:):%:v3/5+0, z:%x+C'a:2/5.

Splosna resitev je torej:

B 1 i 3
V=772 + 3Cx2/5
oziroma:
1 3

e
x  x+Cia?/>
1
skupaj z izhodis¢no resitvijo y = —.
x
1
Drugi nacin: y = — + —. Po ureditvi dobimo:
r oz
8z
—5z'+ —=+1=0.
x

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d 8d
5ﬁ:—$, 5an—H:81nx, ZH:Ax8/5,
ZH x A

z=a(x)x®?, Z = d(z) 2 + Sa(z)2®?,

1
—5d/(z)2®° +1=0, a’(x):5x_8/5, a(x):—%x_3/5+D, z:—%x—i-st/S.

Splosna resitev je torej:

B 4 3
v= E+3Dx8/5—m
oziroma.:
4 3
y—;+D1I8/5—$
4

skupaj z izhodis¢no resitvijo y = —.
x

Opomba. Splosni resitvi, dobljeni na posamezen nacin, se ujemata, ¢e je C1 Dy =
—1.
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. Iz:

0 Pl

— [xp (yctgy—zxgﬂ ::vpctgg—,—zy,

dy T T  sin %
0 y y 2Py
——P“t—}:— aP ctg 2 — —=2
8:15[ v ng (p+1) gx sin? ¥

xT

dobimo, da je enac¢ba eksaktna, ¢e jo pomnozimo z x~2. Integriramo:

/(%Ctgg—2x> dr=—1In
x x

1
—/—Ctgydy:—ln
r

in vidimo, da se integrala ujemata, ¢e je a(y) = 0 in b(z) = —z%. Splosna resitev
enacbe je torej:

sing‘ — 2% +a(y),
T

Y
sin :C‘ + b(z)

In

siny‘—i—xQZC’
T

ali ekvivalentno:
2

sin==Ae™; A#Q0.
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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 13. 6. 2016

Praktiéna matematika

. Gre za Euler-Cauchyjevo enacbo s karakteristi¢no enacbo pu? — 1 = 0, ki ima regitvi

= 11in ps = —1. Od tod dobimo splosno resitev pripadajoce homogene enacbe:
C
yg = Crx+ ?2 )

Variacija konstant nam da sistem enach:

C/
Ciz+-—2=0
x
o G
|
Resitev tega sistema je:
C”:; Ci=1ilnlz+1|+ D,
2+ 1) 2
2 (x—1)2
Cy=———— Cy=——"—2 1] 1|+ D
2 2@+ 1)’ 2 A zin|z+ 1+ D,
splosna resitev nase enacbe pa je:
X (l‘—l)2 1 Dg
=—1 +Dix—————1 1|+ —=
Y 2 nfe+1[+ Die 4x 2x nle+ 1]+ x
22 -1 1 E
= Inlz+1|+=+Ez+—.
2x 2 T
Velja se:
y(l):El+E2+%a
$2+1 $2—1 E2
= 1 |4+ —+F - —
y 5.2 n|z + |+2x(:1:+1)+ 1~ =
y’(l):ln2+E1—E2
in iz zacetnih pogojev dobimo:
In2 1 In2 1
Bi=——— -~ By=
2 4 2 4
od tod pa iskano resitev:
r? -1 2In2+1)z 1 2In2-1
Yy = hnjz+1l|—-—+ -4+ ——.
4 2 4x
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2. a) Karakteristi¢ni polinom: A\* — A — 2 = (A — 2)(A + 1). Lastna para:

)\1:21 ’Ul:|}:|,

)\2:—12 ’02:|:le:| .

Splosna resitev:

= Cre* +Che ™,
Yo = Ol 62m + 402 e .

1
7 4
7

3. a) Karakteristicna enacba za zadetni eksponent je u* — 2p + 1 = 0 in ima dvojno
reSitev 110 = 1. Najprej poiScemo reSitev, ki zadosca osnovnemu nastavku:

o0
= E cpx™ Tt
n=0

Enac¢ba nam da:

Z n(n+ ez — 2 Z(n + ezt —
n=0 n=0

[o.¢] 0.0 oo o0
— E (n+ 1)caz™t + g e,z 4+ g e, 4+ g et =0.
n=0 n=0 n=0 n=0

oo

i nle,x" — i(Qn + Depa™™ + i "t =0.
n=0 n=0 n=0
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Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente:

Z/{:zckx —i Qk’—le 1T +ch 2.1‘ —0
k=0

k=1 k=2

uredimo in dobimo:

(c1 —co)x + Z(k:%k — (2k — 1)eg—1 + ck_2> " =0,

k=2
kar pomeni, da mora biti ¢; = ¢y, poleg tega pa mora za vse k = 2,3,4, ... veljati
k*cy — (2k — 1)cp_1 + cp_2 = 0. Izra¢unamo prvih nekaj koeficientov ter uganemo
in preverimo, da mora za k = 0,1, 2, ... veljati:
Ck——z;.

Izberimo ¢y = 1 in dobimo prvo bazno resitev:

_i$k+1_ .
Y1 = o =xe’.
k=0

b) Splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: z nastavkom druge bazne resitve (za x > 0):

Yo = Ay; Inzx + Z cpz™

n=0

kjer vzamemo Se ¢y = 0 (saj spreminjanje tega koeficienta ustreza prvi bazni resitvi),
torej:

Yo = Ay Inx + E cpz™ !
n=1
Odvajamo:

v _ 28—

" +yiInz.

(y1Inz) = % +yiInx, (y1Inx)

Ob upostevanju, da y; resi izvirno diferencialno enacbo, nam enacba (x) zdaj da:

2Axy, — 2Azy; — 2uy1 + Z n?c ™t — Z(Qn + D™ + Z cpx™ 3
n=1 n=1 n=1

Zdaj pa upostevamo, da je y; = xe”. Dobimo, da se ¢leni z y; odstejejo. Delimo z
x in preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente. Dobimo:

Zk‘2ckl’ —f: Qk—lck 1T +ch QZL‘ =0.
k=1 k=2 k=3
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Se uredimo:

1z + (4ey — 3¢p)x? + Z(kQCk — (2k — D)eg—q + Ckfz)ﬁﬁk =0.
k=3

Torej mora veljati:

. 3 . (2]{,‘ — 1)Ck,1 — Ck—2 . o
c1=0, =450, = 12 i k=3,4,5,...
To pa pomeni, da je ¢, = 0 za vse k. Izberimo A = 1 in dobimo y, = xlnxe”.
Splosna resitev za x > 0 je torej:

y=ay; +bys = (a+blnx)ze®.
Za y < 0 lahko vzamemo:
y=ay +by = (a+bln(—z)) ze”.

Ker je v izhodis¢u singularnost, tehni¢no gledano teh dveh reSitev ne moremo
zdruziti v enotno resitev y = (a + bln|z|) e, ¢eprav tako Cesto piSemo zaradi eno-
stavnosti.

Drugi nacin: z zniZanjem reda. Nastavimo y = y;z in racunamo:
y=xe’z,
y=(@+1)e"2+xe" 2,
V' =(@x+2)e"z+2x+1)e" 2 +xe”

in ko vstavimo v enacbo, po ureditvi dobimo:

22"+ 2 =0
oziroma;: .
z 1
2! x’
kar se najprej zintegrira v:
/
In—=—Inz
oziroma:
, b
zZ=—,
x
to pa se spet zintegrira v:
z=bln|z|+a

(v resnici na tem koraku splosna reSitev razpade na dvoje — glej kon¢éni komentar
pri prvem nacinu). Od tod dobimo splosno resitev:

y=(a+bln|z|)ze”,

ki se ujema s tisto iz prvega nacina.
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4. Upostevajo€ zvezo:

(z7' (ZB))/ = —a ' Jy(z)

integriramo per partes:
/x Jo(x)de = /x2 vty (x) = —2 Ji () +2 / Ji(z)dr = —x Ji(x) =2 Jo(x)+C.

5. a) Dana enacba se prevede na kanoni¢no obliko Sturm-Liouvilleove enacbe:

(p(x)y) +q(z)y + Ar(z)y =0,

¢e jo pomnozimo z r(x). Dobimo:

To pomeni, da mora veljati 7/(z) = 2r(z), kar je izpolnjeno npr. za r(z) = e**.

Iskana kanoni¢na oblika je torej:
(€2xy/)/ + )\62a:y —0.

b) Gre za enacbo s konstantnimi koeficienti s karakteristicno enac¢bo pu?+2u+A = 0.

Za A < 1 dobimo splosno resitev:

y = Cl 6(—1-1-\/1—)\)3: + 02 e(—l—\/l—)\)m )

Ko to vstavimo v robna pogoja, dobimo sistem:

CIVl—A) = CoV1—A=0,
Cl(—l + €m> + CQ(—l — e*m) = O,

od koder po krajSem racunu dobimo C} = Cy = 0, zato v tem primeru ni lastnih
parov.

Za \ = 1 dobimo splosno resitev:
Yy = (01 + ng)e’x )

Ko to vstavimo v robna pogoja, prav tako dobimo C; = C5 = 0, torej 0 ni lastna
vrednost.

Za A > 1 pa dobimo splosno resitev:
y=C} e_xcos(\/)\ - 1£E) + (Y e_xsin( A — 1;5) .
Odvajamo:

y:—C’le_xcos( )\—133)—01 A—le‘xsin( )\—1517)—
—C'ge_“’sin( )\—11:)—1—6'2 A—le‘wcos( A—lx),

92



vstavimo v robna pogoja, pa dobimo C5 = 0 in C} Cos( A— 1) = 0. Lastno vre-
dnost dobimo le, ¢e je /A — 1 oblike (2k + 1)w/2, k£ = 0,1,2,... Lastni pari so
torej:

2
)\k:1+<w) ,

Y ((2k+1)7r )
yp = "eos (o )

k=0,1,2,...

c¢) Lastne funkcije so ortogonalne v skalarnem produktu:

mmzlﬁmm@wMa
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Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 24. 6. 2016

Praktiéna matematika

1. Iz izrazave: )
Yy oy

Yy =1+=+=
T T

je razvidno, da gre za homogeno enacbo. S substitucijo y = zz, vy = z+ 22’ dobimo:

dz _%

r2 =1+ 2%, T : arctgz = In|z| + C, z=tg(In|z| + C).
z T

Iskana resitev je torej y = a:tg(ln || + C).

2. a) Hitrost padanja se bo ustalila, ko bo sila teze mg (nasprotno) enaka sili upora

kv, torej takrat, ko bo:
M9 _y cm/s
v=—= = )
k

b) Oznadimo s t ¢as, z y pa globino. Nadalje s piko ozna¢imo odvod po ¢asu, tore;
U= ‘31—1;. Tedaj je v = y hitrost, a = ¢ pa pospesek. Po drugem Newtonovem zakonu
je:

mg — kv =ma,

kar nam da diferencialno enacbo drugega reda:
mg — ky = mjy.

Enacbi lahko znizamo red, ¢e gledamo v = ¢y. Dobimo enac¢bo prvega reda:
mg — kv =muv,

ki ji lahko lo¢imo spremenljivke:

ar— —mdv
mg — kv

Po integraciji dobimo:
m | mg — kv
[ — n —

k b

Ker mora pri t = 0 veljati v = 0, mora biti b = mg. Torej je:

m k
t:—zln (1—m—gv)

v = %(1 — e‘kt/m).

t =

oziroma:
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7 integracijo dobimo Se:

2
_mg Mg —kt/m
Y = 7 t+ ? e + Yo -
Ce zelimo ugotoviti, kako globoko bo po dolo¢enem éa5112 padla kroglica, je za globino
ob ¢asu t = 0 smiselno postaviti ni¢. Dobimo yy = —"5%, torej je:

mg m2g st

Zat =0"1s dobimo y = 1'96 mm.

. a) Karakteristi¢ni polinom: A\? + 2\ + 1 = (XA + 1)2. Za lastno vrednost Ao = 1

dobimo verigo:
|1 |2
Vg = 0 — V1 = 9|

Y = (201 + 02(1 + 2%))67‘% s
Y2 = (2C) 4+ 2Csz)e™ ™.

47
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c) Trajektorija, ki gre skozi tocko T'(0, 1), pomeni, da za dolo¢en z velja y; = 0 in
y2 = 1. Ta x lahko poljubno izbremo. ¢e izberemo x = 0, dobimo 2C; + Cy = 0
in 2C7 =1, torej C; = 1/2 in Cy = —1. Iskana trajektorija se torej v parametri¢ni
obliki glasi:

Splosna resitev:

b) Skica:

y=—2re

yo = (1 —2x)e ™.
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4. Ce vstavimo y = €**, dobimo:
a’(1+z)e™ —aa™ — (2 +4z)e™ = 0.

Ce Zelimo, da to velja za vse x, mora biti a> —a — 2 = 0 in a®> — 4 = 0, kar je res
samo za a = 2. S substitucijo:

y=ez, y =2z+2)e*, o = 4z+42 +2)e*
po ureditvi dobimo:
(B+4x)' + (14+x2)2" =0
oziroma:
B+4x)u+ (14+z)u' =0,

kjer je u = z’. Loc¢imo spremenljivke in integriramo:

du_ 34+ 4x

U 1+2x

1 u —4z
x—<1+$—4>dx, an—ln(1+x)—4x, u=A(l+x)e .

Se enkrat integriramo:
—4dx A —4x
z=A [(14+2x)e :1—6(4x+5)6 + B
Iskana splosna resitev je torej:

A
y=—(4r +5)e " + Be*
16
ali tudi:
y=a(dr +5)e > +be* .
5. S substitucijo:
y:Z27 y/:222,, y//:2212+22Z//
se enacCba prevede na:

402222 + 4oy + (4a® — 1)z = 0.

Po deljenju s 42* dobimo:

222" 4+ a2 + (:132 — }l)z =0,

kar je Besselova enacba. Njena splosna resitev je:
D;ysinx + Dy cosx
VT ’
kjer je D1 = /2/7 C} in Dy = \/2/m Cy. Splosna resitev prvotne enacbe pa je:

Z = 01(]1/2(17) + CQJ_l/Q(ZE) =

(Dysinz + Dy cos z)?
. .
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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 8. 4. 2015

Praktiéna matematika

. Oznac¢imo s T, = 20°C zacetno, s T, = —10°C zunanjo, s T,, = 0°C pa mejno
temperaturo. Nadalje naj bo ¢t; = 1 h c¢as, ob katerem temperatura pade na 7} =
15°C. Iz zakona o prevajanju toplote sledi, da spreminjanje temperature s ¢asom
zadosca diferencialni enacbi:

dT
Po locitvi spremenljivk:
dT
T T = —kdt
in integraciji dobimo:
T-T,
In = —kt.
a
Prit =0jeT = Ty, torej je a = Ty —1,. Prit = t, pa je T' = Tj, torej je
k= —ﬁ In % = i In % Cas, ob katerem temperatura pade na T},, pa je:
1. T,—1, Ini=L In Lo=T=
tn = —2In = — =t = — 4 = 6°0257h = 6h 2min.
a In T In T
dyg . Y . I
. — =ctgerdr, In=— =Insinx, yy =asinz.
Yo a
d(z)sin®z =sin’x, a(z) =2+ C.

Splosna resitev: y = (x + C)sinx.
Iskana resitev: y = (a: — %) sin z.

. Iz:
0 T 2201 + 2Py
e (3] )= T g
dy [x ( n(x+y)+x+y>} (x+y)?
ox T4y (x 4+ y)?

dobimo, da je enacba eksaktna, ¢e jo pomnozimo z 2. Integriramo:

3
/ (3:r2 In(x +y) + a:i— ) dx) = 2°In(z +y) +aly),

3
T
dy =2°In(z +y) +b
| S =G )+ 4
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in vidimo, da se integrala ujemata, ¢e je a(y) = b(x) = 0 (pri logaritmu ni absolutne
vrednosti, ker je logaritem brez absolutne vrednosti Ze v sami enachi in mora biti
zato © +y > 0). Resitev enacbe je torej:

?In(z+y)=C

oziroma:

C/x?

y=e — .

. Gre za Riccatijevo enacbo. Za y = ax? dobimo:

apaP™! = a®2? T2 4 27

To lahko velja za vse x, ¢e je p = —3 ina?+3a+2 =0, torej a = —1 ali a = —2.

Torej lahko nadaljujemo na dva nacina.

1 1
Prvi nacin: y = —— + —. Po ureditvi dobimo:
x z

oziroma: 5
z
S 42 =0.
T

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d 2d
ﬁz—x, an—H:2lnx, 2y = ka?
ZH Xz

K)z?+22=0, kir)=-2+C, z=-2°+C2”.

)

Splosna resitev je torej:

1 1
Y 3 Cr?—a3
1
skupaj z izhodis¢no resitvijo y = ——.
x
S 2 1 o .
Drugi nacin: y = —— + —. Po ureditvi dobimo:
x z
Z 4 2P
2 xz 22
oziroma: A
z
7 42*=0

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:
d 4d
&en —x, In 22 =4lnz, zy=ka',
ZH z k
1

F(r)z*+2*>=0, k(r)=—-+D, z=2a"+ Dx".
T
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Splosna resitev je torej:
2 1

VTS T B Dot

skupaj z izhodisc¢no resitvijo y = —%.

Opomba. Splosni resitvi, dobljeni na posamezen nacin, sta na prvi pogled videti
razli¢ni, vendar v resnici dolocata isto druzino funkcij. Posamezni resitvi se ujemata,
¢e je CD = —1; poleg tega pa se resitev za C' = 0 iz prvega nacina ujema z
izhodiS¢no resitvijo iz drugega nacina, resSitev za D = 0 iz drugega nacina pa se
ujema z izhodiSc¢no resitvijo iz prvega nacina.

. a) Hitrost padanja se bo ustalila, ko bo sila teze mg (nasprotno) enaka sili upora
kv, torej takrat, ko bo:
"9 _9em /s
v=—== .
k
b) Oznacimo s t ¢as, z y pa globino. Nadalje s piko ozna¢imo odvod po ¢asu, torej
U= (31—;‘. Tedaj je v = y hitrost, a = ¢ pa pospesek. Po drugem Newtonovem zakonu
je:
mg — kv =ma,
kar nam da diferencialno enacbo drugega reda:
mg — ky = my .
Enacbi lahko znizamo red, ¢e gledamo v = ¢y. Dobimo enac¢bo prvega reda:
mg — kv =muv,
ki ji lahko lo¢imo spremenljivke:
mdov
dt = ——.
mg — kv
Po integraciji dobimo:
m ., mg— kv

t:—zn b

Ker mora pri t = 0 veljati v = 0, mora biti b = mg. Torej je:

oziroma:

Z integracijo dobimo Se:

2
mg m-g

V=gt e e

Ce zelimo ugotoviti, kako globoko bo po dolo¢enem ¢asu padla kroglica, je za globino

ob ¢asu t = 0 smiselno postaviti ni¢. Dobimo yy = —mk—zg, torej je:

—kt/m + .

_ MGy TG () mhm)

k k?
Zat=01s dobimo y = 196 mm.
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Resitve kolokvija iz diferencialnih enacb z dne 12. 6. 2015

Praktiéna matematika

2

LY==+ O+ Cocos(2Inlal) + Cysin(2Inlz))

. Matrika sistema A = [i :ﬂ ima lastni vrednosti Ay = 1 in Ay = 3 ter pripadajoca

1

a) Gre za izvir. Skica obnasanja resitev:

lastna vektorja v, = E} in vy = [1]

b) Prvi nacin. ReSitev homogenega dela sistema je:

yig = Cre’ + O e’
Yorr = 2C1 € + Cy 3"

Iz variacije konstant dobimo sistem:

Cre" +Che’ =1,
20 " + Cy e’ =0,

katerega resitev je C] = —e ™", C4 = 2€7% oziroma C} = ¢ *+ Dy, Co = =273 ¢
Ds. Splosna resitev sistema je torej:

y1:%+D1€x+D2€3xa
y2:§+2D16x—|—D263x.
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Iz zacetnega pogoja dobimo Dy = —1, Dy = % Iskana resitev je torej:
=t ion,
Yo =3 —2e"+ 26>,

Drugi nacin. Matriko sistema diagonaliziramo, torej zapisemo A = PDP~!, kjer

je:
1 0 11
Gl U R
Prvotni sistem y’ = Ay + b z zacetnim pogojem y(0) = y, s substitucijo y = Pz
preide v diagonalni sistem z’ = Dz + w z zacetnim pogojem z(0) = =z, kjer je
Pw = b in Pz;, = y,. Po komponentah je to:
2=z-1, 21(0) =0,
2 =32+42, 2(0) =0,
kar ima za resitev:
z1=1—¢",

= %(63”3 - 1).

Resitev prvotnega sistema pa je:

yi| |11 1—¢* B %—ex—l—ge?’x
y2| (2 1) [3(e*—1)| |5 —2e"+2€5]

kar je isto kot pre;j.
. Ce delimo z 22, dobimo:

6y’ 6
4y//__y+wzo7 <*)
i T

od koder je razvidno, da gre za pravilno singularno tocko. Karakteristi¢cna enacba za
zacetni eksponent je 4u* —10p+6 = 0 in ima resitvi gy = 1, up = 3. To pomeni, da
za vsako od resitev karakteristicne enacbe dobimo linearno neodvisno resitev dane
diferencialne enacbe.

Naj bo najprej ;4 = 1. Nastavimo torej:

(e 9]

Y = E Cnantl

n=0

in enacba (%) nam da:

4 i n(n+1)c,z" ' —6 i(n + Depz™ ™ + i cpx" 4 6 i "t =0.
n=0 n=0 n=0 n=0
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evee

4 i n(n+1)c,x" — 6 i(n + 1)cpz”™ + i a4+ 6 i cpr” =
n=>0 n=0 n=0 n=0

in preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente:

42 k(k+ 1)cpa® — 6 Z(k + 1)epa® + Z Cr17* + 6 Z ek =0.
k=0 k=0 k=1 k=0

Uredimo in dobimo: .
Z(Zk(2k — Ve + ck_1>xk =0,
k=1

kar pomeni, da mora za vse k = 1,2,3,... veljati 2k(2k — 1)cx + ¢—1 = 0. Od tod
sledi:
(—D)F

(2k)

Izberimo ¢y = 1 in dobimo prvo bazno resitev:

= (=1)* w1 | xcosy/xr ;x>0
— (2/{:)!x | zchy—z ;<0

Cr —

To je klasi¢na (torej dvakrat zvezno odvedljiva) resitev dane diferencialne enacbe,
definirana na celi realni osi.

Naj bo zdaj Se pu = % Za x > (0 torej nastavimo:

o0

Y2 = Z Cnxn+3/2

k=0

in enacba (%) nam da:

42 ’I’L+ TL+ Cn " 1/2 62 TL+ Cn n— 1/2+ZC $n+1/2+620 " 1/2 _ —0.

oo

4i(n+%)( ez 62n+ Cpx™ —|—ch ”“—l—Gch =
n=0

in preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente:

42 k:+ k+ ck:v —Gi k+ ckx ~|—ch 1T +6cha: =0.
k=0
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Uredimo in dobimo:
oo

Z(%(Qk; 4 1)+ ck_1>xk —0,

k=1
kar pomeni, da mora za vse k = 1,2,3,... veljati 2k(2k + 1)cx + ¢x—1 = 0. Od tod
sledi:
(="
— .
(2k + 1)!

Izberimo ¢y = 1 in dobimo drugo bazno resitev za primer, ko je z > 0:

C =

_OO (_1)k k+3/2 _ :
y2—2(2k+1)!x = zsiny/z.

k=0
Za z < 0 dobimo resitev:

k

( 1) k+1
— — 7 —r = hy/—x.

Ti dve funkciji se ne dasta sestaviti v funkcijo, ki bi bila dvakrat zvezno odvedljiva
na celi realni osi, zato splosno resitev y = ay; + by, gledamo na vsaki polosi posebe;j.
Za z > 0 dobimo:

y = ax cos /T + brsin/z,

za x < 0 pa dobimo:

y=archv—x+brshv—x.

Mozno pa je tudi s pomocjo potencne vrste izracunati le eno resitev, nato pa znizati
red diferencialne enacbe: splosno resitev nastavimo v obliki y = y12. Za x > 0
rac¢unamo:

Y = 2T cos\/T ,
y' = Zwcos\r+ zcosx — 3 2\/Tsin

"no___n / / . 3 —1/2 _: 1
y" = 2"xcos\/x + 22 cosr — 2V usinr — 3z /2 sin T — 5 zcos\x

in ko vstavimo v enacbo (x), po ureditvi dobimo:
42" x cos \/x + 22 cos /T — 42'\/x sin/z =0

oziroma:

2" 1 tgx
1 tgve

2 2 Na
kar se najprej zintegrira v:

Z/

lnz = —%lnx—anCOS\/E

oziroma:
, c

Il =

Ve cos?\/x’
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to pa se spet zintegrira v:
z=2ctg\/r +a.

Ce pisemo b = 2¢, od tod dobimo splosno resitev:

y = brsin /x + ax cos /.

Za r < 0 pa racunamo:

y=zxchv—x,
y =Zvchv—z+zchvV—z+ 3 2v/—zshv—x,
y" =2"vchv/—x + 27 chv/—z + 2'vV—ashv/—z — 3 z(—2)/?*shv/—z — L zch vV~

in ko vstavimo v enacbo (x), po ureditvi dobimo:

42" chy/—x + 22 chv/—x + 42'\/—x shv/—2 =0

oziroma:

2" 1 th/—2x

I 2x+ V=

kar se najprej zintegrira v:

Zl

In= =—1In(—z) — 2Inchv/—z
c

oziroma:
, c

= ,
V—xch’/—z

z=—2cthv/—2 +a.

Ce pisemo b = —2¢, od tod dobimo splosno resitev:

y=brshv—x+axrchv/—x.

Vidimo, da tako za x > 0 kot tudi za x < 0 pride isto kot prej.

to pa se spet zintegrira v:

Podobno je mozno tudi resitev za p = 1 dobiti iz resitve za u = %

. Enacba se prevede na:
222"+ 12 + (2 - 9)2 =0,

ki ima splosno resitev z = C} J3(x) + Cy Y3(x). Splo$na resitev prvotne enacbe je
torej y = 273(C1 Js(z) + C2 Y3 (x)).

. a) Dana enacba se prevede na kanoni¢no obliko Sturm-Liouvilleove enacbe:
(p(x)y) +a(x)y + Ar(x)y =0,

¢e jo pomnozimo z r(x). Dobimo:



To je izpolnjeno npr. za p(x) = r(x) = e 2*. Iskana kanoni¢na oblika je torej:
(e—Qx y/)/ + )\e—Q:Ey _ O
b) Enacba ima konstantne koeficiente in karakteristicno enacbo r? — 2r + A = 0, ki

ima resitvi r1 o =1 £ v1 — A
Za \ < 1 dobimo splosno resitev:

y = Cl 6(1+\/17)\):r + CQ 6(17\/17)\)1 .
Ko to vstavimo v robna pogoja, dobimo sistem:
Ci+Cy=0,
Cl el—i—\/l—)\ + 02 61—\/1—)\ =0

ki ima edino resitev C; = Cy = 0, saj je e! TVI=A —el=V1I=* £ (. Torej v tem primeru
ni lastnih parov.

Za \ = 1 dobimo splos$no resitev:
y = (C1 + Cyx)e”.

Ko to vstavimo v robna pogoja, prav tako dobimo C; = Cy = 0, torej 1 ni lastna
vrednost.

Za A > 1 pa dobimo splosno resitev:
y=e" <C’1 cos(\/)\ — 1:17) + Cy sin(\/)\ — 11’))

in ko to vstavimo v robna pogoja, dobimo C; = 0 in (3 sin /A — 1 = 0. Lastne pare
torej dobimo za v A — 1 = km, k € N. Natancneje, lastni pari so:

M= (km)? +1, yr = e sin(kmz) .

c¢) Lastne funkcije so ortogonalne v skalarnem produktu:

(u,v) = /0 1 u(@) v(z) e > da .

d) Iz

1 2 - Lkl
= | sin(krz)dz =4 T
(f,yk) /0 sin(krz) dz { 0 ksod

dobimo razvoj:

e 1 v :
e’ = Jz_; 2t n e”sin((2j + 1)7z) .

Ce delimo z €®, dobimo razvoj konstante 1 v klasi¢no sinusno Fourierovo vrsto.
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Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 23. 6. 2015

Praktiéna matematika

1. Ce z r oznadimo polmer kapljice, le-ta zados¢a diferencialni enacbi:

dr a

ar 2’
kjer je a sorazmernostna konstanta. Po loc¢itvi spremenljivk dobimo:

3

r?dr = adt, %:at+b, r = ~/3(at + ).

Prit=1jer =25, prit =2 pa je r = 10. Dobimo sistem enach:

125 = 3a + 3b,
1000 = 6a + 3b,

ki ima reSitev a = 875/3, b = —250. Torej je:
r = /875t — 750.

Pri t = 3 dobimo r = v/1875 = 12'33, torej bo imela kapljica po treh sekundah

polmer priblizno 12°33 mm.

2. Prvi nac¢in. Gre za Bernoullijevo enacbo. S substitucijo z = =2 po ureditvi dobimo
linearno enacbo:
22 +22%2 =2,

ki jo resimo po ustaljenem postopku:

d 2d
ﬁ _$:O7 IHZ—H+21HI:0, ZH:%,
ZH xr a T
a(z) 21n |z| 4+ C
A $2 , 37@’(1‘):2, a(x):21n|a';|+c” Z:T

A pozor: pri substituciji z = y~2 smo izgubili splogno resitev y = 0. Splo$na resitev
dane enacbe je torej:

X

S —
Y V2In|z|+C

Ce vstavimo x = 1 in y = 4, dobimo C' = 1/16 in pri korenu pozitivni predznak.
Iskana partikularna resitev je torej:

inse y=0.

T 4x

T Pme+ i VEmoEl
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definirana pa je za x > e~ /32,

Drugi nacin. Gre za homogeno enacbo. S substitucijo y = xz po ureditvi dobimo:
xz = —2°.

Loc¢imo spremenljivke, integriramo in dobimo:

d d 1 1
__jz_x> _2:1n|$|+D7 z== )
2z x 2z V2(In|z| + D)

A pozor: pri locitvi spremenljivk smo delili z z in izgubili resitev z = 0. SploSna
resitev dane enacbe je torej:
1

== in Se =0,
Y 2(Injz| + D) Y

kar je isto kot pri prvem nacinu: posamezni resitvi se ujemata, ¢e je C' = 2D.

cy=(Er+L)e ™ — L cos(3r) — & sin(3z).

. Matrika sistema A = [1) _21} ima lastni vrednosti A = 1 in Ay = —2 ter pripada-

joca lastna vektorja v, = {ﬂ in vy = [_11} :

a) Gre za sedlo. Skica obnaSanja resitev:

Y21

b) Prvi nacin. Resitev homogenega dela sistema je:

Y1 =201 + Coe

T —2x
Yo = Cre" — Coe ™"
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Iz variacije konstant dobimo sistem:

207"+ Che ™ =1,
Cle" — Che =0,
katerega resitev je C] = % e Cf = % e?® oziroma C; = —% e+ Dy, Cy =
% e?® + D,. Splo$na resitev sistema je torej:
Y1 = _% + 2D1 e’ + D2 6_2z s
Yo = _%+D1€m—D2672m.

Drugi nacin. Matriko sistema diagonaliziramo, torej zapisemo A = PDP~!, kjer

je:
1 0 2 1
o=l S el )

Prvotni sistem 3y = Ay + b s substitucijo y = Pz preide v diagonalni sistem
z' = Dz + w, kjer je Pw = b. Po komponentah je to:

Zizz—i-%, zéz—22+%,
kar ima za reSitev:
21:—%4—016”, 22:%—}—026721.
Resitev prvotnega sistema pa je:

1| 2 1 —%—i—C’lex o —%+2016x+026_2x
Yo I | %—FCQGin o —%4—01696—02672:” ’

kar je isto kot prej.

. Ce delimo z x, dobimo:

od koder je razvidno, da gre za pravilno singularno tocko. Karakteristicna enacba
za zacetni eksponent je pu? + p = 0 in ima resitvi p; = 0, po = —1. To pomeni, da
sicer za vsako od resSitev karakteristicne enac¢be dobimo linearno neodvisno resitev
dane diferencialne enacbe, vendar pa moramo reSitev za nizji eksponent izvajati iz
resSitve za visji eksponent.

Najprej torej poisc¢emo resitev za visji eksponent p; = 0. Nastavimo:

oo
Y1 = E Cnxn
n=0

in enacba nam da:

e}

n(n —1)c,a" 1 +2 chnx”’l — Z ™t =0.
n=0

n=0 n=0
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evee

in(n — ez + 2 incnx" - i cpt" T =0
n=0 n=0 n=0

in preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente:

Z k(k — 1)cpa® +2 Z kepa® — Z Crox® =0.
k=0 k=0 k=2

Uredimo in dobimo:
2c1x + Z(k(k + ey, — ck_2>:z:k’ =0,
k=2

kar pomeni, da mora biti ¢; = 0, poleg tega pa mora za vse k = 2,3,4,... veljati
k(k+ 1)ck — cg_2 = 0. Od tod sledi:

0 ; k lih
Cp = Co
——  : k sod.
CES

Izberimo ¢y = 1 in dobimo prvo bazno resitev:

o0 h
x? i s #0
y1=Z—<2.+1)|= z
=0 \&J : 1 ;x=0.
Resitev za nizji eksponent p; = —1 oz. splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva

nacina.
Prvi nacin: z zniZanjem reda. Splo$no resitev nastavimo v obliki y = y,2. Za x # 0
ra¢unamo:

sh x
y=z——,
, ,shzx zchx —shz
y ==z +z 5 ,
x x
Y= 2 shz +2Z,$Chm—shx L (2+2?*) shx —2zxchz
x q;2 1‘3

in ko vstavimo v enacbo, po ureditvi dobimo:
Z'shax +27 cha =0

oziroma:
— = —2cthz,

kar se najprej zintegrira v:

ln% = —2In|shz|
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oziroma:

2= b
sh®z’
to pa se spet zintegrira v:
z=bcthx +a
Od tod dobimo splosno resitev:
_ashz+bchx
= " 7

ki ima v izhodis¢u pol, brz ko je b # 0. Tehni¢no gledano imamo torej dve splosni
resitvi — eno za x > 0 in eno za x < 0.

Drugi nacin: z nastavkom druge bazne resitve:

Yo = Ay Inx + Z et ,

n=0

kjer vzamemo se ¢; = 0. Enacba nam zdaj da:

24y; — A oy Z(n —1)(n—2)cpz" 2 +2 Z(n —1)e 2™ 2 — Z cpr” =0.
v n=0 n=0 n=0
Delimo s potenco z najniZjim eksponentom, t. j. mnozimo z x:
2Axy, — Axyy + Z(n —1)(n—2)cpz"™ + 2 Z(n — ez — Z cpx™? =0
n=0 n=0 n=0

in preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente:
2A2%y, — Axy; + Z(k —1)(k — 2)cpa® + 2 Z(k — 1)epa® — Z Crox® = 0.
k=0 k=0 k=2

Uredimo in dobimo:

2Ax%y| — Axy; + Z(k(k — Dy — ck,g)xk =0. (%)

k=2

Zdaj upostevamo Se razvoj funkcije y; v potenc¢no vrsto. Izkaze se, da je dovolj

gledati zacetek vrste:
2

xXr
Sledi:
.1'3

szyi—xylz—x%—?—k---

Ce torej v (*) pogledamo koeficient pri x, dobimo, da mora biti A = 0: tako
razvoja funkcije y; ne potrebujemo vec. Ob upostevanju tega s primerjavo ostalih
koeficientov dobimo:

k(k—1)c, —cro=0; k=2,3,4,...
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in ¢e upostevamo sSe privzetek ¢; = 0, od tod sledi:

0 ; klh
Cr = Co

I ; k sod.

Izberimo ¢y = 1 in dobimo drugo bazno resitev:

"=

x2-1 Cha:

Sledi splosna resitev:
ashxz +bchzx

Y

y =
x
kar je isto kot pre;j.
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1.

Resitve izpita iz diferencialnih enacb z dne 27. 8. 2015

Praktiéna matematika

Iz:
_a r__ 2
T’ x2
najprej dobimo a = xy in nato diferencialno enacbo:
y=-2.
x

Ortogonalne trajektorije zadoscajo diferencialni enacbi:

, ) dy =z
y = — oziroma -— = —.
y dz y
2 2
Po locitvi spremenljivk dobimo y dy = x dx, kar se zintegrira v 5 = ?4—0 oziroma:
v —a2=b.

Ortogonalne trajektorije so torej hiperbole.

. Enacbo zapisemo v diferencialni obliki:

(1+x+y)de+ (z+9*+2y)dy =0.

Pomnozimo z f(z + y) in ra¢unajmo:

sl s e w] =2 fa ) + (oA ),

a% [(l’ +y° + 2y)f(rc,y)} =fla+y)+ @+ +29)f (z+y).

Enacba bo eksaktna natanko tedaj, ko bosta zgornja izraza enaka. Po ureditvi
dobimo:

2y = 1) (f(z+y) - f'z+y) =0.
Enacba bo torej eksaktna, brz ko bo veljalo f'(z) = f(z) oziroma % = w, &e

d
ozna¢imo w = f(z). Po lo¢itvi spremenljivk dobimo %” = dz, kar se zintegrira v

In % = 2 oziroma w = a . Torej lahko postavimo f(z) = e*. Integriramo:
/(1 +a+yf)eVde = (v + )" + Aly),
/(:): + 32+ 2y)e"dy = (z + y*)e" Y + B(z).
Ce postavimo kar A(y) = 0 in B(x) = 0, se izraza ujemata. ReSitev dane enacbe je
torej:

(z+y?)e™™ = C.
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3. Gre za Riccatijevo enacbo. Za y = ax dobimo:
a=1+a—4d?,
kar je res za a = 1/2 in a = —1/2. Torej lahko nadaljujemo na dva nacina.
Prvi nacin: y = g + % Po ureditvi dobimo:
2?2 =32z —-4=0.

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d 3d

&en_ —x, lnz—H =3lnz, zy==ka®,

ZH T k

1 1
Ex)a®—4=0, kiz)=——4+C, z=—-——=+Cz>.
(x)x (x) pr + z . +Cx
Splosna resitev je torej:
x x

x
skupaj z izhodis¢no resitvijo y = 5

1
Drugi nacin: y = —g + —. Po ureditvi dobimo:
z

222 +5x2—4=0.

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d d k
ﬁ+5_x:0, an—H+5lnx:0, RH = &
ZH T k x5

— — 4 _

Splosna resitev je torej:
x T
="+
Y 2 D+t

x
skupaj z izhodis¢no resitvijo y = —5

Opomba. Splosni resitvi, dobljeni na posamezen nacin, sta na prvi pogled videti
razli¢ni, vendar v resnici dolocata isto druzino funkcij. Posamezni resitvi se ujemata,
¢e je CD = —1; poleg tega pa se reSitev za C' = 0 iz prvega nacina ujema z
izhodiS¢no resitvijo iz drugega nacina, resitev za D = 0 iz drugega nacina pa se
ujema z izhodiS¢no resitvijo iz prvega nacina.

4. S substitucijo z = ' enacbi znizamo red. Dobimo:

e+ 1)+ Pz =1.
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Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

dzg dx ZH k

il —0, InZ 1)=0 —

ZH+[E+1 ’ nk+n(m+) » AH r+1’
1 1 C

Ke)=1, k@)=--4C, z=- :
k(@) =1, k@)=-—-+C, =z w@tl) ol

Ce pisemo D = C + 1, lahko to zapiSemo tudi v obliki:

1 D
z=—=+ :
r x+1

Po integraciji dobimo splosno resitev prvotne enacbe:
y=Dln(zx+1)—Inz+ E.

Ko vstavimo zacetne pogoje, dobimo DIn2+FE =0, —1+ % = 3, kar ima za reSitev
D =8, F = —8In2. Iskana partikularna resitev je torej:

z+1
—Inz.

y=28In
o 1 —1f. . Cee
. Matrika sistema A = 4 _g|ima dvojno lastno vrednost \; o = —1, ki ji pripadata

1
2
moznosti). ReSitev homogenega dela sistema je torej:

lastni vektor v, = in korenski vektor vy = [_011 (pri slednjem je lahko ve¢

YIH = (Cl + OQ.T) e * ,
You = (201 - CQ + 20237) e v,

Iz variacije konstant dobimo sistem:

(C]+ Chx)e ™ =0,
(20] — Cy +2C5z) e =77,

katerega resitev je C] = =, C4 = —1 oziroma C} = %a:ZJrDl, Cy = —x+ D5. Splo$na
resitev sistema je torej:

Y = (—%:152 + D) + Dgaz) e ",
Yo = (—a:2 +x+2Dy — Dy + 2D2;1:) e .
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