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Resitve kolokvija iz Analize 3 z dne 22. 4. 2010

. 1z

ISRM
d arctg(ry) 1
dy x C1 o a2y?
dobimo:

> arctg(axr) —arctg(bz) . [ [ 1 B
/_OO . dr = 1—|—x2y2dydz_

Racun utemeljimo z enakomerno konvergenco integrala:

©
/ @
oo L+ 2?Y?

za y med a in b. Le-to pa vidimo po Weierstrassovem kriteriju: ¢e je ¢ manjse izmed

stevil a in b, velja:
1

1+ z%y?

integral slednjega od minus neskon¢no do neskon¢no pa obstaja.

. Velja:
2/x (9]
// dxdy // $:2/ r do —
(x 4+ y)? x—i—y 0 2?+1 2242

2+ 1]~
2+ 2],

1
14 22’

= In =In2.

. Izracunajmo najprej diferencial loka:

ds = \/(—3 cos?tsint)? + (3sin®tcost)2 dt = 3\/(3082 tsin®t(cos?t +sint) dt =
= 3 |costsint| dt

oziroma, za —7/2 <t < 7w/2:

ds = 3cost [sint| dt.
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Sledi:

w/2 w/2 /2
/ d5:3/ cost |sin t| dt:6/ costsintdt = 3sin*t| =3
—r)2<t<7/2 —r/2 0 0
ter Se:
/2 w/2 6 /2
/ :Bds:3/ cos t [sin | dt:6/ costtsintdt = — — cos"t| =
—7/2<t<m/2 —7/2 0 5 0 5]

n:

/2
/ yds = 3/ cos® tsin®t [sint| dt = 0
—/2<t<m/2 —7/2

(zaradi lihosti). Tezis¢e je torej tocka T(%, O).
. Prvi nacin. Enacbo zapisemo v diferencialni obliki:

(3y* — 162y + 2027) dz + (2zy — 42”) dy = 0.
Iz:

0
En [ma (3y2 — 16xy + 20x2)] = 62% — 162",
Y

% [x“ (2zy — 4x2)] =2(a+ 1)y — 4(a + 2)x°**

razberemo, da je enacba eksaktna natanko tedaj, ko je a = 2. Rac¢unajmo:

(3x2y2 — 1623y + 20334) dx + (2x3y — 4334) dy =
= y?d(2®) — 4y d(z*) +4d(2°) + 2* d(y?) — 42t dy =
= d(x3y2 — daty + 4x5) .
To lahko dobimo tudi s pomocjo krivuljnih integralov. ReSitev nase diferencialne

enacbe je torej:
23y? — daty 4+ 425 = C

oziroma:
2 (y —22)* =C
oziroma:
C
y=2zx+4/—
T
oziroma:

y =2z + D (dx)%?

ali tudi y = 22 + D |z|™®/2, pri ¢emer se zavedamo, da sta to v resnici dve druZini
resitev: ena za pozitivne in ena za negativne x.
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Drugi nacin. Opazimo, da lahko enacbo razcepimo:
(y — 2x)(3y — 10x + 22y') = 0.

Torej je bodisi y = 2x bodisi 3y — 10x + 2zy’ = 0. Slednja diferencialna enac¢ba
/
3
YH 4 2 — () in ima resitev In 2% = ——In|z|
YH x C 2
oziroma yy = C |z|73/2 (ée smo natanéni, imamo dve druZini resitev: eno za pozitivne

in eno za negativne ). Za refitev originalne resitve nastavimo y = C|x|=%/2 in ce
smo natancni, velja:
3
’ 3/2 /
y' =z c'——.
2z

in ko to vstavimo v enac¢bo, dobimo C’ = 5|z|*/2, kar se zintegrira v C' = 2z|z|3/2+ D,
od koder dobimo splosno resitev:

je linearna, homogeni del se glasi 2

y=2z+ D lz| 2,

kar je isto kot prej.



Resitve kolokvija iz Analize 3 z dne 3. 6. 2010
ISRM

1. Ker enacba ne vsebuje eksplicitno z, lahko uvedemo y' = z, ¢ = zdz/dy. Dobimo:

z dz

_— = 0
y(1+y?) dy
oziroma: 4 4
z
Y == 0
y(1+y?) =2
oziroma.
dy ydy dz 0
y 1492 oz
kar se zintegrira v:
Y z
In———+In—=0
V1+9y? Ch
oziroma:
1 2
z = Cl + 4
Y

Ko vstavimo z = ¢/, po lo¢itvi spremenljivk dobimo:

ydy

Vity?
\/1+y2:Clx+Cg

y=4/(Crox+Cy)2—1.
2. Splosna resitev: y = —% x+Crz?+ Cyx2

:Oldl’,

kar se zintegrira v:

oziroma:

: Sitov 1 — _ 1 1,2, 1 ,-2
Partikularna resitev: y = —gx + ;27 + 527"
. v v . . L o
3. Pruvi nacin. 1z 922 + E i 0 sledi, da gre za harmoni¢no funkcijo, ki je vedno imagi-
z Y

narni del neke analiti¢ne funkcije. Ce z u ozna¢imo pripadajoco realno komponento,
iz Cauchy—-Riemannovega sistema sledi:

ou Ov ou v
—_— = — = s _— = —— = —a’
or 0Oy oy ox
kar je res za u(z,y) = —ay + ¢, kjer je ¢ realna konstanta. Iskana analiti¢na funkcija

je torej:
f(x,y) =u(x,y) +iv(r,y) = a(-y +iz) +c+bi
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oziroma:

f(z)=tdaz+c+bi.

Drugi nacin. Iz x = (2 + z) /2 dobimo:

. 1z:

v(z) :aZ;Z +b:a222_,zz +b=alm(iz) + b= Im(iaz + bi) = Im(iaz + bi + ¢)
i
kar je isto kot pre;j.
e ¥ sing = e *Ime” = Im(e 2" ™) = Imel 71"
dobimo:

0 R—o00 0

Substitucija z = (—2 4 i)z, dv = —(2 + i) dz/5 nam da:

0o 1 (2+i)R
/ e **sinzdr = —— Im | lim (2+i)/ efdz| =
0 5 R—o0 0

1 |
= —zIm|(2+3) lim (®F —1)] =

R—o0
1 1

Seveda pa lahko integral izracunamo tudi s ¢isto realno integracijo, in sicer z dvakra-
tno integracijo po delih in sklicevanjem nase.



Resitve izpita iz Analize 3 z dne 7. 6. 2010
ISRM

t
1. Oznacimo h(t) := / wesin(t—u) du in opazimo, da je h = f g, konvolucija funkcij

0
f(t) = te in g(t) = sint. Ce z F, G in H ozna¢imo Laplaceove transformiranke
funkcij f, g in H, velja:

1 1
F(S):m, G(S):m

1 1 1 1 S
H(s) = F(s)G(s) = G D) =3 (—8_1 + 1) —|—82+1> .
Sledi h(t) = 1 [(t — 1)e’ + cost].

2. Obmocje lahko zapisemo v obliki:

D={(z,y);1<e"y<3,1<e"y<2}.

S substitucijo:

u=e"y, v=e"y,
1. u

r=—=In—, =uv,
2w

dobimo:
1 1 1 [%2d 34 n2-1
//_dxdy:// _dudvz_/_% dv _In2-In3
DY EE%QUU 2/, u 1 v 2

Opomba. Seveda lahko integral izracunamo tudi v kartezijskih koordinatah.

3. Enacba ne vsebuje eksplicitno odvisne spremenljivke y. Po substituciji z = ¢’ dobimo
natancno logisticno enac¢hbo. Po loc¢itvi spremenljivk in razcepu dobimo:

dz

m:dx ali z2=0 ali z=1.

Prva moznost se zintegrira v:

In

=x+C; CelR

—z




oziroma:
z

1—=2

=4t C eR,

kar je ekvivalentno:

1izzaex+c; aecR\{0}.

Ko enacbo resimo na z in upostevamo Se posebni resitvi, dobimo, da se splosna resitev

za z glasi:
ae’

=——a€cR ali z=1.
1+ae®

2

Po integraciji dobimo:
yzln(l—l—aex) +D ali y=x+D; a,DeR.

. Iz zveze w = f(2) = i najprej izrazimo z = %—i—i. Pogoj |z| < 1 oziroma 2z < 1

e

i —iw > 1,

se potem prevede na:

oziroma:

kar je ekvivalentno Imw > 1/2. Pogoj Re z > 0 oziroma z + z > 0 pa se prevede na:

1 1
—+—=>0
w w

oziroma w + w > 0 oziroma Rew > 0. Torej je:

f(A)={weC;Rew >0,Imw > 1}.

Skica:

N

3_

2__

1_
7/
/ 2 3 4 Rez

_127A




Resitve izpita iz Analize 3 z dne 21. 6. 2010
ISRM

1. Oznac¢imo:

J(a) = dz

/°° In(a? + %) — In(1 + 2?%)
0 1 ‘|‘ZL'2

Integral najprej izracunamo za a > 0. Integrand je parcialno odvedljiv po a in po
formalnem odvajanju dobimo:

J'(a) = /000 ( 2a dz.

@+ 22)(1 + 22)

Racun je pravilen, ker je odvod integranda zvezna funkcija dveh spremenljivk in ker
odvajani integral konvergira enakomerno za m < a < M za poljubna 0 < m < M:
uporabimo namrec¢ lahko Weierstrassov kriterij, ker lahko ocenimo:

2a < 2M
(@® + 22)(1 + 22) = m?(1 + 2?)

Y

integral slednjega od ni¢ do neskonc¢no pa obstaja. Izracunajmo:

J(a) 2a o 1 1 d 2a ; 1 e T
a) = — r = arctg x — — arctg —
a?—1J), \1+2%2 a®+a? a?—1 & a &4

o0

0

o
a1’
Torej je:
J(a):/ailda:wln(a—i—l)—i—C.
Iz J(1) = 0 izra¢unamo C' = —In 2, torej za a > 0 velja:
1
J(a) = 7ln 25

Iz zveznosti dobimo, da to velja tudi za a = 0. Natancneje, integrand je zvezen
v x in a in integral konvergira enakomerno za 0 < a < 1, kar lahko dobimo po
Weierstrassovem kriteriju, tako da najprej ocenimo:

© n(a2 + 22) — 2 oo 2y _ 2 | 2
/ n(a® + 2°) — In(1 + 2*) x:/ In(1+ %) — In(a +x)dx§
0 1+ a2 0 1+ a2
oo 2\ 2
</ In(1 + 2°) ln(:v)dz<
~—Jo 1+ 22 -
1 > 1n(1 2
§/(1n2—21nx)dx+/ de.
0 1 1+ 22
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Da obstaja prvi integral, se vidi iz eksplicitnega izracuna nedoloCenega integrala.
Obstoj drugega integrala pa lahko utemeljimo s substitucijo ¢t = In(1 + z?), ki ga
prevede na:

1 [ t

= —=dt

In2 V et —1

le-tega pa lahko s pomo¢jo ocene 1 < 1ef, e/ — 1 > lef navzgor ocenimo s
(V2/2) [, te~/?dt, ki obstaja.
Vrednost J(a) smo za zdaj izracunali za a > 0. Toda ker je integrand sod v a, to
velja tudi za J(a), to pa pomeni, da mora veljati:

la| + 1

=l
J(a) =mln 5

2. 7 vpeljavo cilindri¢nih koordinat:
r=rcosp, y=rsinp, z=z, J=r

dobimo, da je iskani integral enak:

J _///O<r<1 73 (cos pcos z — sinpsin z)?drdp dz =

0<p<27r
0<2<1

1 1 pon
:/ / / 73(cos ¢ cos z — sin g sin 2)* dp dz dr =
o Jo Jo
1 1 por
—/ r?’dr/ / (cos ¢ cos z — sin psin 2)* dp dz =
0 0o Jo
1 1 27
= —/ / (cos @ cos z — sin psin z)* dpdz.
4 Jo Jo
Z upostevanjem adicijskega izreka za kosinus dobimo:

1 1 2m
) / / cos®(¢ + 2) dpdz
o Jo

in s substitucijo & = ¢ 4+ z v notranjem integralu dobimo:

1 1 2m+2z
:Z_l/ / cos?adadz.
0 z

Toda zaradi periodi¢nosti je tudi:

1 1 2m 1 2w 1 2w
= —/ / cos’ adadz = —/ cos’> ada = —/ (1 + cos(20)) dov =
4Jo Jo 4 Jo 8 Jo

o sin(20)\ 7"
= (= +
8 16

™

Z .

0

11



3. Diferencialna enac¢ba ne vsebuje eksplicitno x, torej lahko vpeljemo substitucijo ¢y =
dy/dz = z, y" = 2dz/dy. Tako enacba preide v:

yzdz

2
=0.
dy T

Resitev, ki jo moramo posebej upostevati, je z = 0 oziroma y = C. Po deljenju z yz>
in mnozenju z dy dobimo:
dz n dy

ER
dy v

torej ln%%—lnyzO, Z:dx:%’ ydy = Cduz, 526'115—1—D7 y =

+./2(Cz + D), Xkar je ekvivalentno y = +1/C 1z + D;. To zajema tudi prej izlo¢eno

resitev y = C.

0,

4. Notranjost kroga s srediS¢em v 1 in polmerom 2, ki ji odvzamemo sredisce, se s
preslikavo fi(z) = (2 — 1)/2 bijektivno preslika na notranjost enotskega kroga brez
sredisCa. Preslikava fy(2) = 1/z le-to bijektivno preslika na zunanjost enotskega
kroga, preslikava f3(z) = 2z -+ pa slednjo spet bijektivno preslika na ciljno mnozico,
t. j. zunanjost kroga s sredis¢em v ¢ in polmerom 2. Iskana konformna preslikava je
torej:

4 .
fz):=(fso fao fi)(2) = —— +i
Opomba. To pa niso vse mozne preslikave s to lastnostjo. Vse mozne preslikave so

oblike: 4
a .
f(Z) - - — 1 +Z)

kjer je a kompleksno $tevilo z |a| = 1.
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Resitve izpita iz Analize 3 z dne 13. 9. 2010
ISRM

1. Oznacimo:

J(a) = /Oooln<1+%> dz.

Najprej ugotovimo, da za a = 0 integral obstaja in velja J(0) = 0. Nadalje je
integrand parcialno odvedljiv po a in po formalnem odvajanju dobimo (za a > 0):

> dx 1 x
JI — —d = — t R —
(a) A CL+I‘2 v \/aarc g\/a

Ce so torej izpolnjeni pogoji (glej spodaj), torej velja:

s
Ja)= [ —= = C
(a) / NG m/a+
in ker je J(0) = 0, mora veljati J(a) = 7/a.

Utemeljitev. Najprej izpeljemo, da je J zvezna funkcija na [0,00). Integrand je
namre¢ zvezen za (x,a) € (0,00) x (0,00) in konvergira enakomerno po a € [0, M]
za vsak M > 0 pri obeh mejah. Obakrat lahko uporabimo Weierstrassov kriterij. Na
spodnji meji ocenimo:

]
™

) 2

M
’hq(l—i—%)’ <Ih— =IhM-2hz,
x x

integral fol Inx da pa obstaja. Na zgornji meji pa iz ocene In(1+t) = [ du/(1+u) <
fg du =t za t > 0 izpeljemo:

a M
(14 35)] < =
integral [~ (M/2?)dxz pa spet obstaja.
Integrand v odvajanem integralu je prav tako zvezna funkcija na (z,a) € [0,00) x
(0,00) in integral J'(a) konvergira enakomerno po a € [m, c0), kjer je m > 0. Spet
uporabimo Weierstrassov kriterij in ocenimo:
1

a -+ x?

1

“m4+ax?’

integral slednjega pa spet obstaja. Torej lahko zamenjavo odvajanja in integriranja
uporabimo za strogo pozitivne a. Tako dobimo, da za a,b > 0 velja J(a) — J(b) =
7T(\/_ — \/5) Toda ker je J zvezen v 0, formula velja tudi za b = 0 in dobimo zeleni
rezultat.

Opomba. Z integralom J'(a) so pri (z,a) = (0,0) tezave, saj integranda ne moremo
zvezno razsiriti. Prav tako integral J'(a) ne konvergira enakomerno za a € [0, m].
Zato je potrebno preveriti zveznost zaCetnega integrala J(a).
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2. Oznac¢imo:

2
z
J = /// = drdyds,
K /7% +y?

Prvi nacin: s sfericnimi koordinatami. Po prevedbi na trikratni integral dobimo:

2 pl  pw/2 1 /2 2
J:/ / / T3sin26d9drdg0:27r/ r3dr-/ sin®fdf = — .
0 0 J—m/2 0 —7/2 4

Drugi nacin: s cilindri¢nimi koordinatami. Po prevedbi na trikratni integral dobimo:

2 pl V1—22 1
J:/ / z2/ drdzdc,o:27r/ 22V1 — 22dz
o J-1 Jo -1

Slednji integral lahko izracunamo na ve¢ nacinov. S substitucijo z = sint se prevede
na:

w/2 T /2 2
J = 27r/ sin?t cos t dt = —/ (1 —sin(4t)) dt = —

771'/2 4 771'/2 4 ’
lahko pa po upostevanju sodosti uvedemo tudi substitucijo w = 22 in dobimo:
1 1 p(§)2 2
J = 47r/ 22V1 — 22dz = 27r/ wl/2(1 —w)1/2 = QWB(%,%) =27 F(23) =7
0 0

Pri prevedbi trojnega na trikratni integral pa je smiseln Se en vrstni red integracije,
pri katerem dobimo:

2 pl V1-22 A 1
J:/ / / 2dzdrde = — [ (1—r3)32dr
o Jo J-vi—r? 3 Jo

in tudi tega lahko izracunamo na enega izmed prej prikazanih nacinov.

3. Prvi nacin: z Laplaceovo transformacijo. Ce z X(s) in Y (s) oznac¢imo Laplaceovi
transformiranki izrazov x(t) in y(t), iz sistema in zacetnih pogojev dobimo:

sX =—-X+3Y +

s+1
sY =2X —6Y.
Resitev tega sistema je:
B 5+6 _ 6 5 B 1
s(s+1)(s+7) Ts 6(s+1) 42(s+7)
2 2 1 1
Y = = — — + ,
s(s+1)(s+7) T7s 3(s+1) 21(s+7)
od koder dobimo z =8 — 2¢7" — Le " iny =2 — e 4 Fe 7



Drugi nacin: z Jordanovim razcepom in variacijo konstant. Sistem zapiSemo v ma-

o o Tl x Lo =1 3. 10 o
tricni obliki [y} = A {y] + b, kjer je A = {2 —6} inb = [em]' Najprej

” . .| 7 .
resimo homogeni del, t. j. |.| = A , in sicer s pomocjo Jordanovega razcepa
()

0 0 3 1 T u
. _1 . . . . . . .
A =PJP ' Kkjer je J = {O 7] in P= L 2]. Ce uvedemo [y} =P [U} , velja

{u] =J {Z} , torej . = O in © = Cy e~ ™. Resitev homogenega dela se tako glasi:

0
[x} _p {u} _ [3 1] [ o } _ |:301+0267t:|
y v 1 =2 |Cye ™ Cy—Cye™™
Variacija konstant nam da naslednji sistem:
30, + Che ™ =e
Cp—2Che ™ =0,

ki ima za reSitev:

Po integraciji dobimo:
01:_%e*t+D1’ 02:_5662&_'_1)27
od koder sledi splosna resitev:
T = —%e_t+3D1 +Dye ™ oy = —%e_t+D1 —2Dye .

Iz zaletnega pogoja z(0) = 0,y(0) = 0 dobimo sistem:

3D1+ Dy =2
D1 — 2D2 - % 5
katerega resitev je Dy = —%, Dy = —%, od koder dobimo kon¢no resitev.
. Cejez = ¢ velja cosz = (¢ +e)/2 = (z+ 27")/2 in dz = ie" dt oziroma

dt = —idz/z. Sledi:

27 2
t 1
J::/ &dt:—if T dz
o 2+cost x2(22+4z+1)

kjer fK oznacuje integral po enotski kroZnici v pozitivni smeri. Iz 2(2? + 4z + 1) =
z(z + 2+ \/§) (z +2 - \/§) in dejstva, da nicli 0 in —2 + V3 lezita znotraj, nicla
—2 — /3 pa zunaj enotske kroznice, dobimo:

. 2241
2=0 z(z—|—2+\/§)

2241
2244241

_ w23

J = 2mi(—1i) Z:2+\/§] =— 7
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Resitve izpita iz Analize 3 z dne 21. 3. 2011
ISRM

. Oznac¢imo:

2/ (z+1) o

Y
F(x :/ dy.
( ) el/(z+1) lny y

Funkcija F' je definirana in odvedljiva na (—oo, —1) in na (—1, 00). Iz

62x/(x+1) 262/(x+1) egc/(aerl) e1/(:1:+1) e2/(x+1)
Fl(z) = — + ""/ fdy =
) 2 et ) Jaen
2 e a1 (/Y
- + + 7 =
r+1 z+4+1 2+1|16m

=0

sklepamo, da je I na vsakem izmed obeh prej omenjenih intervalov konstantna.
Nadalje s substitucijo z = 1/y dobimo:

—2/(x+1) _ —2/(z+1) e 2/(—xz—2+1) e
¢ 277 dz ¢ 272 € 272
F(z) = — —- = dz = dz =
e—1/(z+1) — Inz z e—1/(z+1) Inz el/(—z—2+1) Inz
=F(—z—-2).

Ker preslikava  — —z — 2 ravno zamenja intervala (—oo,—1) in (—1,00), mora
biti prej omenjena konstanta enaka za oba intervala, torej je integral res neodvisen
od z. Numeri¢ni izrac¢uni pokaZejo, da je (do zaokrozitvenih napak natan¢no) enak
3°05912.

1 p2—222 3 1 8
.V:/ / ydydx:—/ (1—1‘2)2(:11':3/ (1—2.752+l’4)d$:—
—1J1—22 2 -1 0 Z
. a) Velja:

0

a9y [e‘” (2sin(z + 3y) + cos(z + By))} = e (6 cos(z + 3y) — 3sin(z + 3y)) ,

(% [36‘”‘" cos(x + 33/)} = e"*(3a cos(x + 3y) — 3sin(z + 3y)) .

Dana vektorska funkcija je potencialna natanko tedaj, ko se oba zgornja izraza uje-
mata, to pa je natanko tedaj, ko je a = 2.

b) €2 sin(z + 3y) + C.
¢) Ce enacbo pomnozimo z e** cos(z + 3y) dx, dobimo:

3¢** cos(x + 3y) dy + €** (2sin(z 4 3y) + cos(z + 3y)) dz = 0
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oziroma:

d [ezx sin(z + 3y)| =0

dobimo resitev:
e*sin(x 4 2y) = C

oziroma:
sin(z +2y) = Ce 2",

. Ker je Rez = (2+2)/2, je z € A natanko tedaj, ko je z+ 2z > 4. Najbow = f(z) =
1/(z —1). Tedaj je z = 1/w +i. Torej je z € A natanko tedaj, ko je 1/w + 1/w > 4,
to pa je spet natanko tedaj, ko je 4ww —w —w < 0. Ce pifemo w = z + iy,
dobimo, da slednja enac¢ba velja natanko tedaj, ko je 422 + 4y?> — 2z < 0 oziroma
(z — i)z +y? < &. Mnozica f(A) je torej odprt krog s sredis¢em v 1/4 in radijem
1/4.
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Resitve izpita iz Analize 3 z dne 29. 6. 2011
ISRM

1. Iz formule za odvod dolocenega integrala s parametrom dobimo:

F'(z) = cos(x cosz) tg x — 3 cos(z cos(3z — 7)) tg(3z — ) +/ cos(z cosy) sinydy .

3x—m

Po manjsi poenostavitvi in substituciji ¢ = cosy dobimo:

F'(z) = cos(x cosz) tg x — 3 cos(z cos(3z)) tg(3z) — / costdt =

cos(3z—m)
= cos(z cosz) tgz — 3 cos(z cos(3x)) tg(3z) — sin(z cos x) — sin(z cos(3z)) .
V3

Ko vstavimo z = z, dobimo F” (E) =14 —.
3 3 2

2. Oznacimo z X in Y izraza, ki ponazarjata Laplaceovi transformiranki funkcij = in y
kot funkciji spremenljivke s. Dobimo sistem:

sX —-1=-X+2Y
3Y—2X—i—2Y+L

1’
Cigar resitev je:
L -Bswd M 12
C(s+2)(s=1)(s—3) 15(s+2) 3(s—1) 5(s—3)’
3s —1 7 1 4

T GG -1)(6-3 15612 36-1 55-3)
Resitev danega sistema diferencialnih enacb je torej:
x:%e_%—?l)et—k )

_ 7T -2t 1t 4.3t
=—1€ 36+5€.

3. Oznacimo dani integral z I.

Prvi nacin. Velja:

//xQ dydx—/ (hm—ln(xQ))dx:—/Ollnxdx:(x—xlnx)

Drugi nacin. Velja:
1
I—// dx—:/(y1/2—1)dy:1.
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4. Prvi nacin. Najprej iz parcialnih odvodov:
fo=—€Ysinx, f,, =—e’cosz, f,=¢ecosx, f,,=¢e"cosu,

razberemo, da je f,, + fy;, = 0. Z drugimi besedamo, f je harmonic¢na funkcija,
torej je res realni del neke analiticne funkcije F' = f + gi. Iz Cauchy—Riemannovega
sistema dobimo ¢, = f, = —e¥sinz, od koder dobimo npr. g(z,y) = —e¥sinz. Sledi:

F(x +iy) = e¥(cosz — isinz) = eV ™
oziroma F(z) = ™',

Drugi nacin. Ce pisemo z = x + iy, velja:

~2)/(20) pog 2T 2 _
2
—2)i/2 <e(z+2)i/2) i e—(z+z)z/2> _

-
~
I\
S~—
I
Q
’c?
K\I

I
i

™
—~

ezz + e—zz) —_

=5(
=5(

e—iz +€—ZZ) _

= l\DIi—‘[\DIHMIH

@
—~
@
L
N
~—
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Resitve kolokvija iz Analize 3 z dne 7. 4. 2009
ISRM

1. Z odvajanjem pod integralskim znakom dobimo:

f’($):/ tef*/2qt .
0

Racun je pravilen, ker zgornji integral konvergira enakomerno za vse z < a, kjer
je a fiksno realno Stevilo. Velja namrec ‘tetw-ﬁ/ 2| < te™ /2. Po Weierstrassovem
kriteriju je dovolj pokazati, da je fooote“t*tQ/2 dt < oco. S substitucijo u =t — a se
integral prevede na: .

/ (a4 u)e? e 2 du.

Le-ta pa obstaja, ker obstajata integrala / e™%*/2 dy, in / |ul e~%/2 qu.

- —0o0

Velja torej:
() —zf(x) = / (t —z) e /2 dt.
0

Z uvedbo nove spremenljivke s = tx — t2/2, ds = x — t, dobimo:

f’(x)—l’f(x)z—/o_ooestZL

2. Sistem preslikajmo z Laplaceovo transformacijo. Ce ozna¢imo X = LxinY =LY,
dobimo:

sX —1=-2X+Y

1
sY =2X —3Y + .
542
Resitev tega sistema je:
B s+ 55+ 7 1 L1
(s D)(s+2)(s+4) s+1 0 2(s+2)  2(s+4)

3 1 1
Y: — —_ R
(s+1)(s+4) s+1 s+4

od koder sledi:



3. Integrale, ki pridejo v postev pri nalogi, lahko izracunamo s pomocjo naslednjih
cilindri¢nih koordinat:

T=x, Y=7rcosy, zZz=rsine; J=r.

Tako za volumen dobimo:

V = ///0<x<1 dedydz = //ﬁq<1 rdrdpdr =
y2+_22_§x2 0§<P§7T

z>0 0<r<z

s 1 T 1,..2
:/dg0~//rdrdm:7r/ x—dx:z
0 o Jo 0o 2 6

Ta rezultat lahko dobimo tudi povsem elementarno, saj je nase telo polovica stozca
s polmerom osnovne ploskve 1 in visino 1. Tezis¢e ozna¢imo s T*(z*, y*, 2*). Zaradi
simetrije je y* = 0, preostali dve koordinati pa dobimo s podobnim ra¢unom kot za

volumen:
., © 6
= — g<a<1 rdrdydz = — g<p<1 TTdrdedr =
& y?+22<a? & 0<p<m

z>0 0<r<z

/dgp/ /rdrdx—G/ —d:c—
z* :—///0<$<1 zdrdydz = — ///qur sinpdrdpdr =
s Y222 <z? ™ 0<p<m

220 0<r<z

12 ['a? 1
:§/ sin g dy - //rd’r’dx— /x—dx:—
T Jo ) T

Tezisce je torej tocka T*( ,0 —)

Opomba. Vse integrale lahko izracunamo tudi neposredno, brez vpeljave novih
koordinat.

4. Oznacimo:
flz,y)=ye® —y+e?, glz,y)=e"—1—e".

Velja:

—y 99
—e
oy -

Ce z A oznaédimo trikotnik, ¢igar rob je krivulja K, po Greenovi formuli dobimo:

j{(fdx—i—gdy // (%——y)dxdy:2//Adxdy,

kar je dvakratna plos¢ina trikotnika A, torej 2.

="+ 1—eY.
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Resitve kolokvija iz Analize 3 z dne 11. 6. 2009
ISRM

1. S substitucijo z = ¢/, ¢y’ = zdz/dy po ureditvi dobimo:

d d
dz _ _,dy
z )
kar se zintegrira v ln% = —2Iny oziroma z = C/y*. Iz zadetnega pogoja y = 1,

z = 2 dobimo C' = 2, torej je z = 2/y?. Ko vstavimo z = ¢’ = dy/dz in uredimo,
dobimo:
yidy = 2dz,

kar se zintegrira v y°/3 = 2z + D. Iz zadetnega pogoja xz = 0, y = 1 dobimo D = 1/3.
Resitev nase diferencialne enacbe je tako:

y=vb6r+1.

2. Razcepimo A = PJP~1, kjer je:

= A ]

S substitucijo x1 = y1 + 2y9, 3 = Y1 + dys se torej homogeni del sistema prevede na:

Y1 =1, Yo = —2ya,
kar ima za splosno resitev:

vy =Cr e, Y2 = Cy e

oziroma:
1z =Cret +2C, e, zy=Crel +5C,e .

Za resitev izvirnega sistema naredimo variacijo konstant:
: L g . L g
016t+2026 tZO, 016t+502€ t=6t7

od koder sledi C; = —2in Cy = L oziroma Cy = —2t+ Dy in Cy = Le¥ + Dy,
Resitev nasega sistema je torej:

xl:—§t6t+§et+Dlet+2D26_2t, xg:—§t6t+g€t+D1€t+5D2€_2t-
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3. Trditev, da je z € A, je ekvivalentna trditvi, da je z + Z > —2. Trditev, da je
1
w € f(A), je ekvivalentna trditvi, da je — +1i € A, torej:

w
1 1
—4+—=> -2
w w

oziroma:
2w+ w+w > 0.

Ce pisemo w = x + iy in uredimo, dobimo:
(x+%)2+y2 > }L.
Iskana mnozica je torej zunanjost kroga s srediséem v —1/2 in polmerom 1/2.

4. Prvi nacin. Iz z = " sledi dz = ie dt = iz dt, torej dt = —idz/z. Nadalje je:

et 4 e z—i—% 22 +1
cost = = = .
2 2 2z

Ko to vstavimo v integral, dobimo, da je le-ta enak:

J——2z’7§ I —-2@75 dz
=1 2% + 4z + 1 =1 (z4+2-V3)(z +2+V3)

=1
O

Integrand ima en pol (—2 + v/3) znotraj integracijskega obmodja, drugi (—2 — v/3)
pa je zunaj. Po Cauchyjevi integralski formuli je potem:

1
24243

2

J = —=2i-2mi = —.
2=—2+3 \/g

Drugi nacin. Uvedemo univerzalno trigonometrijsko substitucijo:

2dx 1 — a2
cost = ——
14 22

dt =

v=te “Tr a2

t
9 )

in pazimo na meje. Dobimo:

[ [ [T L T =
— = — =2 ° 5 = —=arctg — =—.
o 24 cost _x 2+ cost 3t V3 V3l V3
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Resitve izpita iz Analize 3 z dne 29. 6. 2009
ISRM

2

“a—+/x
1. Oznacimo F(a) = / —\/_2 dz. Ocitno je integrand zvezen v @ in z in parcialno

(1+x)
zvezno odvedljiv na a, prav tako je tudi zgornja meja zvezno odvedljiva na a. Sledi:
@ q I 1
a—a x
F'(a) = 2a - —_— = — =1- :
(a) =24 (1+a)2+/0 Aro? 1tz 1+

Torej je F'(a) = a — arctga + C za neki C' € R. Ker je F/(0) = 0, je tudi C' = 0, zato
je konéno F'(a) = a — arctga.
Opomba. Racun je pravilen le za a > 0: za a < 0 namrec velja:

2

F'(a)ZQG’ ata +/ (d—x
0

(1+a)? 1+ x)?
in sledi:
F(a) = arctga +a — 2

B s 14+a?’

Splosna formula za nas integral pa je:
o] —a

F(a) = a — arct :

(a) = a — arctg |a| + T+

2. 7 vpeljavo cilindri¢nih koordinat:
xr=rcosp, y=rsinp, z==z, J=r
dobimo, da je nas integral enak:

2 1 1-r o 1
I:/// Z2Td7’d(de:/ / / szzrdrdgpz—/ r(1—r)*dr.
Oz=lr o Jo Jo 3 Jo

0<p<2m

Izra¢un poenostavimo s substitucijo ¢ = 1 — r. Dobimo:

or (! o2r [ttt P
=" t3(1—t)dt:—7T Lz
3 Jo 3 \4 5

1

o 90
3. Gre za nehomogeno Eulerjevo enacbo. Iz karakteristicne enacbe:

AN=1)+4X+2=0,
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ki ima enostavni resitvi Ay = —1 in Ay = —2, dobimo resitev homogenega dela enacbe:

C, Oy
ywm=-—_—T 5"
r

Resitev izvirne enacbe dobimo z variacijo konstant, pri ¢emer enacbo zapisemo v

obliki:

4y’ 2 e
yll + l -+ —g =3~
T T T
Dobimo sistem:
cr
-1 _22 =0,
x x
Cr 20, e
a2 g3 g2’

ki ima reSitev:

Po integraciji dobimo:
01:€I—|—D1, 02:(1—.%)6964—1)2,

kar nam da resitev:

. Najprej enacbo w = f(z) re$imo na z, t. j. poiS¢emo inverzno funkcijo. Dobimo

1w
z= T Iz neenacbe notranjosti enotskega kroga 2z < 1 in prejsnje zveze dobimo:
w —_—
WW
<1,
(w—1)(w—1)

kar je ekvivalentno Re(w) < 1/2. Torej je f(A) = {w € C; Re(w) < 1/2}.
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Resitve izpita iz Analize 3 z dne 3. 9. 2009
ISRM

t
1. Oznacimo h(t) := / we®sin(t—u) du in opazimo, da je h = f*g, konvolucija funkcij

0
f(t) = tet in g(t) = sint. Ce z F, G in H ozna¢imo Laplaceove transformiranke
funkcij f, g in H, velja:

1 1
(s —1)*’ N

1 1 1 s
H(s) = F(s)G(s) = TENEEESy :§<_s—1+(3—1)2+32+1) .

Sledi h(t) = 1 [(t — 1)e’ + cost].
2. 7 vpeljavo modificiranih sferi¢nih koordinat:

F(s) =

r cos @ sin rsin r? cos 0
—_— z = s =
V2 V3 V6

(do katerih recimo pridemo, ¢e najprej uvedemo dve preprosti substituciji, nato pa
obicajne sferi¢ne koordinate), dobimo, da je na$ integral enak:

) 1 00 ) 2 /2
I:/ ~0 e cos&drdgod@z—/ rle”" dr'/ d@-/ cos 6 do.
—<p<2m V6 Jo 0 —7/2

w/2<0<m/2

x=rcosfcosp, y=

Izra¢un zadnjih dveh integralov je preprost, v prvega pa uvedemo substitucijo t = 2,

dt = 2r dr. Po ureditvi dobimo:

2w [ 2
=" Petdt = 2 .31 =27V6.
V6 Jo V6

3. Enacba ne vsebuje eksplicitno odvisne spremenljivke y. Po substituciji z = ¢’ dobimo
natancno logisticno enac¢hbo. Po loc¢itvi spremenljivk in razcepu dobimo:

dz

m:dx ali z=0 ali z=1.

Prva moznost se zintegrira v:

In =x+C; CeR

—Z

oziroma:

= +e*tY. CeR,
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kar je ekvivalentno:

1izzaex+c; aeR\{0}.

Ko enacbo resimo na z in upostevamo Se posebni resitvi, dobimo, da se splosna resitev

za z glasi:
x

z = ac ;aeR ali z=1.
14+ ae®
Po integraciji dobimo:
yzln(l%—ae’”)—i—D ali =xz+D; a,DeR.

. Naj bo R > 0. S K; oznac¢imo pot v kompleksni ravnini, ki gre naravnost od —R
do R, s K5 pa pot, ki gre od R do —R po zgornjem polkroznem loku s sredis¢em v
izhodiscu. Tedaj lahko iskani integral zapisemo v obliki:

ez’z

gLy A

Nadalje na K, velja:

= <
2244 R2+4~ R{4+4°

eiz ’ e~ Im z 1

torej je:

/ e’ - ™R
Ko Z2+4 - R2+4’

%1

od koder sledi:
dz=0.

lim 5
R—o0 Ky ? +4

Ce torej s K oznac¢imo unijo poti K; in Ks, dobimo, da je:
J = lim —dz.
R—oo [pr 2244

Toda po Cauchyjevi integralski formuli velja:

% 6ZZ d % 1z d 2 ) 1z T
2214 "« (2 +20)(z — 20) T2, 2

(neodvisno od R). Sledi J = 7/(2¢?).
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