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UVOD

Pric¢ujoca razmisljanja so nastala iz raznovrstnih vprasanj, ki so se mi porodila ob studiju
in poucevanju raznih matemati¢nih vsebin. Vcasih se mi stvari niso zdele jasne. Véasih se
mi je notacija, ki je v veljavi, zazdela nekorektna. Vcasih so se mi doloc¢ene definicije ali
rezultati zazdele kot zajec iz klobuka in sem na vsak nacin hotel vedeti, kaj ti¢i v ozadju.
Vcasih se mi je zazdel ¢uden tudi vrstni red podajanja. Kakor koli, zazdelo se mi je, da
bi se dalo povedati ali napisati bolje, kot sem naletel.

Ne delam si utvar, da imam v vseh razmisljanjih prav. Najbrz niso vsa ravno posrecena
in najbrz niti niso vsa matemati¢no pravilna. Vec¢inoma tudi niso dodelana do vseh
podrobnosti — deloma zato, ker jih nisem utegnil izdelati, deloma pa tudi zato, ker bi
se sicer zabrisalo bistvo. Seveda pa se v podrobnostih skrivajo Stevilne pasti in se bo
izkazalo, da se stvar ne da ali ne splaca izvesti na predlagani nac¢in. Dobro tudi vem, da
je predavateljev ¢as omejen, predlagana izvajanja pa so lahko potratna. A za marsikatero
stvar v ozadju je dobro, Ce se je predavatelj zaveda, cetudi je ne pove, ker pa¢ ni casa ali
pa ker od slusateljev ne moremo pricakovati, da bi dojeli toliko stvari naenkrat.

Razmisljanja so nastajala skozi razmeroma dolgo obdobje, zato je tudi njihov slog nee-
noten. Bralec tudi ne sme biti presenecen, ¢e bo opazil, da so doloc¢ena razmisljanja med
seboj nekonsistentna.

Zmaten del teh razmisljanj so v resnici zgolj povzetki s predavanj ali iz literature: zapisane
so ideje, ki so se mi zdele kljuéne za to, da sem lahko snov razumel. Zato prenekateri
zakljucek za bralca ne bo pomenil ni¢ novega, saj velja za splosno sprejetega.

Vseeno pa upam, da bo kaksno razmisljanje le prislo prav: ¢e ne v taksni obliki, kot je, ga
bo bralec morda dodelal in tako dodelanega koristno uporabil. Tudi ¢e se z razmisljanjem
nikakor ne bo strinjal, se mu bo morda ob branju porodila kaksna druga dobra ideja. Ce
se bo kar koli od tega zgodilo, bo namen teh razmisljanj vsekakor dosezen.

Avtor
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ANALIZA 1

1. Mnozenje kompleksnih Stevil

Geometrijski pomen mnozenja kompleksnih stevil je vsekakor treba pojasniti z geometrij-
sko konstrukcijo. Pripravno je, ¢e kompleksna stevila identificiramo z vektorji in uvedemo
polarni zapis, a pri tem bo verjetno treba pripomniti, da sta sinus in kosinus definirana
samo geometrijsko, v strogem smislu pa Se ne (glej 5. razdelek). Nato povemo, da je
kompleksno Stevilo oz. vektor z = |z|(cos o + i sin @) Stevilo oz. vektor |z|, zavrten za kot
« v pozitivni smeri.

Pri mnozenju najprej razcistimo mnozenje z i, ki je rotacija za kot 7/2 v pozitivni smeri.
Za splosni primer pa pa za dani kompleksni stevili z = x 4 1y in w = u + v piSemo:

W = Uz + 1wz

in nariSemo skico:

m:uz

zﬁ:ivz

m:zw
O Réz

Oiazimo da je vektor OA = uz vektor ulz|, zavrten za kot v v pozitivni smeri, vektor
AB wz pa ] je vektor iv|z|, prav tako zavrten za kot « v pozitivni smeri. Torej je
OA = OA+ AB = zw vektor oz. kompleksno stevilo (u+iv)|z| = |z|w, zavrteno za kot «
v pozitivni smeri, kar je tudi vektor oz. kompleksno stevilo |z||w|, zavrteno za kot a +
v pozitivni smeri.

2. Limite splosnejsih zaporedij

Na vajah je smiselno omeniti alternativno definicijo limite zaporedja, pri kateri “od nekega
ng naprej”’ zamenjamo z “za vse razen morda konéno mnogo n-jev.” Ta ugotovitev ne
stane veliko casa. Tako lahko namesto lim,,_,,, piSemo tudi kar lim,cy. Nauk je, da
limita zaporedja ni odvisna od vrstnega reda c¢lenov.

Tako lahko gledamo limite funkcij na poljubnih stevno neskonénih mnozicah, recimo dvoj-
no indeksiranih zaporedij. A zal se izkaze, da je ta koncept premocan. Dvojno indeksirano
zaporedje @y, , = 27 max{mn} ima po tej definiciji res limito ni¢, zaporedje b =27 mingm,n}
pa po tej definiciji nima limite, ¢eprav je lim,, oo lim,, o0 by, = limy, o0 limyy, 00 Oy = 0.
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Pac¢ pa je limite dvojno indeksiranih zaporedij smiselno definirati tako, da so Cleni a,,
predpisano blizu limite, ¢e je m > mg in n > ng. Tako limito bi lahko oznacili z nlbiﬁmoo,

n—oo
Lim (1 n)— (00,00) @l1 kar 1imy, 5 s00. 12 limyy, 5 —y00 @, = @ potem sledi tudi

im0 limy, o0 @y = limy, 500 limyy, 500 @y, = a. Podobno definiramo tudi limite zapo-
redij, indeksiranih z ve¢ indeksi.

Ta koncept limite je smiselno omeniti, ker ustreza konceptu limite funkcij ve¢ spremen-
ljivk. Z njim pa lahko tudi elegantno formuliramo definicijo Riemannovega integrala, ki

.....

3. Primerjava geometrijskega in potencnega zaporedja

Pomemben rezultat je, da za 0 < ¢ < 1 in poljuben r € R velja lim,_,,,n"¢" = 0.
To dokazemo v dveh korakih: najprej s pomocjo kvocientov pokazemo, da je ustrezno
zaporedje omejeno, nakar z ustrezno spremembo ¢-ja dokazemo Se, da gre proti 0.

4. Vrste in vsote

Dobro bi bilo definirati tudi vsote po poljubnih mnozicah. To olajsa dokazovanje nekaterih
izrekov iz teorije vrst, ki jih potrebujemo tudi pri teoriji mere. Nekaj klasi¢ne teorije vrst
bi bilo vendar treba povedati Ze prej: potrebujemo, da je absolutno konvergentna vrsta
konvergentna.

S pojmom wrsta je tu miSljen zapis vsote po zaporedju, torej recimo Y .-, ay. Vrsta je
konvergentna, ¢e je konvergentno zaporedje delnih vsot. Pojem wsota pa se tu nanasa na
sestevanje po poljubnih mnozicah, ki nimajo nujno strukture urejenosti. Vsota je lahko
definirana ali pa ne.

Prav pride, ¢e Ze tu zatnemo govoriti o dvojnosti [0, 00] ali R, ki jo imamo ves ¢as pri
teoriji mere. Tako bi za poljubno mnozico N definirali:
e Za nabor Stevil p, € [0,00], k € N, naj bo >,y pr := sup{Zkerk ; K koné¢na}.
To vedno obstaja kot element mnozice [0,00]. MoZnost pp = oo pride prav pri
dvojnih vsotah.

e Zanmabor realnih stevil a;, € R, k € N, panajbo vsota ), _\ a; definirana kot realno
stevilo in enaka a natanko tedaj, ko za vsak ¢ > 0 obstaja taka kon¢na mnozica
K C N, da za poljubno konéno mnozico L s K C L C N velja |ZkeL ap — a| < €.

Nato bi izpeljali:
e Za nabor p; € [0,00], kK € N, je > ..y Pk < 00 natanko tedaj, ko za vsak ¢ > 0

obstaja taka konéna mnozica K C N, da je ZkeN\K P < €.

e Za nabor p, > 0, k € N, je vsota ),y pr definirana kot realno stevilo natanko
tedaj, ko je Y,y Pr < 00. Vrednosti po obeh definicijah sta enaki.

e Za nabor a; € R, k € N, je vsota ),y a; definirana kot realno stevilo in enaka
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5.

a natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja taka kon¢na mnozica K C N, da je
> hex ar —a| < e in > renk lax| < €. Ce je torej vsota ),y a; definirana kot
realno stevilo, je tudi ), -y |ax| < 0o. V ¢em je problem pri dokazu obrata?

Ce je pr € [0,00] in je Y ken Pr < 00, so vsa Stevila p, koncéna in kvecjemu Stevno
mnogo jih je razlicnih od ni¢. Tako se problematika vsot po poljubnih mnozicah
zreducira na vsote po Stevnih mnozicah, to pa so v osnovi vrste.

Za dano zaporedje p1, p2, ... > 0je >, .y Pr < 00 natanko tedaj, ko je vrsta > re 1 Pk
konvergentna. Vrednosti vsote in vrste sta enaki.

Za dano zaporedje ai,az,... € R je vsota ), ar definirana kot realno Stevilo
natanko tedaj, ko je vrsta ) .- a; konvergentna. Vrednosti vsote in vrste sta
enaki.

Za a; € R je vsota ), _\ a; definirana kot realno Stevilo natanko tedaj, ko je
> ren lar] < oco. Tu potrebujemo redukcijo na vrste!

V absolutno konvergentnih vrstah lahko vrstni red sestevanja menjamo po mili volji.

Ce sta K in L disjunktni mnozici in py € [0,00], k € K UL, je >, punPk =
> wek Pk D er Pr-

Ce sta K in L disjunktni mnozici in a; € R, vsota > kerur Gk Obstaja kot realno
Stevilo natanko tedaj, ko kot realno Stevilo obstajata obe vsoti D, -, ay in Y, -, ax.

V tem primeru je Y, i Gk = D ke Gk + D per Ok-

Linearnost vsot po mnozicah (tu bi morda zoptimizirali in najprej pokazali za realne,
nato pa za pozitivne vsote).

Naj bodo N,, a € A, paroma disjunktne mnozice z unijo N in naj bodo dana stevila
pr €[0,00], k € N. Tedaj je D, cn Pk = Daca Doren, Ph-

Naj bodo N,, a € A, paroma disjunktne mnozice z unijo IV in naj bodo dana Stevila
ar € R, k€ N. Ceje Y onlar] = D caDoren, lar] < 00, so kot realna Stevila

definirana vse vsote » . n Gk, D open. @ 0 D ca D pen. Gr ter velja >0, ap =

D acA 2ken, Tk

Skica dokaza ujemanja enojne in dvojne vsote. Obstaja konc¢na mnozica K C N,
za katero je >, x |ar| < e. Tedaj je tudi mnozica B := {a € A; N, N K # 0}
kon¢na. Ce torej definiramo L :={J,cp Na, velja 3o cp ax = D ocp Dopen, @ Ker
je K € L, je tudi ZkeN\L |ak| = ZaeA\B > ken, lak| <e.

Trigonometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije izhajajo iz geometrije, geometrijskih pojmov pa dostikrat ni
prav preprosto prevesti v objekte, s katerimi se racuna. Kako bi recimo eksaktno definirali
kot? Lahko ga definiramo z dolzino loka na enotski kroznici, a za ta namen je treba poznati
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integral in Se kaj.

Nastane torej vprasanje, kako trigonometrijske funkcije definirati eksaktno, obenem pa
¢im bolj preprosto, pri tem pa obdrzati povezavo z geometrijo. Odgovor na to ni enozna-

cen.

5.1

Racunska definicija z deljenjem pravega kota

Ta moznost je zelo tesno povezana z ‘naivno’ geometrijsko definicijo sinusa in kosinusa in
zanjo ne potrebujemo dosti predznanja, le realno eksponentno funkcijo. Je pa razmeroma
dolgovezna.

Povemo geometrijsko definicijo in opozorimo, da geometrijskih pojmov ni vselej
lahko prevesti v racunske objekte. Kot primer damo kot. Nato povemo, da je kote
smiselno povezati s stevili, a da se izkaze, da ni najbolj naravno recimo polnega
kota povezati s stevilom 1, temvec z obsegom enotske kroznice. Nadalje recemo, da
se po zgodovinskem dogovoru polovica obsega enotske kroznice oznaci s 7 (ker je to
razmerje med obsegom in premerom). To Stevilo torej ustreza iztegnjenemu kotu.
Obenem pa povemo, da strogo gledano dolzine loka sploh Se nismo definirali in da to
zahteva zelo veliko priprave, zato bomo Stevilo 7 strogo raje definirali drugace, Sele
kasneje, ko bomo v stanju definirati dolzino loka, pa bomo dokazali, da se definiciji
ujemata. Geometrija bo torej sluzila le kot opora.

Postavimo aksiom, da je cos0 =1 in sin(0 = 0.

Postavimo aksiom, da obstaja tako stevilo 7, da je cos § = 0 in sin § = 1 ter da je
cosy € [0,1] in sinp € [0,1] za vse p € [0, F].

Geometrijsko izpeljemo adicijska izreka za sinus in kosinus in ju postavimo za aksi-
oma.

Izpeljemo lihost sinusa in sodost kosinusa.
Postavimo aksiom, da sta sinus in kosinus zvezni funkciji.

Izpeljemo identiteto:

cos*(a + B) + sin*(a + B) = (cos® o + sin® a) (cos® 3 + sin® 3) .
Iz te identitete, privzetih vrednosti v 7 in zveznosti s pomocjo eksponentne funkcije
izpeljemo identiteto cos? ¢ + sin® ¢ = 1.
[zpeljemo formuli za polovi¢ne kote v obliki:
o l+4cosep .9 l—cosp

—=—, sin - =—vw—.

2 2 2 2

Izpeljemo, da sta sinus in kosinus z zgornjimi aksiomi natan¢no dolocena z izbiro
stevila 7, in opozorimo, da Se vedno nismo izpeljali, da sploh obstajata.

COS

Prvi korak k dokazu obstoja: za vsak n € Ny definiramo funkciji ¢,, s,: Ny — R
induktivno po naslednjih predpisih:
e ¢,(0):=1, s,(0):=0;
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e co(1):=0, sp(1):=1;

° Cn+1(1) = \/ 1+ch7 Sn-‘rl(l) = _1_82”(1);

o Cu(k+1) :=cp(k)cn(1) — su(k)sn(1), sp(k+1):=s,(k)cn(1) — cp(k) sp(1);
k € N.
Ni tezko videti, da te zveze enoli¢no dolocajo funkcije ¢, in s,. Nadalje:
« Opazimo, da za k € N velja tudi ¢,(k — 1) = ¢, (k) cu(1) + sp(k) sp(1) in
sp(k—1) = sp(k) cn(1) — ¢ (k) sn(1).
o Funkcije ¢, in s, razsirimo po sodosti oziroma lihosti.
« Opazimo, da razvoja izrazov c,(k + 1) in s,(k + 1) veljata za vse k € Z.
« 7 indukcijo izpeljemo, da za vse k € Z in | € N velja ¢, (k + 1) = ¢, (k) e, (1) —
Sn(k) sp(l) in s, (k4 1) = sp(k) cn(l) — (k) sn(1).
« Opazimo, da slednji zvezi veljata za vse k,l € Z.
o 7 indukcijo po n dokazemo, da je ¢2(1) + s2(1) = 1.
« 7 indukcijo po k ter uporabo sodosti in lihosti dokazemo, da je ¢2 (k)+s2(k) = 1
za vse k € Z.
« Opazimo, da je ¢,(1) = ¢,11(2), nato pa (z uporabo pozitivnosti) Se, da je
Sn(l) = Sn+1(2)-
 Z uporabo adicijskih izrekov in sodosti oziroma lihosti izpeljemo, da je ¢, (k) =
Cnt+1(2k) in s, (k) = sp11(2k) za vse k € Z.
« 7 indukcijo izpeljemo, da je ¢, (k) = ¢uyr(27k) in 5,(k) = 5p4,(27k) za vse
k € Z in vse r € N.
Tako lahko sinus in kosinus konsistentno definiramo na mnozici stevil D oblike k 2" 7,
kjer je k € Z in n € Ny, in sicer kot:

cos (k 2”%) = cn(k), sin (k 2"%) = 5, (k) .

Ti funkciji o¢itno zadoS¢ata adicijskima izrekoma in zvezi cos? p + sin? ¢ = 1.

e Ocenimo:

|sin(p + 0) — singp’ = [sin p(cosé — 1) —|—Cos<psin5{ < {COS(S— 1{ + |sin d]
|cos(p + ) — COSgp’ = |cos p(cosd — 1) — singpsin§| < |COS(5— 1| + |sin d],

od koder sledi enakomerna zveznost sinusa in kosinusa na mnozici D. Tako ju lahko
po zveznosti razsirimo na celo realno os. Seveda se ohranita adicijska izreka in
formula za vsoto kvadratov.

e 7 indukcijo dokazemo, dazavsen € Nyinvse k =0,1,2,...,2" velja cos(k‘ 2‘"%) >
0 in sin(k 2‘”%) > 0. Pri tem pri kosinusu uporabimo razvoj razlike, pri sinusu pa
razvoj vsote. Iz zveznosti sledi, da za vse ¢ € [O, ﬂ velja cos > 0 in sinp > 0.

Ker je cos®p + sin” p = 1, veja tudi cosp,sing € [0,1]. Tako smo preverili vse

aksiome razen zveznosti.

™

e [z adicijskih izrekov in nenegativnosti sledi, da je na intervalu [O, 5} sinus narascéa-

joca, kosinus pa padajoca funkcija.
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Za 0 < ¢ < 7 izpeljemo:

n

torej cos(27"p) > (cos ) .

Iz cos 5 = 0 dobimo cos & = \/LE’ torej:

1 2—n+1

T “n
COS 2_"—>> — =92727",
( 2 _(\/5)

Iz formule za vsoto kvadratov sledi, da je cos ¢ < 1 za vse ¢. Sledi
lim,,_,~, COS (2*”3) = 1, zaradi monotonosti in sodosti pa je tudi lim,_,cosy = 1.
Iz formule za vsoto kvadratov pa sledi Se lim,_,q sin ¢ = 0.

Torej sta sinus in kosinus zvezna v 0. Iz adicijskih izrekov sledi, da sta zvezni
povsod. S tem so izpolnjeni vsi aksiomi.

Narisemo majhen kot in vidimo, da geometrija da vedeti, da je majhen kot priblizno
enak svojemu sinusu. Tako se zdi, da je:

lim o ?
w0

Formalno pa ravnamo tako, da najprej definiramo zaporedje:

sin(27"%)
Ay = Q*—TLE .
2
Iz sinusa dvojnega kota dobimo zvezo:
4 — an—1
n — —-nT
coS (2 2)

in ocenimo:
—n
an—1 S G, S 22 Ap—1 -

Dobimo, da je zaporedje a,, narascajoce, iz ocene:

-1 -2 ... —-n
a, <22 e 2

T
pa dobimo, da je tudi navzgor omejeno, torej ima limito.

Spomnimo, da je definicija sinusa in kosinusa odvisna od izbire Stevila 7. V resnici

bi morali tako pisati cos, in sin, ter Se agf). Iz aksiomov sledi, da za poljubna

m,p > 0in vse t € R velja sin,(7t) = sin,(pt), torej mlim,,_, ol = plim, a?.
Stevilo 7 izberemo tako, da je lim,, ag) = 1. Poudarimo, da je tako na rac¢unski
ravni, iz geometrije pa vidimo, da je tako izbrano stevilo m prav razmerje med

obsegom in premerom kroga.
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™

e Za prehod k funkcijski limiti najprej za 0 < «,8 < 27"7 iz adicijskega izreka
izpeljemo:
272" (sina + sin B) < sin(a + B) < sina +sin 3.

Naj bo zdaj ¢ = k27, kjer je k = 0,1,2,...,2™ ™ — 1. Vsako tako stevilo lah-
ko zapiSemo v obliki ¢ = 7" . 52777, kjer je b, € {0,1}. Z indukcijo lahko

izpeljemo:
e e Bt A Z sin <br277{> S sing < Z sin (br241>
9) = = 2
r=n+1 r=n+1
oziroma: m m
2_277L Z arbTQ_TZ S singp S Z arbrz_rzv
r=n+1 2 r=n+1 2

kar lahko nadalje ocenimo z:
272 a0 <singp < .
Po zveznosti to velja za vse ¢ € [0, 2‘”%]. Uporabimo Se lihost sinusa in dobimo:

sin

lim =1.

=0

e [z prejsnje limite lahko izpeljemo odvod in vse ostalo. Kasneje, ko z integralom
definiramo lo¢no dolzino, lahko izpeljemo, da je obseg enotske kroznice enak 2.

5.2 Definicija s kompleksno eksponentno funkcijo

Gre za to, da sinus in kosinus (realnega) kota definiramo kot:
cosp := Reexp(pi),  siny = Imexp(pi).

A za ta namen je treba najprej definirati kompleksno eksponentno funkcijo. Posledi¢no
je dobro, Ce se prej pove teorijo vrst, tudi v kompleksnem. Teorija vrst je zelo v pomoc,
brez nje so izpeljave dosti bolj tehni¢ne. Dovolj je poznati splosno teorijo vrst, ni treba
poznati Taylorjeve vrste.

A kompleksne eksponentne funkcije ni dobro definirati z vrsto. En razlog je, da je to hud
zajec iz klobuka, ¢e v Taylorjevo vrsto Se nismo razvili realne eksponentne funkcije. Drug
razlog pa je, da se iz vrste ne vidi povezava z geometrijo.

Kompleksno eksponentno funkcijo je smiselno definirati z limito:
. Z\™
exp(z) ;= lim (1 + —) ,
n—oo n

ki ima dobro motivacijo v obrestno-obrestnem racunu. Sinus in kosinus potem dobita
naslednjo obliko:

n—o0 n—oo

cos ¢ = Re lim (1+ﬂ> ,  sing =Im lim <1+ﬁ) .
n n
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Ta oblika ima dokaj jasno povezavo z geometrijo, saj tocko cos ¢ + 2sin¢ dobimo kot
limito naslednje geometrijske konstrukcije:

Imtz" Im,.z‘

e
\ Re 2 \ Re 2

Im'z‘ Im,.z‘

-
Re 2 \ Re 2

(glej 1. razdelek).

Kompleksno eksponentno funkcijo, definirano s pomocjo limite, pa se verjetno najbolj
splaca cimprej prevesti na vrsto. Tako takoj dobimo tudi vrsti za sinus in kosinus. Kon-
vergence zaporedja:

() =2 () (-2) - (-5) %

proti vrednosti eksponentne vrste ni tako tezko dokazati, saj najprej poiscemo tak N, da
je vsota > - 77 majhna, nato pa lahko uporabimo konvergenco posameznih produktov:

(1_l> (1_2>...(1_k_1) . k=01, . N—1
n n n

proti 1. Za izpeljavo formule exp(z+w) = exp(z) exp(w) se splaca uporabiti teorijo vrst, iz

vrste pa zlahka dobimo tudi limito lim,_,o % = 1, od koder sledi tudi lim,_, Sir;“o = 1.
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Iz formule exp(z + w) = exp(z) exp(w) takoj dobimo adicijska izreka, malenkost tezje pa
je izpeljati identiteto cos? ¢ + sin? ¢ = 1. Za ta namen ocenimo:

@1

. n 2\ n/2 9 n/2 )
() = (5)] - (5)
n n 2n

‘1+—
n

kar gre proti 1, ko gre n proti neskoné¢no.

Konc¢no je treba definirati Se stevilo 7 in izpeljati osnovne lastnosti, kot so predznak,
intervali narascanja in padanja ter periodi¢nost. To storimo v naslednjih korakih:

e [z vrste za cosp, ki je pri ¢ = 2 od drugega ¢lena naprej alternirajoca, dobimo, da
je cos2 < 0.

e Stevilo 7 definiramo kot dvakratnik prve nicle kosinusa na pozitivni polosi (za ta
namen seveda potrebujemo zveznost funkcijske vrste).

e [z adicijskih izrekov dobimo periodi¢nost.

e [z formule za sinus dvojnega kota dobimo, da je sinm = 0. Nato pa opazimo, da
sinus ne more imeti nicle pred 7. Za dovolj majhne kote je namrec¢ pozitiven, zato
ima prvo niclo ¢y > 0. Spet po formuli za sinus dvojnega kota pa je tedaj sin 2> = 0
ali cos 92 = 0. Ker je ¢y prva sinusova nicla, a ker ima kosinus prvo niclo pri 7,
mora biti ¢y = .

e Tako dobimo, da za 0 < ¢ < 3 velja cosp > 0 in singp > 0.

e Koncno iz adicijskega izreka najprej dobimo, da je kosinus na intervalu (O, g) pada-
joca funkcija, nato pa iz formule za vsoto kvadratov in pozitivnosti Se, da je sinus
narascajoca funkcija.

6. Cantorjev diagonalni proces

Cantorjev diagonalni proces se navadno Steje za tehniko dokazovanja. Precej primerov, pri
katerih se ta tehnika uporablja, pa je mozno prevesti na naslednji rezultat (no, smiselno pa
je to najprej nekajkrat zares uporabiti kot tehniko dokazovanja, sele nato pa formulirati
rezultat).

Izrek 6.1. Naj bo A;, i € I, druzina podmnoZic mnozZice N, kjer je I koncna ali $tevno
neskoncna mnozica. Za vsako koncno podmnozico J C I naj bo presek (. ; A; neskoncen.
Tedaj obstaja taka neskoncna podmnozica M C N, da je za vsak i € I mnozica M \ A;
koncna.

DoxkAaz. Ce je mnozica I kon¢na, je izrek trivialen, saj lahko vzamemo kar M := MNics Ai

in je potem M C A; za vsak i € I. Zato smemo privzeti, da je kar I = N.

Za vsak © € N je mnozica A; N Ay N --- N A; neskoncna, zato lahko pisemo:
Bi:=ANAyN---NA ={my,mp,...},

kjer je m;; < mye < .... Definirajmo:

M = {mn,mgg, . } .
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Najprej bomo pokazali, da je mnozica M neskoncna, torej da so vsa stevila m;; razli¢na.
Ce je namre¢ j > i, je B; C B; in zaradi urejenosti mora biti potem m;; > m;; > mg;.
Torej je mnozica M res neskoncéna. Nadalje za j > 7 velja m;; € A; C A;, zato je
{mii,Mit1i41, ...} C A, torej je M\ A; C {mq1,...m;—1,-1}, kar je konéna mnozica. S
tem je dokaz koncan. |

Opomba. Zgornji izrek ne drzi za vsako mnozico I. Razdelimo mnozico N na bloke
Bl, BQ, cey kjer je:

k(k—1) k(k—1)
By, = { 5 + 1, 2

12, ...

Mnozica N je disjunktna unija blokov By in posamezen blok By ima natanko k& elementov.

Vzemimo zdaj za I mnozico vseh zaporedij ay, as, . . ., za katere je ap € By za vsak k € N.
Nadalje za i = (aj,a9,...) definirajmo A; := N\ {aj,as,...}. Tedaj ima posamezna
mnozica A; N By, natanko k& — 1 elementov. Ce je torej J C I mnoZica z j elementi, ima
Njes AjN By vsaj k— j elementov. Brz ko je torej k > j, je presek (. ; A; N By, neprazen,
torej je mnozica [, ; A; neskoncna.

Naj bo M C N poljubna neskonéna mnozica. Pokazali bomo, da obstaja tak ¢ € I, da
je mnozica M \ A; neskon¢na. Vzemimo namrec i = (aj,as, ...), pri katerem je aj prvi
element mnozice M N By, ¢e je le-ta neprazna, sicer pa naj bo a; prvi element bloka By.
Brz ko je M N By # 0, je tudi mnozica (M \ A;) N By, neprazna. Ker je M neskonc¢na, se
to zgodi za neskonéno mnogo indeksov k, torej je mnozica M \ A; res neskonéna. DruZina
A;, i € I, torej ne zadosca zgornjemu izreku.

7. Razsiritev po enakomerni zveznosti

Ta izrek je zelo smiselno omeniti, saj z njegovo pomocjo zlahka definiramo potence — ni
treba carati z urejenostjo.

8. Funkcije, spremenljivke in diferenciali

Pojem diferenciala je zelo zmuzljiv, zato se ga cesto vpelje le kot sintakti¢ni del izrazov
brez trdnega matematicnega pomena, torej ne kot samostojen matemati¢ni objekt. Po
drugi strani pa se z diferenciali veliko racuna kot s samostojnimi matemati¢nimi objekti.
Z njimi si pomagamo pri substituciji v integral, z njimi resujemo diferencialne enache z
lo¢ljivimi spremenljivkami. Diferenciali so nepogresljivi v tehniski in nasploh v uporabni
matematiki. Zato je zelo smiselno, da se mu Ze od zacetka da trden matemati¢ni pomen
in se ga predstavi kot samostojen objekt. Uvesti bi ga kazalo, brz ko prvi¢ pride prav, to
pa je pri veriznem pravilu za odvajanje.

Intuitivni in zgodovinski pomen diferenciala je ‘majhna sprememba spremenljivke’: vsak
diferencial se nanasa na doloc¢eno spremenljivko. To pomeni, da moramo, ¢e zelimo trden
pomen pripisati diferencialu, to storiti tudi za pojem spremenljivke. Ni dovolj, ¢e recemo,



M. RAIC: RAZMISLJANJA OB STUDIJU IN POUCEVANJU MAT. VSEBIN 15

da je to nekaj, kar ima dolo¢eno vrednost, saj to, da ima spremenljivka recimo vrednost
42, nima neposredne zveze z njenim diferencialom.

Spremenljivke, na katere apliciramo diferencial, je smiselno definirati kot funkcije. Vendar
pa nas za te funkcije ne zanima v prvi vrsti, kako slikajo: zanimajo nas samo povezave
med njimi, ki pa jih izrazimo s funkcijami, za katere predpisemo, kako slikajo. Domeno
(definicijsko obmodje) funkcij (ki je za funkcije v isti formuli skupna) lahko prikrijemo.

Tak koncept se uporablja tudi v teoriji verjetnosti, kjer obi¢ajno prikrijemo prostor izidov
Q.

Tako bi funkcije razdelili v dve skupini: tiste z eksplicitno domeno in tiste s prikrito
domeno. Ta loc¢itev pa ne bi bila v matemati¢cnem smislu: oboje bi bile funkcije, torej
enoten matematicni objekt. Locitev bi bila glede na rabo. To bi bilo dobro ilustrirati s
kaksnim inzenirskim zgledom.

Funkcije s prikrito domeno bi lahko formalizirali kot formalne funkcijske izraze: izraz
nad abecedo bi bil par, sestavljen iz k-mestne funkcije nastetja k (lahko enakih) ¢rk te
abecede. k-terico izrazov bi lahko z leve komponirali s k-mestno funkcijo. Interpretacija,
ki bi vsaki ¢rki priredila realno funkcijo, pa bi iz izrazov naredila funkcije. Diferencial
izraza bi bil odvisen od interpretacije. Je pa vprasanje, koliko je o tem smiselno govoriti
studentom prvega letnika. Vse spodnje se zato nanasa na ze interpretirane izraze.

Oba pogleda na funkcije bi locili v pisavi:

e Za funkcije z eksplicitno domeno bi uporabljali obi¢ajno notacijo: oznacevali bi jih
z f, g ali h. Kompozitum takih funkcij bi oznacili s krogcem: (f o g)(z) = f(g(z)),
odvod pa s ¢rtico: f’.

e Za funkcije s prikrito domeno pa bi tipi¢no uporabljali ¢rke s konca abecede, tako kot
za spremenljivke. Ker nas ne zanima, kako slikajo, jih ni smiselno komponirati med
seboj. Pac pa jih je smiselno z leve komponirati s funkcijami z eksplicitno domeno.
Namesto f o x bi pisali f(x). Rezultat je seveda funkcija s prikrito domeno. Tako
pisemo tudi pri slucajnih spremenljivkah v teoriji verjetnosti.

e Vcasih pride prav, da se dogovorimo, da x oznacuje identiteto. V tem primeru je
ekvivalentno reé¢i ‘funkcija f’ in ‘funkcija f(x)

e Pri funkcijah s prikrito domeno bi drugace oznacevali praslike: za edino tocko, ki je
praslika tocke a, bi namesto x~!(a) pisali recimo [z = a|, za praslike mnozic pa bi
namesto - ({a}), 271(A) in 271 ((—o0, a]) pisali {x = a}, {x € A} in {z < a}.

e Odvode funkcij s prikrito domeno bi pisali z diferenciali: namesto x’ bi pisali dzx.
Kot matematicni pojem torej diferencial ne bi bil ni¢ drugega kot odvod, le drugace
bi bil pisan. Dobro pa je povedati, da to zgodovinsko gledano izhaja iz majhne
spremembe.

e Cejey = f(x), je po veriznem pravilu dy = f'(z)dx, torej f'(z) = %. Diferencialni
koli¢nik bi bil tako dejansko deljenje funkcij. Ta racun bi bilo spet treba prikazati v
luc¢i majhnih sprememb in tudi takole: ¢e ne vemo, kako x in y slikata, ne moremo
poznati dz in dy, tudi ¢e poznamo njuni vrednosti. Pac¢ pa, ¢e poznamo funkcijsko
odvisnost med njima, poznamo j—z. Verizno pravilo v tem zapisu dejansko postane
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krajsanje ulomkov, seveda pa ga je treba prej izpeljati.

e Integral funkcije oznacuje znak [ — tudi za funkcije z eksplicitno domeno. Tako je
popolnoma legitimno pisati [ f = F + C. A formula za uvedbo nove spremenljivke
narekuje, da se navadno posluzimo drugacne pisave. 1z veriznega pravila sledi ekvi-
valenca F' = f < [ f=F + C < [ f(z)dz = F(z) + C, ki velja ne glede na
to, kako slika z. Tako zapis [ f(z)dz ne bi oznaceval le integrala funkcije f, temved
integral cele druzine kompozitumov funkcije f z drugimi funkcijami, pomnozenih z
odvodi teh funkcij. V tem zapisu bi bila uvedba nove spremenljivke avtomaticna:
v racunu:

/f dx—/f dx—/f —dt /f

bi v vseh integralih nastopala ista funkcija, le drugace bi bila zapisana.

e Slabost tega koncepta se pokaze pri dolo¢enem integralu, saj ni a priori doloceno,

kaj so meje. Ce recemo, da se meje nanasajo na tocke, kjer evaluiramo funkcijo,
L . . . . b . . : b .

ki jo integriramo, to velja pri zapisu fa f, ne velja pa pri zapisu fa f(x)dx, saj se

meji @ in b nanasata na vrednosti funkcije/spremenljivke z, ne pa na vrednosti, kjer

funkcijo f(z) evaluiramo; slednje sploh niso predpisane. Zapis ff f(z)dz bi torej

morali pojmovati kot zlorabo notacije, saj bi morali v resnici pisati f[f:ﬁ f(x)dx ali

kvec¢jemu fj:: f(z)dz. Ce torej v integrandu nastopa diferencial, bi se dogovorili,
naj se integrand vedno zaklju¢i z mnozenjem z diferencialom in naj se neposredno
zapisane meje integrala nanasajo na spremenljivko, na katero se nanasa koncni
diferencial.

Na tipi¢nem zacetnem tecaju analize se pogosto zazuga, da mora biti pri substituciji v
doloceni integral funkcijska zveza med staro in novo spremenljivko monotona. To pa je
lahko vcasih nerodno. V racunu:

St —da+2 1 /%®dt 1 35

/ 1 5 dr = - / — ==In—

o T*—8x*+8x+2 4/, t 4 2
se vpelje nova spremenljivka ¢t = 2*—8x24-8x+2. Ker ¢ ni monotona funkcija spremenljivke
x, naj ta racun ne bi bil legitimen. Lahko ga naredimo legitimnega tako, da integral
razdelimo na intervale, kjer je ta funkcija monotona. Taki intervali obstajajo, nerodno pa
je, da jih je tezko eksplicitno izra¢unati — meje so nicle polinoma x® — 4z + 2, kjer nastopi
sloviti casus irreducibilis — Cardanove formule potrebujejo kompleksni tretji koren, za

katerega pa je treba v realnem spet resiti enachbo tretje stopnje.

Vendar pa delitev na podintervale ni prav ni¢ potrebna: v kon¢ni fazi dobimo na koncu
isto, ne glede na to, na koliko podintervalov razdelimo. Zato je zelo smiselno, da za
tem stoji splosnejsi rezultat. Ena moznost je, da izpeljemo splosnejsi izrek o substituciji
v doloceni integral, kjer prehodna funkcija ni nujno monotona — glej 25. razdelek. A
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izpeljati ni treba niti tega, saj je povsem legitimen naslednji rac¢un:
3 3 —dx +2 R v e )
T 5 = 1 5 dr =
0 x* — 8z + 8x + 2 e—o T —8z%+8x+ 2

B /t:35 dt B
o,

V prvem integralu je x vezana (pomozna) spremenljivka, v drugem pa je x funkcija s
prikrito domeno. Podobno je s t v zadnjem in predzadnjem integralu. Edino, kar je
pomembno, je zveza med funkcijama x in ¢: racun je legitimen, ker obstajata realni
funkciji = in ¢, ki sta definirani na dolocenih intervalih in izpolnjujeta naslednje pogoje:

o Velja t = 2% — 822 4 8z + 2.
e Obstajata tocki, kjer je x =0 in x = 3.
e Na celem definicijskem obmocju je t > 0.

Sklep: s staliSca teorije so diferenciali odvec, saj so to le odvodi: vse bi lahko pisali tudi
brez njih. Obnesejo pa se zato, ker ni vedno jasno, po kateri spremenljivki odvajamo
oz. integriramo. V racunu, kjer nastopajo diferenciali, so le-ti odvodi po isti referencni
spremenljivki, a ni pomembno, katera je to, saj racune zapisemo tako, da so neodvisni od
izbire referencéne spremenljivke.

Razmisliti velja, ali naj namignemo, da odvod oz. diferencial v dani tocki, ki je stevilo,
identificiramo z linearno preslikavo R — R, ki je tudi linearna preslikava, ki najbolje
aproksimira ustrezno premaknjeno funkcijo. To seveda potrebujemo pri funkcijah vec
spremenljivk, a identifikacijo lahko naredimo tudi takrat.

Obvezno bi bilo treba omeniti, da v matematiki obstaja ve¢ konceptov diferenciala. Ko
torej naletimo na diferencial, moramo vedno razéistiti, za katere vrste diferencial gre. Ze
v Riemann-Stieltjesovem integralu [ f dg diferencial dg ni ve¢ odvod funkcije g, temved
konstitutivni del zapisa tega integrala. Ce pa je g zvezno odvedljiva, lahko zapis J fdg
interpretiramo bodisi kot Riemannov bodisi kot Stieltjesov integral in seveda se vrednosti
iz obeh interpretacij ujemata.

9. Integracija racionalnih funkcij

Zadeva se da izpeljati brez kompleksnih funkcij na naslednji nacin:

e Izrek o razcepu na parcialne ulomke: ce sta (1 in ()2 tuja polinoma in je P nizje
stopnje kot )1()2, obstajata taka polinoma P; in P,, da velja:

Po_n, n
QlQQ_Ql Q2
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kjer je Py nizje stopnje kot )1 in P, nizje stopnje kot Q5.

Skica dokaza: Ker sta polinoma (); in ()2 tuja, prav gotovo obstajata polinoma
P, in Py, za katera velja zgornja enacba, a standardna konstrukcija z Evklidovim
algoritmom nam ne zagotavlja pogoja o stopnji. Le-tega dosezemo z deljenjem. Ta
korak lahko posplosimo na poljubne evklidske kolobarje (glej tudi pri Algebri 2).

e Integracija racionalnih funkcij, katerih imenovalci razpadejo na same linearne faktor-
je (te tocke sicer v koné¢ni fazi ne potrebujemo, je pa odliéna motivacija za naslednjo
tocko).

e Izrek o integraciji racionalne funkcije, katere imenovalec je potenca polinoma s sa-
mimi enostavnimi faktorji: ¢e je @ tak polinom (tj. tuj proti @’) in ima P manjSo
stopnjo kot @Q", obstajata tak R, ki ima manjSo stopnjo kot Q"!, in S, ki ima
manjso stopnjo kot @), da velja:

[u [

Skica dokaza: Dovolj je dokazati za primer, ko ima P manjso stopnjo kot (). To pa
dokazemo z indukcijo po r. V indukcijskem koraku moramo izpeljati:

[ge—g=t o=

P _RE_-DE, S
U Q@ @ @

To pa sledi iz izreka o razcepu na parcialne ulomke.

kar je ekvivalentno:

e Izrek Ostrogradskega.

10. Taylorjeva vrsta

Menim, da je lepse in splosneje, ¢e ostanek najprej izpeljemo v integralski obliki. To
namre¢ lahko naredimo korak za korakom, namesto da iz klobuka potegnemo Taylorjev
polinom.

Najprej bi kazalo Se enkrat spomniti na pomen Lagrangeovega izreka: vrednost funkcije
f v tocki x lahko ocenimo, ¢e poznamo njeno vrednost v tocki a, njen odvod med z in a
pa znamo primerno oceniti.

Isto oceno pa lahko izpeljemo tudi iz Newton—Leibnizeve formule. Idejo Taylorjeve formule
bi prikazali kot iteracijo Newton—Leibnizeve formule, ki jo je lazje iterirati kot Lagrangeov
izrek. Po dvakratni uporabi tako dobimo:

f@=ﬂ®ﬁfﬁ®&=

s+ [ (1@+ [ s at -

:f(a)+f'(a)(x—a)+/j [f”(s) ds di
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Tako bi lahko iterirali poljubnokrat in bi ze lahko dobili pravilo, kako iz vrednosti funkcije
f in njenih prvih n odvodov ter ocene (n + 1)-tega odvoda med a in & ocenimo vrednost
funkcije f v tocki x. Vendar pa je pisanje z veckratnimi integrali nepregledno in tu nastopi
Se ena zelo pomembna ideja, ki jo kaze zelo poudariti. Z integracijo per partes namrec
lahko nekatere veckatne integrale zapisemo kot enkratne. To pride v postev Se veckrat,
npr. pri resevanju Sturm-Liouvilleovih problemov. V nasem primeru, ¢e postavimo:

o) = [ 6)as

velja:

Podobno lahko izpeljemo tudi formulo poljubnega reda.

In kako iz tega izpeljemo ostanek v klasi¢ni obliki? Odgovor nam da utezeni izrek o
srednji vrednosti. Za strogo pozitivno utez se da le-ta izpeljati iz klasi¢nega izreka o
srednji vrednosti s substitucijo v doloceni integral. Ce utez ni strogo pozitivna, pa se
zadeva seveda limitira (potrebujemo, da ima vsako zaporedje na kompaktnem intervalu
vsaj eno stekalisce).

Klasi¢ni izrek o srednji vrednosti se da interpretirati kot Lagrangeov izrek. Tako velja
poudariti, da tudi Taylorjeva formula nictega reda ni ni¢ drugega kot Lagrangeov izrek.

11. Polnost

Polnost metri¢nega prostora pomeni, da je vsako Cauchyjevo zaporedje konvergentno.
Vcasih pa pride prav tudi dejstvo, da je dovolj zahtevati, da ima vsako Cauchyjevo za-
poredje stekalisce, torej da za zaporedje x1,xs,... obstaja taka tocka z, da za vsako
njeno okolico U obstaja neskonéno mnogo indeksov n, za katere je z, € U. Tocka x je
avtomaticno tudi limita zaporedja.

12. Banachovo skrcitveno nacelo in iteracija

Jasno je, da Banachovo skréitveno nacelo vodi do iteracije. Dobro pa je povedati, da
je marsikdaj tudi obratno: najprej imamo dano iteracijo, Banachovo skréitveno nacelo
pa nam zagotovi, da le-ta skonvergira proti neki tocki v dani mnozici. Tako bo morda
slusatelj bolje zaslutil daljnoseznost tega izreka.

Recimo, da is¢emo dolo¢eno tocko x v nekem metri¢cnem prostoru M. Na voljo imamo
zacetni priblizek xy in preslikavo g: M — M, ki iz priblizka u naredi domnevno boljsi
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priblizek g(u). Smiselno je, da je x negibna tocka take preslikave. Ce je g skrcitev na M,
po Banachovem skréitvenem nacelu iteracija z,+1 = g(x,) skonvergira proti Zeleni tocki
x.

Banachovo skrcitveno nacelo nam zagotavlja tudi enolicnost: ¢e iS¢emo tocko z doloceno
lastnostjo in uspemo dokazati, da ima tocka u to lastnost natanko tedaj, ko je negibna
tocka preslikave g, sledi, da je x edina tocka s to lastnostjo.

Drugo vprasanje pa je, kako najti iteracijo do iskane tocke z: poiskati moramo torej
preslikavo g, ki dani priblizek u Zelene tocke x preslika v nov, tipicno boljsi priblizek
g(u); Ce je g skréitev, bosta zagotovljeni enoli¢nost in konvergenca.

Dobre odgovore na to imamo, ¢e je tocka x definirana kot resitev dolo¢ene enacbe, recimo
f(z) = a. Ena moZnost je, da to enacbo z algebrajskimi prijemi prevedemo na enacbo
g(x) = x (npr. enacbi pristejemo = — a). Bolj rafinirana konstrukcija pa je, da funkcijo
f razsirimo na funkcijo dveh spremenljivk, in sicer pois¢emo tako funkcijo F', da velja
f(u) = F(u,u). Nadalje je dobro, ce:

e funkcija F' v prvi spremenljivki ¢imbolj miruje;

e se da funkcija v drugi spremenljivki lahko obrniti; natancneje, enacba F'(u,v) = a
mora biti lahko resljiva na v.

Za dani priblizek uw namre¢ naslednji priblizek v = g(u) definiramo kot resitev enacbe
F(u,v) = a. Ce se funkcija F v prvi spremenljivki ne spreminja prehitro, je upravi¢eno
pricakovati, da tudi funkcija g ne bo prav zivahna, tako da bo iteracija skonvergirala;
morda bo g skréitev. Funkcijo F' lahko iS¢emo kot modifikacijo trivialne izbire F'(u,v) =
f ().

Funkcijo F' lahko vcasih najdemo c¢isto algebrajsko, tako da funkcijo f na primeren nacin
razdelimo. Kot banalen primer si lahko zamislimo, da racunamo stevilo 1/99, a ne znamo
dobro deliti z 99, znamo pa dobro deliti s 100. IS¢emo torej resitev enacbe 99z = 1,
ki jo zapisemo kot 100z = 1 4+ z, nakar za dani priblizek u definiramo novi priblizek v
kot resitev enacbe 100v = 1 + u. Tako dobimo zaporedje priblizkov, ki zadosca zvezi

Tpt1 = %. Za zacetni priblizek zy = 0 tako dobimo zaporedje:

2, =001, 2o =00101, 23 =0010101,...,

ki seveda konvergira proti 1/99. Z drugimi besedami, postavimo F(u,v) = u 4 99v, kar

da g(u) = %.

Manj banalen primer pa je dokaz Picard-Lindelofovega eksistencnega izreka za resitve
navadnih diferencialnih enacb prvega reda (tudi za sisteme). Ce iS¢emo funkcijo x, ki
resi diferencialno enacbo @(t) = H (¢, z(t)) pri zaCetnem pogoju z(ty) = xo, za metricni
prostor postavimo prostor vseh zveznih funkeij x, za katere je z(tg) = 2. V tem prostoru
reSujemo enacbo f(z) = 0, kjer je f(u) = @ — (¢ = H(t,u(t))) (z in u tu obravnavamo
kot funkeciji, pri katerih neodvisna spremenljivka ni prikrita, kar pomeni, da f(u) ne
oznacuje kompozituma f o u, temve¢ je f operator na prostoru funkcij). Operator f
razSirimo do dvomestnega operatorja F(u,v) := 0 — (t — H (¢, u(t))). Tako lahko enacbo
F(u,v) = 0 preprosto resimo z integracijo, ki natan¢no ustreza koraku pri standardnem
dokazu Picard—Lindelofovega izreka. Zacetni priblizek je seveda konstanta xg.
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Funkcijo F' pa lahko najdemo tudi tako, da si zamislimo, da za vsak u, ki je lahko priblizek
za x, poisS¢emo priblizek za funkcijo f, ki se v u ujema z f: ta priblizek je funkcija
v — F(u,v). Ce za priblizek uporabimo Taylorjev razvoj prvega reda, recimo pri funkcijah
ene spremenljivke:

Fu,v) = f(u) + f/(u)(v —u),

ter zaradi enostavnosti (in brez skode za splosnost) vzamemo a = 0, dobimo:

P ()
v = g(u) Pl

kar je natanko dobro znana Newtonova metoda.
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ALGEBRA 1

13. Determinante

Determinanto definiramo kot multilinearni antisimetri¢ni funkcional recimo na stolpcih
matrike. Z razcepom matrike na elementarne matrike (ki imajo le diagonalce in kveéjemu
se en element) dokazemo enoliénost. Obstoj pa dokazemo s konstrukcijo s poddetermi-
nantami.

Ce je E elementarna, A pa poljubna kvadratna matrika, iz multilinearnosti in antisime-
tricnosti sledi det(AFE) = det(A) det(E). Od tod pa brz sledi se:

det(E; ... E,) = det(Fy)...det(E,)
det(AB) = det(A) det(B)
det(AT) = det(A)

14. (Gaussova eliminacija

Pomembno je vedeti, da Gaussov postopek pride prav tako po vrsticah kot tudi po stolp-
cih. V obeh primerih je cilj zgornje trikotna matrika. To pa, ¢e Zelimo delati le po vrsticah
oziroma stolpcih, ni vedno dovolj. Ce delamo po vrsticah, mora biti v vsaki naslednji vr-
stici vsaj ena vodilna vrstica vec, ¢e pa delamo po stolpcih, mora biti v vsakem naslednjem
stolpcu vsaj ena zakljuéna nic¢la manj (tako da vsak vektor prinese kaj novega).

Dobro je vedeti, kaj preobrazbe, ki jih delamo, ohranjajo. Preobrazbe po vrsticah ohranja-
jo vse linearne zveze med stolpci, preobrazbe po vrsticah pa linearno ogrinjaco stolpcev.
Seveda lahko zapisemo tudi ustrezno razli¢ico za vrstice, a vektorje po dogovoru vedno
predstavimo s stolpci.

Preobrazbe lahko izrazimo tudi v matri¢ni obliki: vrsticno preobrazbo lahko zapisemo
kot levo mnozenje, stolpéno preobrazbo pa kot desno mnozenje z neko matriko. Zato
vrsti¢na preobrazba blo¢ne matrike [X | Y] ohranja vsako zvezo oblike Y = X A, stolp¢éna

preobrazba blo¢ne matrike v pa ohranja vsako zvezo oblike Y = AX. Slednje je zelo

dobro vedeti in je seveda mogoce izpeljati tudi drugace, brez predstavitve preobrazbe kot
mnozenja z matriko.

15. Hkratno racunanje jedra in slike

I
To gre zelo elegantno z Gaussovo eliminacijo po stolpcih. Zacnemo z blokom {Z], pri

eliminaciji pa v kanonicno obliko pretvorimo matriko A. Nenicelni stolpci nove spodnje
matrike predstavljajo bazo slike, stolpci nad ni¢elnimi stolpci pa bazo jedra matrike A.
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16. Jordanova kanoni¢na forma

Menim, da je potrebno dati dolo¢eno motivacijo, zakaj gledamo prav korenske podpro-
store. Zadevo bi lahko izvedli na naslednji nacin, pri katerem stvar najprej dokazemo na
razmeroma nekonstruktiven nacin. To ni ovira, ker iz rezultata zlahka izpeljemo eksplici-
tno konstrukcijo.

Lastne vrednosti pri tem konceptu pridejo same iz sebe, iz linearnih faktorjev minimal-
nega polinoma. Ali jih uvedemo zZe prej, je stvar okusa: morda je celotno poglavje brez
predhodno definiranih lastnih vrednosti preoblozeno. Podobno je s polinomi na matrikah.
Vsekakor pa menim, da se Sele tu skriva prava motivacija za Cayley-Hamiltonov izrek.
Le-tega namrec za izpeljavo Jordanovega razcepa ne potrebujemo, z njegovo pomocjo pa
ga zlahka dokazemo.

Osnovna ideja je, da endomorfizem razbijemo na direktno vsoto endomorfizmov s ¢im
enostavnejso strukturo. Pri tem definiramo pojem invariantnega podprostora. Konstruk-
tivno izpeljemo najmanjsi invariantni podprostor, ki pripada danemu vektorju, in pri tem
ugotovimo, da je pametno gledati polinome na matrikah.

Polinome na matrikah je na prvi pogled najenostavneje definirati kot funkcije na matri-
kah. Toda v tem primeru je potrebno definirati vse rac¢unske operacije na njih (najdlje se
zapletemo z lemo o deljenju). Druga moznost pa je, da polinome na matrikah gledamo
kot funkcijski rac¢un (bilinearno preslikavo, ki vsak par realna funkcija — matrika preslika
v matriko) z obi¢ajnimi zahtevami: kompozitum konstantne funkcije in matrike je ustre-
zna konstanta, pomnozena z identi¢no matriko, kompozitum identi¢ne funkcije matrike je
slednja matrika, kompozitum produkta funkcij in matrike pa je produkt ustreznih kompo-
zitumov. Lema o deljenju s tem odpade, res pa je, da je zato potrebno dokazati obstoj in
enolicnost funkcijskega racuna. Toda funkcijski racun prej ali slej uvedemo za splosnejse
funkcije in zdi se mi, da je prav, da se ga v tem duhu definira Ze na polinomih.

Izpeljemo neeksplicitno razli¢ico Cayley—Hamiltonovega izreka, in sicer, da za vsak endo-
morfizem na koncnorazseznem prostoru obstaja polinom, ki ga uni¢i. To lahko storimo v
dveh razli¢icah. “Pozresna” razli¢ica temelji na opazanju, da potence endomorfizma slej
ko prej postanejo linearno odvisne. Pri natanc¢nejsi razli¢ici pa stopnjo polinoma omejimo
s stopnjo prostora. To dokazemo z indukcijo, pri cemer pri indukcijskem koraku najprej
izberemo neki neniceln vektor in gledamo najmanjsi invariantni podprostor, ki ga vsebuje.
Nato uporabimo indukcijsko predpostavko na kvocientnem podprostoru. V nadaljevanju
potrebujemo le “pozresno” razlicico.

Opazimo naslednje: ¢e polinoma P in () uni¢ita matriko, jo unici tudi njun najvecji skupni
delitelj R (potrebujemo, da obstajata taka polinoma M in N, daje R = MP+N@Q). Tako
lahko definiramo minimalni polinom (ki je dejansko najmanjsi glede na relacijo deljivosti
in zato do konstantnega faktorja enoli¢no dolocen).

Izpeljemo naslednjo trditev: ¢e sta P in () tuja polinoma in produkt P() uni¢i endomorfi-
zem A, sta ker P(A) in ker Q(A) invariantna podprostora, cel prostor pa je njuna direktna
vsota (na preseku ze enica uni¢i matriko A). Trditev zlahka posplosimo na produkt vec
paroma tujih polinomov.
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Minimalni polinom razcepimo na linearne faktorje. Tako endomorfizem razcepimo na
direktno vsoto endomorfizmov korenskih podprostorov, vsak izmed njih pa je vsota ska-
larnega endomorfizma in nilpotenta. Poseben pomen v korenskih podprostorih imajo
lastni podprostori.

V praksi minimalni polinom konstruiramo nekoliko drugace. Konstrukcija temelji na
opazanju, je Stevilo A lastna vrednost danega endomorfizma natanko tedaj, ko je nicla
njegovega minimalnega polinoma. Torej se ni¢le minimalnega polinoma ujemajo z niclami
karakteristicnega polinoma. To je tudi pravi cas za dokaz Cayley-Hamiltonovega izreka
(za vajo pa lahko izpeljemo Se njegov neposredni dokaz z determinantami).

Nadaljevanje je standardno, raziskati je potrebno le Se strukturo nilpotentov. Najprej bi
mogoce kar udarili s shemo:

Vipg — o+ — V2 — U1 — 0
Vopy —» =+ —» U — VU1 — 0
Vr, — -+ — U2 — Ukl — 0

kjer puscice predstavljajo preslikovanje z ustreznim niplotentom, ki ga oznac¢imo recimo
z B. Nato formuliramo izrek, ki trdi, da obstaja taka tovrstna shema, da je vi1,...v1,,
Va1, ... V2py, VK1, - - - U, Daza celega prostora, ki jo imenujemo Jordanova baza. Ogledamo
si Se matriko, ki v tej bazi pripada nasemu nilpotentu.

Klju¢ do dokaza Jordanovega izreka za nilpotente je naslednja lema: ¢e je B, V; = ker(B7)
in U C V; podprostor, za katerega je U NV,;_; = {0}, je B na U injektivna in velja tudi
B(U)NV,_o = {0}, vse pod pogojem, da je j > 2. Rezultat zlahka dokazemo.

Jordanov razcep torej konstruiramo na naslednji naéin:

1. S pomocjo karakteristicnega polinoma dolo¢imo lastne vrednosti.

2. Za vsako lastno vrednost A pois¢emo baze korenskih prostorov, ki se dopolnjujejo.
1
To najlazje storimo z Gaussovo eliminacijo po stolpcih. Za¢nemo z blokom ik

kjer je B = A — AI. Z Gaussovo eliminacijo po stolpcih matriko B preoblikujemo
v ustrezno zgornje trikotno matriko, tako da dobimo njeno jedro in sliko. Nato
spodnji blok preslikamo (z leve pomnozimo) z matriko B, dobljeni blok dopisemo
spodaj in zdaj le-tega preoblikujemo z Gaussovo eliminacijo. Tako nadaljujemo,
dokler se stevilo nicelnih stolpcev ne ustali.

S tem smo konstruirali razcep X = U; @ Uy @ --- d U, & W, kjer je X cel prostor,
Ve =U1®---®U, = ker B¥ in W = im B" = im B"*!. Po zgoraj omenjeni lemi je za
vsak k > 2 preslikava B injektivna na Uy, ter velja BU, C Vi1 in BU,NV},_o = {0},
kjer vzamemo se V5 = {0}. Od tod sledi tudi, da je dim Uy, < dim Uy_;.

Iz slednjega opazanja sledi, da je r v resnici stopnja ustrezne nic¢le minimalnega
polinoma. Ce namre¢ konstrukcijo nadaljujemo v nedogled, namre¢ iz dim U, 1 = 0
sledi dim U, = 0 za vse k > r. Torej je za vse take k tudi V, = V.. in vse potence
endomorfizma B so injektivne na W.
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3. Razcep U; & --- @& U, preoblikujemo v razcep U] & --- @ U/, kjer bo se vedno za
vse k = 1,...7r veljalo V}, = U] & --- & U, poleg tega pa bo BU; C U, ; (po
lemi mora biti preslikava B injektivna tudi na prostorih Us, ... U.). Za¢nemo tako,
da postavimo U/ := U,. Nato podprostor BU/ z baznimi vektorji podprostora
U,_1 dopolnimo do prostora, ki bo prav tako komplement prostora V,_, v prostoru
V.1 (v matriko najprej zapisemo preslikano bazo prostora U/, nato tekoc¢o bazo
prostora V,._, in nazadnje bazo prostora U,_;, nakar naredimo Gaussa po vrsticah).
Dobljeni prostor definiramo kot U/_,. Postopek nadaljujemo, dokler ne pridemo do

Pri zgornji konstrukeiji dobivamo baze prostorov Uy, ki jih sestavljajo vektorji dveh
tipov: prvi so slike vektorjev iz Uy, (za k < r), drugi pa sploh ne pripadajo sliki
nilpotenta B. Zdruzena baza prostora V, ima lastnost, da se vsak njen element
preslika bodisi v ni¢ bodisi v kak drug element te baze. Torej ima matrika B na
prostoru V,. v tej bazi, ¢e jo primerno uredimo, ze Jordanovo kanoni¢no formo.
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ANALIZA 2

17. Diferencialni racun v vec spremenljivkah

Pri parcialnih odvodih je ¢esto zmeda, kaj pomeni doloc¢en parcialni odvod, ker pac¢ pisemo
spremenljivke, ne pa zaporednih stevilk komponent (kar je v resnici tudi dosti nazorneje).
Seveda pa je potrebno povedati, kaj stvar v resnici pomeni.

Spremenljivke je smiselno gledati kot funkcije iz neke mnogoterosti v realna stevila, pri
c¢emer domeno prikrijemo: ne zanima nas, kako slikajo same po sebi, temvec nas zanimajo
zveze med njimi; glej tudi 8. razdelek. Pri parcialnem odvajanju moramo odvod po
doloc¢eni spremenljivki vedno gledati v kontekstu ostalih, ki jih mora biti natanko toliko,
kot je dimenzija mnogoterosti, pa Se nabor njihovih diferencialov ne sme biti izrojen.
Ce uvajamo nove spremenljivke, lahko oznaka za odvisno spremenljivko ostane enaka, v
kolikor gre za isto mnogoterost ali pa tudi za podmnogoterost. V pisavi pac¢ zozitve za
podmnogoterosti zanemarimo, ¢eravno se jih moramo zavedati. Primer:

du  Oudx +8udy
dt Oz dt  Oydt

Tu imamo opravka z dvorazsezno mnogoterostjo in enorazsezno podmnogoterostjo (ozna-
ka za totalni diferencial se pa¢ uporablja za enorazsezne mnogoterosti). Spremenljivke u,
x in y slikajo iz cele mnogoterosti, spremenljivka ¢ pa le iz podmnogoterosti. Kjer je ob
spremenljivkah u, x in ¢ parcialni diferencial, jih gledamo kot funkcije iz cele mnogotero-
sti, kjer je totalni diferencial (d), pa v resnici gledamo njihove zoZitve na podmnogoterost
(a to v pisavi brez skode zanemarimo).

Jezik mnogoterosti je za studente precej abstrakten, zato bi ga bilo potrebno studentom
ustrezno priblizati. Verjetno bi bili zelo pripravni zgledi iz fizike (vzamemo npr. pot delca
po prostoru, pri kateri zraven gledamo Se hitrost; vzamemo lahko npr. tudi sistem dveh
delcev ali pa kaksen mehanizem).

Za primer, ko diferenciali niso zlozeni v diferenc¢ne koli¢nike, bi bilo smiselno povedati, kaj
v resnici so. Diferencial (d) preslikave v dani tocki je linearna preslikava med pripada-
jo¢ima tangentnima prostoroma. Diferencni koli¢nik med navadnima diferencialoma tudi
pri funkcijah ve¢ spremenljivk ni le sintakti¢ni konstrukt: lahko ga gledamo kot kvocient,
¢e za linearni preslikavi A: X — Y in B: X — U definiramo njun kvocient:

A
C:=—=
B
kot tisto preslikavo U — Y, za katero je A = CB, torej kot “spust” preslikave A po
preslikavi B. Tako definiran kvocient obstaja natanko tedaj, ko je ker V' C ker A, in je
enoli¢en, ¢ée je B surjektivna. Ce je B obrnljiva, velja C' = AB~.

Glede na zgoraj povedano lahko torej gledamo diferencialni koli¢nik:

dy
dx’
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ki seveda ne obstaja vedno. Ce je x skalarna funkcija, zgoraj omenjeni diferencialni
koli¢nik obstaja, brz ko je y odvedljiva funkcija z-a (funkcijsko gledano, y = f o z) in
se ujema z odvodom, natan¢neje, s kompozitumom z x (velja torej dy/dz = f' o z, kjer
endomorfizme na enorazseznih prostorih identificiramo s skalarji).

Lahko pa je x tudi vektorska funkcija, a ¢e zelimo imeti enoli¢nost, Stevilo njenih kompo-
nent (dimenzija kodomene) ne sme presegati dimenzije domene. Tako definiran diferen-
cialni koli¢nik ustreza Jacobijevi matriki.

Pri parcialnih odvodih pa moramo biti pazljivejsi. Vsak parcialni odvod po neki spremen-
ljivki moramo gledati v kontekstu ostalih spremenljivk. Za linearne preslikave A: X — Y,
B: X - UinC': X — V definiramo kvocient A po B v kontekstu preslikave C na naslednji
nacin: A 4

—[C] == ——

5= maey
kjer je (B, C) linearna preslikava iz X v U x V', ki z preslika v (Bz, Cz), ¢; pa je preslikava
iz U v U XV, kiupreslika v (u,0). Strogo gledano je tako pisava:

of
ox

pomanjkljiva: potrebno bi bilo pisati npr.

df
1r [dy] .

18. Lagrangeovi multiplikatorji

Lagrangeova funkcija:
L(zy, ...,y Ay oo An) = foeg, .o x,) — Z)\Z-gj(:pl,...,xn)
j=1

se lahko zdi kot zajec iz klobuka, a za to ni nobene potrebe, saj se da lepo razloziti. V
primeru, ko vezi niso izrojene, namrec velja, da je tocka, ki lezi na podmnogoterosti, ki jo
dolocajo vezi g1, . . . , gm, stacionarna tocka funkcije f vezanona g1, ..., g, (kar pomeni, da
je odvod funkcije f na tangentnem prostoru te podmnogoterosti enak ni¢) natanko tedaj,
ko obstajajo taki A1,..., Ay, da je to stacionarna tocka funkcije F' (globalno, ne vezano,
kar pomeni, da je odvod funkcije F' v celoti enak ni¢). Lagrangeova funkcija torej funkcijo
f popravi tako, da tocke, ki so vezano stacionarne, postanejo globalno stacionarne.

Funkcijo F' smo v prejsnjem odstavku obravnavali le kot funkcijo spremenljivk
x1,...,T,, medtem ko so bili A\i,...,\,, parametri. A tudi te lahko obravnavamo kot
funkcije. Tocka (x1,...,x,), ki lezi kjer koli na definicijskem obmodcju funkcije f, je
namre¢ stacionarna tocka funkcije f vezano na gy, ..., g, (kar seveda vkljucuje tudi, da
leZi na ustrezni podmnogoterosti) natanko tedaj, ko obstajajo taki Ay, ..., A, da je tocka
(1, ..., Tp; A1, .., A\p) stacionarna tocka funkcije F'.
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Opomba. Pri interpretaciji, kjer so Ay, ..., A\, parametri, so lahko na desni strani vezi
poljubne konstante, torej lahko pisemo g;(x1,...,z,) = a;. Pri interpretaciji, kjer so tudi
A1, - -y A spremenljivke, pa morajo biti na desni strani nicle.

19. Izrek o inverzni preslikavi

Tipicen dokaz tega izreka temelji na Banachovem skrcitvenem nacelu. Ta argument je
dober, vendar pa z njim ni dobro nastopiti prekmalu, sicer je to zajec iz klobuka. Smiselno
je iti na naslednji nacin:

e Diferenciabilna preslikava je lokalno priblizno linearna.

e Za neizrojene linearne preslikave je znano, kako jih obrnemo.

e Ce resujemo enacbo f(x) = y in imamo na voljo pribliZek x, priblizna linearnost
preslikave f v zy da Se en, tipicno boljsi priblizek xy — (df(xo))_l(f(xo) —y).
[teriranje tega postopka vodi do Newtonove metode, ki tipi¢no deluje odli¢no, véasih
pa tudi zgresi.

e Povemo, da se izkaze, da imamo lazji nadzor nad situacijo, ¢e Newtonovo me-
todo spremenimo tako, da na vsakem koraku uporabimo odvod kar v zacetnem
priblizku. Naslednji priblizek torej definiramo kot z,41 = g,(x,), kjer je g,(x) :=
z— (df (xg))fl (f(z) —y). To lahko razumemo kot nerodno razli¢ico Newtonove
metode.

e Opazimo, da za vsak y tocka = resi enacbo f(x) = y natanko tedaj, ko je negibna
tocka preslikave g,; slednje pa je izpolnjeno, brz ko je z limita zgornje iteracije.
Tako dobimo strogi dokaz lokalne bijektivnosti: obstaja tak » > 0, da je preslikava
g, na K (zg,r) Lipschitzeva s konstanto 1/2 (ne glede na y). Nadalje obstaja taka
okolica V' tocke yo = f(z0), da g,(zo) lezi v K(zo,7/2) za vse y € V. Za take y
preslikava g, kroglo K (9, 7) preslika vase. Po Banachovem skréitvenem nacelu ima
enacba f(z) = y na K(xg,r) natanko eno resitev. Tako f okolico f~1(V) tocke a

bijektivno preslika na okolico V' tocke .

e Diferenciabilnost inverzne preslikave se da izpeljati iz diferenciabilnosti preslikave
f (glej komentarje k izreku o implicitni funkciji).

e Newtonova metoda je sicer naravnejSa in tipicno ucéinkovitejsa, a za dokaz, da je
preslikava © — x — (df(a:))_l(f(x) — y) skréitev, potrebujemo tudi, da je odvod
preslikave f Lipschitzev.

Izrek o inverzni preslikavi pa je tudi poseben primer izreka o implicitni preslikavi. Ne-
posreden dokaz slednjega izreka ni ni¢ dosti tezji od zgornjega dokaza, zato je morda
celo smiselno najprej dokazati izrek o implicitni preslikavi, izrek o inverzni preslikavi pa
navesti kot njegovo neposredno posledico. A tudi ¢e se odlo¢imo za to moznost, je vseeno
smiselno najprej formulirati izrek o inverzni preslikavi, nato izrek o implicitni preslikavi
ter kon¢no dokazati najprej drugega in potem prvega.
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20. Izrek o implicitni preslikavi

Ko formuliramo izrek o implicitni preslikavi, se je dobro malo ustaviti in ga primerjati z
izrekom o inverzni preslikavi. Zato je dobro imeti konsistentno notacijo. Tu bomo izrek
formulirali takole: naj bosta D C R™ in A C R™ odprti mnozici in F': D x A — R”
diferenciabilna preslikava. Vzemimo tg € D, zg € A in yo := F(to, x¢). Dokazati moramo,
da obstajajo taka okolica W tocke tj, taka okolica U tocke z( in taka preslikava ¢: W —
U, da za poljubna t € W in x € U velja F(t,z) = yo natanko tedaj, ko je x = p(t).

Pri primerjavi z izrekom o inverzni preslikavi je dobro narediti naslednje:

e Pri izreku o inverzni preslikavi imamo opravka z enacbo f(z) = y, ki jo resujemo
na x. Vemo, da imamo pri y = y, resitev x = x(, zanima nas resitev za okoliske y.
Pri izreku o implicitni preslikavi pa ne perturbiramo desne strani y, temvec funkcijo
f. Opravka imamo torej z enacbo F(t,z) = yo, ki jo spet resujemo na = (za Se
nazornejso primerjavo lahko pisemo fi(x) = F(t,x) — indeks seveda ne oznacuje
parcialnega odvoda). Vemo, da imamo pri ¢ = ¢, resitev = x, zanima nas resitev
za okoliske t.

e Dobro je razumeti, kaj dobimo, ¢e poskusamo izrek o implicitni preslikavi dokazati
z izrekom o inverzni preslikavi in kaj zmanjka. Pri dani enacbi F(t,z) = yo in
izhodiséni tocki (o, xg), za katero je F(ty, o) = Yo, nam izrek o inverzni preslikavi
za vsak t, za katerega velja, da je F' v okolici tocke (t,xq) zvezno diferenciabilna
po x in je ustrezni odvod neizrojen, zagotavlja obstoj take okolice U; tocke z( in
take okolice V; tocke F'(t, ), da preslikava z — F(t,x) prvo bijektivno preslika na
drugo. Resitev enacbe F(t,x) = yo je zagotovljena, ¢e okolica V; pokriva vrednost
Yo- Tega pa nam izrek o inverzni preslikavi sam po sebi ne zagotavlja in to je dodana
vrednost izreka o implicitni preslikavi.

e Dobro je omeniti, da je izrek o implicitni preslikavi posplositev izreka o inverzni
preslikavi: slednjega lahko izpeljemo, ¢e postavimo F(t,x) = f(z) —t in yo = 0.
Tako lahko izreka o inverzni preslikavi niti ni treba dokazati posebej. Dokaz izreka o
implicitni preslikavi ni dosti tezji od dokaza izreka o inverzni preslikavi, glej spodaj.

Izrek o implicitni preslikavi lahko dokazemo na vsaj tri nacine.

Prvi nacin: uporabimo izrek o inverzni preslikavi na sestavljeni preslikavi

(t,z) — (t, F(t,x)). To je vsekakor pametno, ¢e nimamo dosti ¢asa. Bodo pa slusatelji
dokaz izreka o inverzni funkciji bolje dojeli, ¢e se pri dokazu izreka o implicitni preslikavi
vsaj malo skli¢emo nanj — glej spodaj.

Drugi nacin: v osnovi uporabimo izrek o inverzni preslikavi za preslikave = — F(t, ),
ko t pretece doloCeno okolico. Toda izrek o inverzni preslikavi v obic¢ajni formulaciji
ne zagotavlja okolice v kartezijskem produktu, zato se sklicemo na naslednji pomozni
rezultat:

Trditev 20.1. Naj bo A C R" odprta mnoZica, f: A — R™ diferenciabilna preslikava,
zo € Ainyo = f(x9). Najbos>0in |[I— (df(wo))_ldf(a:)H <1/2 za vse x € K (g, s).
Tedaj za vse y € R™, za katere je de(a:o))_l(y - yg)H < $/2, obstaja natanko en x €
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K(xg, s), za katerega je f(x) =y.

Ce se vrnemo k formulaciji izreka o implicitni preslikavi, iz lastnosti zveznosti sledi, da
obstajata taka okolica W tocke to in tak s > 0, da je ||I — (Fm(t,xo))_lFx(t,a:)H <1/2
za vse t € ty in vse x € K(xg,s). Poleg tega lahko okolico W dolo¢imo tudi tako, da
za vse t € W velja H (Fx(t,ato))fl (yg — F(t,:pg)) H < s/2 (pozor: zdajsnji yo ustreza y v
trditvi, yo v trditvi pa ustreza zdajsnji F'(t,x)). Tako dobimo, da za vsak t € W obstaja
natanko en x € K (xo, s), za katerega je F'(t,xz) = yo. Tega proglasimo za ¢(t).

Tretji nacin: dokaZemo neposredno. V primerni okolici tocke (tg,zo) je preslikava F
pribliZzno linearna — velja:

F(t, 33) =Y+ Ft(tg,.l?o)(t — to) + Fz(to,xo)(x — .TQ) + R(t — to, T — .2130) s (201)

| R(t—to,z—z0)||
llt—toll+llz—=oll y
torej (poleg zg) prvi priblizek za z, ki resi enac¢bo F(t,z) = o, tocka:

kjer gre proti ni¢, ko gre t proti to in z proti zy. Ce je torej t blizu ty, je

1 = T — (Fx(to,fl)o))il (F(t,l’o) — yg) .

Se drugace, velja o1 = H(y, y), kjer je H(t,x) := x — (Fgc(to,avo))_1 (F(t, x) — yo). Nato
je smiselno iterirati: x,,, := H(t,x,). Zeleno vrednost ¢(t) je smiselno iskati kot limito
priblizkov x,,.

Opazimo, da je F'(t,x) = yo natanko tedaj, ko je = negibna tocka preslikave x — H (t, ),
torej je smiselno pomisliti na Banachovo skréitveno nacelo. In res je H,(to, xo) = 0, torej
obstajata taka r > 0 in s > 0, da je ||H,(t,z)|| < 1/2 za vse t € K(to,r) in x € K(w, s).
Torej za poljubna a’,y" € K(xo,s) velja ||H(t,2') — H(t,z")|| < 3lja’ — 2”||, brZ ko je
t € K(tog,r) in o', 2" € K(xo,s). Ni pa Se receno, da preslikava x — H (¢, x) zaprto kroglo
K (g, s) preslika vase.

Preslikava x — H(ty,x) je zvezna in zy je njena negibna tocka, zato lahko r izberemo
tako, da za vse t € K(to,r) velja H(t,z) € K(z,s/2). Potem pa za vse z € K(xo,s)
velja || H(t, z) — xo|| < ||H(t, x) — H(t,gO)H + HH(t,a:O) — xOH < il — @0l + £ < s, torej
preslikava x — H (¢, x) zaprto kroglo K (zy,s) preslika v odprto kroglo K(xg,s), brz ko
je t € K(to,r). Tako vidimo, da je res skr¢itev na K (b, s). Po Banachovem skréitvenem
nacelu ima tam natanko eno negibno tocko, ta pa mora lezati v K(xg,s). Z drugimi
besedami, za vse t € K(tp,r) ima enacba F(t,x) = yo v krogli K(x¢,s) natanko eno
resitev. To proglasimo za o(t).

Opomba. Skréitvi iz drugega in tretjega nacina nista enaki: pri skrcitvi iz drugega
nacina smo uporabili odvod F(t, zy), medtem ko smo pri tretjem nac¢inu uporabili odvod
F,(to, o). Skréitev iz drugega nacina je torej enojno, iz tretjega nac¢ina pa dvojno nerodna
razli¢ica Newtonove metode.

Tako pri drugem kot pri tretjem nacinu je treba dokazati Se diferenciabilnost preslikave
¢. To pa vidimo iz zveze (20.1). Ce je x = @(t), torej F(t,z) = yo, velja:

v — w9 = —(Fy(to, z0)) " (Fulto, z0)(t — to) + R(t — to, x — x0))
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Nato najprej pokazemo, da obstaja taka konstanta K, da za vse primerne ¢ in x velja
|z — o] < K|t —to]|, nato pa lahko diferenciabilnost izpeljemo iz ocen za R ter ||t — to|
in ||z — x|

21. Vecrazsezni posploseni integrali

Posploseni integral funkcije f: R™ — R se tipi¢no definira kot limita lim, . f[_a o f,
kjer gre a po pozitivnih realnih ali celo samo po naravnih stevilih. To gre v primeru, ko
ima f koncen integral absolutne vrednosti. A dodana vrednost posplosenega integrala je

drugje, recimo pri integralu:
/ *sinx
dz.
0 T

Za posplositev takih primerov definicija z limito po kockah ni dobra. Ni recimo skladna
s transformacijami, saj obstoja posplosenih integralov [ f in [ f o g|Jg| nista ekvivalen-
tna niti tedaj, ko je g avto-difeomorfizem prostora R™. Poleg tega pa je treba loc¢eno
obravnavati singularnosti.

Ena mozna resitev bi bila z iz¢rpanji. Iz¢rpanje mnozice M je zaporedje My C M, C - --
z unijo M \ N, kjer je N mnozica z Lebesgueovo mero ni¢. PosploSeni integral funkcije
f po mnozici M glede na njeno izérpanje My C My C --- bi bila limita lim,, an f ob
dodatni zahtevi lim, o [ M \Mo, |f| = 0 (tako se izognemo temu, da bi obstajal integral
sinusa po [0, 00) glede na izérpanje z mnozicami [0, 27n]).

[z¢rpanja imajo pomanjkljivost, da izkljuc¢ujejo neodvisnost razlicnih koncev limitne mno-
Zice, recimo pri dvakratnem posplosenem integralu f(f fcd f(z,y) dz dy, kjer Zelimo, da gre-
do lahko meje za vsako spremenljivko neodvisno proti limitnim mejam. To bi lahko resili
tako, da bi izérpanja indeksirali po usmerjenih mnozicah, tako kot posplosena zaporedja.

DEFINICIJA. Posploseno izérpanje mnozice M je neprazna druzina mnozic (M, )aeo, Kjer
je &/ usmerjena mnozica, tj. delno urejena mnozica z lastnostjo, da za poljubna «, 8 € &/
obstaja tak v € &7, da je v = a in vy > (5. Zahtevamo Se naslednje:

e Cejea =B jetudi M, C Mj.

e Za vsak a € o7 obstaja tako zaporedje a = a1 <X as < ---, da je
Unen Ma,, = M\ N, kjer je N mnozica z Lebesgueovo mero nic.

Posploseno izérpanje bomo imenovali tudi neprazno druzino &/ podmnozic mnozice M,
ki ima Stevno poddruzino, ki pokrije M in pri kateri za poljubna «, 8 € o/ obstaja tak
v € o dajey = aUpB. V tem primeru za relacijo urejenosti na .o/ vzamemo kar inkluzijo
in za o € & definiramo M, = a.

Opomba. Ker mnozica &/ ni prazna, zagotovo obstaja tako zaporedje a3 = ap < -+,
da je U,en Mo, = M.

DEFINICIJA.  Stevilo I je posploseni integral funkcije f po mnozici M glede na nje-
no poploseno izérpanje (My)acw, Ce za vsako zaporedje oy < ag =X -+, za katero je
Unen Ma,, = M, velja lim,,_,o fMan f=1
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Zgledi:
b, (u/,v") = (u,v), Ceje v <uinv' > v, My, = [u,v].
e Cauchyjeva glavna vrednost: o/ = (0,1], a = b, ¢e je a < b, M, = [—1,—a) U (a, 1].
e Konvergenca po do dolocene mere ohlapnih kroglah: ¢e z B, oznacimo odprto, z B,

pa zaprto kroglo okoli izhodisca s polmerom kroglo s polmerom r, vzemimo za &/
druzino merljivih mnozic «, za katere obstaja tak r, da je B, C a C B,;.

Opomba. Ni nujno, da posplosujemo Riemannov integral po podmnozicah prostora
R™. Lahko posplosujemo tudi Lebesgueov integral po poljubnem merljivem prostoru ali
se kaksen drug integral.

Trditev 21.1. Ce je posploseni integral funkcije f po mnoZici M glede na njeno poploseno
iz¢rpanje (My)acer enak I, velja tudilim, fMa f=1,t. zavsake > 0 obstaja tak o € <,
da za poljuben B = « velja UMB f—- I‘ <e.

DokAz. Pa recimo, da velja nasprotno, tj. obstaja tak ¢ > 0, da za vsak a € & obstaja
tak g8 = «a, da je UMﬁ f—]‘ > €. Vzemimo zaporedje oy = ap =<, za katero je UneN M,, =
M. Po predpostavki obstaja tak 8; = «q, da je UMB f— I’ > ¢. Zaradi usmerjenosti
1
obstaja tak v, € &7, da je y5 = (1 in 75 = 9. Potem pa spet obstaja tak [y = 7o, da
je UM/; f— [} > e. Tako nadaljujemo in dobimo zaporedje a; < 81 =< g = g <X ---.
2
Za vsak n € N je UM,; f=1I| > ¢, velja pa tudi [, oy
posplosen integral funkcije f po M glede na dano posploseno iz¢rpanje. [ |

Mg, = M. To pa pomeni, da I ni

Trditev 21.2. Ce sta (My)aco in (My)acz posploseni izérpangi mnoZice M, o/ O B,
urejenost na B inducirana z urejenostjo na </ in ce je I posploSeni integral funkcije f
po mnozici M glede na njeno poploseno izérpanje (My)acew, je I tudi posploseni integral
funkcije f po mnozZici M glede na izérpanje (My)acs- [ |

Trditev 21.3. Vzemimo Lebesqueov integral. Ce je fM |f] < oo, je fo posploseni
integral funkcije f po M glede na vsako posploseno izérpanje mnoZice M. [ |

Trditev 21.4. Vzemimo spet Lebesgueov integral. Naj bo M merljiv prostor in naj bo
dana druzina merljivih podmnozic B, ki je zaprta za merljive podmnoZice in koncne unije
ter ki ima Stevno poddruZino, ki pokrije M. Naj bo f taka funkcija, da je [ s fl < oo za
vse B € B. Ceima f posploseni integral po posplosenem izérpanju A, je tudi fM |f] < 0.

DokAz. Najbo I posploseni integral po posplosenem izérpanju 4. Po trditvi 21.1 obstaja
taka mnozica B € A, da za vsak C' € £, za katerega je C' O B, velja Uc f— [| < 1. Ker
je A zaprta za Stevne unije, obstaja zaporedje By C By C --- z unijo M. Definirajmo
mnozice:

B*={r€B;f)>0}, Bf={veB,;f(x)>0}, Cj:=BUB},
B i={zreB;f)<0}, B, ={reB,;f(x)<0}, C, =BUB,.

n
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Vse te mnozice pripadajo 4, saj je le-ta zaprta za podmnozice in konéne unije. Ker je
Cr 2 B,je |fc+ f—[| < 1. Nadalje je C;f disjunktna unija mnozic B*U B, in B~ tore]

je:
[ Y
cr BtuB;/t -
[ f‘+|f|+1-
BtuB;t BtuB;t B-

Ker je M unija narascéajocega zaporedja mnozic BT U B;", je potem po izreku o monotoni

konvergenci tudi:
/ fi < / f‘+|l|+1.
M B~

Podobno dobimo za [,, f— in rezultat sledi. [ |

<1,

re1-

od koder sledi:

22. Krivulje v prostoru

Najprej bi definirali parametrizirano krivuljo kot zvezno preslikavo I — R”", kjer je [
interval na realni osi (odprt ali zaprt, omejen ali neomejen). Krivulji ¢: I — R™ in
v: J — R" sta ekvivalentni z isto orientacijo, ¢e obstaja taka strogo narasc¢ajoca surjekcija
g: J — I, daje ¥ = pog. Neparametrizirana (a orientirana) krivulja je ekvivalenéni
razred glede na zgornjo relacijo.

Tocka na parametrizirani krivulji je tocka na intervalu I. Tocka na neparametrizirani
krivulji pa je preslikava «;, ki slika iz mnozice vseh moznih parametrizacij, tako da vsako
parametrizacijo ¢: I — R”™ preslika v neko tocko na intervalu I. Poleg tega mora za
poljubno parametrizacijo ¢: I — R" in poljubno strogo narascajoco surjekcijo g: J — I
veljati enacba a(p) = g(a(p o g)).

Mnozici tock na krivulji bi lahko rekli fazni prostor. Fazni prostor orientirane krivulje
je linearno urejen. Fazni prostor krivulje, ki ne seka same sebe, lahko gledamo kar kot
mnozico tock v R".

Povedati bi bilo treba Se, kdaj je krivulja sklenjena, morda pa bi bilo dobro, ¢e bi definirali
Se prav nov objekt sklenjene krivulje, ki bi bil spet ekvivalenc¢ni razred neparametriziranih
krivulj (vseeno je, kje se krivulja zacne in kje konca). Za ta namen bi bilo potrebno
definirati “rotacijo” intervala.

Pomemben je pojem spremenljivke. Spremenljivko definiramo kot preslikavo iz faznega
prostora v realna sStevila. Tako lahko racune, ki temeljijo na spremenljivkah namesto na
funkcijah, kar je cesto dosti preglednejSe (pomislimo le na uvedbe novih spremenljivk),
gledamo matemati¢no korektno. Na ta nacin ne razlikujemo odvisnih in neodvisnih spre-
menljivk. Spremenljivke x, y in z niso ni¢ drugega kot koordinatne projekcije.

Definiciji neparametrizirane krivulje in toc¢ke na njej sta precej zapleteni. Lahko se jima
izognemo, ¢e se omejimo na krivulje, ki ne sekajo samih sebe. Za integralni racun je to
povsem dovolj. Pri preucevanju geometrijskih lastnosti (kot je npr. ukrivljenost) pa je
mnogo lepse, ¢e zadevo obravnavamo v splosnem.
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23. Spremljajoci trieder

Univerzitetnim studentom velja poudariti, da gre v resnici za Gram-Schmidtov postopek.
Racunanje binormalnega vektorja s pomocjo 7 x 7 je neke vrste bliznjica v trirazseznem
prostoru.

24. Prva in druga fundamentalna forma

Pri univerzitetnih studentih je dobro povedati, da je vredno gledati skalarni produkt, ki
ga na nosilnem prostoru parametri¢ne mnozice definira prva fundamentalna forma. Potisk
tega skalarnega produkta na tangentno ravnino se namre¢ ujema z zozitvijo obicajnega
skalarnega produkta na to ravnino. Morda je dobro na ta nacin celo definirati prvo funda-
mentalno formo — kot kvadratno formo, ki definira povlek zozitve obicajnega skalarnega
produkta.

To je pomembno zaradi ukrivljenosti. Ce ukrivljenost gledamo na vektorjih tangentne rav-
nine, je ukrivljenost v posamezni smeri na tej ravnini enaka vrednosti ustrezne kvadratne
forme na pripadajocem enotskem vektorju. Zato sta tudi glavni smeri vselej pravokotni.
Druga fundamentalna forma je povlek slednje kvadratne forme na nosilni prostor para-
metricne mnozice. Ukrivljenost v posamezni smeri na nosilnem prostoru parametric¢ne
mnozice je torej vrednost druge fundamentalne forme na pripadajoc¢em vektorju, ki je
enotski glede na skalarni produkt, definiran s prvo fundamentalno formo. To se ujema z
razmerjem med drugo in prvo fundamentalno formo.

S stalis¢a teorije se torej stvari obnasajo dosti lepse, ¢e jih gledamo na tangentni ravnini.
Ce pa zelimo kaj izracunati, jih moramo navadno povlec¢i na parametricno mnozico, zato
moramo stvari preuciti tudi tam.

25. Integralni racun in enomestne diferencialne forme

Naslednji pojmi so zelo povezani in tako bi jih bilo tudi dobro spredavati:
e Riemann—Stieltjesov integral;
e krivuljni integral vektorskega polja;
e enomestne diferencialne forme.

Riemann—Stieltjesov integral definiramo kot limito Riemann—Stieltjesovih vsot:

b n
/ fdg=1m > f(m)(9(te) — 9(te-r)) , (25.1)

kjer je a,b € R, f in g sta realni funkciji na intervalu od a do b oz. od b do a, zaporedje
a=tg,T1,t1, T2, ..., tn_1,Tn_1,t, = b je monotono, limita pa je definirana glede na to, da
gre maxj<g<n |tk — tk,1| pI'Oti nic.

Ce je ¢ identiteta, se integral prevede na navadni Riemannov integral [f
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Naravna situacija, ko Riemann—Stieltjesov integral obstaja, je, ko je f zvezna, g pa ima
omejeno totalno variacijo. Takrat lahko limito vzamemo malo bolj na Siroko: tocke t; in
7 lahko uidejo izven intervala od a do b 0z. od b do a in tudi ni ve¢ nujno, da 73 lezi med
ty—1 in tx. Velja, da je integral se vedno limita vsot (25.1), ¢e:

e se tocke t in 7, nahajajo na fiksnem intervalu na realni osi;
e je stevilo menjav predznakov razlik ¢, — t;_; omejeno s fiksnim Stevilom;
e gresta maxy |ty — 7| in maxy |7, — tx_1| proti nic.

Drugi pogoj odgovarja delitvi intervala na koné¢no mnogo podintervalov, a kaj dosti splo-
sneje ne moremo iti, saj se ne moremo kar poljubno sprehajati okoli nezveznosti integra-
torja g.

Pri delu z Riemann—Stieltjesovim integralom prideta prav naslednja dva rezultata.

Reparametrizacija. Privzemimo:

e Naj bo ® zvezna funkcija, definirana na intervalu od o do 8 oz. od 8 do «, ki samo
kon¢no mnogokrat zamenja narascanje in padanje.

e Naj definicijsko obmocje funkcij f in g vsebuje zalogo vrednosti funkcije ®.
e Najbo ®(a) =ain ®(5) =10
Tedaj velja:

L6<fo¢>d<go¢>=/abfdg.

Rezultat lahko zapisemo tudi s funkcijami s prikrito domeno:

ABf(U)dg(U)Z/abfdg-

Tu je A tocka, kjer je u = a, B pa tocka, kjer je u = b.

Uvedba novega integratorja: ¢e je W zvezno odvedljiva na intervalu od a do b oz. od b do a
(tj. zvezna na zaprtem intervalu, odvedljiva na odprtem intervalu, odvod pa se da zvezno
razsiriti na zaprti interval), velja:

/abfdmfog):/abf-(vog)dg.

To lahko pisemo tudi v obliki:
B B
/ wd¥(v) = / uw¥'(v)dv,
A A
kjer je A tocka, kjer je v = a, B pa tocka, kjer je v = b.

Zelo dobrodosla lastnost obeh rezultatov je, da za nobeno od funkcij ® ali ¥ ni potrebno,
da je monotona, s ¢imer se tako pogosto zuga na zacetnih tecajih analize. Med drugim, ce
je v integralu fab f dg funkcija g zvezno odvedljiva, lahko g zapisemo kot kompozitum goid
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in dobimo, da se Riemann-Stieltjesov integral f; f dg ujema z navadnim Riemannovim
integralom fab fq'.

Pojem Riemann—Stieltjesovega integrala pride zelo prav pri krivuljnem integralu. Najprej
kot poseben primer definiramo krivuljni integral funkcije po funkciji. Krivulje je ugodno

gledati s parametrizacijo vred, saj tako vklju¢imo tudi krivulje, ki sekajo same sebe.
Kasneje lahko se vedno vpeljemo ustrezne ekvivalenc¢ne razrede ali pa celo verige.

Krivuljo najsplosnejse predstavimo kar kot preslikavo v, ki slika iz intervala na realni osi
v dolo¢eno mnozico M (dopustna je torej tudi Peanova krivulja). V osnovnem primeru
privzamemo, da je interval kar zaprt interval [a, b]. Za funkciji u,v: M — R definiramo:

Audv::/ab(uoy)d(voy).

Integral prav gotovo obstaja, ¢e je u oy zvezna, v o v pa ima omejeno totalno variacijo.

Pri delu z novim integralom pridejo prav naslednji trije rezultati.

Reparametrizacija. Privzemimo:
e Naj bo ®: [, 8] — [a,b] zvezna funkcija, ki samo konéno mnogokrat zamenja
narascanje in padanje.
e Naj bo ®(a) =a in ®(5) =b.

e Naj se da v razsiriti do zvezne funkcije iz [a,b] v M, za katero velja, da je u o 4
zvezna, v 0 4 pa ima omejeno totalno variacijo.

/ udU:/udv.
Fod v

Poleg tega je tudi u o4 o ® zvezna, v oy o ® pa ima omejeno totalno variacijo. Rezultat
nam torej pove, da je integral neodvisen od parametrizacije krivulje, sledi pa neposredno
iz reparametrizacije osnovnega Riemann—Stieltjesovega integrala.

Tedaj velja:

Prenos: ¢e je F': M — N zvezna preslikava in je uwo F o~y zvezna, vo F o~ pa ima omejeno
totalno variacijo, velja:

/Fovudv:[/(qu)d(voF).

Krivulja F o~ je potisk krivulje v, funkciji w o F' in v o F' pa sta povleka funkcij u in v
vzdolz preslikave F.

Uvedba nove spremenljivke: ¢e funkcija v slika v dolocen zaprt interval / in ceje U: [ — R
zvezno odvedljiva na I, velja:

Lud(@ov):Lu-(W’ov)dv.

Ta rezultat je prikladno zapisati tudi tako, da v obravnavamo kot funkcijo s prikrito

domeno — glej 8. razdelek:
/ud\IJ(v) = /u\I//(v) dv.
8! 8!
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A diferencial je tu del zapisa integrala, ne odvod.

Zadnji rezultat nam da misliti, da bi prislo prav, ¢e bi ga lahko interpretirali kar kot
enakost udW¥(v) = u W' (v)dv, ki bi bila posledica enakosti d¥(v) = ¥'(v)dv. No, Ce je
M gladka mnogoterost, funkcija v pa zvezno diferenciabilna, zapis dv pomeni tudi od-
vod funkcije v, ki je enomestna diferencialna forma ali ekvivalentno prerez kotangentnega
sveznja. Prereze kotangentnega sveznja je mozno mnoziti z zveznimi funkcijami in tako
dobimo, da bi bili lahko vsi izrazi pod integralom enomestne diferencialne forme. De-
finirati je treba le Se integral take forme. Ce je w enomestna diferencialna forma, njen
integral po krivulji v definiramo kot:

Aw - /ab<w o) o = /;(t = w((0)7 (1)

Odvod ~' preslikave v je tu preslikava iz intervala [a, b] v tangentni prostor mnogoterosti
M. Za krivuljo 7 zdaj privzamemo, da je zvezno odvedljiva (v doloCeni meri bi se sicer
dalo posplositi na lokalno Lipschitzeve preslikave).

Ce je u zvezna, v pa zvezno diferenciabilna funkcija, lahko zapis fﬁ/ udv zdaj interpretiramo
bodisi kot krivuljni integral funkcije u po funkciji g bodisi kot integral forme udv. Oba
integrala se ujemata, ker se Riemann—Stieltjesov integral po zvezno odvedljivi funkciji
ujema z navadnim Riemannovim integralom.

Podobno kot pri Riemann-Stieltjesovem integralu in krivuljnem integralu funkcije po
funkciji imamo tudi tu standardne rezultate, ki zadevajo komponiranje.

Reparametrizacija: e je ®: |o, 5] — [a,b] zvezno odvedljiva funkcija s ®(a) = a in
®(f) = b, v pa se da razgiriti do zvezno odvedljive funkceije iz [a, b] v M, velja kar:

/ w:/w.
jod Y

Prenos: za zvezno diferenciabilno preslikavo F': M — N in formo w na N definiramo
povlek forme w vzdolz F', ki je forma na M:

(Frw)(z)n == w(F(z)) dF(z)n.

Poleg tega pa Se potisk krivulje v vzdolz F', torej F' o+, bolj ilustrativno oznac¢imo z F,~.

Tedaj velja:
/ w = /F*w.
Fuy vy

Uvedba nove spremenljivke pa pri formah nima smisla. Se druga¢e povedano, ¢e kri-
vuljni integral funkcije po funkciji gledamo kot integral ustrezne forme, je uvedba nove
spremenljivke avtomatizem.

Ce je v krivulja v evklidskem prostoru R”, lahko integral enomestne diferencialne forme
definiramo nekoliko splosneje — kot limito:

lime(y(n)) (v(t:) = y(tie1))
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kojea=t < <t < <<t <7 <t,=0>in gre maxj<p<n(tx — tx—1)
proti ni¢. Zdaj je za krivuljo v dovolj zahtevati, da ima omejeno totalno variacijo — Se
tega ni treba, da je zvezna. Limito lahko gledamo tudi Sirse — podobno kot pri osnovnem
Riemann—Stieltjesovem integralu. Seveda veljata tudi reparametrizacija in prenos.

Enomestne diferencialne forme na podmnozicah evklidskega prostora lahko identificiramo
kar z vektorskimi polji, in sicer tako, da vektorskemu polju R priredimo formo:

w(x)n = (R(x),n) .

Tako tudi krivuljni integral vektorskega polja dobimo kot poseben primer integrala eno-
mestne diferencialne forme.

Vse skupaj se zdi precej zapleteno in velja premisliti, v kolikSni meri bi predavali na
ta nacin. So pa krivuljni integrali enomestnih diferencialnih form odli¢no izhodisce za
integrale ve¢mestnih form, saj je tu dolocene abstraktne pojme, kot je diferencialna forma,
vendar lazje doumeti, kot ¢e bi neposredno uvedli ve¢mestne forme.

26. Holomorfne funkcije

Analiticnost in holomorfnost. Menim, da bi bilo v zacetku smiselno, ¢e bi analitic-
nost in holomorfnost definirali posebej. Pojem analiti¢nosti izvira iz zgodovine pojma
funkcije. Vcasih npr. funkcije, ki racionalna stevila preslika v 1, iracionalna pa v 0,
niso Steli za funkcije. Smiselno bi se bilo vprasati, kaj bi bile “naravne” funkcije. Tako
bi mnozico analiticnih funkcij na nekem obmocju definirali kot najmanjso mnozico, ki
vsebuje vse funkcije, ki jih dobimo z osnovnimi racunskimi operacijami, in ki je zaprta
za enakomerno konvergenco po kompaktih. Holomorfnost pa definiramo kot kompleksno
odvedljivost. Presenetljivo se izkaze, da se pojma ujemata. Ze takoj na zacetku bi bilo
potrebno povedati, da je Cauchy-Riemannov sistem izredno mocna lastnost (kot bomo
kmalu dokazali).

Integriranje holomorfnih funkcij po parametru. Pri ugotovitvi, da je vsota holo-
morfnih funkeij tudi holomorfna, bi veljalo (brez natancnega dokazovanja) omeniti, da to
pod primernimi pogoji velja tudi za neskonc¢no vrsto in integral: ¢e je funkcija f(z,t) holo-
morfna v z, je tudi integral [ f(z,t)dt holomorfna funkcija. To dejstvo je zelo pomembno
pri razumevanju Cauchyjeve integralske formule in kasneje pri analiticnosti Laplaceovih
transformirank (Studentom pac¢ omenimo, da se bo to dejstvo kasneje veckrat izkazalo za
zelo pomembno).

Cauchyjeva integralska formula. Gre za eno izmed najbolj kljuénih lastnosti holo-
morfnih funkcij. Dobro jo je prikazati tudi kot dejstvo, da lahko vsako holomorfno funkcijo
na omejenem obmodju sestavimo iz funkcij z — 1/(z —a). To da recipro¢ni vrednosti kot
holomorfni funkciji poseben pomen.

Formulo je smiselno izpeljati v naslednjem slogu. Za vsako zvezno funkcijo f velja:

£(2) = lim = 7{ L

r—0 27T
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kjer je na desni strani krivuljni integral prve vrste po ¢ (ds je diferencial loka). Pri
holomorfnih funkcijah pa lahko slednji integral zapiSemo tudi kot kompleksni krivuljni

integral:
1 f(©)
% %{z|:r E dC

Naprej gremo po standardni poti: upostevamo nicelnost kompleksnega krivuljnega inte-
grala in naredimo limito, ko gre r proti 0.

Iz Cauchyjeve integralske formule takoj sledi princip maksima in enoli¢nost v notranjosti.
Ko enkrat to ugotovimo, bi bilo smiselno Cauchyjevo integralsko formulo predstaviti kot
dejstvo, da lahko vsako holomorfno funkcijo na nekem omejenem obmocju sestavimo iz
funkcij ¢ — 1/(¢ — 2), ki so zato v tem smislu fundamentalne holomorfne funkcije. Zato
ima tudi vsaka holomorfna funkcija vse lastnosti, ki jih imajo fundamentalne funkcije
¢ — 1/(¢ — z) in so zaprte za integriranje (neskonéna gladkost, razvoj v potencno vrsto).
Na tem mestu tudi izpeljemo, da se pojma holomorfnosti in analiti¢cnosti ujemata.

Res je, da zgoraj izpeljana Cauchyjeva formula ni najsplosnejSa, menim pa, da jo pri¢ujoca
izpeljava zelo dobro ilustrira. Takoj nato lahko seveda na standardni nacin izpeljemo
splosnejso razli¢ico z ovojnim sStevilom.

Celostevilskost ovojnega stevila. Kljucna stvar, ki se gleda pri izpeljavi celostevilsko-

Xp

V Rudinu se vrednost slednjega izraza izpelje z logaritemskim odvajanjem. Menim, da je
bolje, ¢e bi se zadeva izpeljala neposredno, kar z Riemannovimi vsotami.

27. Vektorska analiza

Smiselno bi bilo, ¢e bi pri klasi¢nih vektorskih operatorjih, kot so gradient, divergenca in
rotor, omenili notacijo, ki jo uporabljajo fiziki:
gradf =V f, divu=V-u, rotu=Vxu

Ta notacija ima dve prednosti: da nam misliti, da so slednje operacije neodvisne od baze,
poleg tega pa z njeno pomocjo bistveno lazje razumemo identitete, kot je:

A = grad div — rot rot

ki temelji na enakosti za dvojni vektorski produkt. Na nivoju Analize 2 je sicer slednjo
identiteto Se vedno potrebno dokazati na roko, a to lahko damo studentom za domaco
nalogo ali pa dokazemo na vajah. Za eleganten dokaz zgornje identitete moramo namrec
divergenco in rotor matemati¢no korektno definirati s pomocjo obicajnega skalarnega in
vektorskega produkta, kar pa ni tako preprosto. To lahko storimo tako, da nablo definira-
mo kot element tenzorskega produkta prostora R? in prostora diferencialnih operatorjev
1. reda na skalarnih poljih (zadosca Ze prostor smernih odvajanj). Poleg tega je prostor
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vektorskih polj naravno izomorfen tenzorskemu produktu prostora R?® in prostora vseh
skalarnih polj. Tako lahko definiramo:

.0 .0 0
Z.—g@)%‘i‘l@a—yﬁ-k@&

Nato za poljuben diferencialni operator D, skalarno polje f ter vektorja z in y definiramo:

(z@D)f:=z® (Df)
(z®@D)-(y® f):= ( -y)(Df)
(z@D)x (yof):=(zxy) @ (Df)

Seveda pa slednje dalec¢ presega okvir Analize 2.

Menim pa, da je zelo pomembno, da divergenco karakteriziramo tudi kot ustrezno limito
ploskovnih integralov. Le-ta namrec¢ zelo dobro ilustrira idejo pojma divergence, poleg
tega pa ni tezko iz nje izpeljati Gaussovega izreka, ki je prav tako fundamentalen. Menim,
da je Gaussov izrek potrebno izpeljati neposredno z delitvami obmocja, ne pa tako kot v
Vidavu.

Iz karakterizacije divergence s ploskovnimi integrali seveda takoj sledi neodvisnost od
baze. Od tod pa sledi tudi, da je od baze neodvisen Laplaceov operator (A = div grad).
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ALGEBRA 2

28. Kolobarji

Vrstni red podajanja dela teorije:
e (el kolobar, obseg ulomkov.
e Nerazcepen element, praelement.
e Vsak praelement je nerazcepen, obratno pa ni nujno res.
e Faktorizacija, Gaussov kolobar.
o Ideali.
e Definicija praideala (motivacija s praelementi). Maksimalni ideali.

e Karakterizacija praidealov in maksimalnih idealov s faktorskimi kolobarji. Vsak
maksimalni ideal je praideal.

e Glavni ideali, glavni kolobarji.
e Za poljuben element a glavnega kolobarja so naslednje izjave ekvivalentne:
1. a je nerazcepen.
2. (a) je maksimalen ideal.
3. (a) je praideal.
4. a je praelement.
e Glavni kolobar ustreza principu narascajocih verig idealov.
e Vsak glavni kolobar je Gaussov, obratno ni nujno res.
e Evklidski kolobarji (naravnejsa definicija z dobro osnovanimi mnozicami).
e Vsak evklidski kolobar je glavni, obratno ni nujno res.

e Izrek o razcepu na parcialne ulomke v obsegu ulomkov evklidskega kolobarja (tuji
faktorji v imenovalcu, pravi ulomki).
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ANALIZA 3

29. Picard-Lindelofov eksistencni izrek

Standardni dokaz tega izreka gre tako, da diferencialno enac¢bo skupaj z zacetnim pogojem
prevedemo na integralsko enacbo, nakar uporabimo Banachovo skréitveno nacelo. To
lahko motiviramo tako, da najprej zapisemo iteracijo, s pomocjo katere dobimo resitev:
e imamo dano enacbo i(t) = H(t,z(t)) (kjer je funkcija x lahko tudi vektorska) in
priblizek u, naslednji priblizek dobimo kot funkcijo v, ki resi enacbo o(t) = H (t, u(t))
To naravno vodi do integralske enacbe. Za Sirsi pogled glej 12. razdelek.

30. Eksistencni izrek za diferencialne enacbe v implicitni obliki

Pri ve¢ ¢asa in boljsih Studentih bi bilo posteno narediti teorijo Se za ena¢be M (x,y) dx +
N(z,y)dy = 0, kjer bi resitve iskali kot integralske krivulje. Tako bi bile navpi¢ne tocke
take kot vse druge — resitve enacbe zdxz + ydy = 0 bi bile cele kroznice. Lokalni eksi-
stencni izrek bi veljal, brz ko bi bili funkciji M in N na doloc¢eni odprti mnozici D zvezno
diferenciabilni in nikjer obe hkrati enaki nic.

To se da zlahka posplositi na mnogoterosti: za vsak gladek prerez projektivnega sveznja
lokalno obstaja 1-podmnogoterost, ki gre skozi dano tocko na mnogoterosti in je taka, da
se v vsaki tocki, skozi katero gre, njen tangentni prostor ujema z ustreznim enorazseznim
podprostorom, ki je vrednost prereza projektivnega sveznja v tej tocki. To takoj sledi iz
klasi¢nega lokalnega eksistencnega izreka, ¢e uporabimo primeren lokalni homeomorfizem:
usklajenost s prerezom projektivnega sveznja na n-mnogoterosti se prevede na sistem n—1
navadnih diferencialnih enacb.

Bolj zanimiva pa je posplositev globalnega eksistencnega izreka. Tu se namrec izkaze,
da ne potrebujemo ve¢ Lipschitzevega pogoja, zato pa pridejo na plan druge tezave.
Predvsem 1-mnogoterost ne ustreza vec¢ kot objekt, ki ga iS¢emo. To se zelo lahko vidi pri
iracionalnem toku na torusu, kjer je ustrezni prerez projektivnega sveznja zelo krotek.

Primeren objekt bi bil ekvivalencéni razred imerzij iz realne osi v mnogoterost, kjer sta
imerziji ¢ in j ekvivalentni, ¢e obstaja tak difeomorfizem ® na R, da je j = i 0 ®. Tak
ekvivalené¢ni razred ustreza 1-podmnogoterosti, ¢e so njegovi elementi tudi gladke vlozitve.
Imerzija oz. ekvivalenc¢ni razred ustreza danemu prerezu projektivnega sveznja, ¢e za vsako
tocko velja, da je slika tangentnega prostora element vrednosti prereza projektivnega
sveznja v ustrezni tocki.

Globalnost eksistenc¢nega izreka interpretiramo tako, da obstaja maksimalni ekvivalenéni
razred, ki ustreza danemu prerezu. Ekvivalenc¢ni razred je maksimalen, ¢e imerzije, ki so
njegovi elementi, nimajo limit niti proti neskon¢no niti proti minus neskoné¢no. Iz tega
izklju¢imo rob mnogoterosti: vse mnogoterosti jemljemo brez roba, ne privzamemo pa,
da so kompaktne.

Kot primer vzemimo diferencialno ena¢bo dy = y? dz, ki jo gledamo na R?. Maksimalna
resitev, ki gre skozi tocko (0,1), je krivulja (I-podmnogoterost) y = 1/(1 — z), x < 1.
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Dejstvo, da za > 1 ni nobene tocke na tej krivulji, ni v nasprotju s tovrstno formulacijo
globalnega eksisten¢nega izreka, saj ne iS¢emo funkcije koordinate z. Pomembno je, da
se po krivulji lahko v nedogled sprehajamo naprej in nazaj.

Taka globalna resitev obstaja, brz ko je prerez projektivnega sveznja gladek, tj. zvezno
diferenciabilen. Gre torej za zelo naraven rezultat. Skica dokaza:

e Za vsako tocko na mnogoterosti obstaja odprta okolica, kjer skozi vsako tocko ob-
staja globalna resitev v zgornjem smislu. To vidimo iz klasicnega globalnega eksi-
sten¢nega izreka: lokalno je vsaka zvezno diferenciabilna funkcija Lipschitzeva.

e Obstaja torej pokritje mnogoterosti iz odprtih mnozic, kjer skozi vsako tocko obstaja
globalna resitev. To pokritje pa lahko zmanjSamo na lokalno konéno pokritje, saj
je mnogoterost parakompakten prostor. To pokritje je tudi stevno (tj. konéno ali
stevno neskon¢no), saj je mnogoterost po definiciji 2-Steven prostor. Oznaéimo to
pokritje z % . Njegove elemente enumeriramo.

e Maksimalno imerzijo konstruiramo induktivno: za¢nemo z okolico iz pokritja %/, ki
vsebuje izhodis¢no tocko, in pripadajoco globalno reSitev v tej okolici. To resitev
orientiramo. Nato nadaljujemo naprej in nazaj takole: ce resitev na ustreznem
koncu nima limite v celotni mnogoterosti, smo za tisti konec zakljucili. Ce pa ima
limito, pois¢emo globalno resitev v elementu pokritja %, ki vsebuje to limito in ima
najmanjsi indeks. To resitev zdruzimo s prejsnjo. ReSitev torej, dokler je mozno,
na obeh koncih podaljsujemo.

e Na vsakem koncu — naprej ali nazaj v casu — se lahko podaljsanje konca ali pa
nadaljuje v nedogled. V vsakem primeru pa lahko vse resitve zdruzimo v enotno
resitev.

e Dobljena enotna resitev je maksimalna, tj. na nobenem koncu nima limite. Loc¢imo
dva primera. Ce je ustreznih indeksov (za naprej ali nazaj v ¢asu) kon¢no mnogo,
obstaja zadnja okolica, ki se je prikljucila. Toda ce je okolica zadnja gledano recimo
naprej v ¢asu, to pomeni, da pripadajoca resitev na tej okolici naprej v ¢asu nima
limite na celotni mnogoterosti, to pa potem ne more veljati niti za enotno resitev.
Ce pa je ustreznih indeksov neskonéno mnogo in obstaja limita enotne resitve, je
le-ta tudi limita izbranih tock v ustreznih elementih pokritja. To pa je v nasprotju
z lokalno konc¢nostjo pokritja.

Ta izvajanja bi se dala verjetno posplositi na kvazilinearne sisteme parcialnih diferenci-
alnih enacb: namesto izhodiséne tocke vzamemo m-razsezno podmnogoterost (lahko pa
tudi ekvivalenéni razred imerzij) in prav tako prerez projektivnega sveznja. IS¢emo ustre-
zen ekvivalenc¢ni razred imerzij ranga m+ 1. Dokaz tovrstne posplositve pa ni premocrten
in morda so zanjo Se kaksne ovire.
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ANALIZA 4

31. Sturm-Liouvilleova teorija

Od kod dobimo Greenovo funkcijo? To ni ni¢ drugega kot druzina resitev ustrezne dife-
rencialne enac¢be (z obojestranskimi robnimi pogoji) za distribucije delta. Saj ne bi bilo
treba formalno razloziti cele teorije distribucij: distribucijo delta bi predstavili kot for-
malni odvod indikatorja poltraka. Ideja je v tem, da lahko vsako funkcijo dobimo tako,
da zlozimo distribucije delta. Ker so Sturm-Liouvilleovi operatorji linearni, isto velja tudi
za resitve diferencialne enacbe.

32. Potencialna teorija

Nekaj lastnosti harmonicnih funkcij lahko izpeljemo zelo hitro in nazorno. Najprej izpe-
ljemo izrek o povprecju:

fx) = f(x+rs)dS(s)

M1 (S 1) Jgna
kjer je f harmoni¢na funkcija, m,_; pa (n—1)-razsezna Lebesgueova mera. Zaceli bi s tem,
da zgornja formula velja v limiti, ko gre r proti 0. Mogoce ne bi bilo slabo malo razglabljati
o napaki, ki je Ze na prvi pogled nizjega velikostnega reda kot pri splosni odvedljivi
funkciji (Ceprav si s tem ne moremo prav dosti pomagati). Nato pa iz Gaussovega izreka
izpeljemo, da je odvod desne strani po r enak 0, zato zgornja formula velja natanc¢no. Iz
tega potem takoj sledi princip maksima. Tako smo eno izmed klju¢nih lastnosti izpeljali
brez posebnega truda in dosti nazorno.

Iz principa maksima sledi, da je harmoni¢na funkcija na omejenem obmocju enoli¢no
doloc¢ena z vrednostmi na robu. To je dober povod za Dirichletovo nalogo.

Na tem mestu ne bi bilo slabo omeniti povezave s holomorfnimi funkcijami. Gradient
harmonic¢ne funkcije je natancno vektorsko polje brez izvirov in vrtincev. Holomorfna
funkcija pa je vektorsko polje z naslednjo lastnostjo: ¢e mu zamenjamo komponenti,
dobimo polje brez izvirov in vrtincev.

Dirichletovo nalogo resimo s potencialom dvojnega sloja. Ne bi bilo slabo omeniti, da to
pomeni, da lahko vsako harmoni¢no funkcijo na omejenem obmocju sestavimo iz funda-
mentalnih resitev.
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TEORIJA MERE

33. Diskretnost mer

S pojmom diskretno v matematiki navadno razumemo tisto, kar se da gledati po tockah.
Toc¢na interpretacija tega pojma pa je odvisna od veje matematike. V topologiji to recimo
pomeni, da so enojci, tj. enoelementne mnozice, ze odprte mnozice. V teoriji mere pa je
diskretnost zelo povezana s stevnostjo. Povrsno povedano je tako diskretno tisto, kar se
dogaja le na doloceni stevni mnozici, pri ¢emer Stevno tu pomeni bodisi konéno bodisi
stevno neskoncno.

Marsikje se diskretnost mer a priori tako definira: mera se Steje za diskretno, ce je
skoncentrirana na stevni mnozici. V tem prispevku pa uberemo pot, ki je bolj v duhu
osnovne ideje, da je diskretno tisto, kar gre po tockah, stevnost pa se pojavi kot naravna
posledica. Omejili se bomo na pozitivne mere: s pojmom mera bomo v celotnem razdelku
mislili pozitivno mero. Osnovna ideja vpeljave diskretnosti v teorijo mere bo naslednja
definicija.

DEFINICIJA. Mera g na merljivem prostoru (Q, 29) je diskretna, Ce se izraza v obliki:

wA) =Y pw) (33.1)

wEA

za neko funkcijo p: Q — [0, 00], ki ji pravimo masna funkcija. Za ve¢ o seStevanju po
poljubni mnozici glej 4. razdelek.

Opazanje 33.1. Masna funkcija je enolicno dolocena, saj za vsak w €  velja p(w) =
p({w}).

Opazanje 33.2. Vsaka o-koncna diskretna mera p na (Q, 29) je skoncentrirana na neki
Stevni mnoZici S C ), kar pomeni, da je i(2\.S) = 0. To je zato, ker je vsota ) f(x),
kjer je N mnoZica, f: N — [0,00) pa funkcija, lahko koncna, kvedjemu ce je mnoZica
tock x, za katere je f(x) > 0, Stevna (ponovno glej 4. razdelek).

Opomba. Slednje opazanje lahko v resnici sluzi kot dobra motivacija za izbiro stevne
aditivnosti pri definiciji mere. Seveda pa bi ga za ta namen omejili na kon¢ne mere oz. bi
motivirali le z opazanjem o konc¢nosti vsot.

A brz ko zelimo diskretnost postaviti v kontekst splosnejsih mer, se soo¢imo z dejstvom,
da mere v splo$nem niso definirane na celotni poten¢ni mnozici 22, temve¢ le na doloceni
njeni podmnorzici, ki je g-algebra. Zgornjo definicijo diskretne mere moramo torej v
tem smislu posplositi in nastane vprasanje, na kaksnih o-algebrah je smiselno definirati
diskretne mere.

Verjetno bi najprej pomislili, da bi morali od o-algebre na 2 zahtevati, da vsebuje vse
enojce, torej enoelementne mnozice {w}, kjer je 2 € 2. Ta zahteva je vsekakor naravna,
e is¢emo pogoj za o-algebro, ki bo sprejemljiva za vse diskretne mere na €. Ce pa se
omejimo na specificno mero, se lahko zdi nenaravno, da zahtevamo merljivost enojcev
tudi tam, kjer se ni¢ ne dogaja.
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Naravna zahteva za manjsSo o-algebro pa je, da Se vedno nudi vso informacije o meri. Dano
imamo torej mero p na €, ki se izraza tako kot v formuli (33.1). Kdaj lahko recemo, da
o-algebra % na ) nudi vso informacije o meri p? Odgovor na to je odvisen od tega, v
kaksni sredini gledamo to mero: ¢e jo gledamo v druzini nekih funkcij iz neke druzine
mnozic, ki je naddruzina o-algebre .%, mora biti i edina funkcija iz te druzine, ki ima na
Z predpisane vrednosti.

Mero p lahko gledamo znotraj druzine vseh diskretnih mer na 2. Kot bomo videli v spo-
dnjem zgledu, lahko v tem primeru enoli¢nost dosezemo tudi pri razmeroma pomanjkljivi
o-algebri 7.

ZGLED 33.1. Naj bo (2 nestevna mnozica. Vzemimo element a € {2 in za p postavimo
kar Diracovo mero d,, ki je seveda diskretna. Zdaj pa za .# postavimo o-algebro mnozic
oblike S ali Q\ S, kjer je S C Q\ {a} $tevna mnozica. Ce je v diskretna mera z masno
funkcijo q, tj.

weA
ki se na % ujema z pu, to pomeni, da je ¥(2) = 1 in v({w}) = 0 za vse w € Q\ {a}. Za
te  je potem tudi g(w) = 0, potem pa mora biti ¢(a) = 1, torej ¢ = p, torej v = pu. O

V zgornjem zgledu ima torej Diracova mera d, enolicno razsiritev do diskretne mere s
o-algebre, ki ne vsebuje enojca {a}. Te enolinosti pa ni, ¢e mero u gledamo znotraj
druzine vseh mer na €2, ki tudi niso nujno definirane na celotni poten¢ni mnozici, temvec
le na neki o-algebri 4 O Z#.

Trditev 33.3. Dani naj bosta mnozica Q2 in funkcija p: Q — [0, 00| ter naj bo pu mera
na (Q, 29), podana tako kot v (33.1). Naj bo se F o-algebra na . Naslednji trditvi sta
ekvivalentni:

(1) Za vsako o-algebro 4 O F se vsaka mera v na (2,9), ki se na ¥ ujema z p, s to
mero ujema tudi na 9.

(2) F ima za elemente vse enojce {w}, za katere je p(w) > 0, prav tako pa je njen
element tudi nicelna mnoZica funkcije p, tj. mnoZica {w € Q ; p(w) = 0}.

Zgornjo trditev bomo dokazali ¢isto na koncu razdelka. Tukaj pa v duhu te trditve
postavimo naslednjo razsiritev definicije diskretne mere.

DEFINICIJA. Mera p na merljivem prostoru (2, %) je diskretna, ¢e obstaja taka funkcija
p: Q — [0, 00|, da velja naslednje:

e Za vsako mnozico A € .F velja:
p(A) =) pw).
w€eA
e Za vsak w € ), za katerega je p(w) > 0, je {w} € Z.
e Velja {we Q;pw)=0}e.Z.

Funkciji p pravimo masna funkcija.
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Opazanje 33.4. Za primer, ko je F = 29, se definicija wjema s prejsnjo. Definicijo
smo torej razsirili.

Opazanje 33.5. Masna funkcija je enolicno dolocena: ce je p diskretna mera na
merljivem prostoru (2, . F) in p njena masna funkcija, mora v primeru, ko je {w} € F#,
veljati p(w) = p({w}), za {w} ¢ F pa mora biti p(w) = 0.

Diskretnost kon¢nih in o-konc¢nih mer se da karakterizirati tudi brez verjetnostne funkcije.

Prvi korak k temu je naslednje opazanje.

Opazanje 33.6. Ce je mera i o-koncna, je zadnja zahteva iz definicije odvec, saj je nicel-
na mnozica funkcije p komplement stevne unije merljivih enojcev: mera je skoncentrirana
na stevni mnozici.

Iz tega zlahka izpeljemo naslednje karakterizacije diskretnosti.

Opazanje 33.7. Za koncéno mero p na merljivem prostoru (€,.%) so naslednje izjave
ekvivalentne:

(1) p je diskretna.
(2) Obstaja taka stevna mnozica S C Q, da je u(S) = p(Q) in {w} € .F za vsex € S.
(3) Obstaja taka mnozica S C 2, da je {w} € F zavsew € Qin )y o pu({z}) = pu(Q).

Opazanje 33.8. Mera p na merljivem prostoru (), %), ki je o-koncna, je diskretna
natanko tedaj, ko obstaja taka stevna mnozica S C 2, da je u(Q2\ S) =0 in {w} € F za
vsex € S.

Dokazati je treba Se trditev 33.3. Za njen dokaz bomo potrebovali rezultat o razsiritvi mer.
Gre za vprasanje, ali se da mera na dani o-algebri razsiriti na predpisano vecjo o-algebro.
Minimalna taksna razsiritev je, da vzamemo o-algebro, generirano z izvirno o-algebro
in Se neko mnozico M. Vprasanje razsiritve lahko se dopolnimo, tako da predpisemo
vrednost mere na novi mnozici M. Za to vrednost obstajata naravni meji — notranja in
zunanja mera mnozice M.

DEFINICIJA. Naj bo p mera na merljivem prostoru (§2,.%#). Za poljubno mnozico C' C Q
definiramo njeno notranjo mero kot:

p1:(C) :=sup{u(A) ; Ae F,AC C}
in njeno zunanjo mero kot:

p(C) :==1inf{u(A); Ae F,ADC}.
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Izrek 33.9. Naj bo p mera na merljivem prostoru (2, F) in naj bo W C Q poljubna
mnozica. Naj bo 9 o-algebra, generirana z % in mnozico W. Tedaj obstajata meri v inv
na merljivem prostoru (2,9), ki se na F wjemata z u ter za kateri velja v(W) = p, (W)
inv(W) = p*(W).

Posledica 33.10. CesoQ, .7, W, 9 in p kot v prejsnjem izreku in u*(W) < oo, za vsak
t € [p(W), u*(W)] obstaja mera v na merljivem prostoru (Q,%), ki se na F ujemata z
win za katero velja v(W) = t.

Izrek 33.9 je dokazan v ¢lanku [4] — glej tamkajsnja izreka 2 in 4. Nadalje pri posledi-
ci 33.10 Se pripomnimo, da je pogoj, da je pu*(W) < oo, potreben: izrek 5 v [4] postreze s
protiprimerom. Posledica 33.10 pa neposredno sledi tudi iz izreka 1.12.14 v [3]. Glej tudi
prispevek [5]. Obstajajo tudi posplositve, kjer izvirni o-algebri dodamo ve¢ mnozic: glej
[2] in [1].

Izrek 33.9 bomo dokazali tudi v tem prispevku, tudi zato, ker dokaz v [4] ni docela
izdelan. Pred samim dokazom pa se bomo Se malo pomudili pri notranjih in zunanjih
merah. Zac¢nimo z naslednjo povezavo med notranjo in zunanjo mero, ki bo v resnici
temelj konstrukcije dokaza izreka 33.9.

Trditev 33.11. Naj bo u mera na merljivem prostoru (2, F s pripadajoco notranjo mero
s In zunanjo mero p*. Tedaj za poljubno mnozico W C § in poljubno mnoZico A € F
velja:

u(A) = p(ANW) + (AN W) = p"(ANW) + p (AN W),

DoxkAz. Vzemimo mnozico B € %, ki je podmnozica mnozice AN W. Velja:
p(A) = p(B) + p(A\ B) = u(B) + p*(A\ W),

sajje A\B € % in A\ B D A\ W. Zdaj pa na desni strani naredimo supremum po vseh
mnozicah B z zgoraj opisanima lastnostma in dobimo p(A) > p.(ANW) + p*(A\ W).

Nadalje opazimo, da je zunanja mera mnozice A\ W, torej u*(A\ W), tudi infimum mer
mnozic C' € Z, za katere je A\ W C C' C A. Za vsako tako mnozico pa velja:

1(A) = (AN C) + p(C) < p(ANW) + u(C),

sajje A\C € F in A\ C C ANW. Zdaj pa na desni strani naredimo infimum po vseh
mnozicah C' z zgoraj opisanima lastnostma in dobimo pu(A) < u(ANW) + p*(A\ W).
Prva od zahtevanih enakosti je tako dokazana. Drugo zahtevano enakost pa dobimo iz
prve, ¢e W zamenjamo z 2\ W. [ |

Delo z notranjimi in zunanjimi merami nam dostikrat olajsa dejstvo, da sta supremum
in infimum vedno dosezena. To bi lahko izkoristili tudi pri dokazu prejsnjega rezultata, a
tam to ne pride toliko do izraza.

Trditev 33.12. Ce je u mera na merljivem prostoru (Q,.7), za poljubno mnoZico C C
obstajata tudi taki mnozici C in C, da je p.(C) = p(C) in p*(C) = p(C).



M. RAIC: RAZMISLJANJA OB STUDIJU IN POUCEVANJU MAT. VSEBIN 49

DokAz. Rezultat sledi iz zveznosti mere: po definiciji namrec¢ obstaja zaporedje mnozic
C,,C,y,... € F, ki so podmnozice mnozice C' in za katere je sup,, .y t(C,,) = 11.(C). Ce
definiramo C), := J;_, C; in C := U, C) = Upe; €%, je tudi pu.(C) = sup,,en u(C5,) =
limp, o0 1(C5) = 1(C).

Podobno obstaja tudi zaporedje mnozic Cq,Cs, ... € %, ki so nadmnozice mnozice C
in za katere je inf, .y u(C,) = p*(C). Definirajmo C = (;2, Ck. Ce je u*(C) = oo,
mora biti tudi u(C) = oo, saj je C D C. Ce pa je u*(C) < oo, lahko nadaljujemo
tako kot pri notranji meri: ¢e definiramo U; = Nr—, Ck, velja tudi C = N2, U;C in

p*(C) = inf, oy 1(C) = limy oo 1(C) = u(C); slednja enakost drii, ker za dovolj velike

n velja u(C,,) < 0. |

Opazanje 33.13. Ce je notranja mera p,(C) oziroma zunanja mera p*(C) koncna, za
zgoraj konstruirano mnozico C oziroma C velja tudi ju,(C\C) = 0 oziroma u.(C\C) = 0.
Med drugim torej to vsekakor velja, ce je mera p koncna. To je mozno doseci, tudi ce je
mera (i o-koncna.

V splosnem pa slednjega ne moremo doseci, kar pokaze naslednji protiprimer.

ZGLED 33.2. Vzemimo nestevno mnozico C' in tako mnozico €2 O C', da je tudi komple-
ment 2\ C nesteven. Za % vzemimo druzino stevnih podmnozic mnozice €2 in njihovih
komplementov, za p pa vzemimo mero, ki Steje. Pri tej meri najprej opazimo, da za vsako
nestevno mnozico D C ) velja p.(D) = oco: taka mnozica ima namre¢ stevno neskonéno
podmnozico S, za katero pa velja S € % in u(S) = co.

Zdaj pa opazimo, da mora biti vsaka mnozica C C C, ki je element o-algebre .%, Stevna.
Ker je C' in z njo tudi razlika C'\ C nestevna, mora biti po prejsnjem u,(C \ C) = oo.
Podobno mora biti vsaka mnozica C' O C, ki je element o-algebre .%, komplement Stevne
mnozice. Ker je Q\ C, z njo pa tudi razlika C'\ C nestevna, mora biti tudi p.,(C'\ C) = oo.
O]

Vrnimo se zdaj na primer, ko o-algebri dodamo eno mnozico. Tako razsirjeno o-algebro
zlahka opisemo.

Opazanje 33.14. Naj bo ¥ o-algebra na mnozici Q0 in naj bo W C Q. Tedaj je
o-algebra, generirana z druzino F in mnozico W, natancno druzina vseh mnoZic oblike
(ANW)uU (B\ W), kjer A in B preteceta o-algebro F .

Kljué¢ni rezultat pri dokazu izreka 33.9 je naslednja trditev.

Trditev 33.15. Naj bo p mera na merljivem prostoru (2,.%) s pripadajoco notranjo
mero fi, in zunanjo mero *. Nadalje naj bo W C Q in naj bo 4 o-algebra, generirana z
druzino F in mnozico W. Tedaj sta funkciji, definirani po predpisih:

1y (C) = i (COW) in iy (€)= (COW),

meri na (§2,9).
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Doxkaz. Ocitno je p, (0) = 7y (@) = 0. Vzemimo zdaj paroma disjunktne mnozice
C1,Cs, ... € 9 z unijo C. Po opazanju 33.14 obstajajo take mnozice A;, As,... € %, da
za vse n velja C, "W = A, NW.

Preverimo, da je funkcija My Mera. Po opazanju 33.13 za vsak n € N obstaja mnozica
C, € Z, ki je podmnozica mnozice C,, N W in za katero velja u(C,) = p,,.(Cy). Prav
tako obstaja tudi mnozica C € %, ki je podmnozica mnozice C N W in za katero velja
1(C) = p,,(C). Zdaj pa definirajmo se mnozice C;, == C,, U (CNC,) =C,U(CNA,).
Iz prve izrazave sledi, da so te mnozice paroma disjunktne, iz druge pa, da pripadajo
o-algebri #. Ker je C, C C;, C €, N W, mora biti tudi p(C}) = g, (Cy). Za unijo
¢’ = J,~, C pa podobno velja C C €' C CNW. Potem pa je By (C) = u(C') =
Dot 1(C) = 3000 1y, (C). Sledi, da je p,  res mera.

Preverimo Se, da je mera tudi funkcija 7iy,. Podobno kot prej po opazanju 33.13 za vsak
n € N obstaja mnoZica C, € 7, kije nadmnozica mnozice C, N W in za katero velja
w(Cr) = iy (Cr). Prav tako obstaja tudi mnozica C' € #, ki je nadmnozica mnozice C'N
W in za katero velja u(C) = 71y, (C). Zdaj pa deﬁnirajmo mnozice C, := C,, \ Ukt Ak
Tudi te mnozice pripadajo o-algebri .# in velja C NW=(C,NnW) \ Uk;,#n Ck. Ker so
mnozice C1, Cy, ... paroma disjunktne, je CnﬂW D C,NW. Torejje Cp, D 5:1 o C,NW,

. _

zato je 1(C) = iy ().

Nadalje definirajmo Se mnozice 6” =Cn 6/ \ U/,c kot U/ Tudi te pripadajo o-algebri
Z in so po definiciji paroma disjunktne. A poljuben element mnozice C,, N W je tudi
element mnozic C' in C’n, ni pa element nobene mnozice c iy Kjer je k # n. Torej je tudi

Cp, 2 C’n o C,NW, zato je M(Cn) = Ty (Ch)-
Koncéno si oglejmo Se unijo "= U~ 6:; Zanjo velja C' D " O CNW, potem pa je

U

I (C) = p(C) =322, u(dﬁ) =  Iw(Cy). Sledi, da je tudi fiy, mera. [ |
DOKAZ IZREKA 33.9. Zeleni meri definiramo po predpisu:

v(A) == p(ANW) + (AN W),
D(A) = (ANW) + p(A\W).

(4) + gy (4).
(4) + 10y (A).

torej sta to res meri na (2,%). Ocitno je v(W) = p, (W) in (W) = p*(W), iz trdi-
tve 33.11 pa sledi, da sta to res razsiritvi mere pu. [ |

oy
= Ty

DOKAZ TRDITVE 33.3.
2) = (1): Naj bo A € 4. Oznacimo S : € A: pw) > 0} Ce je mnozica S
(2) = (1)
= (S) Nadalje je A\ S C N :
(v

= 0, potem pa mora biti tudl

frevm, vlin 1(S) = 3 cs () = Soon(lo))
{w e Q;pw) =0} Kerje N e .Z, jev(N)=
v(A\S) =p(A\S) =0. Sledi v(A) = u(A).

I
)
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Ce pa je mnozica S nestevna, za vsak M > 0 obstaja taka Stevna podmnozica B C S, da je

L:=7%  cpp(w)> M. Veljapatudi L =pu(B) =3 pp({w}) = cpv({w}) = v(B),
od koder sledi pu(A) > L > M in v(A) > L > M, torej mora biti p(A) = v(A) = oc.

(1) = (2): Oznacimo z [i zoZitev mere u na o-algebro .# ter naj bosta fi, in * pripadajoca
notranja in zunanja mera. Ce enojec {w}, za katerega je p(w) > 0, ni element o-algebre
Z, je ({w}) = 0. Potem pa, ¢e je ¥ o-algebra, generirana z druzino .# in enojcem
{w}, po izreku 33.9 obstaja razsiritev mere i do mere v, definirane na ¢, za katero je
v({w}) = 0. Ta mera pa se na enojcu {w} ne ujema z mero p, torej smo v protislovju.

Za mnozico N := {w € Q ; p(w) = 0} pa je oéitno i.(N) = 0. Po opazanju 33.13
obstaja mnozica N € .%, za katero je i*(N) = i(N) = u(N). Ce mnozica N ne pripada
o-algebri .%, mora imeti mnozica N za element vsaj eno tocko w, za katero je p(w) > 0,
kar pomeni, da je g*(N) > 0. Potem pa, e je ¢4 tokrat o-algebra, generirana z druzino
% in mnozico N, po izreku 33.9 obstaja razsiritev mere i do mere 7, definirane na ¥,
za katero je 7(N) = p*(IN) > 0. Ta mera pa se na mnozici N ne ujema z mero 4 in spet
smo v protislovju. |
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34. Izrek o monotoni konvergenci
Dokaz tega izreka je v tipicnem ucbeniku kratek, a se je skozenj tezko pregristi — glavne

ideje se tezko razumejo. Poleg tega pa je treba paziti na neskonénost. Zato bi bilo smiselno
dokaz malo razdeliti.

Spomnimo se, da je Lebesgueov integral funkcije iz merljivega prostora M v [0, co| defi-

niran kot:
/fdu = sup /sd,u, (34.1)
SESf

kjer je Sy mnozica vseh enostavnih funkeij s: M — [0, 00|, za katere je s < f.
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Lema 34.1. Naj bo f: M — [0, 00) merljiva funkcija. Tedaj je tudi:

)
/fduzsup/tdu,
seTy

kjer je Ty mnoZica vseh enostavnih funkeijt: M — [0,00), za katere za vsak x € M velja

bodisi t(x) = 0 bodisi t(z) < f(x).

SKICA DOKAZA. Oznacimo a := fsesf [ sdp. Ocitno je SUPyer, [ fdp < a. Treba je le
Se dokazati, da za vsak b < a obstaja taka funkcija t € T, da je ftdu > b (in smemo
privzeti, da je a > 0). Lo¢imo tri primere:

e f jekoncna, tj. f(x) < 0o zavsex € M. V tem primeru lahko za ¢t vzamemo funkcijo
cs, kjer je ¢ primerna konstanta, s pa funkcija iz Sy, za katero je f sdu > b.

e f je skoraj gotovo koncna, tj. p{x € M ; f(x) = oo} = 0. V tem primeru ustreza
funkcija ¢, prirejena funkciji f(z) := f(z) 1(f(z) < o0).

e f je meskoncna na mnoZici s strogo pozitivno mero. V tem primeru lahko za ¢
vzamemo indikator mnozice, kjer je f neskonc¢na, pomnozen s primernim faktorjem.

Naj bo zdaj f1 < fo < ... zaporedje merljivih funkeij iz M v [0,00], ki po tockah
konvergira k f. Oznadimo a := lim, ,o [ fn,dp. Iz definicije (34.1) hitro sledi, da je
a < [ fdp. Po lemi za dokaz nasprotne neenakosti zados¢a pokazati, da je [¢du < a za
vsako funkcijo ¢ € T. To storimo s pomocjo mnozic:

A, ={xeM;tx) < fulz)},

ki tvorijo narasc¢ajoce zaporedje z unijo M (tu je kljucno, da je t € T%), in mero v(B) :=

35. Fatoujeva lema

Pri Fatoujevi lemi se marsikdo lovi, v katero smer je obrnjena neenakost, dobro pa jo je
tudi motivirati (tako kot nasplosno vse). Zelo smiselno je zaceti z neenakostma:

/min{f,g}du < min{/fdu, /gdu} :
/max{ﬂg}du > max{/fdu, /gdu} ,

ki ju lahko povemo tudi tako, da minimum in maksimum mocneje delujeta znotraj kot
zunaj integrala. To lahko takoj posplosimo na infimum in supremum sStevne druzine
funkcij. Ce neenakost zapiSemo za infimume in repe zaporedja funkcij ter uporabimo
izrek o monotoni konvergenci, dobimo Fatoujevo lemo.

Obvezno je treba tudi razloziti, zakaj stvar ne velja za limsup. Razlog je seveda ta, da
infimumi repov tvorijo narasc¢ajoce, supremumi pa padajoce zaporedje, zato na slednjih ne
moremo uporabiti izreka o monotoni konvergenci. V resnici lahko pri lim sup neenakost
velja v obe smeri.
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36. Izrek o dominirani konvergenci

Kljuc¢na stvar je, da razumemo, zakaj je dominiranost smiselna predpostavka. To bi bilo
smiselno najprej utemeljiti na Fatoujevi lemi:

e Najprej s protiprimerom pokazemo, da Fatoujeva lema za realne funkcije v splosnem
ne velja.

e Potem recemo, da lahko Fatoujevo lemo vseeno razsirimo na zaporedje funkcij, ki
imajo dominirane negativne dele.

e Za zaporedje funkcij, ki imajo dominirane pozitivne dele, pa velja razli¢ica Fatoujeve
leme za lim sup.

e [zrek o dominirani konvergenci takoj sledi iz obeh prej omenjenih posplositev Fato-
ujeve leme.

37. Lebesgueov integral vektorskih funkcij

Popolnoma neposredno in brez posebnega dodatnega dela je mozno definirati Lebesgueov
integral merljivih preslikav iz merljivega v Fréchetov prostor, ki imajo zalogo vrednosti v
neki separabilni mnozici (ki je lahko odvisna od preslikave). Te preslikave tvorijo algebro
in so zaprte za limite zaporedij po tockah. Tako lahko Lebesgueov integral definiramo ze
od vsega zacetka, stopnja splosnosti pa je odvisna od predznanja slusateljev (pri vseh bi
slo z R™, pri veéini pa z normiranim prostorom).

Najprej definiramo Lebesgueov integral enostavnih merljivih preslikav v poljuben vektor-
ski prostor. Pri vajenih slusateljih lahko pisemo:

/Sdﬂ > on(s ({v}) -

veV

Sledi naslednji rezultat: Ce je s enostavna merljiva preslikava iz merljivega prostora v
poljubno mnozico A in f: A — V poljubna preslikava, velja:

/fosdu S fa) (s~ ({a})) -

a€A

Ta rezultat je osnova za kasnejsi dokaz izreka o substituciji v Lebesgueov integral, iz
njega pa sledi tudi aditivnost integrala (direkten dokaz aditivnosti je priblizno enako
tezak kot dokaz zgornjega splosnejsega rezultata). Iz aditivnosti tudi sledi monotonost:

f<g=[fdu= [gdpu

Pomembna lastnost zgornjega integrala je tudi, da, ¢e je d translacijsko invariantna me-

trika na V, velja:
d (/sdu,/td,u) < /d(s(x),t(x))u(dzv). (37.1)

Nato naredimo pripravo na definicijo Lebesgueovega integrala poljubnih merljivih funkcij.
V zacetku precej strogo lo¢imo funkcije v [0, 00] in funkcije v V. Najprej je potrebno
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pokazati, da se dajo oboje aproksimirati z enostavnimi funkcijami. Pri funkcijah v [0, oc]
moramo kot ponavadi pokazati, da obstaja narascajoce zaporedje, ki po tockah konvergira
k posamezni funkciji. Pri preslikavah v separabilne podmnozice Fréchetovega prostora pa
moramo pokazati, da za vsako merljivo funkcijo f obstaja zaporedje funkcij f,, ki po
tockah konvergira k f in za katero velja d( fu(), f(z)) < d(fi(z), f(z)) za vsak z in vsak
n € N. Aproksimiramo lahko na naslednji nac¢in: ¢e je {vy,vs, ...} Stevna povsod gosta
mnozica, definiramo s, (z) := v, kjer je k najmanjsi indeks v {1,...n}, za katerega je
tocka vx med tockami vy, ..., najblizja tocki x.

Zdaj smo nared, da definiramo Lebesgueov integral. Najprej se ¢isto po standardnem
postopku posvetimo funkcijam v [0, co] in definiramo:

/fdu: sup /sdu.
0<s<f

s enostavna

Spet po standardu pokazemo, da pri enostavnih funkcijah obe definiciji sovpadata, nakar
dokazemo monotonost, izrek o monotoni konvergenci, aditivnost, oceni sup f < f sup in
inf [ > [inf ter Fatoujevo lemo. Nato dokaZemo Se izrek o monotoni konvergenci navzdol
in Fatoujevo lemo za dominirana zaporedja in limsup. Pri tem je treba vpeljati pojma
sumabilnosti in dominiranosti (dominiranost definiramo za druzino funkcij).

Lebesgueov integral funkcij v Fréchetov prostor pa, kot smo Ze omenili, definiramo ne-
posredno, brez posredovanja linearnih funkcionalov. Definiramo ga posebej kot limito
integralov ustreznih enostavnih funkcij. Spet potrebujemo sumabilnost in dominiranost:

e merljiva funkcija f, ki slika v Fréchetov prostor, je sumabilna, ¢e je funkcija x +—

[d(f(x),0) sumabilna;

e druzina sumabilnih funkcij {f, ; o € A} je dominirana, Ce je druzina
{d(fa(z), f5(2)) ; @, B € A} dominirana.

Opazimo, da za vsako sumabilno funkcijo f, ki slika v separabilno podmnozico Frécheto-
vega prostora, obstaja dominirano zaporedje enostavnih funkcij, ki po tockah konvergira
k f. Nadalje potrebujemo Se naslednjo trditev.

Trditev 37.1. Naj bo sy, S9,... dominirano zaporedje enostavnih funkcij iz merljivega
v Fréchetov prostor, ki po tockah konvergira proti sumabilni funkciji f. Tedaj je tudi
zaporedje integralov [ s, du konvergentno; ce je f =0, je lim, o [ s, du = 0.

Doxkaz. Ce so izpolnjeni pogoji prvega dela izreka, lahko ocenimo:

lim  sup d( / s / sndu) < lim sup / d(sm(2), 5n(2)) pu(dz) <

N—oo mn>N N—oo mmn>N

< lim sup d(sm (), sp(2)) p(dr) <

T N—oo mn>N -

S/ lim sup d(sm(x),sn(x)) p(dr) =

N—o0 mn>N

=0.
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Torej je zaporedje integralov Cauchyjevo in zato konvergentno. Ce pa je $e f = 0, lahko
ocenimo:

limsupd (/ spdp, 0) < lim sup/d(sn(x),O) p(dr) <

n—oo n—oo
< ] =
< /nlgrolod(sn(x)ﬁ)u(d%)
=0,
torej zaporedje integralov konvergira proti nic. |

Zdaj lahko kon¢no dobro definiramo Lebesgueov integral preslikav v Fréchetove prostore.
Iz te definicije in izreka o monotoni konvergenci se vidi, da na preseku sovpada z definicijo
Lebesgueovega integrala funkcij v [0, oo].

Ko smo enkrat v popolnosti definirali Lebesgueov integral, najprej dokazemo nekaj drob-
narij: aditivnost, monotonost, oceni sup [ < [sup in inf [ > [inf in Se oceno (37.1).
Nato je na vrsti izrek o dominirani konvergenci, ki sledi iz ocene:

limsup d (/ Sn du,/fdu> < limsup/d(sn(ft),f(x)) pu(dr) <

n—oo n—o0

< / lim d(s,(7), f(z)) p(dz) =

n—oo

=0.
Pomemben je tudi izrek o substituciji v Lebesgueov integral.

Ta postopek se obnese zlasti, ¢e zelimo takoj delati z Lebesgueovimi integrali vektorskih
funkecij (npr. pri slu¢ajnih vektorjih). Zdi se, da ni toliko primeren, ¢e kasneje delamo le z
integrali realnih ali kompleksnih funkcij: pri definiciji integrala imamo dvojno, pri izreku
o dominirani konvergenci pa kar trojno delo. A slusatelji bi se vsaj naucili, kaj pomeni
dominiranost, ki je zelo pomemben pojem.

Vso stvar pa lahko najbrz naredimo tudi brez definicije integrala funkcij v [0, 00]: in-
tegral funkcije v Fréchetov prostor definiramo kot limito integralov enostavnih funkcij,
ki k ciljni funkciji konvergirajo po tockah in ki glede na pripadajoco integralsko normo
tvorijo Cauchyjevo zaporedje (funkcija bi bila po definiciji integrabilna, ¢e tako zaporedje
obstaja). Poprej za motivacijo izpeljemo, da je vsaka funkcija, ki ima zalogo vrednosti
v separabilni mnozici, limita enostavnih funkcij po tockah. Pokazemo Se protiprimer z
n1(0 < x < 1/n). Sledijo naslednje ugotovitve:

e Ce zaporedje enostavnih funkcij po to¢kah konvergira proti ni¢ in je Cauchyjevo v
integralski normi, tudi zaporedje integralov konvergira proti ni¢ (kar tezko dokazati
z golimi rokami).

e Integral je dobro definiran in razsiritev integrala enostavnih funkcij (takoj sledi iz
prejsnjega opazanja).

e Izrek o substituciji, aditivnost novega integrala.
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Pri realnih funkcijah monotonost in izrek o monotoni konvergenci, in sicer z raz-
siritvijo za neskon¢ne vrednosti integrala pri funkcijah v [0,00) (tj. ¢e zaporedje
enostavnih funkcij s,, po tockah narasca proti f, je f integrabilna natanko tedaj, ko
je zaporedje integralov funkcij s, konvergentno).

f je integrabilna natanko tedaj, ko ima zalogo vrednosti v separabilni mnozici in ko
je x> d(f(x),0) integrabilna. (?77)

Izrek o dominirani konvergenci (glej zgoraj).

Prostor integrabilnih funkcij je poln, brz ko je poln prostor, v katerega slikajo.

Ves postopek je potrebno preveriti in ovrednotiti tezavnost posameznih korakov.

38.

Osnovne neenakosti L? prostorov

Za izpeljave osnovnih neenakosti (Jensenove, Hoélderjeve in Minkowskega) je bolje, da
niso ¢isto izpiljene; bolje je, da se najprej pove ideja. Tako bi ¢lovek (morda naivno)
pricakoval, da studentje dobijo predstavo, za kaj gre, ne pa, da se izpeljava potegne iz
klobuka. Glej naslednji prispevek.

39.

Pogojno matematicno upanje

Pogojno matemati¢no upanje lahko vpeljemo na ve¢ nacinov, vsak ima svoje prednosti in
slabosti.

e Neposredno kot Radon—Nikodymouv odvod. Tehni¢no je to najlazje, aditivnost je

o¢itna, ni pa takoj intuitivno jasno, zakaj gre tako.

Kot integral identitete po pogojni porazdelitvi. Ce to karakterizacijo dovolj pou-
darimo pri brezpogojnem matematicnem upanju, je intuitivno jasneje kot prejsnja
definicija. Intuitivno razumljivejse so tudi pogojne razlic¢ice ostalih karakteristik,
npr. variance. Seveda pa se je treba potruditi, da se dokaze obstoj pogojnih po-
razdelitev. In brz je treba izpeljati tudi matematicna upanja funkcij, da se lahko
recimo dokaze aditivnost.

Kot Lebesqueov integral slucajne spremenljivke po reqularni pogojni verjetnosti. Ta
pot je najblizje izvirni definiciji brepogojnega matematicnega upanja. Zelo slaba
stran tega nacina pa je, da regularna pogojna verjetnost morda sploh ne obstaja
nujno (glej naslednji prispevek). Ce pa ze obstaja, se je za dokaz potrebno zelo
potruditi. No, obstaja na perfektnih prostorih, vendar je treba presneto premisliti,
ali se obnese studente begati z njimi ze na tej tocki.


http://valjhun.fmf.uni-lj.si/~raicm/Odlomki/Jehomi.pdf
http://valjhun.fmf.uni-lj.si/~raicm/Odlomki/RegPog.pdf
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VERJETNOST

40. O diskretnosti

Kot smo ze omenili v 33. razdelku, s pojmom diskretno v matematiki navadno razumemo
tisto, kar se da gledati po tockah, tocna interpretacija tega pojma pa je odvisna od veje
matematike. Opazanje 33.6 pove, da je diskretno v verjetnosti v osnovi tisto, kar je
skoncentrirano na neki stevni mnozici; pojem sStevno tudi v tem razdelku pomeni bodisi
konc¢no bodisi stevno neskon¢no. Bomo pa v nadaljevanju videli, da je pri tem kar nekaj
nians, Se posebej pri slu¢ajnih spremenljivkah. Ni nujno in najbrz tudi ni smiselno, da se
slusateljem vse predstavi. Dobro pa je, da se jih zaveda vsaj predavatelj.

Dokler smo pri diskretnem, je teorija verjetnosti lahko razumljiva in gledati se da vse vse
osnovne verjetnostne pojme: poleg same verjetnosti Se slucajne spremenljivke, pricako-
vano vrednost, kvantile in drugo. Zato je morda smiselno, da slusateljev ne obremenimo
takoj s splosno teorijo verjetnosti, temvec jim najprej podamo le njeno diskretno razli-
Gico. Sele kasneje opazimo, da obstajajo tudi pojavi, ki jih z diskretno verjetnostjo ne
moremo modelirati, in zacnemo razmisljati, kako bi se jih lahko lotili. V duhu tega lahko
postrezemo z naslednjimi pojmi.

DEFINICIJA. Diskretni verjetnostni prostor je dvojica (2, p), kjer je Q neprazna mnozica,
p: Q — [0,1] pa funkcija, za katero velja > _,p(w) = 1 (za definicijo seStevanja po
splosnih mnozicah glej 4. razdelek). Elementom mnozice €2 pravimo izidi, funkciji p pa
verjetnostna funkcija.

Opazanje 40.1. Ce je p verjetnostna funkcija, je p(w) > 0 le za stevno mnogo izidov w.
To je poseben primer opazZanja 33.2; glej tudi 4. razdelek.

DEFINICIJA. Dogodek na diskretnem verjetnostnem prostoru (2, p) je poljubna podmno-
zica mnozice ). Za vsak dogodek A lahko definiramo njegovo verjetnost po predpisu

P(A):=) pw).

weN

DEFINICIJA. Slucajna spremenljivka na diskretnem verjetnostnem prostoru (£2,p) je po-
ljubna preslikava iz €2 v neko drugo mnozico. Verjetnostna funkcija slucajne spremenljivke
X: Q — M je funkcija px: M — [0,1], definirana po predpisu:

px(z) =P(X =2).

Opazanje 40.2. Ce je X slucajna spremenljivka na diskretnem verjetnostnem prostoru
(Q,p), ki zavzame vrednosti v mnoZici M, je (M,px) diskretni verjetnostni prostor.

Pri slucajnih spremenljivkah na diskretnih verjetnostnih prostorih lahko pojem porazde-
litve kar enac¢imo s pojmom verjetnostne funkcije. Pojem porazdelitve se izkaze za precej
genericen. Za zacetek imamo pri znanih porazdelitveh, kot sta binomska ali geometrijska,
izbiro, na katerih mnozicah “zivijo”, torej s katerih mnozic slikajo pripadajoce verjetno-
stne funkcije. Za binomsko porazdelitev Bi(n,p) je to lahko mnozica {0,1,...,n}, lahko
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je to mnozica celih Stevil, mnozica realnih stevil, morda celo mnozica kompleksnih Stevil.
Kasneje postane ta pojem sSe bolj genericen, saj je porazdelitev predvsem verjetnostna
mera: glej opazanje 40.6.

Nadalje bi lahko za sluc¢ajne spremenljivke na diskretnih verjetnostnih prostorih definirali
vse obicajne karakteristike, kot so pricakovana vrednost, varianca, kvantili in drugo. Ven-
dar pa je kasneje, ko diskretni svet zapustimo, vse to treba storiti Se enkrat. Nadalje je
treba vsemu, kar definiramo v diskretnem svetu, najti mesto v svetu splosne verjetnosti.
Vec kot definiramo v diskretnem svetu, vec¢ ¢asa zahteva umestitev v splosni svet, cas za
podajanje snovi pa je navadno precej omejen. Poleg tega lahko, ¢e je preve¢ pojmov, s
katerimi se ukvarjamo dvakrat, vse skupaj izpade prevec razvleceno.

Sluc¢ajnih spremenljivk na diskretnih verjetnostnih prostorih se zato verjetno ne splaca
definirati. Takoj ko obdelamo nekaj osnovnih primerov iz elementarne verjetnosti, je ver-
jetno bolje iti na dobro znano definicijo, na kateri temelji vsa sodobna teorija verjetnosti:

DEFINICIJA.  Verjetnostni prostor je trojica (2, %#,P), kjer je 2 neprazna mnozica,
(Q, 7, P), F o-algebra, P pa verjetnostna mera na (£2,.%). Elementom c-algebre .%#
pravimo dogodki.

Opomba. Besedna zveza “diskretni verjetnostni prostor” od prej ostane nedeljiva: ne
gre direktno za poseben primer verjetnostnega prostora, temvec sta pojma povezana tako,
kot je opisano spodayj.

Opazanje 40.3. Vsak diskretni verjetnostni prostor (2, p) inducira “pravi” verjetnostni
prostor: vzamemo lahko kar F = 2 in definiramo verjetnostno mero P(A) := > _ 1 p(w).
Iz slednje je mogoce enolicno rekonstruirati verjetnostno funkcijo, saj je p(w) = P({w}).

Ko imamo enkrat to definicijo, je ¢as za vse temeljne rezultate iz verjetnosti, vklju¢no
s pogojno verjetnostjo. Ko enkrat to obdelamo, pa je cas za slucajne spremenljivke.
Pri teh pa bi si lahko morda vseeno privoscili poseben, diskretni primer. V nasprotju s
prej predlaganim le-ta ne bi temeljil na diskretnih, temvec Ze na splosnih verjetnostnih
prostorih. Umescanje v splosni svet tako terja manj napora.

Glede na to, da je diskretno, kot je bilo doslej definirano, skoncentrirano na Stevnih
mnozicah (opazanje 40.1), je smiselno postaviti naslednjo definicijo.

DEFINICIJA. Diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem prostoru (§2,.%#,P) in z
vrednostmi v mnozici M je preslikava X : 2 — M, ki ima Stevno zalogo vrednosti in za
katero velja, da je {X = 2z} dogodek za vsak z € M.

Opomba. Opazanje 40.1 se tu lepo ujame s Stevno aditivnostjo iz definicije (verjetnostne)
mere.

Opomba. Prednost zgornje definicije je tudi v tem, da ne zahteva dodatne strukture na
mnozici M, recimo o-algebre: diskretne sluc¢ajne spremenljivke imajo lahko tako vrednosti
v ¢isto splosnih mnozicah.

Opomba. Ali dana preslikava X : €2 — M predstavlja diskretno slucajno spremenljivko,
ni odvisno od verjetnostne mere P: slednjo bi lahko iz definicije izlo¢ili.
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Opomba. Podobno kot diskretni verjetnostni prostor je tudi diskretna slucajna spre-
menljivka nedeljiva besedna zveza: strogo gledano to ni poseben primer slucajne spre-
menljivke na diskretnem verjetnostnem prostoru. Malo kasneje bomo definirali splosne
sluc¢ajne spremenljivke, a tudi pri njih diskretne slucajne spremenljivke strogo gledano ne
bodo poseben primer. Pojma diskretne slucajne spremenljivke verjetno niti ni smiselno
posplositi, tako da bi dobili poseben primer splosne slucajne spremenljivke.

Nekaj casa lahko nadaljujemo na enak nacin kot pri prej predlaganih slucajnih spremen-
ljivkah na diskretnih verjetnostnih prostorih.

DEFINICIJA. Verjetnostna funkcija diskretne slucajne spremenljivke X z vrednostmi v
mnozici M je funkcija px: M — [0, 1], definirana po predpisu:

px(z) =P(X =x).

Opazanje 40.4. Diskretna slucajna spremenljivka X : Q — M iz mnozice M naredi
diskretni verjetnostni prostor (M,px). Le-ta pa inducira “pravi” verjetnostni prostor z
verjetnostno mero Px(C) == o px(z), definirano na (M,2M).

DEFINICIJA. Zgoraj definirani verjetnostni meri Py pravimo porazdelitev diskretne slu-
cajne spremenljivke X.

Opazanje 40.5. Porazdelitev diskretne slucajne spremenljivke je diskretna verjetnostna
mera po definiciji iz 33. razdelka.

Opazanje 40.6. Ce je X diskretna slucajna spremenljivka z vrednostmi v mnoZici M, je
govoriti o verjetnostni funkciji, porazdelitvi slucajne spremenljivke X ali pa o verjetnostih
P(X € C) za vse C C M, za katere je {X € C} dogodek, ekvivalentno: katera koli od
teh treh stvari natancno doloca drugi dve. Tako lahko pojem porazdelitve pri diskretnih
slucajnih spremenljivkah gledamo se bolj genericno: to je lahko tudi kar verjetnostna
funkcija.

Ce na mnozicah, v katerih zavzamejo vrednosti diskretne slucajne slu¢ajne spremenljiv-
ke, ne potrebujemo nobene dodatne strukture, pa jih moramo v sploSnem opremiti s
o-algebrami. Le-te lahko sicer zakamufliramo, recimo tako, da za realno slucajno spre-
menljivko X zahtevamo, da so poleg {X = x} dogodki Se mnozice {X < x} in {X > x},
seveda za vse x € R. V resnici je to dovolj zahtevati le za eno od slednjih dveh vrst
mnozic, a s pedagoskega staliSca je verjetno bolje vkljuciti kar vse. A jasno je, da bomo
racunali tudi verjetnosti splosnejsih mnozic, zato je, ¢e zelimo snov spredavati korektno,
treba omeniti Borelove mnozice. Verjetno je bolje, ¢e slusateljem nalijemo ¢istega vina in
to storimo Ze na zacetku.

DEFINICIJA. Slucajna spremenljivka na verjetnostnem prostoru (2, .#,P) in z vrednostmi
v merljivem prostoru (M, .#) je preslikava X: Q — M, za katero je {X € C} € .F za
vsak C' € A .
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DEFINICIJA. Porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X na verjetnostnem prostoru (2, #, P)
in z vrednostmi v merljivem prostoru (M,.#) je verjetnostna mera Py, definirana na
(M, A ), in sicer po predpisu Px(C) :=P(X € C).

Opazanje 40.7. Iz vsake diskretne slucajne spremenljivke X na verjetnostnem prosto-
ru (2, F,P) in vrednostmi v mnozici M lahko naredimo slucajno spremenljivko v zgoraj
definiranem smislu: mnoZico M samo opremimo s poljubno o-algebro A . Za obe razli-
cici je definirana porazdelitev in velja, da je porazdelitev na movo konstruirane slucajne
spremenljivke zoZitev porazdelitve izvirne diskretne slucajne spremenljivke. Ce je torej kar
M =2M | se obe razlicici porazdelitve ujemata.

Po opazanju 40.5 je v slednjem primeru tako dobljena porazdelitev diskretna verjetnostna
mera. V 33. razdelku pa diskretnosti mer nismo definirali le za primer, ko je o-algebra
celotna potencna mnozica, temvec smo precizirali pogoje, pod katerimi dolocena o-algebra
se nudi dovolj informacije o meri, ki nastane iz dane masne funkcije. To lahko prenesemo
tudi na slucajne spremenljivke.

DEFINICIJA. Slucajna spremenljivka je diskretno porazdeljena, Ce je njena porazdelitev
diskretna.

Opazanje 40.8. Po trditvi 33.3 in opazZanju 33.6 je slucajna spremenljivka X z vrednost-
mi v merljivem prostoru (M, # ) porazdeljena diskretno natanko tedaj, ko obstaja taka
funkcija px: M — [0,1], da za vsako mnoZico C' € M wvelja:

P(X €)=Y px()

zeC
in da za vsak x, za katerega je px(x) > 0, velja {z} € A .

DEFINICIJA. Podobno kot pri diskretnih sluc¢ajnih spremenljivkah tudi tu funkciji px iz
prejsnjega opazanja pravimo verjetnostna funkcija.

Opazanje 40.9. Verjetnostna funkcija je enolicno dolocena: ce je px verjetnostna
funkcija diskretno porazdeljene slucajne spremenljivke X z vrednostmi v merljivem prostoru
(M, A), mora v primeru, ko je {x} € A, veljati px(z) = P(X = z), za {z} ¢ A pa
mora biti px(x) = 0. To je v resnici poseben primer opaZanja 33.5 za diskretne mere.

Opazanje 40.10. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem prostoru
(Q,.Z,P) in z vrednostmi v mnoZici M. Ce mnoZico M opremimo s o-algebro M, X
postane (splosna) slucajna spremenljivka. Za to slucajno spremenljivko lahko recemo, da
je porazdeljena diskretno, natanko tedaj, ko je {x} € M za vse v € M, za katere je
P(X =z)>0.

Trditev 40.11. Verjetnostna mera p na merljivem prostoru (M, #) je diskretna natanko
tedaj, ko obstaja taka diskretna slucajna spremenljivka X z vrednostmi v M, da je p zoZitev
njene porazdelitve na o-algebro A in da je {x} € M za vse x iz njene zaloge vrednosti.
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Opomba. Povrsno povedano je torej slucajna spremenljivka porazdeljena diskretno
natanko tedaj, ko obstaja diskretna slucajna spremenljivka z enako porazdelitvijo, pri
c¢emer dopusc¢amo tudi zozitev porazdelitve na o-algebro, ki vsebuje vse enojce, na katerih
se kaj dogaja.

DokAz TRDITVE 40.11. Ce obstaja diskretna slucajna spremenljivka z zahtevanimi
lastnostmi, je p diskretna mera po opazanju 40.10. Obratno, privzemimo zdaj, da je
mera f diskretna. Po tocki (2) opazanja 33.7 tedaj obstaja taka Stevna mnozica S C €2,
da je u(S) =1in {2z} € A za vse x € S. Zdaj pa postavimo Q := S in & := 2% P pa
naj bo zozitev mere p na S. Po prejsnjem je to verjetnostna mera na (2,.%) in iskana
slucajna spremenljivka X je kar inkluzija iz Q v M. Ce je namre¢ C' € 4, je oéitno
P(X e CNS)=PCNS)=uCnS). Nadalje, ker X zavzame vrednosti izkljucno v
S, je P(X € C'\S) = 0. Konc¢no, ker je u(S) = 1 in je u verjetnostna mera, je tudi
p(C\ S) = 0. Sledi P(X € C) = u(C), kar pomeni, da je p res zozitev porazdelitve
slucajne spremenljivke X na o-algebro .# . [ |
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TOPOLOGIJA

41. Vpeljava topologije s sistemi okolic

Topologija se da vpeljati na veliko nac¢inov. Poleg vpeljave po definiciji s konceptom
odprte mnozice verjetno najbolj prav prideta Se vpeljava z bazo in podbazo. Zanimiva
je vpeljava z operatorjem Kuratowskega, vendar se zdi, da se ne uporablja prav pogosto.
Velikokrat pa pride prav vpeljava topologije s sistemi okolic. Ceprav lahko iz sistemov
okolic hitro dobimo bazo topologije, pride vpeljava s sistemi okolic vendar tolikokrat prav,
da jo je, ¢e ¢as dopusca, smiselno formulirati kot lo¢en rezultat.

Spomnimo se, da je U okolica tocke x v dolo¢enem topoloskem prostoru, ¢e obstaja taka
odprta mnozica V', da je x € V C U. Nadalje se spomnimo, da je mnozica V odprta
natanko tedaj, ko za vsak z € V' obstaja taka okolica U tocke x, da je U C V. V zvezi z
okolicami sta pomembna naslednja dva koncepta:

e [ilter okolic tocke x, ki je druzina wvseh okolic te tocke. V tem prispevku bomo to
druzino oznacili z N ().

e Baziéni (fundamentalni) sistem okolic tocke z, ki je taka druzina N, (x) okolic tocke
x, da je vsaka odprta mnozica W, ki vsebuje z, tudi nadmnozica neke mnozice

Ue Nb(ZL‘)

Vpeljava topologije s filtrom okolic ni problemati¢na. Prav namre¢ hitro opazimo, da filtri
okolic zadosc¢ajo naslednjim lastnostim:

(F1) Za vsak z je druzina N (z) neprazna.

(F2) Za vsak U € N(z) jex € U.

(F3) Ceje U € N(x) in V D U, je tudi V € N(z).

(F4) Ceje U € N(x) in V € N(x), je tudi UNV € N(x).

(F5) Za vsak U € N (z) obstaja tak V € N(z),dajeVCU nV eN(y) zavsey € V.

Nekoliko vec dela terja ugotovitev, da za vsako neprazno mnozico X in vsak nabor sis-
temov mnozic N (z) C 2%, r € X, ki zadoi¢a aksiomom (F1)—(F5), obstaja natanko ena
topologija na X, v kateri za vsako tocko x € X velja, da je N(x) filter okolic tocke x.
Aksiomi (F1)—(F5) torej karakterizirajo filtre okolic.

Pri splosnih bazi¢nih sistemih okolic pa ni videti tako preprostega sistema aksiomov, ki
bi jih karakteriziral. Tezave so z modifikacijo aksioma (F5), ki narekuje, da mora vsaka
okolica dane tocke iz sistema obvezno vsebovati tudi neko odprto okolico te tocke. Te
tezave pa ni, ¢e se omejimo na bazi¢ne sisteme odprtih okolic. Le-ti so karakterizirani z
naslednjimi lastnostmi:

(BO1) Za vsak z je druzina N, (z) neprazna.

(BO2) Za vsak U € Ny(z) je z € U.

(BO3) Ce je U € My(x) in y € U, obstaja tak V € Ny(y), daje V C U.

(BO4) Ceje U € Ny(z) in V € Ny(x), obstaja tak W € My(x), daje W CUNV.
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Natancneje, vsak nabor bazi¢nih sistemov okolic vseh tock zadosca aksiomom
(BO1)-(BO4) in za vsako neprazno mnozico X in vsak nabor sistemov mnozic M, (z) C
2% x € X, ki zadoS¢a aksiomom (BO1)-(BO4), obstaja natanko ena topologija na X, v
kateri za vsako tocko z € X velja, da je Ny, (x) bazi¢ni sistem odprtih okolic tocke .

Topologijo sicer lahko vpeljemo tudi z naborom splosnih bazi¢nih sistemov okolic. Vze-
mimo neprazno mnozico X in nabor sistemov mnozic M, (z) C 2%, ki zado3¢a naslednjim
aksiomom:

(B1) Za vsak x je druzina N, (x) neprazna.
(B2) Za vsak U € My(z) je x € U.

(B3) Ceje U € Nyy(z), obstaja tak V € Ny (x), da za vsak y € V obstaja tak W € Ny (y),
daje W C V.

(B4) Ceje U € Ny(z) in V € Ny(x), obstaja tak W € Ny(x), daje W CUNV.

Tedaj spet obstaja natanko ena topologija na X, v kateri za vsako tocko z € X velja, da
je My(z) bazicéni sistem okolic tocke x. Ni pa res, da vsak nabor bazi¢nih sistemov okolic
vseh tock v danem topoloskem prostoru zadosca tem aksiomom. Natancneje, zadosca
aksiomom (B1), (B2) in (B4), ne pa nujno tudi aksiomu (B3).

Aksiom (BO3) je preprostejsi od aksioma (B3), poleg tega pa vsak nabor sistemov mnoric,
ki zadosca aksiomom (B1)—(B4), vsebuje nabor sistemov mnozic, ki zados¢a aksiomom
(BO1)—(BO4) in porodi isto topologijo. Zato je vpeljava topologije z naborom splosnih
bazi¢nih sistemov okolic (to je na podlagi aksiomov (B1)—(B4)) nekoliko nerodna in bi jo
bilo smiselno dati le za vajo.

Za podrobnosti glej npr. trditev 1.2.5 in izrek 1.4.11 v:
[1] T. B. Singh: Introduction to Topology. Springer, 2019.

42. Kompaktno-odprta topologija

Kompaktno-odprta topologija ni ideja, ki se porodi sama po sebi, zato jo je, kolikor le cas
dopusca, dobro primerno motivirati in uvesti postopoma. Tukaj je predstavljena ena od
moznih poti do te topologije.

V teoriji mnozic lahko preslikave iz X x Y v Z naravno identificiramo s preslikavami, ki
slikajo iz X v mnozico preslikav iz Y v Z. Drugace povedano, obstaja naravna bijek-
cija med Z**Y in (ZY)¥, in sicer preslikavi f € Z*X*Y ustreza preslikava F' € (Z)X,
definirana po predpisu:

F(z)(y) == f(z,y). (42.1)

Takoj nastane vprasanje, ali gre to tudi v topoloski kategoriji, torej ali je zgoraj opisana
identifikacija tudi bijekcija med C(X x Y, Z) in C(X,C(Y, Z)). Z drugimi besedami, vpra-
Sanje je, ali za poljubni preslikavi f € Z**Y in F € (ZY)¥, povezani prek (42.1), velja
naslednja ekvivalenca:

f zvezna <= F slika v C(Y, Z) in je tudi sama zvezna . (42.2)
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Del odgovora je ociten: ¢e je f zvezna, F' zagotovo slika v prostor zveznih funkcij, saj za
vsak x € X velja, da je preslikava F(z): y +— f(x,y) zvezna. Preostanek odgovora pa je
odvisen od tega, kaksno topologijo uvedemo na mnozici C(Y, 7).

Ni receno, da za fiksna topoloska prostora Y in Z sploh obstaja topologija na C(Y, Z), pri
kateri ekvivalenca (42.2) velja za vse mozne topoloske prostore X. Prav tako ni oc¢itna
enoli¢nost: ¢e je X enoelementni prostor, je ustrezna vsaka topologija na C(Y, Z). Jasno
pa je, da se v (42.2) implikacija v desno ohrani, ¢e topologijo na C(Y, Z) zamenjamo s
sibkejso, implikacija v levo pa se ohrani, ¢e topologijo na C(Y, Z) zamenjamo z mocnejso.

Poskusimo z nekaj znanimi topologijami. Najprej C(Y, Z) opremimo s produktno topo-
logijo, torej najsibkejSo topologijo, v kateri je evaluacija g — ¢(y) zvezna za vse y € Y.
Preslikava F': X — C(Y, Z) je tedaj zvezna natanko tedaj, ko je za vsak y € Y zvezna
preslikava z — F(x)(y). A ¢e je f € ZX*Y zvezna in F pripadajoca preslikava iz (V%)X
je za vsak y € Y zvezna tudi preslikava z — f(z,y) = F(x)(y), torej je I zvezna. Do-
kazali smo, da, ¢e C(Y, Z) opremimo s produktno topologijo, v (42.2) velja implikacija v
desno.

Zal pa v slednjem primeru ne velja nujno implikacija v levo. Le-ta namreé¢ ne velja za
preslikavo f: X XY — Z, ki ni zvezna, vendar pa je preslikava y — f(x,y) zvezna za
vsak x in preslikava x — f(z,y) zvezna za vsak y. Taka je npr. funkcija:

_ [ Fpi @) # 0.0
f(x,y>—{ 07 (2.9) = (0.0).

pri cemer X :=Y := Z := R opremimo z obicajno topologijo.

Kaze torej, da je produktna topologija na C(Y, Z) nekoliko presibak kandidat. Pri nasle-
dnjem poskusu se omejimo na primer, ko je Z metri¢ni prostor, in C(Y,Z) opremimo z
enakomerno topologijo, to je topologijo, pri kateri za vsako funkcijo g € C(Y, Z) mnozice:

N(g,e) =={h € C(Y,Z) ;supd(g(y), h(y)) <e}; >0

yey

tvorijo baziéni sistem odprtih okolic funkcije f. Pokazimo, da v tem primeru v (42.2)
velja implikacija v levo. Vzemimo torej preslikavo f € ZX*Y in pripadajoc¢o preslikavo
F € (Y#)X. Privzemimo, da F slika v C(Y,Z) in da je zvezna glede na enakomerno
topologijo. To pomeni, da za vsak xyp € X in vsak € > 0 obstaja taka okolica U tocke
T, da za vsak x € U velja F'(x) € N(F(x),¢), torej sup,cy d(f(wo,y), f(z,y)) < /2.
Vzemimo Se yy € Y. Ker je preslikava F'(x) zvezna v yg, obstaja taka okolica V' tocke yp,
da za vsak y € V velja d(f(xo,v0), f(x0,y)) < /2. Sledi, da za poljuben (z,y) € U x V
velja d(f(xo,y0), f(z,y)) < e. To pa pomeni, da je preslikava f zvezna v (z,y), od koder
zaklju¢imo, da v (42.2) velja implikacija v levo.

Zal pa podobno kot prej, ¢e C(Y, Z) opremimo z enakomerno topologijo, v (42.2) ne velja
nujno implikacija v desno. Kot protiprimer lahko vzamemo npr. funkcijo f(z,y) := xy,
kjer spet X :=Y := Z := R opremimo z obi¢ajno topologijo oziroma metriko. Funkcija
f je ocitno zvezna, medtem ko, brz ko je x # wo, velja sup,cy d(f(zo0,y), f(z,y)) =
sup e | (0 — a)y| = oo.
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Implikacija v desno v (42.2) (in z njo celotna ekvivalenca) pa vseeno velja, ¢e C(Y, Z) opre-
mimo z enakomerno topologijo in je prostor Y kompakten. Naj bo namre¢ f € ZX*Y zve-
zna preslikava s pripadajoco preslikavo F' € (Z¥)*. Dokazati moramo, da za vsak zy € X
in vsak £ > 0 obstaja taka okolica U tocke g, da za vsak z € U velja F/(z) € N(F(x),¢),
torej sup,cy d(f(wo,y), f(z,y)) < . Za vsak yo € Y obstajata taka okolica Uy, tocke xq
in taka okolica Vj, tocke yo, da za poljubna z € U,, in y € V,, velja d(f(zo,v0), f(z,y)) <
e/2. Mnozice V,,, yo € Y, tvorijo pokritje prostora Y, ki ima kon¢no podpokritje
Vs Voo - -5 V. Mnozica U := U, NU,, N---NU,, je se vedno okolica tocke zy. Vzemimo
zdaj poljubni tockiz € U iny € Y. Tocka y je element neke mnozice V,,, tocka x pa pripa-

da Uym pOtem pa Velja d(f<$07 y)7 f($’y)) < d(f(x(hy)v f(x07yl>) + d(f(x(hyZ)’ f(x, y)) <
e. Torej je sup ey d(f(zo0,y), f(z,y)) = maxyey d(f(xo,y), f(7,y)) < &, to pa je bilo treba
dokazati.

Dejstvo, da implikacija v desno v (42.2) vseeno velja, ¢e C(Y, Z) opremimo z enakomerno
topologijo in je prostor Y kompakten, nam da navdih za vpeljavo kompaktno-enakomerne
topologije. To je topologija, pri kateri za vsako funkcijo g € C(Y, Z) mnozice:

N(g,K,e):={heC(Y,Z) ;supd(g(y),h(y)) <e}; e>0, KCY, K kompaktna
yeK

tvorijo bazi¢ni sistem odprtih okolic funkcije f. Ce je prostor Y kompakten, ni tezko
videti, da se ta topologija ujema z enakomerno topologijo.

Kompaktno-enakomerna topologija pa se da preprosto posplositi tudi na splosne topoloske
prostore: ¢e je Z sploSen topoloski prostor, je ustrezna posplositev kar topologija na
C(Y, Z), ki ima za podbazo mnozice:

G(K,W):={feC},2); f(K) C U},

pri cemer K pretece vse kompaktne mnozice v Y, W pa pretece vse odprte mnozice v Z.
Tej topologiji pravimo kompaktno-odprta topologija.

V primeru, ko je Z metri¢ni prostor, se kompaktno-odprta topologija ujema s kompaktno-
enakomerno topologijo. Ce namre¢ vzamemo podbazi¢no okolico G(K, W) funkcije g, sta
kompaktna mnozica G(K, W) in zaprta mnozica Z \ W disjunktni, torej sta oddaljeni
za neki ¢ > 0. Tedaj pa je N(g,K,e) C G(K,W). Tako vidimo, da je kompaktno-
enakomerna topologija moé¢nejsa od kompaktno-odprte. Obratno, naj bo g € C(Y, Z),
K CY kompaktna in € > 0. Za vsak yo € K definirajmo V,, == {y € K ; d(9(v),9(y)) <
e/3} in K, :={y € K ; d(9(y0),9(y)) < ¢/3}. Mnozica V,, je odprta, mnozica K, pa
zaprta podmnozica mnozice K, torej je kompaktna. Mnozica Vy,, yo € K, tvorijo odprto
pokritje mnozice K, torej obstaja koncno podpokritje V,,,..., V], . Ce z B(z,r) oznacimo
odprto kroglo okoli z s polmerom r, trdimo, da je g € (i, G(K,,, B(g(y:),2¢/3)) C
N(g, K,¢). Najprej se spomnimo, da za vsak i in vsak y € K; velja d(g(y:), g(y)) < €/3 <
2¢/3, torej je g € G(Ky,, B(g(vi),2¢/3)). Vzemimo zdaj h € (N, G(K;, B(g(v:),2¢e/3))
in naj bo y € K. Obstaja tak ¢, da je y € V,,. Ker je tedaj tudi y € K; in h €
G(Ki, B(g(vi),2¢/3)), je d(g(y:), h(y)) < 2¢/3. Ker je y € V;, je d(g(yi),9(y)) < /3.
Sledi d(g(y), h(y)) < e. Ker to velja za vsak y € K, je res (., G(K,,, B(g9(v:),¢/3)) C
N (9, K,e). Kompaktno-odprta topologija je torej posplositev kompaktno-enakomerne
topologije.
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Ce prostor C(Y, Z) opremimo s kompaktno-odprto topologijo, v (42.2) velja implikacija
v desno. Argument je prakticno isti kot pri kompaktno-enakomerni topologiji. Vzemimo
spet zvezno preslikavo f € ZX*Y in pripadajoco preslikavo F € (ZY)X. Dovolj je do-
kazati, da za vsak zy € X, vsako kompaktno mnozico K C Y in vsako odprto mnozico
W C Z, za katero velja F(zo)(K) C W, torej f(zo,y) € W za vse y € K, obstaja
taka okolica U tocke xg, da za vsak z € U velja F(z)(K) C W, torej f(z,y) € W za
vse v € U in vse y € K. Za vsak yo € K obstajata taka okolica U,, tocke z( in taka
okolica V,,, tocke yo, da za poljubna z € Uy, in y € V,, velja f(x,y) € W. Mnozice V),
Yo € Y, tvorijo pokritje mnozice K, ki ima kon¢no podpokritje V, ,V,,,...,V,, . MnozZica
U:=U,NU,N---NU,, je Se vedno okolica tocke xy. Vzemimo zdaj poljubni tocki z € U
in y € K. Tocka y je element neke mnozice V,,, tocka = pa pripada U,,, potem pa velja
f(x,y) € W, to pa je bilo treba dokazati.

Ce prostor C(Y, Z) opremimo s kompaktno-odprto topologijo, v (42.2) velja implikacija
v levo pod dodatno predpostavko, da je prostor Y lokalno kompakten v smislu, da ima
vsaka tocka y € Y bazi¢ni sistem kompaktnih okolic. Vzemimo spet zvezno preslikavo
f € ZX*Y in pripadajoco preslikavo F' € (ZY)*. Privzemimo, da F slika v C(Y, Z) in da
je zvezna glede na kompaktno-odprto topologijo. Dokazati moramo, da za vsako odprto
mnozico W C Z in za vsak par (zg,y0) € X X Y, za katerega je f(xq,yo) € W, obstajata
taka okolica U tocke xq in taka okolica V' tocke 1y, da za vsak x € U in vsak y € V velja
f(x,y) € W. Ker je F(zy) zvezna, je praslika F(zo)'(W) = {y € Y ; f(zo,y) € W}
odprta okolica tocke yo. Ker je Y lokalno kompakten, obstaja kompaktna okolica K tocke
Yo, ki je vsebovana v F(xg) Y (W). Torej je F(xo)(K) C W oziroma F(zo) € G(K,W).
Ker je F' zvezna v zy, obstaja taka okolica U tocke xg, da za vsak x € U velja F(z) €
G(K,W). Ce torej vzamemo V := K, za vsak y € V velja F(x)(y) = f(x,y) € W, to pa
je bilo treba dokazati.

Sklep: ¢e je prostor Y lokalno kompakten, je kompaktno-odprta topologija na C(Y, Z) to-
pologija, pri kateri zveznost preslikave f € Z**Y sovpada z zveznostjo ustrezne preslikave
F e (YZ)X.
Za ve¢ o kompaktno-odprti topologiji glej npr. razdelka 11.2 in 11.3 v knjigi:

[1] T. B. Singh: Introduction to Topology. Springer, 2019.

43. Povsod in nikjer goste mnozice

Zmano je, da je podmnozica A topoloskega prostora X:
e pousod gosta, ¢e je A = X;
o nikjer gosta, ¢e je Int A = (.

To pripelje do dikcije ‘A je nikjer gosta’, ki je v slovenséini zelo nenaravna (v nasprotju
z angles¢ino ali nems¢ino). Lahko pa bi definirali, da je A gosta v x, ¢e je v € Int A.
Povsod goste mnozice so tako natancno tiste, ki so goste v vseh tockah, nikjer goste pa
so tiste, ki niso goste v nobeni tocki.
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44. Definicija simplicialne homologije

Verjetno se splaca naprej definirati neorientirano homologijo. Prav tako je smiselno orien-
tirano homologijo vpeljati z orientiranimi simpleksi, nato pa se je potrebno malo ustaviti
pri operatorju roba. Zacnemo z:

n
d(apay .. .a,) = E €y ...Qj...ay
i=0

nakar obstaja le en nabor koeficientov ¢;, pri katerih je zgornji operator dobro definiran,
se modulo 2 ujema z neorientiranim robom in pri katerem je g5 = 1.

Dobro bi bilo omeniti, da lahko simplicialno homologijo definiramo tudi brez pojma ori-
entacije — preprosto vzamemo prost modul nad urejenimi simpleksi. Tu je nekaj malega
dela. Naj bo C verizni kompleks iz urejenih simpleksov in C*° verizni kompleks iz orien-
tiranih simpleksov. Med njima imamo naravno kvocientno projekcijo m, za katero velja
7m0 = On. Zato je m(Z(C)) C Z(C®) in n(B(C)) € B(C?). Torej kvocientna projekcija 7
inducira preslikavo m,: H(C) — H(C°).

Zdaj moramo pokazati, da je m, izomorfizem. Pri tem je nekaj dela. Glavna ideja bi bilo
naslednje opazanje: oc¢itno je vsak element c, za katerega je mc = 0, vsota elementov oblike
o + o', pri katerih od simpleksa o do simpleksa ¢’ pridemo zgolj s transpozicijo sosednih
oglis¢. Ce je zdaj o pravo lice nekega drugega simpleksa, je le-tega, ki ga oznac¢imo s 7,
mozno izbrati tako, da je 0 + 0’ = (1 + 7'), kjer od 7 do 7’ spet preidemo s transpozicijo
oglisc.

45. Vezni homomorfizem

Menim, da ga je smiselno ze spocetka uvesti na abstraktnih veriznih kompleksih, ni pa
mogoce dobro ze poprej uvesti pojma eksaktnosti. Vrstni red podajanja snovi, ki po
mojem dobro motivira poslusalca in tudi utrdi pravkar definirane pojme:

e Za verizni kompleks C' in podkompleks Cjy pogledamo, kaj so cikli v C/Cy. Ugoto-
vimo, da le-ti ustrezajo tistim elementom v C, ki imajo rob v Cj,.

e Ugotovimo, da je ustrezni robni element v Cy dolocen do B(Cj) natancno in da
pripada Z(Cjp). Tako imamo definirano preslikavo iz Z(C/Cy) v H(Cy).

e Izra¢unamo jedro dobljene preslikave: to je natanéno Z(C).

e Definiramo vezni homomorfizem 0,: H(C/Cy) — H(Cy); iz prejsnje tocke sledi,
da je njegovo jedro natanko slika prostora H(C') glede na preslikavo, ki jo inducira
kvocientna projekcija.

e Sedaj definiramo eksaktnost in kot prvi zgled pokazemo zaporedje 0 — Cy — C' —
C'/Cy — 0, nato pa definiramo dolgo eksaktno zaporedje, za katerega pokazemo, da
je res eksaktno.

e Pokazemo, da je vsako kratko eksaktno zaporedje izomorfno kratkemu eksaktnemu
zaporedju iz prejsnje tocke. Tako lahko vsakemu kratkemu eksaktnemu zaporedju
priredimo dolgo eksaktno zaporedje.
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ANALIZA NA MNOGOTEROSTIH

Glej tudi naslednjo spletno stran.
A pozor: orientacija, inducirana na robu mnogoterosti, tam ni v redul!

46. Vecmestne diferencialne forme in vnanji produkt

Diferencialne forme in vnanji produkt (A) so nepogresljivi v sodobni analizi na mnogote-
rostih, a kako jih prav motivirati? Dobra motivacija je orientiran volumenski element, ta
pa mora nastopiti skupaj z integracijo.

Vecrazsezne diferencialne forme in njihovo integracijo je smiselno prikazati kot koncept,
ki posplosi tako klasi¢ni vecrazsezni integral kot tudi krivuljni integral enomestnih form.
Pri klasi¢nem n-razseznem integralu:

/f:/ f(t177tn)dt1dt2dtn
B (t1ye.ytn)EB

so tq,ts, ..., t, le pomozne spremenljivke, diferenciali pa nesamostojen del pisave integrala.
Zeleli bi uvesti nov integral, ki bi se odlikoval po naslednjem:

e Definiran bi bil na mnogoterostih.

e Spremenljivke t,t5,...,t, bi bile funkcije. Posledi¢no bi bila uvedba novih spre-
menljivk avtomaticna.

e Izraz f(ty,...,t,)dt; dty- -+ dt, bi bil samostojen objekt, poseben primer
n-mestne forme.

Izhodisce bi bila lahko formula za substitucijo v integral: ¢e sta A in B odprti mnozici v
R™ in je V: A — B difeomorfizem, velja:

/Bf:/A(fo\If) (det | . (46.1)

Crka d tu oznacuje odvod funkcije, ki je linearna preslikava iz R” v R™.

Na tem mestu ni odve¢ spomniti, kaj stoji v ozadju zgornje formule. Ce je namreé
C' endomorfizem na R", je |det C| volumen paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji
Ceq,Ces,...,Ce,, kjer so ey, e, ..., e, standardni bazni vektorji. Na tem mestu lahko
tudi definiramo orientacijo neizrojenega paralelepipeda, ki ni ni¢ drugega kot ena izmed
dveh vrednosti — ‘pozitivna’ in ‘negativna’ Nato definiramo predpis, ki vsakemu para-
lelepipedu, izbranemu oglis¢u in naboru vektorjev wy,ws, ..., w,, ki ga iz tega oglisca
napenjajo, priredimo orientacijo skladno s predznakom determinante matrike, ki ima za
stolpce vektorje wq, ws, . .. w,, izrazene v stadardni bazi. Tako lahko recemo, da je det C'
vokumen paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji Ceq, Ces, ..., Ce,, predznacen skladno
z orientacijo, ki jo doloca vrstni red vektorjev Ceq, ..., Ce,. Difeomorfizem torej na posa-
mezni povezani komponenti definicijskega obmocja ohrani oriantacijo, e je determinanta
njegovega diferenciala tam pozitivna, in jo obrne, ¢e je negativna.


http://maths-people.anu.edu.au/~andrews/DG/
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Pri integralu funkcije ene spremenljivke je v veljavi zapis z diferencialom, pri katerem
postane substitucija avtomatizem. V 8. razdelku je podana tudi interpretacija tega zapisa,
po kateri spremenljivko, po kateri integriramo, interpretiramo kar kot funkcijo, diferencial
pa kot njen odvod. To se da posplositi tudi na vecrazsezne integrale. Ce namreé¢ vpeljemo
oznaki:

daVU :=detdV in dyV:=|d,V], (46.2)
lahko formulo (46.1) prepisemo v obliki:

[r=[@msw)= [ swas.

V drugem integralu t oznacuje vezano (pomozno) spremenljivko, tako da sta prvi in drugi
integral eno in isto. V tretjem integralu pa t oznacuje funkcijo s prikrito domeno (glej
8. razdelek) in temu primeren je tudi zapis. Ce je zdaj s $e ena funkcija in velja t = W(s),
kjer je W difeomorfizem, velja:

/tGB f(t)dvt = A( - F(¥(s)) [det d¥(s)[dys.

To je videti kot drugace pisana formula (46.1), v resnici pa sta oba integranda enaka, saj
velja:

dat = detd(¥(s)) = det(d¥(s) ds) = det d¥(s) det ds = det d¥(s) ds,

torej tudi:

dyt = |det d¥(s)|dys.
Vse velja ob dogovoru, da ima znak za diferencial, ki oznacuje odvod, prednost pred
evaluacijo oz. komponiranjem: d¥(s) pomeni (dV¥)(s).

Ta zapis se da lepo posplo§iti na integracijo po mnogoterostih. Ce je B C R™ odprta
mnozica, v preslikava iz B v mnozico M, u funkcija na M, v pa vektorska funkcija iz M
v R™ in ¢e je uw oy zvezna, v oy pa zvezno diferenciabilna, definiramo:

/Wud/\v = /B(uoy)dA(vo'y) in /WUdVU = /B(uoy)dv(voy). (46.3)

V obeh definicijah sta znaka d, in d, na levih straneh del zapisa integrala, na desnih
straneh pa d, oznacuje determinanto odvoda, dy, pa njeno absolutno vrednost. Ta dva
integrala imata znane lastnosti, poznane ze pri krivuljnih integralih.

Reparametrizacija ne glede na orientacijo: ¢e je : A — B difeomorfizem, velja:

/ udvv:/udvv.
yo® 2l

Reparametrizacija z menjavo predznaka glede na orientacijo: ce je ®: A — B difeomor-
fizem, ki ohrani orientacijo, velja:

/ ud/\v:/ud/\v,
yod Y
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¢e pa ® obrne orientacijo, velja:

/ udAv:—/udAv,
yod i

Prenos: ¢e je B C R™ odprta mnozica ter ¢e so dane preslikaviy: B — M in F': M — N,
funkcija u: N — R in vektorska funkcija v: N — R" pri ¢emer je u o F' o~y zvezna,
v o F o~ pa zvezno diferenciabilna, velja:

/FoyudAUZX/(qu)dA(voF) in /Foyudvvzfy(qu)dv(voF).

Uvedba nove spremenljivke: Ce v slika v odprto mnozico U in je je W: U — R" zvezno
diferenciabilna preslikava, velja:

/udA(\D(v)) = /(u-dA\If(v)) dyv in /udv(\lf(v)) = /(u~dv\lf(v)) dyv. (46.4)
gl 2l 2l v
Funkcije na M tu pisemo kot funkcije s prikrito domeno. V integralih na desni prva
pojavitev znaka d, oz. dy oznacuje determinanto odvoda oz. njeno absolutno vrednost —
tako kot v (46.2).

Formula za uvedbo nove spremenljivke spet daje misliti, da bi bila lahko v integralih
f,yudAv in [ wdyv izraza ud,v in uwdyv samostojna objekta, integranda v (46.4) pa bi
bila enaka. Kaksna objekta bi to lahko bila? Tak objekt bi moral vsebovati vso relevantno
informacijo o w in v, sprejeti pa bi moral informacijo o 7.

Vsebovanost in sprejemanje informacije je smiselno lokalizirati — povedati po tockah iz
mnozice M. To lahko naredimo, ¢e je M gladka mnogoterost, v in v zvezno diferenciabilni
preslikavi, u pa zvezna funkcija. Dimenzija mnogoterosti M je lahko razlicna od dimenzije
evklidskega prostora, iz katerega slika v in v katerega slika v. V tem primeru lahko
definicijo integrala (46.3) prepisemo v obliki:

AudAv = /B(u 07) det((dv o fy)dfy) = /B<t > u(’y(t)) det(dv(’y(t)) dfy(t)))

Audvv = /B(u o) |det((dvov)dy)| = /B<t — u(y(t)) |det(dv(~(t)) d7(t))|) .

Za vsako tocko x € M mora torej objekt, ki bi ga integrirali, vsebovati informacijo o u(x)
in dv(x), sprejeti pa mora informacijo o dy(t), ¢e je x = ~(t). Tako je smiselno objekt
definirati kot funkcijo, ki sprejme dva argumenta: tocko z € M in linearno preslikavo
C iz R™ v tangentni prostor mnogoterosti M v z. Seveda mora biti to zvezna funkcija,
kar preciziramo tako, da je to prerez ustreznega sveznja. Vlakno tega sveznja v dani
tocki sestavljajo funkcionali na linearnih preslikavah iz R™ v tangentni prostor v tej tocki.
Integral taksnega prereza A definiramo kot:

/A::/B<t»—>A(fy(t),dfy(t))>. (46.5)
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Ce postavimor:

A(z, C) == u(z) det(dv(z)C) ,
velja fﬂ{ udpv = fv A. Ce pa postavimo:

Az, C) := u(z) |det(dv(z)C)

Y

velja fwudvv = fﬂ{ A. To pomeni, da lahko izraz ud,v identificiramo s prerezom, ki
par (z,C) preslika v u(z) det(dv(z)C), izraz udyv pa s prerezom, ki (z,C) preslika v
u(z) [det(dv(z)C)|. To pa lahko naredimo tudi lo¢eno: diferencial d v definiramo kot
prerez, ki (z,C) preslika v det (dv(x)C), diferencial dyv pa kar kot |d,v|. Prereze pa
lahko vedno mnozimo s funkcijami:

(ul)(z,C) == u(z) Az, C).

Prostor prerezov je torej modul nad kolobarjem funkcij. Tako so zdaj u, d v in dyv
samostojni objekti, integrala fvud/\v in fvudvv, definirana v (46.3), pa se ujemata z
integraloma prerezov, definiranima v (46.5).

Nastane vprasanje, ali ima integral prereza prav tako ustreza reparametrizaciji, povleku
in uvedbi nove spremenljivke. Tu imata smisel le Se reparametrizacija in prenos. S slednjo
lastnostjo ni tezav:

Prenos: ¢e definiramo povlek prereza vzdolz preslikave F' kot:
(F*A)(z,C) = A(F(x),dF(x) C) ,

in potisk F' oy bolj ilustrativno oznac¢imo z F,v, velja:

/ A:/F*A.
Fiy v

Reparametrizacija pa ni sama po sebi umevna. Zatakne se Ze pri tem, da nastopa v dveh
oblikah: ne glede na orientacijo in z menjavo predznaka glede na orientacijo. Pri prvi se
morata za poljuben difeomorfizem ®: A — B, ujemati integral:

[ 2= [ (10 860.0@)) = [ (s A6 @), @) et o))

in integral:

/y A= [ (s AG@ELAG ) = [ (5= AGE(). (@) d0())
Tako dobimo, da mora za vsak avtomorfizem D: R" — R™ veljati:
A(x,CD) = A(z,C) |det D] . (46.6)

Pri reparametrizaciji z menjavo predznaka glede na orientacijo pa se omejimo na difeo-
morfizme, ki bodisi v celoti ohranijo bodisi v celoti obrnejo orientacijo (¢e difeomorfizem
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slika med nepovezanimi mnozicami, je mozno tudi, da ne velja ne eno ne drugo). Naj bo
®: A — B tak difeomorfizem. Oznacimo € = 1, ¢e ® ohrani orientacijo, in € = —1, ¢e jo
obrne. Tedaj se morata ujemati integral:

/WA - /B(t o A(fy(t),dfy(t))) - E/A(s = A((®(s)), dy(D(s))) detdcp(s))

in integral:

6L0¢A25A<8>—>A(7(<I>(s)),d(’yofl>)(s))> :5/A<sr—)A(v(@(s)),dw(@(s))d@(s))).

Tako dobimo, da mora za vsak avtomorfizem D: R"™ — R" veljati:

A(z,CD) = A(z,C) det D . (46.7)

Na tem mestu je dobro povedati, da nam repametrizacija omogoca definicijo integrala kar
po celotni mnogoterosti, torej brez predpisane preslikave ~, ¢e se dimenzija mnogoterosti
ujema z dimenzijo evklidskega prostora, iz katerega slikajo preslikave, ki jih sprejme
prerez. Vzamemo namrec atlas iz lokalnih parametrizacij v,: D, — U,, kjer so U,
odprte podmnozice mnogoterosti M, D, pa odprte podmnozice v R™ ali (—oo, 0] x R""!
(v naslednjem razdelku bomo videli, zakaj tako nenavadna izbira). Nadalje naj bo (u)q
razclenitev enote, podrejena temu pokritju. Ce prerez A zadoscéa enakosti (46.6), lahko
njegov integral po mnogoterosti M definiramo kot:

/MA:%:/%%A.

Seveda mora biti definicija neodvisna od atlasa in razclenitve enote. To vidimo tako, da
vzamemo Se eno razclenitev enote in nato produktno razclenitev enote. Tako dobimo dve
enako indeksirani vsoti. Da se seStevanci ujemajo, vidimo iz reparametrizacije.

Ce pa prerez A zado$¢a enakosti (46.7), je smiselno definirati le integral po orientirani
mnogoterosti. Orientacijo doloca atlas, pri katerem vse prehodne preslikave ohranjajo
orientacijo (na robu moramo paziti, da vzamemo vsaki¢ isti polprostor, npr. (—oo, 0] x
R™1). Integal nato definiramo tako kot prej.

Funkcionali na linearnih preslikavah iz R™ v abstrakten vektorski prostor enake dimenzije
z lastnostma (46.6) in (46.7) se dajo lepo karakterizirati.

Trditev 46.1. Naj bo V' n-razsezZen vektorski prostor in naj bo \ funkcional na linearnih
preslikavah iz R™ iz V. Naslednji trditvi sta ekvivalentni:

(A) Za poljubno linearno preslikavo C': R™ — V in poljuben endomorfizem D: R" — R"
velja A\(CD) = A\(C) det D.

(B) Obstaja taka linearna preslikava Q: V — R"™, da za vsako linearno preslikavo
C: R" = V wvelja A\(C) = det(QC).
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Poleg tega sta ekvivalentni tudi naslednji trditvi:

(A") Za poljubno linearno preslikavo C': R™ — V' in poljuben endomorfizem D: R" — R"
velja A(CD) = X\(C) |det D].

(B") Obstajata tak q € R in taka linearna preslikava Q: V — R™, da za vsako linearno
preslikavo C: R™ — V velja A(C) = q|det(QC)|.

Doxkaz. Implikaciji (B) = (A) in (B") = (A’) sta o¢itni. Za dokaz implikacije (A) = (B)
pa izberimo linearni izomorfizem Qy: V — R". Velja:

AMC) = MQ'QuC) = M(Qq") det(QoC)
Ce je D: R® — R” matrika z determinanto A(Qg 1), preslikava () := D()y zadosca
zahtevi (B).

Podobno dokazemo implikacijo (A’) = (B’): izberimo linearni izomorfizem @: V — R”"
in velja:
AC) = A(Q'QC) = A(Q ) |det(QC)
H

Funkcionale na linearnih preslikavah iz R™ v vektorski prostor V' pa lahko identificiramo
z n-mestnimi funkcionali na V', tako da linearno preslikavo C': R™ — V' identificiramo
z n-terico (Cey, Ces,...,Ce,), kjer so ey,. .., e, standardni enotski vektorji v R™. Tako
lahko n-mestnemu funkcionalu ¢: V" — R priredimo funkcional na linearnih preslikavah
po predpisu:

AMC) = ¢(Cey,Cey,...,Ce,) (46.8)

in ta identifikacija je bijekcija. Prek nje dobi lastnost (46.7) Se lepso karakterizacijo.

Trditev 46.2. Naj bo V' wvektorski prostor. Dan naj bo funkcional ¢: V" — R, ki mu
priredimo funkcional X po predpisu (46.8). Oglejmo si naslednji lastnosti:

(A) X zadosca pogoju (46.7).

(B) ¢ je n-linearen in antisimetricen.

Vedno velja (B) = (A), implikacija (A) = (B) pa velja, ce je prostor V najvec n-razsezen.
Nadalje, ce je prostor V-manj kot n-razsezen, lastnosti (A) zadoscéa samo niceln funkcional.

Opomba. Ce je ¢ n-linearen in simetrien, ne zado$¢a pogoju (46.6) (razen Ce je
niceln). Identifikacija z n-mestnimi funkcionali je tako dosti bolj smiselna za funkcionale,
ki zados¢ajo pogoju (46.7). To je lahko dober razlog, zakaj je smiselno gledati orientacijo.

Dokaz trditve 46.2 bo temeljil na naslednjem znanem rezultatu.
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Izrek 46.3. Naj bo n € N. Vsak funkcional na matrikah velikosti n X n je n-linearen
in antisimetricen kot funkcional na stolpcih matrike natanko tedaj, ko matriko preslika v
njeno determinanto, pomnozeno z neko konstanto. [ |

DOKAZ TRDITVE 46.2.

Prvi korak: wvelja (B) = (A). Oglejmo si funkcional, ki matriko 7" = [t;;];; preslika v
O3t > tini oy Doy tin&;) . Ker je ¢ n-linearen in antisimetrien, to velja tudi
za ustrezni funkcional, definiran na stolpcih matrike 7', torej mora po izreku 46.3 veljati
O3t Do iy > tin&i) = qdet T za neko konstanto c¢. A &e vstavimo
T = I, dobimo, da mora biti ¢ = ¢(&1, s, ..., &n).

Drugi korak: ce je dimV = n, velja (A) = (B). Ce velja (A), najprej opazimo, da se po
trditvi 46.1 funkcional X izraza v obliki A(C') = det(QC), kjer je @: V — R™ linearna pre-
slikava. Ce vzamemo n-terico vektorjev vy, ..., v, € V in ji priredimo linearno preslikavo
C: R" — V, ki vektor e; preslika v v;, je j-ti stolpec matrike endomorfizma ()C' natancéno
dolocen z vektorjem v; in preslikava, ki vektorju priredi ustrezen stolpec, je linearna. Ker
je determinanta kot funkcional na stolpcih matrike n-linearna in antisimetri¢na, mora biti
to tudi ¢.

Tretji korak: funkcional z lastnostjo (A), je niceln, brz ko je dim V' < n. V tem primeru so
namre¢ poljubni vektorji &, ..., &, linearno odvisni, torej je mozno za dolocen k izraziti

& = Zi;#k ci&;. Tedaj velja ¢(£1,8a,...,6n) = ¢(Z?:1 ti1&s, Z?:l tikiy - - Z?Zl tmfz‘)a
kjer je t;; = 1 in t;, = ¢; za i # k, vse ostale komponente matrike 7" pa so enake ni¢. Ker
ima taka matrika determinanto ni¢, mora biti ¢(&;,&s,...,&,) = 0. |

Glede na (46.8) lahko torej namesto prerezov, ki zadosc¢ajo enakosti (46.7), gledamo pre-
reze sveznja, ¢igar vlakna so n-linearni antisimetri¢ni funkcionali na tangentnem prostoru
v tej tocki. Tovrstnim prerezom bomo rekli n-mestne diferencialne forme. Ce je w taka
forma, ki se identificira s prerezom A, velja:

Mz, C) = w(x; Ceq, Ceg, ..., Cey,) .

Enomestne diferencialne forme ustrezajo prerezom kotangentnega sveznja. Ce je torej
v funkcija na mnogoterosti, njen diferencial dv identificiramo z enomestne diferencialno
formo w prek zveze w(x; &) = dv(z)¢.

V skladu z definicijo integrala prereza integral diferencialne forme po preslikaviy: B — M
definiramo kot:

[w= [ (£ w(0: e d e dr(0)))
0% B
ali v bolj klasi¢nem zapisu:

fo= [ (205 520, 0 50

Seveda velja reparameterizacija z menjavo predznaka glede na orientacijo: Ce difeomor-
fizem ® orientacijo v celoti ohrani, velja [  w = [ w, ¢ pa jo v celoti obrne, velja
) ~yod v )
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[..ow = —J w. To nam omogoca tudi definicijo integrala forme po celotni orientirani
o Iy
mnogoterosti.

Podobno kot povlek prereza lahko definiramo povlek forme po predpisu:

Fro(z;&,&, ..., &) =w(F(2);dF(2)6,dF (2)&, . .., dF(2)&,)

/F*w:/ w.
vy Fiy

Pomembno je vedeti, kateri diferencialni formi ustreza diferencial d v, ki smo ga definirali
kot prerez, ki (z, C') preslika v:

in velja:

dvi(x)Ce; dvy(x)Cey -+ duvy(z)Cey
det (do(z)C) — dvg(x.)C’el dvg(x.)C’eg . dvg(x.)C’en |
dvn(x.)C'el dvn(x')C’eg . dvn(x')C’en
kjer so vy, ..., v, komponente vektorske funkcije v. To ustreza diferencialni formi:
dvi(2)6 dv(z)& -+ doi(z)&n
3606 ) = | PN el ()
()6 do(@)s - dua(2)é,
To pa lahko zapisemo Se malo drugace. Za nabor linearnih funkcionalov ¢q, ¢, ..., ¢, na

istem vektorskem prostoru V' definirajmo n-mestni funkcional:

¢1(&1) (&) - d1(&n)

%A%A“W@M&&wwmﬁz@@)%@)”.%@J

7 drugimi besedami, ¢e funkcionale ¢, ¢o, . .., ¢, sestavimo v linearno preslikavo ¢: V —
R, je (g1 Ao A= Adn) (&1, &, - .., &) volumen paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji
&(&1), d(&2), - .., ¢(&n), predznacen skladno z orientacijo, ki jo doloca ta vrstni red vektor-
jev.

Ni tezko preveriti, da je funkcional ¢; A ¢y A --- A ¢, n-linearen in antisimetri¢en. Ce
to operacijo ustrezno razsirimo Se na diferencialne forme, dobimo, da prerez d,v ustreza
diferencialni formi dvy A dvg A -+ - A v,,.

Pisava ¢1 Ao A - - - A ¢, namiguje na to, da se da n-mestna operacija dobiti iz dvomestne.
Dejansko lahko za m-mestni funkcional ¢ in n-mestni funkcional ¢ definiramo (m + n)-
mestni funkcional ¢ A 1) tako, da je dobljena dvomestna operacija asociativna in da za
poljubne enomestne linearne funkcionale ¢1, ¢o, @3, .. ., @, velja:

PrAPa NP3 N ANy = (- ((d1 ANp2) N3) A=) Ny, . (46.9)
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Za ta namen razpisimo determinanto v definiciji leve strani:

(LA G2 A A& Gar ) = D san(m) 61(&nr) D2(6n) -+ Bnlnmy)

71'6571

Z S, smo oznacili mnoZico vseh permutacij na {1,2,...,n} (torej simetricno grupo),
sgn(7) pa oznacuje predznak permutacije, torej 1, ¢e je permutacija m soda, in —1, Ce je
liha. Ce zdaj za m-mestni funkcional ¢ in n-mestni funkcional 1) definiramo (m-+n)-mestni
funkcional ¢ A 1) po predpisu:

(DADNEL - Ems Emits s Eman) 1=
= Z Sgn(ﬂ') ¢(§7r(1)7 671'(2)7 - 7571‘(771)) w(fﬂ'(erl), 57r(m+2), L ,fﬂ(ern)) .

ﬂESm+n

se da preveriti naslednje:

Ce sta ¢ in ¥ multilinearna in antisimetri¢na, je to tudi ¢ A .

Velja asociativnost: (@A) Ax =o A (Y A x).

Ce je ¢ m-mesten, 1 pa n-mesten, velja ¢ A ¢ = (—1)""¢ A 9. Faktor pride od
parnosti permutacije, ki zamenja sosedna bloka dolzin m in n.

e Za enomestne linearne funkcionale ¢y, ¢o, @3, ..., ¢, velja zveza (46.9).

47. Zunanji diferencial in Stokesov izrek

Za to snov je dobro, da Studenti slisijo vsaj za Greenovo formulo in Gaussov izrek, sicer jih
bo tezko motivirati. Za zacetek je treba prav motivirati zunanji diferencial forme. Dobra
motivacija sta gradient in divergenca: oboje je mozno prikazati kot limito integralov po
robovih dolo¢enih obmocij okoli dane tocke.

Nato povemo, da bomo zunanji diferencial (n — 1)-mestne forme w definirali kot n-mestno
formo dw, torej bomo morali definirati:

dw(x; &1, ..., &) -

Tukaj je nekaj zlorabe notacije, saj to ne bo diferencial funkcije na sveznju n-mestnih
diferencialnih form, kar bi bila preslikava:

(2,8, &, O) = (W, oy 1) = WY D)) (2,60, )

Prav tako v primeru, ko forma w zivi kar na R™ in so vsi tangentni prostori enaki, to ne
bo preslikava:

(2,6, &1, Q) = d(y = w(y: &, .. &) (2)C

Kot je Ze bilo nakazano, bomo diferencial motivirali z integrali po robovih doloc¢enih
obmocij. Glede tega imamo vsaj dve smiselni moznosti: takoj definirati integral forme po
orientirani mnogoterosti (kar je najelegantneje z razclenitvijo enote) ali pa ze od zacetka
dopuscati formalno sestevanje obmocij v verige ali podobne objekte. Tu se bomo drzali
slednje moznosti. Najprej vsako gladko preslikavo v: D — M, kjer je D obmocje v R,
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M pa gladka mnogoterost, identificiramo s funkcionalom, ki neskonc¢no gladko formo w
preslika v integral fww‘ Ce je v splosen linearni funkcional na formah, fvw preprosto
pomeni njegovo evaluacijo na w.

Rob najprej definiramo za kvader. Naj bo Q = [ay, b1] X [ag, bo] X -+ - X [a,, b,]. Za gladko
preslikavo v: @ — M najprej definiramo preslikave:

Vz—(tthv s atn—l) = ’Y(tl; s atk—la b) tk7 s 7tn) )

’}/I;(tl,tg, . ,tn_1> = ’)/(tl, e 7tk—17 (I,tk, e ,tn) .
Vse te preslikave identificiramo z ustreznimi funkcionali na formah, nakar definiramo rob
preslikave v kot funkcional:

n

oy =Y (=D =) (47.1)

k=1

Predznake razloZimo s tem, da za ;" dobimo pozitivno orientacijo in da ima cikel dolzine
k predznak (—1)*~1. Poleg tega pa se izkaze, da je tako definirani operator aditiven, kar je
dovolj ilustrirati za preprost dvodimenzionalen primer. Splosna aditivnost pride kasneje
sama od sebe.

Vzemimo tocko t € @ ter oznac¢imo x := (t) in & := dy(t)e (v klasi¢ni notaciji %(w))
Naj bo M kar podmnozica evklidskega prostora R™. Z aproksimacijo z diferenciali se da
videti, da v primeru, ko so razlike by — a; majhne, priblizno velja:

/8 wr [J0r—a)) (D) 'y = w@i& o &t o &) (@) (47.2)

k=1 k=1
Dokaza ni treba izdelati, saj sluzi le kot navdih za definicijo zunanjega diferenciala forme,
ki zivi v R™:

n

dw(xv 517 527 B 75”) = Z(_l)k_ld(y = w(yv 517 <o 7&6—17 €k+17 B 75”)) (ZE)&C . (473)

k=1

Opazimo, da je to Se vedno diferencialna forma, in sicer n-mestna. Kljuc¢na je antisime-
tricnost, ki ni tako oc¢itna. Izpeljati se da Se nekaj osnovnih lastnosti:

o d? = 0;
e Ce je w; k-mestna diferencialna forma, je d(w; A wy) = dw; A wy + (—1)*w; A dws;
o d(udvy Advg A -+ Aduy,) =du Advy Adog A -+ A duy,.

Zunanji diferencial smo definirali po navdihu, ki je izhajal iz priblizne enakosti (47.2).
Tej enakost pa lahko damo novo, eksaktno podobo: s pomocjo Fubinijevega izreka in
Newton—Leibnizeve formule izpeljemo, da je:

/(%w = de. (47.4)

To formulo je dobro ilustrirati v eni, dveh in treh dimenzijah. Tam dobimo klasi¢ne
rezultate.
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e Newton—Leibnizeva formula:

F(b) — f(a) = / f'(z)dz.

Privzemimo a < b. Ce definiramo ni¢mestno formo w = f in preslikavo y(t) = t,
definirano na [a, b], velja dy = (x — b) — (* > a), torej se integral na levi ujema z
integralom fdww. Nadalje je dw(p; &) = f'(p)€. Ce x oznacuje identiteto na realni
osi, je torej dw = f’(x) dx in integral na desni se ujema z integralom f7 dw.

o Greenova formula. Naj bo ay < by in a, < by. Oznacimo Q) := [ax, by] X [ay X by].
Naj bosta se X in Y dovolj gladki funkciji na Q). Po Greenovi formuli je:

oY 09X
Xdr+Yd :/ <———) dedy .
ji@( y) o \ar  y y

Levi integral je po klasi¢ni definiciji treba razumeti kot:

b, b
/ (Y(bxa y) — Y(ax, y)) dy — / (Y(ZE, by) —Y(x, ay)) dz.

y
Ce definiramo enomestno formo w = X dz + Y dy, torej w(p;a) = X (p){a,ex) +
Y (p){a,ey), in z v ozna¢imo identiteto na @, je levi integral enak |, o, w- Preverimo

Se, da je desni integral enak f7 dw. Izracunajmo:

dw(p; &) = d(q = w(g;n)(P)E —d(g— w(g;:€))n =
= dX(p)&(n, ex) +dY (p)E(n, ey) — dX(p)n(€, ex) — AY (p)n(, ey) -

Upostevamo, da je dU(p)a = 2 (p)(a,ex) + %(p)(a,ey), in po krajSem racunu
dobimo:
aY 0X

dwisn = (G - 5 ) (Eedtne) - € aned),

torej dw = (%—3; — %—5) dz A dy, kar pomeni, da je desni integral res enak fv dw.

o Gaussov izrek. Naj bo ax < by, ay < by in a, < b,. Oznac¢imo Q) := [ax, by| X [a, X
by| x [a, x b,]. Naj bodo se X, Y in Z dovolj gladke funkcije na (). Gaussov izrek
pravi:

}’{ (XNe+ YN, + ZN,)dP = / (a—X AN a_z) do dydz.
aQ Q ax (9y 8Z

V levem integralu koli¢ine Ny, Ny in N, oznacujejo komponente normalnega vek-
torja, usmerjenega navzven, torej je treba ta integral razumeti kot:

/ (X<bxuyvz> _X(axaya Z)) dyd2+
lay,by]x[az,bs]
+/ (X(z,by, 2) — X(z,ay,2)) dzdz +
[ax,bx] X [az,bz]

+ / (X(2,9,b,) = X(2,9,0a,)) dzdy.
[avax]x[awby}
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Ce definiramo dvomestno formo:
w=XdyAdz+YdzAder+ZdeANdy=XdyAndz—Ydex Adz+ Zdx Ady,
torej:

w(pra, B) = X(p)((a, ey)(B. es) — (o, €2) (B, ey)) +
+Y(p)({a, ) (B, ex) — (o, ex) (B, €2)) +
+ Z(p) ({a, ex) (B, ey) — {a, ey) (B, €2))

in z v oznacimo identiteto na @, je levi integral enak | oy W Preverimo se, da je
desni integral enak f7 dw. Po malo daljSem rac¢unu dobimo:

dw(p; €,m,¢) = d(g— w(g;n, Q) P)E — d(g— w(g; €. O))n +d(g— w(g; &, n))¢ =

G e (e (6o
(G S+ o)) ) e,

(€,€2) (mes) (Cen)

torej je dw = (%—i{ + % + %—f) Ox A Oy N 0z, kar pomeni, da je desni integral res
enak [ dw.
v

Sedaj lahko operator 0 definiramo na splosnih funkcionalih na neskonc¢no gladkih formabh,
in sicer predpisemo |, oy W = f7 dw. Formula (47.4) pove, da se na preslikavah iz kvadrov
v R™ slednji in predhodni operator d ujemata.

Ena izmed kljuc¢nih lastnosti zunanjega diferenciala je naslednji rezultat.

Trditev 47.1. Zunanji diferencial komutira s povlekom — velja:

dFfw = F*dw (47.5)

DoxkAz. Naj bo w (n — 1)-mestna diferencialna forma. Velja:

dFrw(z; &1, ..., 6n) =

n

=D (“D)F(E - Frw@n oo bt G- &) (2)&) =
=3 (=1 A(E o w(FE) dF @, AP (@)1, dF (0, - AP (D)) ) (2)6

k=1
Z uporabo veriznega pravila dobimo:

dFfw(z; &, ..., &) = ZAk+ Z Bjy,
k=1

1<jk<n
j#k
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kjer je:

A, = (—1)k’1d<y = w(y; dF(2)&, ..., dF(2)&-1, dF (Z)&1, - - ,dF(;z)gn)> (F(z)) x
x dF(x)&,

in nadalje za j < k:
B = (=1 (F@)idF (@), .. dF (@)8-1, A F (238, 60),
AF(@)Ejin, - . ., dF(@)E 1, AF (2)Epp1, .. . ,dF(x)fn) ,
za j > k pa:
By = (—1)k_1w<F(x); AF (@)1, .., dF ()61, AF(2)Epsr, .. ., AF (2)E1,
B F (@6, 6), AF (@)1, - AF(@)6,)

Z A% F(z;&;, &) smo tu oznadili drugi diferencial, ki je simetri¢na forma in seveda ni enak
d? = 0. Z upostevanjem antisimetrénosti dobimo, da je By; = —Bjy, torej je:

dFrw(z; &y, ..., &) :ZAk:F*dw(x;&,...,fn).

k=1

Zveza, (47.5) nam omogoca, da ta zunanji diferencial prek lokalnih kart oz. parametrizacij
razsirimo na forme na mnogoterostih: predpis pride neodvisen od lokalne parametrizacije.
Formula (47.4) zdaj razsiri definicijo operatorja 0 Se na funkcionale na gladkih formah
na mnogoterostih. S pomocjo povleka dobimo, da je ta operator tudi v tem kontekstu
razsiritev predhodnega operatorja, definiranega za preslikave iz kvadrov.

Posplositev formule (47.3) na mnogoterosti ni tako ocitna, saj se tangentni prostor s tocko
lahko spreminja, z njim pa so se prisiljeni spreminjati tudi tangentni vektorji. Ce Zelimo
formulo posplositi, moramo namesto fiksnih vektorjev & gledati vektorska polja, pri njih
pa dobimo dodaten ¢len z Liejevim oklepajem — glej dokaz trditve 47.1.

Zdaj se lahko posvetimo orientiranim mnogoterostim: orientacija je dolocena z atlasom,
pri katerem imajo prehodne preslikave pozitivne Jacobijeve determinante. Orientirana
mnogoterost prenese orientacijo tudi na rob, in sicer tako, da lokalne parametrizacije iz
podmnozic (—oo, 0] x R*~! zozimo na {0} x R"1. To je konsistentno z (47.1) in (47.3) —
tu je treba paziti!

Stokesov izrek pravi, da tudi za orientirano podmnogoterost N s pravilno orientiranim

robom ON velja enakost:
/ w= / dw . (47.6)
ON N

Ta izrek dokazemo tako, da s pomocjo razclenitve enote formo w razbijemo na vsoto
form w,, pri cemer je vsaka forma w, skoncentrirana na sliki neke lokalne parametrizacije
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Ya: Do — M. Se veé, privzeti smemo, da je D, odprta okolica nekega zaprtega kvadra
Qa, Yiw pa ima nosilec v notranjosti tega kvadra, vse bodisi v R" bodisi v zaprtem
polprostoru, ki je eden izmed polprostorov, s katerimi je dolo¢en (). V obeh primerih je
[y dw = fy, dwin [, w= [, o W, Kjer je 7 zozZitev preslikave 7 na Q. Stokesov izrek tako
sledi iz formule (47.4).
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TEORETICNO RACUNALNISTVO

48.

Racunska zahtevnost

Tradicionalni pristop je, kot kaze, videti nekako takole:

Algoritem kar enacimo s Turingovim strojem.

Pri traku lo¢imo tracno in vhodno abecedo, pri ¢emer je vhodna abeceda podmnozica
tracne. Tracno sestavljajo znaki, ki jih lahko stroj zapisuje na trak. Ta abeceda
ima Se odlikovan prazni znak, ki ni element vhodne abecede.

Problem enacimo s preslikavo, ki slika iz mnozice nepraznih koncénih zaporedij zna-
kov vhodne abecede. Preslikava lahko slika v mnozico zakljucnih stanj glave stroja
(pri odloéitvenih problemih), lahko pa slika tudi v mnozico (obojesmernih) zapore-
dij tracne abecede, pri katerih je le konéno mnogo znakov nepraznih. Lahko slika
tudi v mnozico parov zakljuc¢nih stanj in zaporedij.

Vhod posredujemo stroju tako, da ga zapisemo v celice traku od polozaja glave
proti desni, v preostale celice pa zapiSemo prazni znak. Turingov stroj resuje dani
problem, ¢e se pri vseh moznih vhodih ustavi, njegov izhod pa je skladen s stanjem,
v katerega preslikava preslika vhod.

Racunsko (¢asovno ali prostorsko) zahtevnost algoritma, tj. Turingovega stroja, de-
finiramo kot funkcijo dolzine vhoda — gre za maksimalno Stevilo operacij oziroma
maksimalno odmik glave po vseh moznih vhodih dane dolzine.

Problem pripada danemu zahtevnostnemu razredu, ki je navzdol konveksna druzina
funkcij Ny — Nj, ¢e obstaja Turingov stroj, ki resuje ta problem, njegova racunska
zahtevnost pa pripada izbranemu razredu.

Pomisleki:

Je prav, da se problem kar enaci z mnozico dopustnih vhodov? Recimo, da resujemo
problem trgovskega potnika in bi radi za dani utezen graf odlocili, ali obstaja obhod
s ceno manj od 42. Utezen graf predstavimo recimo kot konéno zaporedje nicel in
enic, pri ¢emer se nobeden od teh dveh znakov ne steje kot prazen. Toda ni nujno,
da vsako zaporedje nicel in enic zares predstavlja utezen graf. Zakaj bi se moral
nas Turingov stroj nujno ustaviti (in to po predpisano omejenem stevilu korakov),
tudi ¢e vhod ne sploh predstavlja utezenega grafa? S programerskega staliséa je
to seveda ve¢ kot zaZeleno, toda ali se moramo s tem ukvarjati tudi v teoriji? Ce
je tako, bi morala imeti glava pri odlo¢itvenih problemih pravzaprav tri zakljuéna
stanja — DA, NE in NESMISELNO. Nadalje bi morala racunska zahtevnost, ki velja
za izhoda DA in NE, veljati tudi za izhod NESMISELNO.

V praksi se navadno sicer res izkaze, da je preverjanje, ali vhod res predstavlja zeleni
objekt, lazje delo od resevanja problema. Toda ali je to dobro s konceptualnega,
teoreticnega stalisca?

Dolzina vhoda ni vedno tisto, kar dojemamo kot velikost problema: vhod, ki pripada
grafu z n vozliséi, je v splosnem reda velikosti n?. Dokler smo pri zahtevnostnih
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razredih dovolj grobi, recimo da nas zanima polinomska zahtevnost, je to v tem
primeru sicer v redu. Kaj pa, ¢e zelimo linearno zahtevnost lo¢iti od kvadraticne?

Predlog resitve:

e Racunsko (¢asovno, prostorsko ali tudi kombinirano) zahtevnost Turingovega stroja
bi definirali kot funkcijo vhoda. Ta slika iz mnozice vseh moznih vhodov v mnozico
Np U {oc} ali Se splosneje kar v [0, oo] (Ce prostor in ¢as utezimo z realnimi Stevili).
Dopuscamo torej tudi moznost, da se stroj nikoli ne ustavi. Ni se treba ubadati s
praznimi znaki in tudi ni treba locevati vhodne in tracne abecede.

e Matematicni problem bi definirali z bolj abstraktnimi matemati¢nimi objekti — bil
bi preslikava iz neke mnozice, npr. mnozice grafov, v neko drugo mnozico — pri
odlo¢itvenih problemih bi bila to mnozica {0, 1}.

e Za izbrani matematic¢ni problem bi definirali sprejemljive pare posredniskih presli-
kav: vhodna posredniska preslikava bi matemati¢ni vhod, npr. graf, preslikala v
zacetno stanje Turingovega stroja (tj. stanje traku in glave), izhodna pa bi konéno
stanje stroja preslikala v matematicni izhod. Pri odlocitvenih problemih bi reci-
mo izhodna posredniska funkcija stanja stroja, pri katerih je glava v stanju DA,
preslikala v 1, stanja stroja, pri katerih je glava v stanju NE, pa v 0.
Sprejemljivost posredniskih preslikav je seveda delikatna zadeva: tu se v resnici na
drug nacin pokazejo tezave tradicionalnega pristopa. Ideja je, da sta posredniski
preslikavi sprejemljivi, ¢e sta dovolj preprosti: vhodna posredniska preslikava ne sme
biti Ze kar resitev problema. A ne bi bilo treba dolociti vseh moznih sprejemljivih
parov posredniskih preslikav — dovolj bi bil le en par, potem pa bi lahko ugotavljali
ekvivalentnost.

e Rekli bi, da Turingov stroj ob dani vhodni in izhodni posredniski preslikavi resuje
dani problem, c¢e se stroj ustavi pri vseh zacetnih stanjih iz zaloge vrednosti vhodne
posredniske preslikave (drugje pa ne nujno) in ¢e se problem kot preslikava ujema s
kompozitumom vhodne posredniske preslikave, preslikave, ki izhaja iz Turingovega
stroja, in izhodne posredniske preslikave.

e Racunsko zahtevnost resevanja problema z danim Turingovim strojem bi spet defi-
nirali kot funkcijo vhoda, torej kar kot kompozitum vhodne posredniske preslikave
in racunske zahtevnosti Turingovega stroja.

e Rekli bi, da problem pripada danemu zahtevnostnemu razredu, ¢e obstaja Turingov
stroj, ki (ob sprejemljivih posredniskih preslikavah) resuje dani problem, racunska
zahtevnost resevanja problema z njim pa pripada danemu zahtevnostnemu razredu.
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