Izpeljava Jensenove in Holderjeve neenakosti ter
neenakosti Minkowskega



1. NajosnovnejSe o konveksnih funkcijah

DEeFINICIJA. Naj bo X vektorski prostor in D C X konveksna mnozica. Funkcija

¢: D — R je konveksna, ¢e za poljubna a,b € D ter poljuben 0 € [0, 1] velja:

go((l —0)a+ Qb) < (1 =0)p(a)+ 0p(b)

(1.1)

Funkcija ¢ je torej konveksna, ¢e za poljubna a in b graf njene zozitve na daljico ab

lezi pod daljico s krajiscema (a,¢(a)) in (b, ¢(b)). Slikal

Konveksne funkcije, definirane na intervalih na realni osi, lahko karakteriziramo kot

funkcije, ki imajo narascajoc¢ diferencéni koli¢nik.

Trditev 1.1. Naj bo I C R interval in naj bo dana funkcija p: I — R. Naslednje

trditve so ekvivalentne.
(1) Funkcija ¢ je konveksna na intervalu I.

(2) Za poljubna stevila a < b in ¢ € [a, b] iz intervala I velja:

< b—rc (a)+c—a
_b—ago b—a

w(c) »(b)

(1.2)

(3) Za poljubna Stevila ay, as,by,bs € I, za katera je ay < ag, by < by, a1 < by in ag < by,

velja (slika!):

p(01) —plar) _ ¢(b2) — p(as)
b1 — a o bg — a9y

(1.3)

Doxkaz. (1) = (2): V enacbo (1.1) vstavimo 6 := (¢ — a)/(b — a) in dobimo (1.2).

(2) = (1): V enacbo (1.2) vstavimo ¢ := (1 — #)a + 6b in dobimo (1.1).

(2) = (3): Zaa < c<biz (1.2) dobimo (slika!):

p(c) = pla) _ »(b) = p(a)
c—a - b—a

za a < ¢ < b pa prav tako iz (1.2) dobimo (slikal):

p(0) — pla) _ 9(b) —plc)
b—a — b-c

Iz (1.4) in (1.5) zdaj izpeljemo:

p(b1) = plar) _ @(be) = plar) _ ¢(ba) — plas)

by —ay by — ay - by — as

kar je natancno (3).

(3) = (2): V (1.3) vstavimo npr. a; = a, ay = by = ¢ in by = b, pa dobimo (1.2).

(1.5)

Posledica 1.2. Funkcija, ki je definirana na odprtem intervalu in tam odvedljiva, je

konveksna natanko tedaj, ko je mjen odvod narascajoca funkcija.



Posledica 1.3. Funkcija o, ki je definirana na odprtem intervalu in tam dvakrat
odvedljiva, je konveksna natanko tedaj, ko je ¢ > 0.

Trditev 1.4. Naj bo I C R interval, p: I — R pa konveksna funkcija. Tedaj za vsak
¢ iz notranjosti intervala I obstaja taka linearna funkcija £: R — R, da velja ¢(c) = (c)
in l(z) < @(x) za vsak x € I. Slikal

DoKAZ. 1z neenacbe (1.3) sledi:

Q= sup —80(62 : f(c) < }Ef —go(bl)) : (’CD(C) =: 0 (1.6)

Izberimo poljubno stevilo o < k < § in definirajmo:
U(x) :=p(c)+ k(z —c)
Brez tezav preverimo, da funkcija ¢ izpolnjuje zahtevana pogoja. |

Opomba. Iz slednjega dokaza je razvidno, da ima vsaka konveksna funkcija realne
spremenljivke v notranjih tockah definicijskega obmocja levi in desni odvod: to sta namrec
koeficienta a in (3 iz (1.6).

Trditev 1.5. Ce je I C R odprt interval, je vsaka konveksna funkcija ¢: I — R
2vezna.

DokAz. Naj bo ¢ € I. Ker je interval I odprt, obstajata taki stevili a,b € I, da je
a <c<b. Najboc<z<b Potrditvi 1.1 velja:

ple) —wla) _ p(x) = () _ ¢b) = ¢(c)
c—a - x—c - b—c

od koder sledi, da je ¢ v tocki ¢ zvezna z desne (slika!). Podobno dokazemo, da je ¢
zvezna tudi z leve. u

2. Jensenova neenakost

Izrek 2.1 (Jensenova neenakost). Naj bo (X, F) merljiv prostor s pozitivno mero fi,
za katero velja u(X) = 1. Dan naj bo $e interval I C R, merljiva funkcija g: X — I in
konveksna funkcija ¢: I — R. Tedaj velja:

w(/gdu)ﬁ/(wog)du (2.1)

ce seveda integrala obstajata.



Opomba. Iz predpostavk izreka avtomaticno sledi, da je tudi funkcija ¢ o g merljiva,
saj je funkcija ¢ vsaj v notranjosti intervala I zvezna in zato merljiva. Prav tako sledi,
daje [gduel.

DoOKAZ 1ZREKA 2.1. Najprej opazimo, da v (2.1) velja enakost, ¢e je funkcija ¢ line-
arna. Po trditvi 1.4 obstaja taka linearna funkcija ¢, da velja ¢( [ gdu) = ([ gdp) in
(z) < p(x) za vsak x € I. Sledi:

o([otn)=t([oan) = [wonaus [toog)an

in izrek je dokazan. n

Jensenova neenakost je posplositev Stevilnih drugih neeenakosti. V klasi¢ni, manj
splosni obliki je Jensenova neenakost formulirana na naslednji nacin.

Posledica 2.2. Naj bo I C R interval, ¢: I — R pa konveksna funkcija. Tedaj za
poljubne tocke xy,...x, € I in poljubna stevila oy, ...a, > 0 z vsoto 1 velja:

o(amy + .. anzn) < arp(ry) + ...+ age(z,) (2.2)

Kot zgled lahko vzamemo eksponentno funkcijo ¢(x) = €®, ki je o¢itno konveksna, saj
ima pozitiven drugi odvod. Ce vstavimo Se x; = Iny;, kjer so y; pozitivna realna Stevila,
dobimo neenakost med aritmeti¢no in geometri¢no sredino:

ytlll s ygn S a1 + ... AnYn (23)

Zgornja enakost velja za poljubne yq, ...y, > 0.
3. Holderjeva neenakost

Naj bo (X, F) merljiv prostor s pozitivno mero p in naj bo f: X — F, kjer je F € {R,C},
merljiva funkcija. Za 1 < p < oo oznacimo:

1/p
1£l, = (/f”du)

[ flloo := esssup]f]

Oznac¢imo Se:

Nadalje oznacimo:
LP(u) :={f: X — F merljiva ;|| f||, < oo}

DEFINICIJA. Naj bo 1 < p,q, < co. Stevili p in ¢ imenujemo konjugirana eksponenta,
¢e je bodisi eden od njiju enak 1, drugi pa oo, bodisi 1/p+ 1/¢ = 1.



Izrek 3.1 (Hoélderjeva neenakost). Naj bosta p in q konjugirana eksponenta, dani pa
naj bosta e funkciji f € LP(u) in g € LU(u). Tedaj je funkcija fg absolutno integrabilna
glede na p in velja:

] / fgdu‘ < 111l (3.1)

Preden gremo dokazat izrek, bomo izpeljali Se eno neenakost. Naj bo x,y > 0 in
naj bosta 1 < p,q < oo konjugirana eksponenta. Ce v neenakost (2.3) vstavimo n = 2,
y1 = 2P, yo = y9, oy = 1/p in s = 1/q, dobimo Youngovo neenakost:

P q
ry < — + = (3.2)
p q
Zgornjo neenakost pa lahko Se malo izostrimo: vzemimo k& > 0 in spremenljivko = po-
mnozimo, y pa delimo s k. Dobimo:

<M Lo (3.3)

x —af 4+ — )

=0 g’

Zgornja ocena je maksimalna mozna izostritev ocene (3.2), saj velja naslednja trditev.
Trditev 3.2. Za poljubni stevili x,y > 0 in konjugirana eksponenta 1 < p,q < oo

velja:

ry = inf {@xp + L q} (3.4)
k>0 | p qkd
DoxkaAz. Dovolj je dokazati, da za poljubna z,y > 0 v oceni (3.3) za neki k£ > 0 ali
vsaj v limiti velja enakost. Ce je 2 = 0, velja enakost v limiti, ko gre k proti neskonéno;
ce je y = 0, velja enakost v limiti, ko gre k proti ni¢. Za x,y > 0 pa enakost velja, ce
postavimo:

DoOKAZ 1ZREKA 3.1. Dovolj je dokazati neenakost (3.1), in sicer le za primer, ko je
f,9 > 0. Za primer, ko je kateri od konjugiranih eksponentov neskoncen, je neenakost
oCitna. Za 1 < p,q < oo pa po (3.3) za vsak x € X in vsak k > 0 velja:

Fl)g(e) < = flay + —ogla)”
x)g(z) < —f(x —g(x
=7 qk?

Ko neenakost integriramo po u, dobimo:

kP 1
[ todu <t +

Ko naredimo infimum po & in uporabimo trditev 3.2, dobimo natanc¢no to, kar smo iskali.

Hoélderjeva neenakost nam da Se drugacno karakterizacijo kolicin || f||,, ki je tesno
povezana z dualnostjo prostorov L” in L9.



Trditev 3.3. Naj bostal < p < oo inl < q < oo konjugirana eksponenta. Tedaj za
vsako funkcijo f € LP(u) velja enakost:

nm:m{me

Opomba. Za p = oo in ¢ = 1 enakost ne velja vedno. Kot protiprimer vzemimo za X
poljubno nestevno mnozico, za o-algebro F pa vzamemo vse podmnozice mnozice X, ki
so bodisi koné¢ne ali Stevno neskonéne bodisi so taki njihovi komplementi. Mera p naj bo
na koncnih in dtevno neskonénih mnozicah enaka 0, sicer pa oo. Ce vzamemo f(x) = 1
za vsak x € X, ta funkcija ocitno pripada L*(u) in velja || f]l~ = 1, enakost 3.5 pa ne
velja, saj prostor L'(u) vsebuje le funkcije, ki so skoraj povsod enake 0.

mmz@ (3.5)

DokAz TRDITVE 3.3. Dovolj se je omejiti na primer, ko funkcija f ni skoraj povsod
enaka 0. V tem primeru je || f]|, > 0. Dovolj je dokazati, da obstaja taka funkcija ¢ z
llgll;, = 1, za katero v oceni (3.1) velja enakost. Lo¢imo dva primera.

p=1,qg=00. V tem primeru postavimo:

ofa) ;:{ s s o

: sicer

Ocitno je ||g|lcc = 1 in velja fg = |f], zato v (3.1) velja enakost.
1 <p,qg <oo. Vtem primeru postavimo:

g(z) = { s f@#0

0; sicer

Tedaj za vsak x € X velja:
|f ()|~
[palit

Ker sta p in ¢ konjugirana, je (p — 1)q = p, zato je ||g||, = 1. Prav tako za vsak z € X pa
velja tudi:

l9(@)|" =

|f (@)
fx)g(x) = ——
1115
zato je koncno:
[saan=1100 )
= = p
11
Trditev je dokazana. |

Vaja. Dokazi, da trditev 3.3 velja tudi za primer, ko je p = oo, ¢ = 1, mera u pa je
o-koné¢na.



4. Neenakost Minkowskega

Izrek 4.1 (Neenakost Minkowskega). Naj bo (X, F) merljiv prostor s pozitivno mero
w. Tedaj za vsak 1 < p < oo in poljubni funkciji f,g € LP(u) velja:

1F +gllp < [1£1lp + llglls (4.1)

Neenakost Minkowskega torej pove, da je predpis f — || f||, seminorma na prostoru
LP(p). Seveda to ni vedno norma, saj je enaka 0 na prostoru N(u) vseh funkcij, ki so
skoraj povsod glede na p enake 0. Pac¢ pa nasa seminorma inducira normo na kvocientnem

prostoru L£P(p) = LP(1) /N (1)

DOKAZ 1ZREKA 4.1. Za p = oo je enakost ocCitna. Naj bo zdaj 1 < p < co. Najprej
bomo pokazali, da je sploh f + g € LP(u). Iz neenakosti (2.2) za ¢(x) = |x|P sledi:

p p p
Pl

f+yg
2

torej je ||f +gllb < 227 (If 1B+ 1lg]lk) < oo. Zdaj, ko vemo, da so vse tri funkcije v LP(u),
pa lahko uporabimo trditev 3.3. Po Holderjevi neenakosti za vsako funkcijo h, za katero
je lIAlly = 1, velja:

[+ ana <| [ rua+| [ana] <is1,+ ol

Ko naredimo supremum po h, dobimo natan¢no to, kar smo iskali. |



