IME IN PRIIMEK: Veisna §t: | [ | [ ][] ]]

UNIVERZA NA PRIMORSKEM
FAMNIT (MA, MF)
VERJETNOST
2. KOLOKVIJ

28. MAJ 2025

NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami.
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1. (20) Pri igri Crni Peter imamo 26 parov kart. Karti v vsakem paru sta enaki.
Predpostavite, da imamo stiri igralce. Vseh 52 kart dobro premesamo in jih razdelimo
igralcem, tako da vsak dobi 13 kart. Za k = 1,2,3,4 naj bo X}, Stevilo parov, ki jih
dobi igralec k.

a. (10) Konkretni primer para kart sta dva obuta macka. Izracunajte verjetnost,
da prvi igralec dobi to¢no ta par kart.

Resitev: zaradi nacina deljenja kart bo prvi igralec dobil nakljucni vzorec 13 kart
1zmed vseh 52 kart. Takih nakljucnih vzorcev je (i’g) Vzorcev, ki vsebujejo par

obutih mackov, pa je (?g:g), tako da je

P(prvi igralec ima par obutih mackov) = % = —.
(1) 17
b. (10) Izracunajte F(Xy).
Resitev: pare ostevilcimo z 1,2, ...,26 in definiramo indikatorje

j 1, ceigralec k ima l-ti par
Rl 00 sicer.

Velja Xy, = Ip1 + -+ + I 96. 1z prvega dela po simetrigi sledi

1
E(ly) =P, =1) = 7

torej
26

E(Xy)=Ex1+ -+ Ir) = 17
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2. (20) Nenegativni celostevilski sluc¢ajni spremenljivki imata porazdelitev dano z

(a)k+l
PX =kY =1)= e

zaa>0in k,l > 0, kjer je
(a), =1 in (a), =ala+1)---(a+n—-1)
Pochhammerjev simbol. Definirajte 7 = X + Y.
a. (10) Izracunajte porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Z.

Regsitev: racunamo

P(Z:n):zn:P(X:k,Y:n—k)

. - (a)n
a Z 22ntakl. (n — k)!

- (1)

@,

n! . onta’

b. (10) Izra¢unajte porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X

Namig: po Newtonu je za |z| < 1

(1—2)= Z%xl.

=0

Kot znano upostevajte
(@)4, = (@), (a+ k),
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Resitev: po formuli za robno porazdelitev je

=Y P(X=FkY =1)

1=0
_ i (a)k—H
- 22k+2l+af| . ]I

1=0
- k+l
- 22k+akl Z 221]|

(a+ k) l

- 22k+akl Z 22ll|

- 22k+ak| ( )

3k+ak!
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3. (20) Slucajne spremenljivke Z, S in X naj bodo neodvisne. Naj bo Z ~ exp (1/2),
S naj ima gostoto

1 )
fs(s) = € 4
(5) 2/ s3
za s > 0 1in 0 sicer ter X ~ N(0, 1). Kot znano privzemite, da za a > 0 in b > 0 velja
o) e—ay—§

dy:ﬁe’Qm.
o VY Va

Definirajte

vVZ
=—X.
v S

a. (10) Izracunajte gostoto slucajnega vektorja (Z,S,U) in iz nje izpeljite gostoto
slucajnega vektorja (S,U).

Resitev: definiramo preslikavo ® s predpisom
O(z,s,x) = (z,s,\/gx/s) .

Na mnoZzici (0,00)% x (—00,00) je ta preslikava bijektivna in zvezno parcialno
odvedljiva, prav tako je zvezno parcialno odvedljiv njen inverz. Racunamo

O (2, 5,u) = (z,s,su/\/z) )

2

Racunamo
Jo-1(2,8,u) = s//z.

Gostota sluc¢ajnega vektorja (Z,S,U) je torej

( ) 1 Z/2f ( ) S 322u2
] Z,5U) = <€ S (& z
Z,S,U 92 S /—2 >

Gostoto slucagnega vektorja (S,U) dobimo kot robno gostoto. Racunamo z upo-
rabo integrala, navedenega na zacetku

Fou(s,u) = /0 " frsu(zrs)

o st(S) & 1 _z/26_52u2

= 2@ i ﬁe 2z
¢12_ sfs(s)v2me "

s
fs(s) e~ slul
1
N ¢

"9
_S
)

— i slul
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b. (10) Izracunajte gostoto slucajne spremenljivke U.

Resitev: z upostevanjem prvega dela naloge dobimo
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4. (20) Naj bodo Y1,Ys, ..., Y, slucajne spremenljivke z var(Y;) = o2 za vse k =

1,2,...,n in cov(Yy,Y)) = o®p za k # [; pri tem sta 0® in p € (0,1) konstanti.
Ozna¢imo Y = = 377 | 'V}

a. (10) Izracunajte cov(Yy,Y) in var(Y).

Resitev: iz bilinearnosti kovariance sled:
v ( _) = —1 En v ( )
cov(Yy,Y cov(Yy,Y
ks n 2 ky X1

T —

I; 1k

2(1 n—1 )
n n

_ _ 1 n-1
Y)=cov(Y,Y) (Y} = .
var(Y') = cov( Z cov(Vy,Y) =0 (n + p>

n

i nadalje:

b. (10) Dokazite, da obstaja tak ¢ € R, da je cov(Yy —cY,Y;—cY) = 0 za vse k # [.
Resitev: velja

COV(Yk —cY, Y, — 0}7)
= cov(¥}, Y)) — 2¢- cov(Yy, Y) + ¢ - var(Y)

1 n-1 1 n-1
2[p—2c(—+—p)+62(——|— p)}.
n n n n

Dobili smo kvadratno enacbo z diskriminanto

D:4<l—|—n;1p)2—4p(%+n;1p):%(1+(n—1)p)(1—p),

n

ki je vedno nenegativna, tako da enacba tma realni resitvi.
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5. (20) V televizijskem kvizu voditelj tekmovalcu postavlja vprasanja. Za vsak pravi-
len odgovor tekmovalec dobi tocko. Tekmovalec izpade, ko napac¢no odgovori na dve
zaporedni vprasanji.

Privzemite, da tekmovalec na vprasanja odgovarja pravilno z verjetnostjo p € (0, 1),
neodvisno od pravilnosti odgovorov na ostala vprasanja. Naj bo X sStevilo vprasanj,
ki jih bo dobil tekmovalec, Y pa stevilo tock, ki jih bo dosegel.

a. (10) Definirajte

H, = {tekmovalec odgovori pravilno na prvo vprasanje} ,
H, = {tekmovalec odgovori nepravilno na prvo in pravilno na drugo vprasanje} ,

Hj3 = {tekmovalec odgovori nepravilno na prvi dve vprasanji} .
Za i =1,2 3 izrazite E(X | H;), E(Y | H;) z E(X) in E(Y).

Resitev: ce tekmovalec odgovori pravilno na prvo vprasanje, se zaradi neodvis-
nosti zgodba zacne na novo. Pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke X glede
na Hy se torej ujema z brezpogojno porazdelitvijo slucajne spremenljivke X + 1,
pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na Hy pa se ujema z brez-
pogojno porazdelitvijo slucajne spremenljivke Y + 1. Sledi

E(X|H)=EX+1)=EX)+1,
EY|H)=EY+1)=E(Y)+1,

Podobno dobimo pogojno pricakovano vrednost glede na Hs, le da moramo X
povecati za 2, Y pa za 1. Torej je

E(X | Hy)=E(X+2)=E(X)+2,
E(YY|H)=EY +1)=E(Y)+1,

Koncéno je ocitno

E(X|H;)=2, E(Y|H;)=0.

b. (10) Izracunajte E(X) in E(Y).

Resitev: dogodki Hy, Hs in Hj tvorijo popoln sistem dogodkov (particijo verjet-
nostnega prostora). Ce vpeljemo q = 1 — p, iz prvega dela naloge in formule za
popolno pricakovano vrednost dobimo

E(X)=P(H,)E(X | Hy) + P(Hy) E(X | Hy) + P(H3) E(X | H3)
=(1-q)(BE(X)+1)+q(1—q)(BE(X)+2)+2¢*.
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Resimo enacbo in dobimo
B 1+g¢

E(X) =

Podobno dobimo tudi
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6. (20) Zavarovalnica izda 240.000 polic obveznega avtomobilskega zavarovanja. Pre-
mija je enaka €252. Povprecje dejansko izplacanih zahtevkov v preteklem letu je bilo
€1.240, standardni odklon dejansko izplacanih zahtevkov pa je bil €1.830.

a. (10) Matematik, ki ra¢una tveganja, najprej privzame, da bo zahtevkov 20%,
torej 48.000. Zahtevki so med seboj neodvisne, enako porazdeljene slucajne
spremenljivke s povprecjem €1240 in standardnim odklonom €1830. Ocenite
verjetnost, da zbrane premije ne bodo dovolj za izplacilo vseh zahtevkov.

Resitev: oznacimo n = 48.000 in posamezne zahtevke z X1, Xo, ..., X,,. Zava-
rovalnica od vseh zavarovancev zbere C = 240.000 x 252 €. Oznacimo S,, =
Xi+ Xo+ -+ X,,. Zanima nas verjetnost P(S, > C). Racunamo s pomocjo
CLI

P(S,>C) = P (S” — B(5) SO E(S")>

~ P (Z > Ci(S,J) .
var(S,,)

Iz tabele preberemo, da je priblizek verjetnosti P(Z > 2,39) = 0,008 .

b. (10) Matematik v zavarovalnici se zaveda, da ne more predvideti toénega stevila
zahtevkov, ki jih bo zavarovalnica morala izplacati v naslednjem letu. Zato spre-
meni svojo Skatlo tako, da vanjo doda listke z ni¢lami in sicer Stirikrat toliko,
kolikor je prvotno listkov. Povprecje Skatle se tako spremeni v €248, standardni
odklon pa na €956,97. V tem primeru je potrebno racunati, kot da listice izbi-
ramo 240.000-krat. Ocenite zdaj verjetnost, da zbrane premije ne bodo dovolj
za izplacilo vseh zahtevkov.

Resitev: racunamo podbno kot v a., le da oznacimo n = 240.000 n uporabimo
novo povprecje in nov standardni odklon. Dobimo

PS> C) = P(S” E(S,) C—E(S,J)

Vvar(S,) g Vvar(S,)
. p(bw)?
var(S,,)

10
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pri cemer je
C— E(Sn)
var(Sy,)

Iz tabele preberemo, da je verjetnost priblizno P(Z > 2,04) = 0,021.

=2,04.
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