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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena je uporaba A4 format lista s formulami. Veliko
uspeha!

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1. °
2. ® °
3. °
4, ° °
0. ° °
0. ° °
Skupaj
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1. (20) Standardni kup 52 kart dobro premesamo in jih delimo z vrha. Kockarji morajo
po 25 razdeljenih kartah napovedati barvo 26 karte. Kockar Lojze napove tisto barvo,
ki je med prvimi 25 kartami manj zastopana. Oznacite

m 26)

N ()
5% D

zam=20,1,...,25.

a. () Naj bo By dogodek, da je med prvimi 25 kartami k rdecih kart za k =
0,1,...,25. Izracunajte P(By).

Resitev: pruih 25 razdeljenih kart je slucajni vzorec izmed vseh kart. Za
X = stevilo rdecih kart med prvimi 25 kartami
velja X ~ HiperGeom(25,26,52), zato je
26\ ( 26
(i) (252)
52 :
(5)

P(By) =

b. (5) Naj bo A dogodek, da Lojze napove pravo barvo. Izrac¢unajte pogojno ver-
jetnost P(A|By).

Regsitev: zaradi simetrije je 26-ta karta z enako (pogojno) verjetnostjo katerakoli
1zmed preostalih 27 kart. Sledi, da je

26—k

=8 zak=0,1,...,12
P(A|By) = { 2622(25—k) A

= zak=13,14,...,25.

c. (10) Izrazite verjetnost, da bo Lojze napovedal pravo barvo, z S,, in T, za
ustrezno izbrane m.

Resitev: dogodki By, By, ..., Bas so particija. Po formuli za popolno verjetnost
je

P(A) = ZP(A|Bk)P(Bk>

_ i 26—k (25) (2§6k . Z 1 . EoG) G2

k=0 27 25 k=13 (25)
26 1 1
= 27 St — 2—7T12 + 2—7 (S5 — S12) + o7 (Tos — Th2)
2 1
= ﬁsm + §S25 — 27T12 + 27T25

Z Mathematico dobimo P(A) = 0, 5545.
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2. (20) Posten kovanec mecemo n-krat z n > 3. Naj bo A dogodek, da se v teh n
metih pojavi vzorec GSS. Meti so med sabo neodvisni.

a. (10) Definirajte dogodke
A; = {metid, i + 1,4+ 2 so enaki GSS}
za1=1,2,... ,n— 2. KolikSne so mozne verjetnosti
P(A;,NA,N---NA;)
zal) <ig < -+ <i.inr<n-—27

Resgitev: ce imata mnozici {i,i+ 1,14+ 2} in {j,7+ 1,7 + 2} za i # j neprazen
presek, je P(A; N Aj) = 0. Verjetnost preseka bo pozitivna, ¢e bodo mnoZice
{ig,ix + 1,0 + 2} disjunktne za k =1,2,...,r. To pomeni, da je 3r < n. Zaradi
neodvisnosti je

1

3r
P(A,NA, N NA) = (5) .

b. (10) Izracunajte verjetnost dogodka A. Vsot vam ni treba poenostavljati.

Namig: da prestejete izbire mnozic {i,i + 1,9 + 2}, i = 1,2,...,r, ki se ne
prekrivajo, zdruzite vsako od izbranih mnoZic v en sam element.

Resitev: velja, da je A = U'"2A;. Za 3r < n moramo presteti, na koliko nacinov
lahko izberemo r disjunktnih podmnoZic treh zaporednih Stevil. Mislimo si lahko,
da izberemo r stevil 1zmed n — 2r Stevil in vsakemu 1zbranemu Stevilu dodamo Se
dve. Torej je izbir (”727"). Po formuli za vkljucitve in izkljucitve dobimo

T

P e () (5)

r; 3r<n
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3. (20) Posten kovanec mecemo toliko ¢asa, da dobimo grb, ki mu sledi Stevilka.
Privzamemo, da so meti med sabo neodvisni. Naj bo X stevilo metov, vklju¢no z
zadnjo stevilko.

a. (5) Naj bo Aj; dogodek, da v prvih j metih pade stevilka, v naslednjih & —j —1
metih grb in v k-tem metu stevilka za j = 0,1,...,k — 2. Izrazite {X = n} z
dogodki Ajy.

Resitev: velja {X =k} = Uf;gAjk.
b. (10) Izra¢unajte porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X

Resitev: slucajna spremenljivka X lahko zavzame vrednosti 2,3,4, ... Dogodek,
da je X =k, je po prvem delu unija dogodkov Aj,. Dogodki Aj, so paroma
disjunktni in vsak ima verjetnost 27%. Sledi:

c. (5) Za vse pare (j, k), kjer sta j in k naravni stevili in j < k, izracunajte pogojno
verjetnost dogodka, da v j-tem metu pade grb, glede na dogodek {X = k}.

Resitev: gre za pogojno verjetnost

P(App, UALU---UA;_ '
P(Ap UA U UAj 1 | X =k) = e Pz}:k‘) ]Lk):kil'
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4. (20) Naj bo U ~ U(0,1). Naj bo f: (0,1) — R dana z
1 14w
) = ylos (1)

1—u

in definirajte
X = f(U).
a. (10) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke X.

Resitev: funkcija f je na (0,1) strogo narascéajoca in interval (0,1) preslika na
(0,00). Potrebujemo inverzno funkcijo funkcije f, kar pomeni, da moramo najti

resitev enacbe
1 1+wu
xr = =log :
2 1—u

Na obeh straneh uporabimo eksponentno funkcijo in dobimo
1+u
2z _
¢ 1—u

ali
e* —1=wu(e* +1).
Sledi, da je

6290 -1 et — e

e2r 41 :em—i—e—fc

u=f1(r)= = tanh(z) .
Za x > 0 dobimo

Fy(z) = P(X <au)

= P(fU) <)
— PU<f ()
B et — o=
Odvajamo in sledi, da je za x > 0
4
fx(x) = CEE

za x < 0 pa je gostota enaka 0.
b. (10) Za dan p € (0, 1) najdite tak x,, da bo P (X < x,) = p.
Resitev: racunamo

P(X <z =

|
T U



Verjetnost 2023/24, L. Isik Lavrauw, M. Perman, A. Zalokar

5. (20) Iz posode, v kateri je sprva a belih in b > 2 ¢rnih kroglic, na slepo vlecemo
kroglice. Vsakic, ko izvlecemo kroglico, jo ne glede na njeno barvo zamenjamo z belo
kroglico. Vlecenja so med seboj neodvisna. Naj bo X Stevilo izvlecenih kroglic do
vkljuéno prve ¢rne, Y pa naj bo stevilo kroglic med prvo in drugo izvle¢eno ¢rno,
vklju¢éno z drugo, ne pa tudi s prvo ¢rno kroglico.

a. (10) Poiscite skupno porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: mozne vrednosti slucagnega vektorja (X,Y') so vsi celostevilski pari (k, 1)
s k,l > 1. Dogodek {X = k,Y =1} se zgodi, ¢e najprej izvlecemo k — 1 belih
kroglic, nato ¢rno kroglico, nato | — 1 belih kroglic in nazadnje ¢rno kroglico.
Torej velja

P(X:k:,Y:l):( ¢ )kl b (a+1>“ b—1

a+b “a+b \a+b a+b’

kar se poenostavi v

a*Y(a +1)=1b(b — 1)

P(X =kY =1)= CEDE

Z drugimi besedami, X in'Y sta neodvisni z X ~ Geom(ﬁ)) ny ~ Geom(%).

b. (10) Izra¢unajte verjetnost P (X >Y).

Resitev: z uporabo neodvisnosti racunamo

P(X>Y)= ) PX=FkY=1)

k>1>1

_f: b—1 a+1 =1 a =1
_11 a+b a+b a+b

(b—1)(a+b)
(a+b)?—ala+1)
(b—1)(a+0b)

b2 +2ab—a
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6. (20) Predpostavite, da imate 52 kart osteviléenih s stevili 1,2,...,13. Vsako od
stevil se na kartah pojavi natanko Stirikrat. Igralcu bomo razdelili pet naklju¢no
izbranih kart, tako da so vse izbire enako verjetne.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da bo igralec dobil karte, na katerih bo pet zapored-
nih Stevil kot na primer {3,4,5,6,7}. Vrstni red, v katerem bo igralec dobil
karte, ni pomemben.

Resitev: za vsaki=1,2,...,9 oznacimo
A; = {igralec bo dobil stevila i,i+ 1,1+ 2,1+ 3,1+ 4} .

Iséemo verjetnost unije A = U_ A;. Dogodki v uniji so disjunktni, zato je dovolj
poiskati verjetnosti posameznih A;. Presteti moramo vse podmmnoZice po pet kart,
ki imajo po enega predstavnika Stevil i,i+ 1,14+ 2,1+3,2+4. Ker imamo v vsaki
kategoriji 4 izbire, je takih peteric 4°. Iskana verjetnost je

45
P(4) = 7y
(5)
in posledicno
945 192
P(A) = = = 0,003546034 .
(4) (552) 54145 ’

b. (10) Privzemite, da kartam dodamo joker karto, ki lahko nadomesti katerokoli
stevilo, tako da je kart 53. Primer: ¢e joker karto oznacimo z J, zaporedje
{3,J,5,6,7} pomeni pet zaporednih stevil, ker J nadomesti stevilo 4. Koliksna
je verjetnost, da bo igralec dobil pet zaporednih stevil v tem primeru?

Resitev: pet zaporednih kart lahko dobimo na naslednje disjunktne nacine:

e pet zaporednih kart: 945 jzidov
e stiri zaporedne karte plus joker: 10 - 4* izidov
e 1,0+ 2,i+ 3,1+ 4 plus joker: 9- 4% izidov
e i,i+ 1,1+ 3,7+ 4 plus joker: 9-4* jzidov
o i,i+1,1+2,7+4 plus joker: 9-4* jzidov

53

Skupaj je to 73 - 4* izidov, vseh izidov pa je (5

). Iskana verjetnost je torej

73-4' 18688
(%) 2869685

= 0,006512213.



