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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list's formulami in
matematicni prirocnik. Veliko uspehal

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1. ° °
2. ® °
3. °
4, ° °
0. ° °
0. ° °
Total
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1. (20) Na 8 mest, ki so razporejena v krogu, neodvisno posadimo nicle in enice, tako
da je na vsakem mestu ni¢la z verjetnostjo 1/2 in enica z verjetnostjo 1/2.

a. (15) Koliksna je verjetnost, da ne bomo dobili nobenega zaporedja (vsaj) petih
nicel?

Namig: nacelo vkljucitev in izkljucitev.

Resitev: Prvi nacin. Oznacimo z X maksimalno stevilo zaporednih nicel. Iskana
verjetnost je enaka

P(X<5)=1-P(X=5—-P(X=6)—P(X=T7)—P(X=28).

Vseh izidov, tj. razporeditev micel in enic, je 28 = 256. Dogodek {X = 8}
sestavlja en sam izid (same nicle). Dogodek {X = T} pomeni sedem nicel in eno
enico, kar se zqgodi pri 8 izidih. Dogodek {X = 6} pomeni Sest zaporednih nicel
in dve zaporedni enici, kar se prav tako zgodi pri 8 izidih. Dogodek {X = 5}
pa pomeni pet zaporednih nicel, okoli njih na obeh straneh enica, na preostalem
prostoru, med enicama pa kar koli. To se zgodi pri 16 izidih. Iskana verjetnost
je torej enaka
1+8+8+16 223

P(X =1- = 5rg = 0,8710938.
(X <5) o5 Seg = 0:8710938

Drugi nacin. Naj bo A dogodek, da smo dobili zaporedje (vsaj) petih nicel. Velja
A=AUAU---UAg,

kjer smo osteviléili zaporedne peterice mest, A; pa je dogodek, da so v i-ti peterici
same nicle. Po nacelu vkljucitev in izkljucitev je iskana verjetnost enaka

P(A) =1—p1+p2—p3+ps—ps +Ds — P7+ Ds

kjer je py vsota verjetnosti vseh moznih presekov k razlicnih dogodkov A; (vseh
moznih naborov je torej (Z)) Izracunajmo sedaj vrednosti py za vsak k posebey.

o Ker za vsak i velja P(A;) =275, je o¢itno py =8-27° = 1/4.

o Ce sta i-ta in j-ta peterica sosednji, je P(A; N Aj) = 27%; takih neurejenih
parov je 8. Ce sta zamaknjeni za dve mesti, je P(A; N Aj) = 277 takih
neurejenih parov je spet 8. Sicer pa je P(A; N A;) = 278, takih neurejenih
parov je (5) —8 —8 =12. Sledipy =827 +8-277+ 12275 = 15/64.

e Ce soi-ta, j-ta in k-ta peterica zaporedne, je P(A; N A;NAg) =277; takih
neurejenih trojic je 8. Sicer je P(A; N A; N Agy) = 278, takih neurejenih
trojic je (3) — 8 = 48. Sledip; =8-277+48 278 = 1/4.

e Brz ko vzamemo nabor vec kot treh peteric, le-te pokrijejo vsa mesta, torej
je verjetnost ustreznega preseka enaka 275 = 1/256. Za k = 3,4,...,8 torej

velja py, = (2) /256.
Torej je koncéno
15 70—-56+28—-8+1 223

1
P(A) =1—44— -~ 4 = 577 = 0,8710938.
(49 64 4 256 256~ BTI098
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b. (5) Recimo, da nismo dobili nobenega zaporedja (vsaj) petih nicel. Koliksna je
pogojna verjetnost, da bomo dobili zaporedje (vsaj) petih enic?

Regitev: Izracunati je potrebno P(B|A), kjer je A dogodek, da dobimo zaporedje
(vsaj) petih nicel, B dogodek, da dobimo zaporedje (vsaj) petih enic. Toda ce se
zgodi B, se A zagotovo ne zgodi, zato je

P(BNA°)  P(B) P(A) 33

P(B|A°) = — -

P(A) ~ P(A)  P(A) 223
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2. (20) Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki, za kateri privzamemo
X ~ Bin(n,1/2),
n—=~k

n

P(Y =k+1|X = k) =
in
P(Y:k—1|X:k):§
zavse k=0,1,2,....nter P(Y =l|X =k)=0zal|k—1 > 1.
a. (10) Dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Y.

Resitev: iz formule za popolno verjetnost dobimo

PY=0)=PX=1+1)PY =lX=1+1)
+PX=I-1)PY=IX=1-1)
[+1 n—I01+1

—P(X=I41)- — 4+ P(X=1-1)-
n n

(1) G) () 6) =
() () 6)
()

Uporabili smo Pascalovo identiteto. Racun je pravilen za vse | € Z, ce (:1) 2a
m > n in m < 0 interpretiramo kot 0. Torej je tudi Y ~ Bin(n,1/2).

b. (10) Izra¢unajte cov(X,Y).
Resitev: wvelja E(X) = E(Y) = n/2. Za kovarianco potrebujemo Se E(XY).
Velja

E(XY) = Y (k(k+1)P(X:k,Y:k+1)

+I~c(k—1)P(X:k:,Y:k—1)>

_Z( (k+1)P :k)”_k+k(k—1)P(X:k)5)

n n

:ZEP(X:k)-((k:+1)(n—7€)+(k—1>k)

:Z%P(X:k)~((n—2)k—n)
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Iz var(X) = n/4 dobimo E(X?) = (n®>+n)/4, torej je

B(XY) = > ((n—Z) "2+"—nﬁ>

4 2

od koder dobimo
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3. (20) Naj bodo X, Y in Z neodvisne standardne normalne slu¢ajne spremenljivke.

a. (10) Izracunajte gostoto slucajne spremenljivke W = /(X —Y)2 + 222
Namig: za slucajno spremenljivko T, ki je porazdeljena normalno N(0, 0?), velja

T ~T(3,55).

27 202

Regitev: razlika X —Y je neodvisna od Zv/2. Obe slucajni spremenljivki sta
porazdeljeni normalno N(0,2), torej sta njuna kvadrata neodvisna in imata po-

razdelitev F(%, %) Vsota pa ima porazdelitev F(l, %l) = exp(i). Sledi

PW > w) :P(W2 ZwQ) —e T

i koncéno

w2

e 4

fw(w) =

za w > 0; drugje je gostota enaka nic.

SRS

b. (5) Pokazite, da so X +Y, X — Y in Z neodvisne.

Resitev: dovolj je dokazati neodvisnost slucajnih spremenljivk X +Y in X —Y.
Ti dve pa imata po transformacijski formuli skupno gostoto oblike

¢ oxp (—(:c;y)2 B (fc—gy)2) '

V razvoju eksponenta se mesana clena odstejeta, zato je gostota produkt izraza,
odvisnega le od x, in izraza, odvisnega le od y. Neodvisnost sledi.

c. (5) Naj bo

X+ Y+ (X Y2222 V_X+Y—\/(X—Y)2+2Z2
= 5 in = 5 .
[zracunajte gostoto slu¢ajnega vektorja (U, V). Pri tem eksplicitno navedite, kje

je gostota razlicna od nic.

U

Resitev: uporabimo transformacijsko formulo. Slucajna spremenljivka X +Y ~
N(0,2) ima zalogo vrednosti na celi realni osi, slucajna spremenljivka W pa le na
(0,00). Preslikava ®(t,w) := (£2,5%) mnoZico R x (0,00) bijektivno preslika
na mnozico {(u,v);u > v}. Tam bo torej gostota slucajnega vektorja (U,V)
razlicna od nié. Velja ®'(u,v) = (u+v,u —v) in Jg-1 = 2. Ker je X +Y
neodvisna od W, po transformacijski formuli za u > v velja

fov(u,v) = fxyv(u+v) - fw(u—v)-2

5. 1 6_<u+4v>2 (u—v) €_<u—4v>2

2\/m 2 ’

kar se poenostavi
u—v 1

e~z (W Hv?)
2\/m
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4. (2
za k

a.

0) Naj bodo Xi,..., X, neodvisne slucajne spremenljivke in naj bo X}, ~ Po()\)
=1,2,...,7. Oznacimo S, = X7 + Xo +--- + X,

(10) Izracunajte E(X?|S, = n).

Resitev: Oznacimo

Ak

A=\ _|_...+)\r ) =
' B VR

Vemo, da sta sluc¢ajni spremenljivki Xy ~ Po(Ag) in S, — X ~ Po(A — Ag)
neodvisni. Za 0 <1 < n torej velja

P(Xy =i|S, = n) = Z,

P(Xk:i,ST—Xk:n—i) . (n

P =) T

kar pomeni, da je sluc¢ajna spremenljivka Xy, pogojno na {S, = n} porazdeljena

binomsko Bin(n, px). Torej velja

E(X?|S, = n) = npp(1 — pg) + n°pj = np + (n* — n)pi .

(10) Za k # [ izracunajte E(X;X;|S, = n).
Namig: oglejte si E((Xy + X;)?|S, = n).

Resitev: slucajne spremenljivke Xy, ..., X, izvzemsi Xy, in X; ter vsota X + X
so neodvisne Poissonove sluc¢ajne spremenljivke z vsoto S,. Iz prvega dela dobimo

E[(X+ X1)?|Sr = n] =n(pr +p) + (n* = n) (e + 21)° .

Po drugi strant pa je zaradi linearnosti pogojne pricakovane vrednosti zgornji
1zraz enak

E(X2|S, = n) + 2B(X: X)|S, = n) + E(X?2|S, =n).

Ko odstejemo zunanji pogojni pricakovani vrednosti, ki ju poznamo iz prejsnje
tocke, dobimo
BE(XiX)|S, =n) = (n* — n)pupr .
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5. (20) Naj bodo N, X;, X5, ... neodvisne nenegativne celostevilske slu¢ajne spre-
menljivke. Privzemimo, da so Xi, X5, ... enako porazdeljene. Oznacimo X = X; +
Xo+ -+ Xy

a. (10) Je mozno, da je X; ~ Bernoulli(p;) in X ~ Geom(py) s p1,p2 € (0,1)7
Utemeljite.

Resitev: veljalo bi

Gx(s) = Gn(Gu(s)),

kar bi v zgornjem primeru pomenilo

P2s
1—qos’

Gn(q + pis) =

kjer je gt =1 —py in qo = 1 — po. Iz tega sledi, da je

p(252)

To pa bi pomenilo

P2qa

P(IN =0)=GN(0) = ——————
( ) ) P11+ q1Q2

<0,

torej ni nobene slucajne spremenljivke N, ki bi zadoscala danim pogojem.

b. (10) Poiscite potreben in zadosten pogoj za p; in ps, pod katerim je mozno,
da je X; ~ Bernoulli(p;) in X ~ Bin(m,ps) za neko slu¢ajno spremenljivko
N, neodvisno od X1, Xs,... Ce je ta pogoj izpolnjen, poiscite porazdelitev te
slucajne spremenljivke.

Resitev: veljalo bi
Gn(qr+p1s) = (g2 + p2s)™

Gl =+ 2= 0)

y4!

0ziroma

kar preuredimo v
GN<U>:<QQ_%+ZQU) =<1—@+ZQU) :
p P N

Z razvojem desne strani po binomski formuli dobimo, da je G rodovna funkcija
natanko tedaj, ko je py < py. V tem primeru je N ~ Bin(m, ps/p1).
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6. (20) Srecko igra igro, v kateri z verjetnostjo 50% izgubi 1 evro, z verjetnostjo 5%
dobi 9 evrov, z verjetnostjo 45% pa je na nicli. Igro odigra 500-krat, pri cemer so vse
igre med seboj neodvisne.

a. (10) Cim natancneje izracunajte verjetnost, da ima Srecko po seriji 500 iger v
denarnici vsaj 50 evrov ve¢ kot na zacetku.

Resitev: Ce je X; Sreckov dobicek v i-ti igri, je razlika med Sreckovim stanjem
v denarnici na koncu in na zacetku enaka Ssoo, kjer je S, = Y. X;. To je
vsota dovolj neodvisnih in enako porazdeljenih slucajnih spremenlyivk, da lahko
pri predpisani natancénosti uporabimo centralni limitni izrek. Velja:

E(X;) = =0,05, E(S500) = —500 - 0,05 = —25
var(X;) = 4,5475 var(Sso0) = 500 - 4,5475 = 2273,75,

torej je

49,5 + 25

P > =P >4 1l —P | —
(Sin > 50) = P(Sin > 19.5) = 1 - 0 (2222

) =0,059.

Tocen rezultat: 0,06354382.

b. (10) Recimo, da ima Srecko po seriji 500 iger v denarnici res vsaj 50 evrov vec
kot na zacetku. Cim natancneje izracunajte pogojno verjetnost, da je v prvi igri
dobil 9 evrov.

Resitev: Iskana verjetnost je enaka

P(X; =9, S500 > 50)
P(S500 > 50)
P(X;=9) P(S500 > 50 | X1 =9)
P(S500 > 50)
P(X; =9) P(Sy9 > 41)
P(S500 > 50) ‘

P(X1 =9 S50 > 50) =

Podobno kot prej izracunamo:

E(Sig9) = —499 - 0,05 = —24,95,  var(Sge) = 499 - 4,5475 = 2269,2025

m
49,5 4 24,95
P(S499 > 41) = P(S499 > 405)~ 1 — P | ———— | = 0,085
(Slagg = 41) = P(Sag0 > 40,5) (2269,2025) ’
ter koncéno

P(Xl =9 | S500 > 50) =~ 0,072
Tocen rezultat: 0,06951523.



