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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa dosezete 100%. Na razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so
A4 format list s formulami na obeh straneh.

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1. ° °
2. °
3. ° °
4, ° °
D. ° °
0. ° °
Skupa,]
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1. (20) Predpostavite, da imate 52 kart ostevilcenih s stevili 1,2,...,13. Vsako od
stevil se na kartah pojavi natanko Stirikrat. Igralcu bomo razdelili pet naklju¢no
izbranih kart, tako da so vse izbire enako verjetne.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da bo igralec dobil karte, na katerih bo pet zapored-
nih Stevil kot na primer {3,4,5,6,7}. Vrstni red, v katerem bo igralec dobil
karte, ni pomemben.

Resitev: za vsaki=1,2,...,9 oznacimo
A; = {igralec bo dobil stevila i,i+ 1,1+ 2,1+ 3,1+ 4} .

Iséemo verjetnost unije A = U_ A;. Dogodki v uniji so disjunktni, zato je dovolj
poiskati verjetnosti posameznih A;. Presteti moramo vse podmmnoZice po pet kart,
ki imajo po enega predstavnika Stevil i,i+ 1,14+ 2,1+3,2+4. Ker imamo v vsaki
kategoriji 4 izbire, je takih peteric 4°. Iskana verjetnost je

45
P(4) = 7y
(5)
in posledicno
945 192
P(A) = = = 0,003546034 .
(4) (552) 54145 ’

b. (10) Privzemite, da kartam dodamo Joker karto, ki lahko nadomesti katerokoli
stevilo, tako da je kart 53. Primer: ¢e joker karto oznacimo z J, zaporedje
{3,J,5,6,7} pomeni pet zaporednih stevil, ker J nadomesti stevilo 4. Koliksna
je verjetnost, da bo igralec dobil pet zaporednih stevil v tem primeru?

Resitev: pet zaporednih kart lahko dobimo na naslednje disjunktne nacine:

e pet zaporednih kart: 945 jzidov
e stiri zaporedne karte plus joker: 10 -4* izidov
e 1,1+ 2,14 3,1+ 4 plus joker: 9 - 4% izidov
e 1,0+ 1,7+ 3,1+ 4 plus joker: 9 - 4% jzidov
e i,i+1,i+2,i+4 plus joker: 9-4* jzidov

53

Skupaj je to 73 - 4* izidov, vseh izidov pa je (5

). Iskana verjetnost je torej

73-4' 18688
(%) 2869685

= 0,006512213.
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2. (20) Imamo dva kovanca. Na prvem pade grb z verjetnostjo «, na drugem pa z
verjetnostjo #. Kovanca mecemo izmeni¢no. Zacnemo s prvim. Predpostavljamo, da
so meti med sabo neodvisni. Naj bo X stevilo metov do prvega grba vklju¢no s prvim
grbom.

a. (10) Izracunajte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.
Namig: locite primera za lihe in sode k.
Resitev: mozne vrednosti so k =1,2,.... Ce zelimo, da prvi grb pade na k-tem
metu, mora (k — 1)-krat pasti cifra, potem pa grb. Lociti moramo primera, ko je
k lih ali sod. Za lih k =2m + 1 dobimo
PX=2m+1)=(1-a)"(1-8)"a

za sod k=2m zam=1,2,... pa dobimo

P(X =2m)=(1-a)™(1-B3)""'8.

b. (10) Izracunajte E£(X). Kot znano upostevajte, da je

z_: 1—x)2

za |z| < 1.

Resitev: rac¢unamo

E(X) = i kP(X = k)

- i 2m+1)P(X =2m+1) + i 2mP(X = 2m)

= ai@m—l—l)(l—a) (1-5) —l—iﬁi (I—a)™(1—=p8)"
21— a)(1-p) ! )
B (1—(1—04)(1—ﬂ>>2+1—(1—oz)(1—5>+

26 (1-a)(1-8)
=8 1-1-a)-n7
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3. (20) Slucajni spremenljivki U in V naj bosta neodvisni in enakomerno porazdeljeni
1

na (0,1).
a. (10) Izracunajte gostoto vektorja (X,Y) = (U, V(1 —U)).
Resitev: v transformacijski formuli vzamemo

O (u,v) = (u,v(l —u)).

o~ (z,y) = (fc 13:;;)

<]<I>*1 (ZL’, y) =

Izracunamo

i posledicno

1—2x
Sleds

za x,y € (0,1) inx+y <1
b. (10) Izracunajte gostoto sluc¢ajne spremenljivke Z = U + V(1 — U).

Resitev: po formuli je

fz(2) = /°° fxy(z,z —x)dz.

V nasem primeru integriramo samo tam, kjer je gostota razlicna od nic. Sledi

fz(z) = /Ozlcﬁpx
= —log(l-—2).

Formula za gostoto velja za 0 < z < 1.
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4. (20) Za slucajni spremenljivki X in Y z vrednostmi v mnozici {0,1,2,...,m} naj
velja
PY =k+1|X =k) = Hmhb
PY =k|X =k) = Edlmok?
PY=k—-1X=k) = HoH
zak=0,1,...,m
a. (10) Izrazite E(Y) z E(X).
Resitev: po definiciji je
k(m — k) k* + (m — k)?) k(m — k)
Z nekaj racunanja sledi, da je E(Y|X = k) = k. Po formuli za popolno

pricakovano vrednost je

E(Y) E(Y|X

— k) P(X = k)

b. (10) Izrazite var(Y') z varianco var(X) in pricakovano vrednostjo E(X).

Resitev: racunamo

k(im —k k2 + (m — k)? k(im —k
2mk + k*(m? — 2)
p— m2 .
Sledi
53 BOIX =P = k) = 2Ex) + (1- 2} B
P m m2

Ker je E(X?) = var(X) + E(X)?, dobimo
var(Y) = E(Y?) — E(Y)?
— ZE(X)+ (1 _ =2
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5. (20) Na zacetku imamo eno bakterijo. V trenutkih n = 1,2, ... se lahko zgodi dvoje:
vse bakterije se razdelijo v dve z verjetnostjo p ali pa se ne zgodi ni¢ z verjetnostjo
g = 1 — p. Oznacimo z Z, slucajno stevilo bakterij v trenutku n. Z G,(s) oznacimo
rodovno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke Z,,. Velja Go(s) = s in

Gry1(8) = qGr(s) +pGn(52> .

a. (10) Pokazite, da velja
E(Zn1) = (L +p)E(Z,)

in izracunajte E(Z,).

Resitev: vemo, da je E(Z,) = G!,(1). Odvajamo levo in desno stran rekurzivne
formule in dobimo

G (5) = G (s) + 2psGr(s°) .
Vstavimo s = 1 in dobimo
E(Zyi1) = qE(Zy) + 2pE(Z,) = (1 +p)E(Zy,) .
Z indukcijo takoj ugotovimo, da je E(Z,) = (1 + p)".

b. (10) Z matematicno indukcijo pokazite, da je

Gl(s) Zg <k>p’“q” ks

Izracunajte P(Z, = 2¥) zak =1,2,....n

=)

Resitev: podana formula velja za n = 0. Pa denimo, da formula drZi za n.
Racunamo

Gn+1(5) =
= qG, ( )+ pGin(s?)

n— - n n— k
( ) k k 2 +pz (k)pkq k(82)2
k=0
N\ k nk 2k - k n—k 2kt
(k)p ¢ 4y (k)p q""s
_ qq”8+i q n pkqn—k82k+p n pk—lqn—k+182k +ppn82”+1
k k—1
n . n+1 n— n n+1
— q+1s+z< . >pkq k+p+182

k=1

n+1
n—I—l nal— k
— Z( N >pkq+1 kSQ )

k=0

Namig: po Pascalu je
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Razberemo lahko, da je P(Z, = 2F) = (Z)pkq”*k za k =0,1,...,n. Za Stevila
m, ki niso potence Stevila 2, je P(Z, =m) = 0.
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6. (20) Igralniska hisa se odlo¢i, da bo naslednjim n = 30.000 gostom ponudila promo-
cijsko igro. Vsak gost bo vrgel posteno kocko. Ce bo dobil 6, bo lahko vstopil zastonj
in dobil se dva eura. Ce bo dobil 5, bo lahko vstopil zastonj. V vseh drugih primerih
bo gost placal obi¢ajno vstopnino 1 euro.

a. (10) Naj bo X; ¢isti dobicek hise za prvega gosta. Izracunajte F(X7) in var(Xy).

Resitev: mozne vrednosti za slucajno spremenljivko X1 so -2, 0 in 1 z verjetnos-
tmi 1/6, 1/6 in 4/6. Sledi

-2 4 1 4 4 2
E(X1):F+6:§ in Var(Xl):6+6_(_) —

b. (10) Izracunajte verjetnost, da bo skupni ¢isti dobi¢ek manjsi od 10.490 eurov.

Resitev: oznacimo S3po00 = X1+ Xo + -+ + X30000 0 racunamo z uporabo cen-
tralnega limitneg izreka.

P(S30000 < 10490) = P(S30000 — 10000 < 10490 — 10000)

o ( Stooe — 10000 _ 10490 — 10000 )
V30000 - 4/11/9 ~ /30000 - 4/11/9
_ P( Shooo — 10000 _ 2’56>
/30000 - 1/11/9
P(Z < 2,56)
0,9948 .




