IME IN PRIIMEK: veisna ST [ [ [T ][ ][]

UNIVERZA NA PRIMORSKEM
FAMNIT (MA, MF)
VERJETNOST
RACUNSKI 1ZPIT
21. AVGUST 2024

NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa dosezete 100%. Na razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so
A4 format list s formulami in kalkulator.
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1. (20) V r skatel vrzemo n kroglic. Privzamemo, da so meti med sabo neodvisni,
vsako skatlo pa zadenemo z enako verjetnostjo. Oznacimo z X Stevilo praznih skatel
na koncu.

a. (10) Definirajte
Ay, = {k-ta skatla je prazna}
zak=1,2, ... r. Izrazite dogodek A = {X = 0} z dogodki Ay.
Resitev: A = M} _, Aj.
b. (10) Izracunajte P(X = 0).

Resitev: velja A° = U}_, Ai. Racunali bomo po formuli za vkljucitve in izkljucit-
ve, zato potrebujemo verjetnosti P(Ay N -+~ N Ag) za vse k. Z drugimi besedami,
racunamo verjetnost, da bomo v vseh metih zadeli preostalih r — k Skatel. Zaradi
neodvisnosti metov je

r

P(A N---NA) = (T_k)n.

Zaradi simetrije ima presek katerih koli k dogodkov izmed A, ..., A, enako ver-
jetnost, zato velja

P(A) =1— P(A°) = i(—nk (;) (r - k)n .

k=0
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2. (20) Posteno kocko mecemo, dokler ne dobimo Sestice. Privzamemo, da so meti
neodvisni in imajo vse ploskve enako verjetnost. Oznacite z X; stevilo pojavitev izida
1 pred Sestico za ¢ = 1,2, 3,4,5. Oznacite z X Stevilo metov do prve Sestice.

a. (10) Najdite porazdelitev vektorja (X;, X).

Resitev: mozne vrednosti zgornjega slucajnega vektorja so pari (k,l) z1 > 1 in
0 <k <1l—1. Dogodek {X; = k, X =1} se lahko zgodi na naslednje nacine: v
prvih [ — 1 metih dobimo natanko k-krat izid © in nobene Sestice, na [-tem metu
pa dobimo Sestico. Pozicije za izid v lahko izberemo na (121) nacinov, na ostalih
pozicijah pa so izidi razlicni od i in 6. Z upostevanjem neodvisnosti sleds

o= (6 (4

Izraz se poenostavi v

[—1\ 41k
P(X,;:k;,X:l):( . )T

Pri tem interpretiramo (8) =1.
b. (10) Izra¢unajte cov(X;, X).

Resitev: zaradi simetrije so kovariance cov(X;, X) enake za1 =1,2,3,4,5. Velja
toreg
COV(Xl + X2 + X3 + X4 + X5,X) =5 COV(Xl,X) .

Po drugi strani je X1 + Xo + X3+ Xy + X5 = X — 1, zato je
cov(Xy + Xo+ Xz + Xy + X5, X) = cov(X — 1, X) = var(X).

Ker je X ~ Geom(3), je
var(X) = 30,
torej je
cov(Xy, X) = cov(X;, X)=6.
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3. (20) Porazdelitev Beta s parametroma a,b > 0 je dana z gostoto

f0) = gy @00

za 0 < x < 1, pri ¢cemer je

1
B(a,b) = / 11— x)ldr .
0

a. (10) Naj bosta X in Y neodvisni ter

11 1
X~B - = in Y~B 1, =) .
eta <2, 2> m eta( , 2>

Pokazite, da je gostota vektorja (U, V) = (X, XY) dana z

o () = fx(w) fy(ofu) -

za 0 < v < u < 1. Izracunajte gostoto XY eksplicitno. Kot znano privzemite,da
je

1
1
/ —(1 —u) Y2 (u — )"V du = L.

u VU

Regitev: preslikava ®(x,y) = (x,zy) je bijektivna in ustrezno parcialno odvedlji-
va med mnozicama (0,1)? in {(u,v): 0 < u < v < 1}. Z odvajanjem sledi, da je
Jo-1(u,v) = u™t. Formula za gostoto sledi iz transformacijske formule. Gostoto
V = XY dobimo kot robno gostoto, torej

fv(v)
— [ el oo/ d

1 /1 1 1 vy~z2 1
= u 2(1 —wu)z 1—— —du
BELDBY Jo (=2 s

1
2
= ! /1 u (1 — u)_%(u - v)_% du
B(3:3)B(L2) /o
_ ! o
B(3:3)B(L3) Vv

Nk

V' zadngi vrstici smo upostevali znani integral. Konstanta je enaka %, ker je
rezultat gostota z integralom enakim 1. Zapisemo lahko XY ~ Beta (1, %)

b. (10) Naj bosta X in Y neodvisni z

X ~ Beta(a,b) in Y ~ Beta(a + b,c)
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za pozitivne konstante a, b in c. Izracunajte gostoto XY. Pri tem upostevajte,

da je
L1 — )by — )t
/ ( U) (u U) du — B(b, C) U_b(]. o ,U)IH-C—I )

ub—i—c

Resitev: po formuli iz prvega dela naloge je
fv(v)

~ B(a, b)Bl(a b, 0) /,,1 w1 =) (%)M_l (1 N %)H %d“

B patb=1 /1 (1 —u)’t(u—v)t du
~ B(a,b)B(a+b,c) J, ubte
B(b, ) -1 bte—1
_ a 1 — el
BaBlatba’ Y

Sledi V' ~ Beta(a, b+ c).
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4. (20) Generatorji slucajnih Stevil generirajo zaporedja nicel in enk. Privzemamo,
da so posamezna generirana Stevila neodvisna in je vsako generirano stevilo enako 1 z
verjetnostjo 1/2.

a. (10) Pri preverjanju kvalitete generatorja slucajnih stevil definiramo slu¢ajno
spremenljivko Y, ki steje, kolikokrat sta se v nizu n generiranih sluc¢ajnih nicel
in enk pojavili dve enki zapovrstjo. Pri tem dopuscamo prekrivanje v smislu, da
sta se v nizu 1011011110111 dve enki zapovrstjo pojavili Sestkrat. Izracunajte
E(Y).

Resitev: Definiramo indikatorske slucajne spremenljivke s predpisom

[ 1 ce sta na mestih k in k+ 1 enki,
7 0 sicer.

zak =12 ....n—1. VeljaY =1, + 1o+ ---+ I,_1, poleg tega pa se hitro

prepricamo, da je
1
E(l,) =P, =1) = 1
Sledi

n—1

4

E(Y) =

b. (15) Naj bo Z stevilo pojavljanj zaporedja 011 v nizu n generiranih slu¢ajnih
stevil, pri ¢emer ne dopuscamo prekrivanja. Izracunajte E(Z) in var(Z).

Resitev: dve prekrivajoci zaporedji po treh generiranih Stevil ne moreta biti hkrats
enaki 011, zato omejitev na neprekrivajoce nize ni pomembna. Spet definiramo

ja 1 ¢ée so na mestih k in k+1 in k+ 2 stevila 011,
7 0 sicer.

zak=1,2,....n—2. Velja Z =1+ I, + ---+ I,,_o. Zaradi neodvisnosti je
E(Iy) = 1/8, torej )
n —
E(Z) = 5
Za izracun variance potrebujemo kovariance. Naj bo | > k. Ce je |l — k < 2,
je L1, = 0 z verjetnostjo 1 in je zato cov(ly, ;) = —E(I)E(I}) = —1/64. Za
l—k > 3 pa sta 1), in I} neodvisna, zato je njuna kovariance enaka 0. Racunamo

n—2
var(Z) = Z var(ly) + 2 Z cov(Ily, I)
k=1 1<k<I<n—2
~ (T(n—2)  6(n—4)
64 o4
. n+10
- 64
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5. (20) Standardnih 52 kart dobro premesamo in jih zac¢nemo deliti brez vracanja,
dokler ne dobimo prvic¢ enega od stirih asov. Naj bo N stevilo kart vkljuéno z asom,
ki jih bomo razdelili, X pa stevilo kraljev med razdeljenimi kartami

a. (10) Utemeljite, da je

P(X:k]N:n):M.

(n1)

zan=1,2...,49in k =0,1,...,min(4,n — 1). Pogojna porazdelitev X glede
na dogodek { N = n} je torej HiperGeom(n — 1,4, 48).

Resitev: pogojno na {N = n} so izbrane karte nakljucno izbran vzorec velikosti
n — 1 wzmed 48 kart, ki niso asi. Med temi kartami so 4 kralji.

b. (10) Izrazite E(X) z E(N).

Resitev: po formuli za popolno pricakovano vrednost je

E(X)=> E(X|N=n)P(N =n).

n=1

Iz prvega dela naloge sledi E(X|N =n) = (n—1) - &, torej je

E(X):%Z(n—mpwzn):%.
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6. (20) Igralca A in B izmeni¢no meceta kovanec, vsak tolikokrat, da dobi grb. Meti
so neodvisni, verjetnost za grb pa naj bo p = 1/2. Ena “runda” igre je to, da A mece
kovanec, dokler ne dobi grba in potem B mece kovanec, dokler ne dobi grba.

a. (10) Koliksna je priblizno verjetnost, da bosta A in B v 1000 rundah igre skupaj
vrgla kovanec 4081-krat ali veckrat?

Resitev: stevilo metov kovanca do prvega grba je geometrijsko porazdeljena slucag-
na spremenljivka X; ~ Geom(1/2). Vemo, da je E(X;) =1/p =2 in var(X;) =
q/p* = 2. Po 1000 rundah igre je §tevilo metov enako

Saoo0 = X1+ Xo + -+ + Xoooo

kjer so X; med sabo neodvisne enako porazdeljene slucajne spremenljivke. Po
centralnem limitnem izreku je

P(Sap00 > 4081) = P (SQOOO — E(S2000) > 4081 — E(S2000)>

JVar(Saom) y/var(Saom)
_ (Smoo — E(Sao0) 4081 — 4000)

Vvar(Syom) V4000
~ P(Z>1,28)
= 1-®(1,28)
= 0,1.

b. (10) Igralec A zmaga, ¢e je po 1000 rundah igre Stevilo njegovih metov za 100
ali ve¢ manjSe od Stevila metov igralca B. Koliksna je priblizno verjetnost, da
bo A zmagal?

Namig: glejte razliko metov v vsaki runds.

Resitev: oznacite z Z), razliko med Stevilom metov igralca A in Stevilom metov
igralca B v k-ti rundi. Ker je Zy = Xy — Xa, je zaradi neodvisnosti E(Z1) = 0
in var(Z;) = 4. V teh oznakah naloga sprasuje po verjetnosti

P(Zy+ Zs + -+ + Zigoo < —100) .

Oznacimo T, = Z1 + Zy + -+ + Z,,. Po centralnem limitnem izreku bo

Thooo — E(Tiom) _ =100 = E(T1000)>

vvar(Tioeo) v/ var(Thooo)

~100
Plz<
( - \/4000>
= P(Z<-1,58)
0,057.

P(Tmoo < —100) = P(

Q



