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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa dosezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list's formulami in
matematicni prirocnik. Veliko uspehal

Question | a. b. C. d. Total
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4, ° °
D. °
0. ° °
Total
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1. (20) Stirim igralcem razdelimo po pet kart z dobro premesanega kupa standardnih
52 kart. Kraljeva lestvica (angl. royal flush) pomeni, da igralec dobi asa, kralja, damo,
fanta in desetico iste barve.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da nobeden od igralcev ne dobi kraljeve lestvice.
Binomskih simbolov vam ni treba poenostavljati.

Resitev: za i = 1,2,3,4 oznacimo A; = {i-ti igralec dobi kraljevo lestvico}.
Velja:
1
P<A1) =4 752N
(5)
1
P(AiNAy)=4-3-

P(AiNAyNA3NA)=4-3-2-1-

1
GIEEE)
Iskana verjetnost je 1 — P(U?:1 AZ-). Iz nacela vkljucitev in wzkljucitev ter sime-
trige dobimo

4
P (U AZ-) =4P(A)—6P(AINAy)+4P(ANANA3)—P(AINANA3NAY),
=1

1skana verjetnost pa je
16 n 72 _ 96 L 24
) HE) GEE) GEEE)

Numericéni rezultat je 1 — 6,16 - 1075,

1—

b. (10) Eden od igralcev je gospod Lancelot. Izrac¢unajte pogojno verjetnost, da
gospod Lancelot dobi kraljevo lestvico, ¢e vemo, da je kraljevo lestvico dobil vsaj
eden od igralcev.

Resitev: naj bo B dogodek, da vsaj eden od igralcev dobi barvno lestvico, A pa
naj bo dogodek, da jo dobi gospod Lancelot. Velja
1
5
in AN B = A. Iskana pogojna verjetnost je torej enaka P(A)/P(B). Numeric¢ni
rezultat je 0,25000073.
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2. (20) Naj bo o permutacija mnozice {1,2,...,n}. Za element k > 2 pravimo, da je
tocka dviga permutacije o, ¢e je o(k — 1) < o(k). Privzemimo zdaj, da permutacijo
izberemo naklju¢no, tako da so vse mozne permutacije enako verjetne. Naj bo X
Stevilo tock dviga te slucajne permutacije.

a. (10) Izracunajte F(X).
Resitev: za k = 2,3,...,n definiramo

{ 1 ce je k tocka duviga
I, = .
0 sicer.

Velja X = Iy + ---+ 1,,. Zaradi simetrije sta elementa permutacije na poloZajih
k and k — 1 slucajni par, pri cemer so vsi mozni pari razlicnih elementov enako
verjetni. Verjetnost, da je k tocka duviga, je torej enaka % in sleds

b. (10) Izra¢unajte var(X).
Regitev: potrebujemo verjetnosti P(I, = 1,1, = 1) za k # 1. Locimo tri primere:

(i) Ceje k=1, je cov(Iy, I;) = var(I) = 1.

(i) Ce je k + 1, morajo elementi na polozajih k — 1,k k + 1 tvoriti
narascajoce zaporedje. Zaradi simetrije je verjetnost tega dogodka enaka
%, torej je cov(Iy, ;) = —%. Enako velja tudi za k =1+ 1.

(iii) Ce je |k—1| > 1, sta I in I; zaradi simetrije neodvisna, torej je cov(Iy, I;) =
0.

Sestejemo in dobimo
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3. (20) Naj bodo Uy, Uy in Us neodvisne slu¢ajne spremenljivke, porazdeljene enako-
merno na intervalu (0, 1). Definirajmo

X:Ul, Y:UQ(]_—U1> in Z:Ug(l—UQ)(l—Ul)

a. (10) Izracunajte gostoto slucajnega vektorja (X,Y, 7). Pri tem ekplicitno nave-
dite, kje je pozitivna.

Resitev: definirajmo preslikavo
D (uy, ug, usz) = (ul, ug(1 — uy), uz(l —ug)(1 — ul)) .

Preslikava ® preslika mnoZico (0,1)3 bijektivno na mnoZico
A= {(:c,y,z): x,y,z2>0, c4+y+2< 1} in velja

cp—l(x,y,z):(x Y © )

"1—-2"1—2—y

Jacobijeva matrika je spodnje trikotna, torej je za Je—1 dovolj gledati diagonalce.

Dobimo
1

l—z)(l -2 —y)

Jo-1(z,y,2) = (

in sledi, da je
1

l—z)(1-2z—y)

na mnozici A, sicer pa je fxyz(x,y,z) =0.

fX,Y,Z(Ia Y,2) = (

b. (10) Izra¢unajte porazdelitev slucajne spremenljivke W =1—-X —-Y — Z.
Namig: ena moznost je, da izrazite W z Uy, Uy in Us.
Resitev: velja
Zdaj pa opazimo, da je —log(1l — U;) ~ exp(1l), torej je —logW ~ T'(3,1), torej

.1'2

J-1ogw () = e

—x

za x > 0, sicer pa je f_iew(z) = 0. Funkcija V(x) = e * preslika (0,00)
bijektivno na (0,1) in velja U1 (w) = —logw, Jy-1(w) = (@D’l)/(w) = -1
Spet po transformacijski formuli je W porazdeljena zvezno z gostoto

(log w)?

fw(w) = 5

za w € (0,1), sicer pa je fw(w) = 0.
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4. (20) Naj bodo Xy, Xs, ... neodvisne slucajne spremenljivke z X; ~ Geom(p). Za
k > 1 oznatimo S, = X; + Xo + - - - + X}.

a. (10) Izberimo fiksen n > 1 in definirajmo By = {Sy < n, Sp41 > n}. Izracunajte
P(By).

Namiga:

o By, =U" {Sk =1,Sk41 >n};

° (é:ll) + (l?) = (li) (pri dogovoru, da je (,i) =0, cejek <0alik>1).

Regitev: vemo, da je S, ~ NegBin(k,p). Oznacimo q = 1 — p. Iz neodvisnosti
sledsi

P(By) = P(Sy < n,Sky1 > n)

=> P(Sk=1Xpp1 >n—1)
I=k
= P(Sy =1)P(Xpp1 >n—1)
I=k
_n D=1\ & imk ne
—Z(k_1>pq q
I=k
" (1-1
_ k n—k
=g Z(k_l)-
I=k
Zdaj pa uporabimo drugi namig in to prepisemo v obliki
[/l I—1
P(B — k _n—k o
o= 3| () - ()
~ haek | (M) k—1
- |() - ()
_kon—k [T
e (}).

b. (10) Za k < n izracunajte pogojno porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Sy 1 —n
glede na By.
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Resitev: Fiksirajmo m > 1 in izracunajmo

P({Sk—i-l —n:m}ﬂBk) :zn:P({Sk_H —n:m}ﬂ{Sk :l})

=k

=Y P{Xpm1=m+n—0}n{S =1}

=k

- I—1

m+n—Ii—1 k l—k

=3 g ( )p q

i k—1

= /1-1

_ pk+1qm+n k—1 Z (k - 1)

=k
— k+1 m+n—k—1 n

P(Sg41 —n=m|By) =pg™ ",

Torej je

in iskana pogojna porazdelitev je Geom(p).
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5. (20) Cepetin ima dve oktaedrski kocki. Vsaka od njiju ima na svojih osnovnih
ploskvah zapisane stevilke od 1 do 8. Cepetaj pa ima prav tako dve oktaedrski kocki, a
stevilke na osnovnih ploskvah niso enake kot pri Cepetinu, so pa prav tako nenegativna
cela stevila. Ce vrzeta obe svoji kocki, imata oba isto porazdelitev vsote stevilk, ki
padeta. Privzamemo, da se kocki vrzeta neodvisno in da so vse osnovne ploskve enako
verjetne.

a. (10) Oznacimo z X vsoto, ki jo dobi Cepetin. Utemeljite, da je

G(s) = 6l4 (14 8)2(1+ s2)2(1 + 512

Resitev: slucagna spremenljivka X je vsota dveh slucajnih spremenljivk, ki imata
obe rodovno funkcijo

1 1
g(s+82+---+88) = §S(S+1)(82+1)(54+1).
Rodovna funkcija slucajne spremenljivke X je kvadrat zgornjega izraza, kar je

natancno zahtevana funkcija.

. (5) Vemo, da ima ena od Cepetajevih kock zapisano stevilo 0. Utemeljite, da na
njegovi drugi kocki ni stevila 0 ali 1.

Resitev: z verjetnostjo 1 je najmanjsa mozna vsota enaka 2. Ce ima torej prva
kocka stevilo 0, mora biti najmanjse stevilo na drugi kocki enako 2.

. (5) Zdaj pa vemo, da je na eni od Cepetajevih kock najmanjse zapisano stevilo
enako 0, najvecje pa 8. Katera stevila so zapisana na Cepetajevih kockah?
Stevila na Cepetajevih kockah se lahko ponavljajo.

Cepetin in Cepetaj iz Alice v ¢udezni dezeli Lewisa Carrolla

Resitev: naj bo Y slucagno stevilo, ki ga dobimo pri metu Cepetajeve kocke z
niclo, in naj bo Z slucajno stevilo, ki ga dobimo pri metu druge Cepetajeve
kocke. Veljati mora Gx(s) = Gy (s) - Gz(s). Rodovni funkciji na desni morata
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biti polinoma. To pomeni, da morata biti Gy (s) in Gz(s) sestavljena iz faktorjev
polinoma Gx(s). Privzamemo lahko, da je vsak od teh faktorjev pri s =1 enak
1, tako da so ti faktorji

1+s 1+s2 144t
b) Zn b
2 2 2

S,

pri cemer vsak izmed teh faktorjev skupaj nastopi natanko dvakrat. Ker morajo
biti vse verjetnosti veckratniki stevila 1/8, lahko vsaka od rodovnih funkcij Gy in
Gz vsebuje najvec tri izmed faktorjev %, # mn # Ker pa je teh faktorjev
skupaj natanko Sest, mora vsak izmed njih v posamezni rodovni funkciji nastopiti

natanko trikrat, pri cemer se lahko faktoryi ponavljajo.

Ker ima kocka s Stevilom 0 najvecje zapisano Stevilo 8, je Gy (s) polinom stopnje
4

8 brez faktorja s, a z natanko tremi faktorji %, # and 1%, ki se lahko tudi

ponavljajo. Edina moznost je

(1+5°)?(1+s") 1425 +2s" +255+5°

Gy (s) = 8 8 ’

ki nam da

S2(1+8)%(1+s?) s24+283+ s+ 55 +257 + 58
Gz(s) = 3 = 3 .

Ena Cepetajeva kocka mora torej imeti Stevilke 0,2,2,4,4,6,6,8, druga pa
2,3,3,4,6,7,7,8.
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6. (20) Berti odpre stojnico z igro s tremi kockami. V vsaki igri, ki stane 1 euro, se
vse tri kocke vrzejo. Ce ne pade nobena Sestica, Berti obdrzi vplacani znesek. Ce
pade natanko ena Sestica, Berti igralcu vrne vplacani znesek in $e en euro. Ce padeta
natanko dve Sestici, Berti igralcu vrne vplacani znesek in $e dva eura. Ce pa padejo
tri Sestice, Berti igralcu vrne vplacani znesek in Se 14 eurov. Privzamemo, da so kocke
standardne in da so vsi meti neodvisni.

a. (10) Izracunajte pricakovano vrednost in varianco Bertijevega dobicka po n igrah.

Resitev: Naj bo X; Bertijev dobicek v i-ti igri. Velja:

14 -2 -1 1
X~ (L 15 75 @)
216 216 216 216
od koder po krajsem racunu dobimo E(X;) = 1/36 in var(X;) = 2735/1296.
Ce torej z S, oznacimo Bertijev dobicek po n igrah, velja E(S,) = n/36 in
var(S,) = 2735n,/1296.

b. (10) Po priblizno koliko igrah ima Berti s priblizno 95% verjetnostjo pozitiven
dobicek?

Resitev: Oznacimo spet Stevilo iger z n. Iz centralnega limitnega izreka sledi, da
mora priblizno veljati

o0ziroma

$

273

kar je res, ce je m priblizno 7400.



