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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa dosezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list's formulami in
matematicni prirocnik. Veliko uspehal

Naloga | a. b. C. d. Total
1. ° °
2. ® °
3. ° °
4, °
0. ° °
0. ° °
Skupaj
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1. (20) Mecemo posteno kocko, meti so neodvisni. Naj bo A; dogodek, da v metih
k—>5,k—4, ...,k dobimo zaporedje 1,2, 3,4,5,6. Temu bomo rekli sosledje, zakljuceno
v k-tem metu. Za fiksen n oznacimo

A = {v prvih n metih je vsaj eno zakljuceno sosledje}.

a. (10) Naj bo 6 < k; < ky < ... < k, < n. Katere so mozne vrednosti za
P(Ag, N Ap, NN Ag)?

Regsitev: ce se kateri koli dve mnozici {k;, k; +1,... k; + 5} prekrivata, je ver-
jetnost danega preseka enaka 0. Ce ne, pa mora biti 6r < n. Ce so vse mnoZice
{ki=5,ki—4,... k;}, kjerjei=1,2,...,r, disjunktne, so dogodki A; neodvisni
z verjetnostjo (%)6. V tem primeru pa je

1 6r
P(AklmA,Qm---mAkr):(g) .

b. (10) Izracunajte verjetnost P(A). Vsot vam ni treba eksplicitno izracunati.

Namig: da prestejete izbire mnozic {k; — 5,k; —4,... ki}, i =1,2,...,r, ki se
ne prekrivajo, zdruZite vsako od izbranih mnoZic v en sam element.

Resitev: uporabimo formulo za vkljucitve in izkljucitve. Za dani r, za katerega je
6r < n, moramo presteti izbire mnozic {k;—5,k;—4,... k;},i=1,2,... r, ki se
ne prekrivajo. Po namigu se to ujema s Stevilom izbir r izmed n — 5r elementov.

Sleds o
- Lo () )

r; 6r<n
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2. (20) Dan je kup 52 kart, v katerem so 4 asi. Kup dobro premesamo. Naj bo X
polozaj prvega, Y pa polozaj zadnjega asa, oboje steto od zgoraj navzdol.

a. (10) Za 1 < k < 49 izracunajte verjetnosti P(X = k).
Resitev:

Prvi nacin: zaradi simetrije pruih k kart od zgoraj tvori enostavni slucajni vzorec
1z mnozice 52 kart. Porazdelitev stevila asov med temi k kartami je hiperge-
ometrijska HiperGeom(k,4,52). Dogodek {X > k} se zgodi, ée v omenjenem
vzorcu velikosti k ni asov. Sledi

P(X>k):%

m

PX=k)=PX>k—-1)—P(X >k)= (k4_81) — (4k8) _ 4 (45)
(k5—21) (5k2) 49—k (513) ’
pri cemer interpretiramo (Z) =0, cejeb>a.

Drugi nacin: gledamo polozZaje asov v kupu, pri cemer asov ne locimo. Tako je

vseh moznih razporeditev asov v kupu (542), tistih, pri katerth je najbolj zgornji

as na k-tem mestu od zgoraj, pa je (52;’“). Tako je

(52—k)

3

P(X =k)= (52)
4

mn da se preveriti, da je to isto kot pri prvem nacinu.

b. (10) Za 1 < k < 48 in k — [ > 3 izracunajte verjetnosti P(Y <1 | X = k).
Zapisite Se porazdelitev para (X,Y).

Resitev: pogojno na dogodek {X = k} so med preostalimi 52—k kartami natanko
trige ast in vsi njthovi medsebojni poloZaji so enako verjetni. Pogojna verjetnost
P(Y <1 | X = k) je zato enaka verjetnosti, da so vsi ti trije asi na poloZajih
kE+1,k+2,...,1. Torej je

(149k_k3) (lik)
P(Y§l|X:k): B2—ky 523—k’
Co) O
pri cemer interpretiramo (‘;) = 0, ¢e je b < 0; spet se da preveriti, da se obe
obliki ujemata. Koncno je

P(X=kY=0)=PX =k (PY<I|X=k-PY<I-1|X=k))
2 () ()

W-mi-r (0 O)
Rezultat v slednji obliki pa lahko dobimo tudi neposredno: ce gledamo razporeditve

stirth asov v kupu, je vseh moznih (542), takih, pri katerih je X =k Y =1, pa

je (7).
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3. (20) Naj bosta X in Z neodvisni z X ~ exp(1) in Z ~ N(0, 1).

a. (10) Izracunajte gostoto porazdelitve slucajnega vektorja

(Z, W) .

Resitev: preslikava

O(z,2) = (z, W)

bijektivno preslika mnoZico (0,00) x R\ {0} na mnozico R\ {0} x (0,00). Njen

muerz je
2
1 (W
P (Z,U)) = <ﬁ’ Z)

in 1ma Jacobijevo determinanto

Jp-1(z,w) = S

22
Ce oznacimo W = /2X Z2, nam transformacijska formula da

1 2 2
faw(z,w) = LI

Vor 22

b. (10) Izrac¢unajte gostoto porazdelitve slu¢ajne spremenljivke W := v/2X Z2. Kot
znano lahko privzamete, da za a,b > 0 velja

D S \/? —2vab
——ec v Mdu=4]/—e VY.
/0 Vud a

Resitev: integrirati moramo po z. Ker je integrand za fisken w sod v z, lahko
integriramo samo po (0,00). Nato uvedemo novo spremenljivko z*> = y. Dobimo

w) :2/oof(z,w)dz
\/ﬂ/ e 2z2_2dz
\/ﬂ/ 2\/_

w [2m .,
__ — e _26
\ 2T w

= V.

2 dy
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4. (20) Zaporedoma mecemo posteno kocko in privzamemo, da so meti neodvisni.
Rec¢emo, da na k-tem koraku dobimo sosledje, ¢e v metih k — 5,k — 4, ...,k dobimo
stevila pik 1,2,3,4,5,6. Naj bo X stevilo metov, dokler prvi¢ ne dobimo sosledja,
vkljucno s sosledjem samim.

a. (5) Naj bo B = {prvi met je 1}. Poiséite zvezo med E(X) in E(X | B).
Resitev:
Prvi nacin: po formuli za popolno pricakovano vrednost je
E(X)=FE(X |B)P(B)+ E(X | B°) P(B°).

Ce na prvem metu ne pade ena pika, zaradi neodvisnosti ponovno zaénemo cakati
na sosledje, zato je E(X | B¢) =1+ E(X). Ce to uporabimo v zgorngi formuli,
sledi

E(X)=1E(X|B)+3+2E(X)

1

6

m po ureditvr
E(X)=FEX|B)+5.

Drugi nacin: ce je Y Sstevilo metov, preden prvi¢ vrzemo eno piko, za vsak
k=0,1,2,... velja E(X | Y = k) = k+ E(X | B). Po formuli za popolno
pricakovano vrednost je

EX)=S"EX|Y =k PY =k

1M

NE

(k+E(X | B)) P(Y = k)

e
Il
o

=EY)+ E(X |B).
Ker je Y +1 ~ Geom(1/6), je E(Y) =6 —1 =5 in dobimo isto kot pri prvem
nacinu.
b. (5) Za j = 1,2,...,6 naj bo C; = {X > 6} N {Sesti met je j}. Izracunajte
P(Cj).

Resitev: za j = 1,2,...,5 je P(C;) = %. Dogodek Cg se zgodi, ce na Sestem
metu dobimo Sest pik, na prvih petih pa ne dobimo po vrsti 1,2,3,4,5 pik. Zaradi

neodvisnosti sled:
pc = (1- (1)) .2
o) 6 6

Resitev: naj bo Bj dogodek, da v prvih j metih dobimo zaporedje 1,2,...,7: velja
torej By = B. Nadalje naj bo B;, dogodek, da v prvih j metih dobimo zaporedje
1,2,...,4, v(j+1)-tem metu pa dobimo k. Tedaj je:
E(X|Bj1)=j+EX|B)=j—-5+E(X),
E(X | Bjj+1) = E(X | Bj11),

c. (10) Izracunajte E(X).
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za k €{1,2,3,4,5,6}\ {1,574+ 1} pa je:
E(X | Bjr)=j+1+EX).

Lotimo se zdaj racunanja pogojnih pric¢akovanih vrednosti E(X | B;). Ocitno je
E(X | Bg) =6, za j=1,2,3,4,5 pa izhajamo iz:

6
E[X1p] ZE (X1,
k=1

torej
6
(X‘B ZEX|BM (B]k),
k=1
kar nam da
6
P(Bj)
E(X | B;j) =) E(X|Bjx) 5=
=2 " P(B))

T
I

NE

E(X | Bjx) P(Bj | By)
(]—5+E(X))+1E(X| 1)+ 30+ 1+ EX))

;T EX) +3 E(X|Bj+1)

D:l

[eN [ RN
.

I

|

+

Dobili smo rekurzivno zvezo med temi pogojnimi verjetnostmi. Induktivno lahko
dokazZemo, da je '
E(X|Bj)=j+ (1-6"°)E(X).

Za j =1 je torej
E(X|B)=1+(1-6")E(X),

obenem pa tudi

E(X|B)=EX|B)=E(X)-5.

Izenacimo, razresimo in dobimo E(X) = 6°.
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5. (20) Naj bosta X in Y neodvisni nenegativni celostevilski slu¢ajni spremenljivki z
isto porazdelitvijo. Za k > 1 naj velja

P(X=k)=1P(X+Y =k-1).
Naj bo G rodovna funkcija teh dveh slucajnih spremenljivk.
a. (10) Poiscite enacbo, ki ji zadoséa ta rodovna funkcija.

k

Resitev: obe strani dane relacije pomnozimo z s* in sestejemo po k > 1. Ce

oznacéimo Se P(X = 0) = p, za levo stran dobimo

ZP k) s = Gx(s) —p,

za desno stran pa dobimo

>

k=1

PX+Y:k—1)sk:ZGx+y(s).

| =

Ker imata X in'Y isto porazdelitev, je Gx iy (s) = G(s)*. Iskana enacba je tako

G(s)—p= Z G(s)?.

b. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y.

Namig: upostevagjte, da je G(1) = 1, in uporabite Newtonov razvoj:

Nl e <1/2>xk; 2] < 1.

Regitev: ¢e v enacho iz prve tocke vstavimo G(1) =1, dobimo p = %. Zdaj pa to
vstavimo v zvezo in jo resimo za splosni S:

G(s):2<1i 1—5).

S

Ker morajo biti koeficienti v razvoju nenegativni in ker je (—1)* (1/2) < 0 za vse
k=1,2,3,..., je pravilna izbira negativni predznak korena. Razvoj v potencno

vrsto nam tako da
= [(1/2 3k skl
G(s) =2 —DFte——
(5 (k,)< o

P(X =k)= 2(—1)’“(;121) G)M .

i koncno
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6. (20) Berti odpre stojnico z igro s tremi kockami. V vsaki igri, ki stane 1 euro, se
vse tri kocke vrzejo. Ce ne pade nobena Sestica, Berti obdrzi vplacani znesek. Ce
pade natanko ena Sestica, Berti igralcu vrne vplacani znesek in $e en euro. Ce padeta
natanko dve Sestici, Berti igralcu vrne vplacani znesek in $e dva eura. Ce pa padejo
tri Sestice, Berti igralcu vrne vplacani znesek in Se 14 eurov. Privzamemo, da so kocke
standardne in da so vsi meti neodvisni.

a. (10) Izracunajte pricakovano vrednost in varianco Bertijevega dobicka po n igrah.

Resitev: Naj bo X; Bertijev dobicek v i-ti igri. Velja:

14 -2 -1 1
X~ (L 15 75 @)
216 216 216 216
od koder po krajsem racunu dobimo E(X;) = 1/36 in var(X;) = 2735/1296.
Ce torej z S, oznacimo Bertijev dobicek po n igrah, velja E(S,) = n/36 in
var(S,) = 2735n,/1296.

b. (10) Po priblizno koliko igrah ima Berti s priblizno 95% verjetnostjo pozitiven
dobicek?

Resitev: Oznacimo spet Stevilo iger z n. Iz centralnega limitnega izreka sledi, da
mora priblizno veljati

o0ziroma

$

273

kar je res, ce je m priblizno 7400.



