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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa dosezete 100%. Na razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so
A4 format list s formulami in kalkulator.
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1. (20) Igralca A in B imata vsak standarden kup 52 kart. Oba igralca kup dobro in
neodvisno eden od drugega premesata in hkrati zacneta polagati karte na mizo eno po
eno z vrha svojega kupa. Z uporabo formule za vkljucitve in izkljucitve izracunajte
spodnje verjetnosti.

a. (10) Naj bo C dogodek, da igralca vsaj enkrat hkrati na mizo polozita asa. Med
52 standardnimi kartami so 4 asi. Izra¢unajte verjetnost P(C'). Izrazov, ki jih
dobite, vam ni treba poenostavljati.

Resitev: Definirajmo dogodke
C; = {i-ti karti, ki ju igralca poloZita na mizo, sta obe as}

zai = 1,2,...,52. Velja C = U2,C;. Uporabimo formulo za vkljucitve in
wzkljucitve, pri cemer opazimo, da so preseki b ali ve¢ razlicnih dogodkov izmed
Ch,Cy, ..., C, vedno prazni. Po simetriji imajo tudi vsi preseki k razlicnih do-
godkov enako verjetnost. Sledi

PC) = (512)P(01)—<522)P(Clﬂ02)

Racunamo po vrsti z uporabo neodvisnosti

4\ 2
P(Ch) = P (prvi karti igralcev sta asa) = (§> :

4-3 \?
P(Cy N Cy) = P (prvi dve karti igralcev sta asa) = (M) ,

4-3-2 \°
P(C1NCyNCs) = P (prve tri karte igralcev so asi) = (—)

52 -51-50
m
PG NGy = P irs barte ioral )= 4-3.2-1 \?
) W) = prve stiri karte igralcev so asi) = 52.51-50- 49 '

V' skupnem sestevku dobimo

15229
P(C)=——- =0,281263.
() 54145 ’

b. (10) Naj bo D dogodek, da igralca vsaj enkrat hkrati na mizo polozita isto karto.
Izracunajte verjetnost P(D).

Resitev: Naloga je popolnoma enaka primeru, ko gre na ples 52 parov in ob
odhodu vsaka Zenska v temi nakljucno izbere moskega. Na predavangih smo
wzracunali, da je
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Izracunamo in sledi

P(D) — 333239808909468890675694068318655265019682314241643033726180828783 ~0.6321
527177615496365219422618541545122659969212453861982208000000000000 ~ :
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2. (20) V posodi je b belih in 3 rdece kroglice. Kroglice iz posode izbiramo nakljuéno
po vrsti brez vracanja. Naj bo X stevilo belih kroglic, preden dobimo prvo rdeco
kroglico, Y pa stevilo belih kroglic med prvo in drugo rdeco kroglico.

a. (10) Poiscite vecrazsezno porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: mozne vrednosti za sluc¢ajni spremenljivki so pari (k,l), za katere velja
k>0,1>0ink+1<b. Dogodek {X = k,Y =1} se zgodi, ce izberemo najprej
k belih kroglic, potem rdeco, potem [ belih in spet rdeco kroglico. Oznacimo
b+ 3 =n. Racunamo

P(X=kY =1) =
bb—1)---(b—k+1) 3
 onn—1)---(n— k‘+1)'n—k'
b—k)0b—k-1)---(b—k—-141) 2

(n—k—l)(n—k—2)---(n—k—l) n—k—-1-1)
bb—1)---(b—k—1+1)-3-2
nn—1)--(n—k—=1-1)
bl-(n—k—1-2)1-3-2
b—k—1)n

b. (10) Pokazite, da imata spremenljivki X in Y enako porazdelitev. Izrac¢unajte
porazdelitev Y.

Namig: Porazdelitev X izracunajte posebej, ne kot robno porazdelitev. Nato
uporabite sitmetrijo vecrazsezne porazdelitve.

Resitev: slucajna spremenljivka X je stevilo belih kroglic do prve rdece. Dogodek
{X =k} se zgodi, ¢e dobimo najprej k belih kroglic in nato rdeco. Oznacimo
spet n = b+ 3. Dobimo

bb—1)---(b—k+1)-3
nn—1)---(n—k+1)(n—k)

P(X =k) =

za k = 0,1,...,b. Po drugi strani dobimo porazdelitvi spremenljivk X in Y
kot robni porazdelitvi dvorazsezne porazdelitve. Ker je ta porazdelitev simetricna
funkcija k in 1, morata biti porazdelitvi X in'Y enaki. Ker poznamo porazdelitev
X, poznamo tudi porazdelitev Y .
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3. (20) Slucajni spremenljivki X in Y naj imata gostoto

2 zaz,y>0inx+y<l1
0 sicer

fxy(z,y) = {

Kot znano privzemite, da preslikava ¢, dana z

X
q)(l',y): ($+y71_$_y) )

preslika obmocje G = {(z,y): x,y > 0in x +y < 1} bijektivno na kvadrat H =
(0,1)%.

a. (10) Izracunajte gostoto vektorja

(U,V) = <XLH/,1—X—Y) |

Utemeljite, da sta U in V' neodvisni.

Resitev: najprej potrebujemo inverz ®'(u,v), kar pomeni, da moramo resiti

enacbi
x

Tty
za (u,v) € (0,1)2. Dobimo

=u m l—z—y=v

r=zx=u(l—v) in y=(1-u)(l—-v).
Sledi
1—v —u
Jo-1(u,v) = det (—(1—1}) —(1—u)) =—(1—-v).
Po transformacijski formuli je

fov(u,v) = { g(l —v) jgc(gg,v) € (0,1)2

Gostota je produkt ¢lenov odvisnih od w (kar je kar 1) in v, torej sta U in V
neodvisni.

b. (10) Pokazite, da imajo X, Y in 1 — X — Y enako gostoto.
Resitev: za X in'Y iz formule za robne gostote sledi za 0 < x,y < 1
fx(@) =20 —-z) in fr(y) =2(1—-y).

Iz prvega dela naloge sledi, da je gostota V —1— X —Y enaka

fv(v)=2(1—v).
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4. (20) Igralca A in B imata vsak standarden kup 52 kart. Oba igralca kup dobro in
neodvisno eden od drugega premesata in hkrati zacneta polagati karte na mizo eno po
eno z vrha svojega kupa.

a. (10) Naj bo X stevilo polaganj kart, ko igralca A in B na mizo hkrati polozita
asa. Izracunajte E(X).

Resitev: definiragmo indikatorje

ja 1 ¢e na k-tem polaganju oba igralca na mizo poloZita asa,
T 0 sicer.

S to definicijo je X = Iy +- - -+ I55. Zaradi simetrije imajo vsi indikatoryji enako
pricakovano vrednost, zato je

E(X)=52-E(I)=52-P(I; =1)=52- (%)2 .

b. (10) Naj bo Y stevilo asov, ki jih ima v preostalem kupu igralec B po vkljucno
polaganju, ko igralec A prvi¢ na mizo polozi asa. Naj bo N polaganje kart, ko A
prvi¢ na mizo polozi asa. Kot znano privzemite, da je E(N) = % Izracunajte
E(Y).

Namig:  za nenegativno celostevilsko slucajno spremenljivko N wvelja formula
E(N) =20 P(N > n).

Resitev: definirajmo indikatorje

1 agralec B na k-tem polaganju na mizo polozi asa in N > k
T = 0 sicer

Vsota Jy + --- + Jyg je stevilo asov, ki jih bo B poloZil na mizo do vkljucno
trenutka, ko bo A na mizo poloZil prvega asa. Sledi, da je Y =4 — Jy+---+ Jyo.
Zaradi neodvisnosti in simetrije je

4
P(Jy=1)= —=P(N > k).
52
Sledi, da je
P
e S > k).
E(Ji+ -+ Ju) 5 321 P(N > k)

Za vsako nenegativno celostevilsko slucajno spremenljivko N je

E(N)=> P(N=>n).

n>1
Sluc¢ajna spremenljivka N ima mozZne vrednosti 1,2,...,49. Iz zgornje formule
sledi, da je
49
53
Y P(N>k)=E(N)= =
k=1
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Dobimo 1 53
E o - .=
(J1+ -+ Juo) S

Konéni rezultat je

EY)=4—E(Ji+ +Jy)=—.
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5. (20) Danih je n posod, ki vse vsebujejo a rdecih in b belih kroglic. Na slepo
izvle¢emo kroglico iz prve posode in jo prestavimo v drugo, nato na slepo iz druge prav
tako prestavimo nakljuéno izbrano kroglico v tretjo posodo. Postopek nadaljujemo do
prestavitve iz predzadnje v zadnjo posodo.

a. (b) Za j =1,2,3,...,n — 1 naj bo Xj stevilo rdecih kroglic, izvlecenih iz j-te
posode. Izracunajte E(X;) in za j > 2 se E(X;|X,_1 = k), kjer je k katerakoli
mozna vrednost X;_;.

Resitev: Ko bomo pri danem pogoju izbirali iz j-te posode, bo v njej a + k rdecih
in b+ (1 — k) belih kroglic. Pri tem je k =0,1. Sledi, da je

a+k
EXj|Xja=k) = P(X; =1|Xja =k) = ——— -
Dobimo se a
FX)=P(X;=1)= )
(X) =P =1)=_——

b. (10) Za vse j = 1,2,3,...,n — 1 izracunajte E(X;).

Resitev: Dobimo

1
E(X;) = Z E(X;| X1 =k)P(Xjo1 = k),
k=0
torej
a E(X;_1)
a+b+1 a+b+1°

E(X;) =
Racunamo po vrsti.

a a a

(X) ctb+1  (@tb)atbtl) atb

Po indukciji je potem

20 vse j.

c. (5) Iz zadnje posode na slepo izvlecemo eno kroglico. Koliksna je verjetnost, da
je rdeca?

Namig: izrazite
P (kroglica izvlecena iz zadnje posode je rdeca|X,—1 = k)
za mozne vrednosti k slucajne spremenlyivke X,,_1.

Resitev: Oznacimo A = kroglica izvlecena iz zadnje posode je rdeca. Velja

a+k

PAXa =k) =
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Sledi
P(A) = P(A|X,,.1 =0)P(X,,.1 =0)+ P(A|X,.1 =1)P(X,, =1).

Ce poracunamo, sledi
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6. (20) Francoska ruleta ima 37 polj, med katerimi je 18 ¢rnih, 18 rdecih in eno zeleno.
Igralnica zeli uvesti novo igro. Igralec, ki stavi en evro, bi v primeru, ko se kroglica
ustavi na ¢rnem polju, stavo izgubil. V primeru, ko bi se kroglica ustavila na rdecem
polju, bi igralcu vrnili stavo, v primeru pa, ko bi se kroglica ustavila na zelenem polju,
pa bi igralnica igralcu vrnila stavo in primaknila Se x evrov. Privzamemo, da je cilinder
posten, torej da so vse polja enako verjetna in so zaporedne igre med sabo neodvisne.

a. (5) Pri katerem z bi bila igra postena, torej bi bil pricakovani dobitek igralnice
v eni igri enak ni¢?

Resitev: Oznacimo z X zasluZek igralnice po eni igri. Iz

X —1 0 T
! 18/37 18/37 1/37

xr —

37

izracunamo E(X;) = , torej je igra postena pri x = 18.
b. (15) Pri katerem z ima igralnica po 10.000 neodvisnih igrah dobicek z verjetnos-
tjo priblizno 95%7

Resitev: Oznacimo z Xy zasluZek igralnice po k-ti igri, z S pa zasluzek po 10.000
wgrah. Velja S = X1+ Xo + -+ + Xigo00- Po centralnem limitnem izreku je S
porazdeljen priblizno normalno z ustrezno pricakovano vrednostjo in varianco.

Velja
22 +18 [z —18\?

var(X;) = T —< T )

ter
10000(z — 18) (224+18) [z —18)\"
ES)= ———= =1 —
(9) 57 in var(S) = 10000 37 T :

torej je

ol EGS) 100(z — 18)
PIS>0)~1 q)< V&I(S)) ® (\/37(I2+18) —(z - 18)2) ’

torej x izberemo tako, da bo

100(18 — ) B
® <\/37(332 F18)— (z— 18)2> =0

100(18 — ) - e,
V/37(22 +18) — (z — 18)?2
Ocitno mora biti x < 18, sicer bi bilo E(S) < 0 in bi imela igralnica dobicek

najveé z verjetnostjo priblizno 1/2. Pri z < 18 je zgornja enacba ekvivalentna
enacbi

oziroma

10000(18 — x)* = 1,645*(37(2* + 18) — (z — 18)?)

10
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021TOMa,
(10000 — 36 - 1,645%)2% — (360000 4+ 36 - 1,645%)z + 3240000 — 342 - 1,645* = 0.

0ziroma

9902,6 2* — 360097,4 x + 3239075 = 0.

Ta kvadratna enacba ima numericni resitvi
r1 = 16,31, ro = 20,05

i pravilna bo seveda prva. Za zeleno polje torej igralnica vplacani stavi primakne
se 16 evrov in 31 centov.

11



