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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Na razpolago imate 120
minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami.

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1.

2.
3. °
4

Total




Verjetnost z mero, 2022/23, M. Perman

1. (25) Druzina podmozic M mnozice S je monoton razred, ¢e velja:

(i) za vsako narascajoce zaporedje mnozic A; C Ay C A3 C - -+ mnozic iz M velja
(ii) za vsako padajoce zaporedje mnozic A; 2 Ay O Az O --- mnozic iz M velja

Naj bo A algebra, torej druzina podmnozic zaprta za komplementiranje in koncne
unije. Predpostavite, da velja S € A.

a. (5) Utemeljite, da je presek poljubne druzine monotonih razredov monoton
razred.

Resitev: za trditev moramo samo preveriti definicije.
b. (5) Utemeljite, da obstaja najmanjsi monoton razred M(A), ki vsebuje A.

Regsitev: druzina vseh podmnoZic S je monoton razred, ki vsebuje A. Obstaja
torej vsaj en monoton razred, ki vsebuje A. Presek vseh takih je najmangsi
monoton razred, ki vsebuje A.

c. (5) Pokazite, da je druzina mnozic N' = {B € M(A): B® € M(A)} monoton
razred, ki vsebuje A.

Resitev: druzina N vsebuje A. Ce so By C By C--- v N, s0 B DB D --- v
N in poslediéno je presek N2, By = (Up_;Bi)® v N. Podobno so za By O By D
iz N komplementi Bf C By C -+, torej je N2 By = (U2 Bf) v N. DruZina
N je monoton razred, ki vsebuje A. Ker je M(A) najmangsi tak monoton razred,
je vsebovan v N,

d. (10) Za fiksen A € A definirajte K4 = {B € M(A): AUB € M(A)}. Pokazite,
da je K monoton razred, ki vsebuje A. Sklepajte, da je M(A) o-algebra.

Resitev: druzina K4 po definiciji vsebuje unije naraicajocih in preseke pdajocih
zaporedij mnozic. Ker je za B € A po definiciji AU B € A, druzina K* vsebuje
A in je K monoton razred, ki vsebuje M(A).

Definirajmo za B € M(A) druzino K® = {A € M(A): AUB € M(A)}. Po
prvem delu KB vsebuje A, poleg tega pa je po definiciji monoton razred in zato

vsebuje M(A). Monotoni razred M(A) je zaprt za koncne unije in posledicno
tudi $tevne. S tem in s tocko c. smo potrdili, da je M(A) o-algebra.
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2. (20) Naj bo f: R — R merljiva funkcija z f > 0in [~ f(z)dz < oo.
a. (5) Definirajte

= Z flx+k) in gx)= Z flx+k).

k=—m k=—00

Utemeljite, da je

m— 00
o0 —0o0

/_00 g(x)dxr = lim h gm(z)dz .

Resitev: funkcije g,, so nenegativne in g, T g. Trditev sledi iz izreka o monotoni
konvergenci.

b. (5) Pokazite, da je
in utemeljite, da je

za vse m > 1.

Resitev: velja

flz+k)dx = / f(z)dx.

(0,1] (k,k+1]

Zaradi linearnosti sledt

/(01]gm x)dxr = Z/k+l]fxd$—/z+1f(x)dx,

Druga neenakost sledi iz monotonosti integrala, ker je f - X(—mm+1) < f-

c. (5) Utemeljite, da za merljivo funkcijo h: R - R s h > 0 iz fo 0.1] h(z)dxr < oo
sledi A({z € (0,1]: h(z) = co}) = 0. Pri tem je A Lebesueova mera.

Resitev: iz A\({z: h(z) = oo}) > 0 bi sledilo, da je

/ h(z)dz > 0o - A({z: h(z) = 0o}) = o
(0,1]
v nasprotju s predpostavko.

d. (10) Dokazite da vrsta

= > fla+k)

k=—o00
za skoraj vse x konvergira proti konc¢ni limiti. Z drugimi besedami je A({x €
R: gm(z) = 00}) = 0.

Resitev: funkcija g je periodiéna s periodo 1. Dovolj je pokazati, da je sko-
raj povsod koncna na intervalu (0,1]. V prejsnjih tockah smo dognali, da je g
integrabilna na (0, 1], ker pomeni, da je skoraj povsod koncna. Trditev sledi.
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3. (20) Naj bo b > a > 0in v > 0 in naj bo funkcija f: R x (0,00) — R dana z
f(z,y) = sin(xy)e Y.

a. (10) Utemeljite, da obstaja integral

/ |f(z,y)|dvdy .
(a,b)x(0,00)

Resitev: ker je |sin(zy)| < 1, je

b o) b 1 b—
/ dx/ |f(z,y)|dy S/ dr - — = ¢
a 0 a Y Y

Fubinijev izrek zato zagotavlja obstoj dvojnega integrala in enakost obeh

b. (10) Izracunajte

/ cos(ay) — cos(by) ey
0 Y

Resitev: po eni strani je

b S
/ f(z,y)dzdy = / d:L“/ sin(zy)e” Ydy .
(a.0)x(0,00) .o

Notranji integral racunamo per partes.

o0 1 o0
/ sin(zy)e Wdy = ——sin(zy)e | + z/ cos(zy)e dy
0 g 7 Jo

1 2o
= ——QICOS(xy)6_7y|80+x—2/ sin(zy)e dy
g 7" Jo
2

x xt [T
= — — sin(xy)e Ydy .
7?0 /0

Sleds

x
2+ 2

/ sin(xy)e  Wdy =
0

Sleds

b
i
flag)dody = [ 2 do
/(a,b)X(O,oo) a z? +’72

V' drugi smeri dobimo

00 b 00 o
[y [t | cos(ay) — cos(by)
0 a 0

Y

(log(b® +~7%) — log(a® ++7)) .

N —

Ta drugi integral je po Fubinijevem izreku enak prvemu.
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4. (25) Naj bodo Xj, Xy, ... med sabo neodvisne, enako porazdeljene sluc¢ajne spre-
menljivke s porazdelitveno funkcijo F'. Oznacite S, = X7 + Xo +--- + X,,.

a. (10) Naj bosta = > 0 in y > 0. Izrazite
P (S, —x>y|S1,5%,...,5% 1)
s pomocjo funkcije F'.
Resitev: opazimo, da gre za pogojno matematicno upanje tipa
E(f(Xn, Sn-1,---,51)|51,5,...,5:-1) ,

kjer je
f(uasnfla"wsl) = 1(u+8n71 -z > y) .
Sledi, da je

E (f(Xn7 Snfl, ey Sl)’Sh 527 ey Snfl) — w(Sla SQ, ey Snfl) 5
kjer je
W(s1,82, oy 8n1) =E(1( Xy +sp1—2>y)=1—Fla4+y—s,_1).

Sledi
P(Sn—$>y|51752,...75n_1) :1—F(.Z'—|—y—5n_1)

b. (10) Naj bosta z > 0 in y > 0. Dokazite, da je

P(S,—x>y,S,1<z,S, 2<x...,5 <)
< 1-F(y)P(Sp-1<z,S,2<x,....,5 <x).

Resitev: racunamo

P(S,—x>y,S1<z,S, 2<uxz,...,5 <x)
= E[P(S,—x>y|lS1,5%; ..., 1) 1(Sp-1 <x,5,2<x,...,5 <z
= El1-Flx4+y—5,-1)1(Sp1 <z,5, 2<x,...,5 <z

< E[(1-F)1(S-1<z,52<z,...,5 <)

= (1-F(y) -P(Sp-1<z,S,2<uz,...,5 <ux).

Upostevali smo, da na {S,—1 < x,S,2 <=x,...,5 <z} velja x — S,_1 > 0.



