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1. (25) Za prostor z mero vzamemo interval S = (0,1) z Borelovimi mnozicami in
Lebesguevo mero A. Rec¢emo, da je mnozica A C (0, 1) regularna, ¢e za vsak € > 0
obstajata odprta mnozica U C (0,1) in kompaktna mnozica K C (0,1), da velja
KCACUin N\U\K) <e.

a. (5) Utemeljite, da je druzina P = {(a,b) C (0,1): a < b} U {0} m-sistem.

Resitev: presek dveh odprtih intervalov je ali odprt interval ali prazna mnoZica.

b. (15) Utemeljite, da je £L={A C (0,1): A je regularna} A-sistem.

Namig: pri tretji postavki v definiciji A\-sistema lahko za disjunktne Ay, As, ...
izberete odprte mnozice U, in kompaktne mnoZice K, s K, C A, C U,, da bo

€

AMANK, :
(A < 55

Resitev: preverimo postavke v definiciji A-sistema po vrsti:

()
(i)

(iii)

za A = (0,1) lahko vzamemo U = (0,1) in K = [¢/2,1 —¢/2].

Naj bosta A,B € L in B C A. Naj bo € > 0. Po predpostavki obstajata
odprti mnozici U; in kompaktni mnoZici K; za 1 = 1,2, tako da velja

KiCACU mn Ky C BCU,

ter
AUNKD) <€/2  in MU\Ka) < ¢/2.

Pokazati moramo, da je A\B € L. Vzemimo U = U;\Ky = Uy N K§
in K = K1\Uy = Ky NUS. MnoZica U je presek dveh odprtih mnoZic in
zato odprta ter velja A\B C U. MnoZica K je presek kompaktne in zaprte
mnoZice in zato kompaktna ter K C A\B. Poleg tega velja

U\K C (Ui\K1) U (Ux\K>)

i posledicno

Sledi A\B € L.

Naj bodo Ay, As,... disjunktne mnoZice iz L. Naj bo ¢ > 0. Ker je
U A, C (0,1), velja da vrsta >~ M(A;) konvergira. Obstaja torej N,
da je

D> AMA) <¢/3.

n=N+1
Po predpostavki obstajajo odprte mnoZice U, in kompaktne mnoZice K,,
n=12,..., davelja K,, C A, CU, in

€
3.2n°

MUN\K,) <
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Vzemimo U = U U, in K = UN_ | K,,. MnoZica U je odprta, ker je unija
odprtih mnoZic. MnoZica K je kompaktna, ker je konéna unija kompaktnih
mnozic. Poleg tega velja

U\K C UN_(U\K,) UUp—n1U, .

Ocenimo

MU\K) < ZN: MUK, Z AU

n=N-+1

Za prvo vsoto po konstrukciji velja

XN: MUK, Z)\U\K

Za drugo vsoto najprej opazimo, da iz U,\ A, C U,\K, sledi, da je

oolm

AU < MAL) + MUK,

i posledicno

€
AU) < MA) + =
Sleds . - .
€
< .
)DRUSES SPUIE e
n=N+1 n=N+1 n=N-+1
torej

Z AU, < €/3+¢€/3.

n=N+1

ZdruzZimo in sledi

AMU\K) <€
Druzina L je \-sistem.
c. (5) Utemeljite, da so vse Borelove mnozice A C (0, 1) regularne.

Resitev: odprti intervali so ocitno reqularne mnoZice, torej P C L. DruZina L
vsebuje w-sistem P, ki pa generira Borelovo o-algebro. Sledi, da L vsebuje vse
Borelove mnoZice, kar potrjuje trditev.
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2. (25) Funkcija f(x) naj bo za > 0 dana z neskonéno vrsto

o0

f(z) = Z(l — 4n2z)e 2

n=1
Izracunati zelimo -
/ e f(x)da
0
za A > 0.
a. (10) Utemeljite, da je

| r@las < .

Namig: vedno je | Y77 an] < D07 |an|.

Resitev: wrste z nenegativnimi clent po izreku o monotoni konvergenci lahko
integriramo ¢élenoma. Uporabimo Se trikotnisko neenakost |1 —4k?*z| < 1+ 4k*z,
ki velja za x > 0. Racunamo

/ |f(z)|de < / > 1 — dkPale* rdn
0 0 p=1
= Z/ 11— 4k2z|e 22y
n=1 0

o0

< Z/ (1 + 4k*z)e 2% dg
n=1"0

(L

O\ R

< o0,

b. (15) Kot znano privzemite, da je

i A\ — 2n? 1 A2
n=1 A+ 2n2)? 4)‘ sinh? (%)

/0 e f(x)dx

—2

Izracunajte

za A > 0. Utemeljite korake.

Resitev: definiramo
o

h(z) = |1 —Ak?zle 2

n=1
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V prvem delu smo pokazali, da je h integrabilna. Ker h(x) dominira delne vsote
vrste, uporabimo lahko izrek o dominirani konvergenci in zamenjamo vrstni red
sestevanja in integriranja. Racunamo

/ e M f(x)dr = / (1 — 4n2z)e 2" e M dy
0 n=1

0
= Z/ (1 — 4n’z)e” M2z gy
0

S
I
—

[
NE

1 4n?
A+2n2 (A +2n2)?
A — 2n?

(A +2n?)2

i
I

I
NE

1

S
Il
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3. (25) Dana naj bo funkcija
1

1 1 x?

[, y) =

a. (10) Utemeljite, da integral

(1+y)(1+2%)

T2

( )

1+y 1+a%y

/ S, y)dady
(0,00) x(0,00)

obstaja in je koncen.

Resitev: dovolj je pokazati, da obstaja eden od dvakratnih integralov. Ker so vsi

integrandi nenegativni, ni treba absolutnih vrednosti. Racunamo

/ f(z,y)dxdy
(0,00) % (0,00)

b. (15) Izracunajte

Utemeljite korake.

r

[ o] crpara®
/O 1cj_yy (arctij;\/@)
/ \/' 1+y

/°° 2du
0 1+U2

0

2

2

5 -
log xdx
22 —1"

Resitev: po Fubiniju lahko zamenjamo vrstni red mtegmcije in dobimo

/ f(z,y)dxdy
(0,00) % (0,00)

I
/i

d d
I/ (14 y)( 1+xy)y

(log(l +y) —

log(1 +x y))

1— 22

/oo log(1/22)dz

),

> logx

dx .
1

xr2 —

Izenacimo z integralom iz prvega dela in sled:

k

log xdx
x?—1

7T2

1

o0

0
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4. (25) V najpreprostejsem modelu razsirjanja epidemij privzamemo, da imamo n
posameznikov. Vsak od njih zboli z verjetnostjo p, neodvisno od ostalih. V drugem
koraku vsak oboleli posameznik okuzi zdravega pozameznika z verjetnostjo ¢, neod-
visno od ostalih posameznikov. Z N oznac¢imo sluc¢ajno stevilo obolelih posameznikov
na koncu.

V bolj matematicnem jeziku formuliramo problem na naslednji na¢in: naj bodo I
in Iy za 1 < k,l < n neodvisni indikatorji z I}, ~ Bernoulli(p) in Iy; ~ Bernoulli(g). In-
dikator [ interpretiramo kot indikator obolelosti v prvem koraku, [I;; pa kot indikator
okuzbe v drugem koraku. Zapisemo lahko

N = i <1k +(1-n)a-JJa- m@)) :

14k

a. (10) Izracunajte E(N|Iy,...,I,).

Resitev: najprej izracunajmo

E ((1 L) =] = L), .. 7In>

Ik
= (1-I)E (1 -] —= 0, ... ,In)
£k
= (1-1I)(1 - H (1—qh)).
£k

Uporabili smo pravilo, da lahko iz pogojnega matematicnega upanja izpostavimo
merljivo spremenljivko in pravilo, da je za neodvisni slucajni spremenljivki X in

Z (lahko tudi vektorja) E(f(X,Z)|Z) = w(Z), kjer je ¥(z) = E(f(X,2)). Sledi

E(N|L,....I,) =) (Ik + (- -JJa- q[l))> .

k=1 I#k

b. (10) Izracunajte E(N).

Resitev: vedno je E(N) = E(E(N|L,...,1,)). Z uporabo linearnosti in neodvis-
nostt lahko racunamo

E(N) = E(E(N|L,...,1,))

_ Xn: E (Ik +(1—1I)(1 - H(l - qu))>

k=1 I£k
= np+n(l—p)(1—1—pg)" ).
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