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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja.

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1 °
2. ° °
3. ° °
4, ° °
Skupa,]
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1. (25) Naj bosta P in Q dva m-sistema na prostoru (2, F, P), kjer je P verjetnostna
mera. Privzemite, da oba m-sistema vsebujeta €2 in ().

a. (5) Pokazite, da je druzina mnozic
R={ANB: AeP,Be Q}
m-sistem.

Resitev: trditev sledi neposredno iz definicije.

b. (10) Utemeljite, da je najmanjsa o-algebra o(R), ki vsebuje m-sistem R, tudi
najmanjsa o-algebra, ki vsebuje tako P kot tudi Q.

Regitev: ker je P C R in @ C R, o-algebra o(R) vsebuje oba m-sistema in
posledicno tudi najmanjso o-algebro, ki jo generirata. Po drugi strani vsaka o-
algebra, ki vsebuje P in Q, vsebuje tudi o(R). Sledi, da je o(R) res najmangsa
o-algebra, ki vsebuje oba m-sistema.

c. (10) Naj bo X integrabilna sluc¢ajna spremenljivka na (2, F, P). Naj za ¢(R)
merljivo integrabilno slucajno spremenljivko Y velja, da za vsaka A € P in
B € Q velja

E(X -1408)=E (Y -1ang) .

Utemeljite, da je Y = E (X | 0(R)).
Resitev: naj bo L druzina vseh mnozic C iz 0(R), za katere je
E(X-1l¢)=E(Y -1¢) .

Po definicijah je Q € L. Ker iz predpostavk sledi, da je F(X) = E(Y), iz
E(X - -1¢)=FE(Y -1¢) sledi E (X - 1¢c) = E(Y - 1¢e) zaradi linearnosti prica-
kovane vrednosti. Ce so Cy,Cy, ... disjunktne mnoZice iz L, je tudi U, Cr e L
po izreku o monotoni konvergenci. Druzina L je \-sistem, zato vsebuje naj-
manjso o-algebro, ki jo generira R. Trditev sledi iz definicije pogojne pricakovane
vrednosti.
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2. (25) Naj bo f: S — R nenegativna in integrabilna na prostoru z mero (5,8, ),
torej [ f(x)dp(z) < oco.

a. (10) Definirajte
gn(x) = min (f(z),n)
zan =1,2,.... Utemeljite, da za dan ¢ > 0 obstaja tak N, da za n > N velja

/S (f(2) - gu(2))du(z) < ¢

Resitev: funkcije g, so nenegativne in naraséajoce ter velja g,(x) T f(x). Zato
po izreku o monotoni konvergenct velja

tin [ gn@uta) = [ f@duta)

b. (15) Pokazite, da za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da iz u(F) < ¢ sledi

/f )dp(x /f -xe(r)dp(z) <

Resitev: fiksirajmo € > 0. Po prvem delu obstaja tak N, da velja

/S (f(2) — g(@))dulz) < &

Funkcija gy je omejena z N, zato za vsako mnozico E velja
[ aw(@)dnta) < N -u(B).
E

Ce izberemo § < bo veljalo

2N’

/E Fe)du(a) < /E on(@)du(z) + /S (F(2) = g(a))dp(e) < 5+ 5 =c.
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3. (25) Najbo f: [0,00) — R zvezna funkcija z [~ |f(s)|ds < co. Za a > 0 definirajte

fuls) = % / (s — u)* f (u)du

a. (10) Naj bo A > 0. Pokazite, da velja

/000 fa(s)e™ds = ia 0Oe_’\“f(u)du

Utemeljite korake.

Regsitev: oznacimo A = {(s,u): 0 < u < s} in s xa indikator mnozice A.
Racunamo

/ fa(s)e™ds

- /0 e ds /0 (5 — ) f(u)du

_ 1 —As _ua_l u < w)duds
- I(a) /Ooox[ooo (s =) f(u)xa(s, u)dud

_ F(a / F(u)du / (s — )™y a (s, u)ds

/ e (s —u)" tds

f du /OO —)\(u—i—t)ta—ldt
0

—

Utemeljiti moramo uporabo Fubinijevega izreka. Ce v vseh izracunih nadomes-
timo f z |f| in v zadngi vrstici upostevamo, da je |e M f(u)| < |f(u)|, potem eden
od dvakratnih integralov absolutne vrednosti funkcije konvergira. Posledi¢no kon-
vergira dvojni integral in lahko zamenjamo vrstni red integriranja.

b (15) Naj bosta a,b > 0. Pokazite, da je

1

foesl®) = 7 [ = 0" fulwda,

Utemeljite korake.

Namig: na pravem mestu uvedite novo spremenljivko v s predpisom u — t =
v(s —t). Spomnite se, da je

B(a,b) = /0 v (1 — )" o = Tath)

4
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Resitev: racunamo za fiksen s > 0:

1 ° b—1
. / (s — ) (u)du

1 ° b—1 1 ! a—1
- / (=0 / (u— 0 ()dt

_ 1 ’ s atb—1 1,Ua—1 o) dw

~ g L o o / (1—v)"d
1 ° a+b—1

= F(a+b)/0 (s — )= f(4)dt

- fa—i—b(t)

Zadngi integral konvergira, saj je na [0,s| funkcija f zaradi zveznosti omejena,
integral [} (s —t)***"1ds pa obstaja.
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4. (25) Naj bodo &1,&,...,&, med sabo neodvisne, enako porazdeljene pozitivne
slucajne spremenljivke. Za 1 < ¢ < n definirajte
v &

Z?:l §j '
a. (10) Za 1 < i < n izracunajte

E(‘/zl‘/la‘/% o '7‘/1'71) .

Namig: sestejte po k =1,1+ 1,...,n in upostevajte simetrijo.
Resitev: zaradi simetrije za vse k = 1,1+ 1,...,n velja
E(%’%? ‘/27 ER ‘/ifl) = E(‘/k“/la ‘/27 R W*l)

Sestejemo levo in desno stran po k od i don in upostevamo Se, da je Z?Zl V;=1.

Sledi
(n—i+1)E(V;|Vi, Vo, ..., Viq)
:E<ZV]€ ‘/17‘/27"'7‘/7;—1>
k=i
:E(l_‘/l_"'_‘/;71“/17‘/27"'7‘/271)
—1—Vi— =V, .

Sledi |
EVVi,Vo,....Vi)=——— (1-Vi—---=Viq).
ViVioVa, o Vi) = gy (1 W )

b. (15) Izracunajte
Va V3 Vi1
ElV . . )
(11—%1—%—% 1—m—m—w2)
Resitev: najprej opazimo, da je
‘/2 Vn—l
E{Vi- Vi, Vo, oo, Vi
(1 1_‘/1 1_‘/1__‘/”_2 1, V2, y 2)
‘/2 Vn—Q 1
=1 . E(V, 1|V1,Va, ...,V a).
R R P AP T 2
Iz prvega dela sledi
Va V3 Vi1
E(V;- . Vi, Vo, oo, Vi
(1 1_‘/1 1_‘/1_‘/2 1_‘/1__ Ly 1, V2, ’ 2)
1, Vs Vs
I R A e e N e e s
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Izracunamo matematicno upanje leve in desne strani. Pridobimo faktor 1/2, n
pa se zmangjsa za 1. Podobno izracunamo

Vs Vs v,
ElV;:- .
(ll—ml—m—% 1—m—~—w4)

1 Vs Vs | =
——— N VA . )
n—i+1 (11—m1—m—w 1—m—~~w4)

Z zaporedno uporabo teh zvez dobimo

‘/2 ‘/E’) Vn—l 1
Elv . . — E(V;).
(11—m1—m—% 1—m—m—m4> (n—1)! (1)
Zaradi simetrije je
1
E(V) =—
(V)=
in sledi
Va Vs |2 1
E(W- : _
(11—%1—m—% 1—m—m—m4) n!
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