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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja.
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Verjetnost z mero, 2022/23, M. Perman

1. (25) Naj bo (9, F, P) verjetnostni prostor. Naj bosta P; in Py dva m-sistema in
o(Py) in o(P2) najmanjsi o-algebri, ki vsebujeta posamezna 7-sistema. Predpostavite,

da za vsaka dogodka A € Py in B € P, velja P(AN B) = P(A)P(B).
a. (15) Naj bo A € P;. Pokazite, da za vsak D € o(P,) velja P(AN D) =
P(A)P(D).
Resitev: definirajmo druzino dogodkov L4 = {D € F: P(AND) = P(A)P(D)}.
Po definiciji je Py C LA. PokaZimo, da je L4 \-sistem. Preverimo:
— Oditno je Q € LA,
— ¢e sta F,D € L in je F C D, racunamo
P(AN(D\F)) = P((AND\ANF))
P(AND)—-P(ANF)
P(A)P(D) — P(A)P(F)
(
(

P(A)(P(D) — P(F))
= P(A)P(D\F).
Sledi, da je D\F € LA.
— Ce so Dy, Do, ... disjunktni dogodki in velja Dy, € LA za k =1,2,..., je

P(ANUX D) = P(AN Dy)

NE

k=1

[
NE

P(A)P(Dy)

i

1

= P(A))_ P(Dy)

= P(A)P (U Dy) .

Sledi UL Dy) € LA,
Po Dynkinovi lemi \-sistem L4 vsebuje o(Py).
b. (10) Naj bo C € o(P1) in D € o(P,). Pokazite, da je P(C'N D) = P(C)P(D).

Resitev: razmislek je enak kot v prvi tocki, le da namesto Py vzamemo o(Ps), ki
je tudi w-sistem, namesto Py pa P;.
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2. (25) Za t > 0, z,y > 0 oznacite za v > 0

i) = o (2)" exp( G+ )20 L (yaw/1),

kjer je
(%)VJer

I(u) = kZ:O KD(v+k+1)

modificirana Besslova funkcija z indeksom v.

a. (15) Izracunajte
/ e May(w,y)dy .
0
Utemeljite korake.

Resitev: racunamo z uporabo izreka o monotoni konvergenci.

E(e™) = /O e g/ (z,y)dy

]_ oo _ y 11/2
= o [ e (8) 7 (= +)/20L(VTy/t) dy
0
1 —v —x > v -
- Q_tx /2 /2t/ y 2. e ()\+1/2t)yjy(\/x_y/t) dy
0
1 0 xy/2+k 00
/2 a2t —(A+1/2t)y V+kd
th € Z kll"(y + k + 1)2u+2ktu+2k /0 € Y Y

k=0
1 *T(v+k+1)
= —€

x/2t i
2t — Y+ 1/2t)v 1T (v + k + 1)2v+2kgr+2k

_ le—x/% i at
2 — /{:!()\ + 1/2t)u+k+12u+2ktu+2k

1 . T L T
pr— e @ X [ N
1+ 20+ P\ T T e 2

B 1 B TA
T Aty P\ Tanr

b. (10) Izracunajte
[ e odudo.
(0,00)2
Utemeljite korake.

Resitev: uporabimo Fubinijev izrek, kar lahko, ker so vse funkcije nenegativne.
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Racunamo

/( a0, e
0,00

= / q,’f(:c,u)du/ e ¢ (u,v)dv  Fubini
0 0

/o % (@) du (14 2s\)r+L (=531

— 1 _ 1 exp | — $1-21-82)72>\
T2 (s et P\ T,

_ 1 T\
T It say P (_m)
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3. (25) Izracunati zelimo integral

o0 e e—,’]}
I:/O (1—6/\)de
za A > 0.

a. (15) Utemeljite, da integral

e—(lfu
dudz
/(O,A)X(O,oo) Vo

obstaja in je koncen.

Resitev: integrand je nenegativen, zato po Fubiniju zadoSca, da je integral koncen
v ent od dveh smeri. Racunamo

- / wf
u
(00)x(0,00) VT

I'(1/2)
o Vu
\/_(\/_)lo
\/_

———du

b. (10) Izracunajte I. Utemeljite korake.

Resitev: po Fubiniju lahko integriramo najprej po x. Racunamo

I / D
= uaxr
x (0,00) \/_

:/f/ ¢

— /0 (1—e *M)%d:ﬂ
_ o/r (VAFI-1).

Integral v prvi vrsti je koncen, ker je dominiran z integralom iz prvega dela
naloge.
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4. (25) Naj bodo Xj, Xs,... med sabo neodvisne, enako porazdeljene slucajne spre-
menljivke z E(X;) =0 in E(X?) = 1.

a. (15) Za n > m izracunajte

E| Y XiXj|Xy,... X,

1<i<j<n

Resitev: uporabimo naslednja dejstva:

— Ce sta U in V neodvisni, je E(U|V) = E(U).
— Ce je U merljiva glede na G, je E(UV|G) = UE(V|G).

— Pogojno matematicno upange je linearno.
Oznacimo G = o(Xy, ..., X,,). Racunamo
— Cejei>m,j>m, je B(X;X;|G) = E(X;X;) = 0.
— C’ejeigminj>m,je
E(X,X;|9) = X,E(X;|G) =0.
— Ce jei,j <m, je E(X;X;|G) = X;X;).

Z uporabo linearnosti sledi

E|l Y XXX, . Xn|= > XiX;.

1<i<j<n 1<i<j<m

b. (10) Naj bo S, = X1 + X5 + - -- + X,,. Pokazite, da je

E(STQL|X17X27"'7XWL) = (n_m> +S§’L
Resitev: racunamo

E(S%G) = E

> Xin\g]

1<ij<n

= > EXG)+2 ) E(XX|0)

1<i<n 1<i<j<n

= (n—m)—i—iX?—l—Q > XX
=1

1<ij<m

= (n—m)+ S



