UP FAMNIT, 2019/20 A. Zalokar, Osnove zavarovanja - vaje

VAJE 3 - RESITVE

1. (Izpit 4.7.2018) S ¢p, oznacimo verjetnost, da oseba stara x let prezivi
vsaj Se t let.

a. (5) Produkt
Pz - Px+1 " Pr+n—1

zapisite z enim samim aktuarskim simbolom. Utemeljite vas
razmislek.

Resitev: Oznaka p, oznacuje verjetnost, da oseba stara x let
prezivi vsaj se eno leto, oznaka py+1 oznacuje verjetnost, da oseba
stara x + 1 leto preZivi se vsaj eno leto itd. Torej bo produkt vseh
faktorjev predstavijal verjetnost, da bo oseba stara x let prezivela
se vsaj n let, kar se z aktuarskim simbolom zapise kot

nPzx-

Zgornje lahko tudi izpeljemo

Pz " Px+1° " Paxtn—1 =

= exp (— /;—H ,u(u)du) - exp (— /:::2 u(u)du) -+ - exp <— /ﬂ:::il u(u)du)

= exp (— /;Jrs p(u)du — /;:;SH plu)du — ... — /::j:l u(u)du)
= exp (— /:+n u(u)du)

= npPzx-

b. (5) Produkt
sPz * tPx+s

zapisite z enim samim aktuarskim simbolom. Utemeljite vas
razmislek.

Resitev: Oznaka spy oznacuje verjetnost, da bo oseba stara x let
prezivela se vsaj s let, oznaka tpyys pa oznacuje verjetnost, da bo
oseba stara x+ s let prezivela se vsajt let. Torej s produktom obeh
verjetnosti dobimo verjetnost, da bo oseba stara x let preZivela se
vsaj s+t let, kar lahko z aktuarskim simbolom zapisemo kot

s+tPzx-
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Zgornje lahko tudi izpeljemo

T+s T+s+t
poeere = e (= [ utda) e (< [T pwjd)

+s
x+s x+s+t
= exp <—/ ,u(u)du—/ ,u(u)du)
x T+s
r+s+t
= exp (—/ u(u)du)
=  s+tPx-

c. (10) Vsoto

o
Z Pz Pz+1" " Prtn—1
n=1
zapisite z enim samim aktuarskim simbolom. Utemeljite vas

razmislek.

Resitev: Z uporabo tocke a. lahko vsoto zapisemo kot

[e.9]

Z nPx-

n=1

Iz aktuarstva poznamo oznako K, kot zaokroZeno Zivljenjsko dobo
osebe stare x let. Velja

Torej lahko vsoto zapisemo kot

9] oo
Z nPx = ZP(Km >n).
n=1 n=1

Iz verjetnosti vemo, da je desna stran enacaja za celostevilske
nenegativne slucajne spremenljivke (kar K, je) enaka pricakovani
vrednosti slucajne spremenljivke. Torej

i P(K; >n) = E(K,).
n=1

To pricakovano vrednost pa z aktuarskim simbolom oznacimo z
€.
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2. (Izpit 11.2.2016) Po definiciji je
erz = E(K;).

a. (10) Izrazite p; z e, in ey41.

Resitev: Poskusimo e, zapisati s pomocjo p,. Uporabimo formulo
za polno pricakovano vrednost:

er = B(Ky) = E(K|T, > 1)P(T, > 1)+ E(K,|T, < 1)P(T, < 1),
kar je enako
€x = E(K:L‘) = p:r:E(Kx’Tx > 1) + QIE(Kx|Tx < 1)'

Vrednost E(K,|T, < 1) je enaka 0, saj je oseba stara z let umrla
v naslednjem letu, torej ni dopolnila nobenega nadaljnega leta.
Pogojna pricakovana vrednost E(K;|T, > 1) pa je enaka 1 +
€x+1, Saj je oseba stara x let Ze dozZivela eno leto, od tam pa
gledamo pricakovano zaokrozZeno Zivljenjsko dobo osebe stare x+1
let. Velja torej

ez = pz(l+ez41)

oziroma
€x
Pz = ——.
€1+ 1
b. (10) Izrazite (py z €4, €541, - -, €xit-

Resitev: Velja
tPz = Pz * Pz+1 """ Paxtt—1-

Uporabimo rezultat iz tocke a. in dobimo

€x €x+1 Extt—1
ezt1+1 eppa+1 €xtt + 1

tPx =

3. (Izpit 27.1.2016) Naj bo

_( 1+x )3
e =\Tvo4¢) -

a. (5) Izracunajte py za t > 0.
Resitev: Velja

d
Ha+t = “at n(pz)-
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Racunamo

_ 4, <1+$>3
Hz+t = dt n [

_((1~I—x+t)3 (1+2)? 0—(1—|—:1:)>

(14 x)3 (14+x+t)?2 (14+x+1t)?
3
1+z+t

Vstavimo x = 0 in dobimo py = %t
b. (5) Izracunajte E(Ty).
Resitev: Velja .
E(T%) :/0 1Pz dt.

Racunamo z vpeljavo nove spremenljvike w =1+ x + t:

00 3
ép = B(Ty) = / (Hx> dt
0 1+x+t

= (1 +$)3/ u3du
1+x

1 U=00
= (1 S__—
( +.’L’) —2u2‘u:1+z
= 0+(1 3 -
RS e
14z
= 5

c. (5) Izpeljite formulo za E(K,).

Resitev: Izracunati Zelimo

Ker je K, celostevilska nenegativna slucajna spremenljivka, lahko
pricakovano vrednost izracunamo kot

er = B(K,) = i P(K, > k).
k=1

Verjetnost P(K, > k) predstavlja verjetnost, da oseba stara x let
prezivi Se vsaj k let, kar z aktuarskim simbolom oznacimo s ppy.
Torej

o0

€x = E(Ka:) = Z kDz-
k=1
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V nasem primeru

d. (5) Izracunajte P(a < T, <b).

Resitev: Iskana verjetnost predstavlja verjetnost, da oseba stara
x let prezivi Se a let, nato pa v nadaljnih b letih umre. To lahko
zapisemo kot

P(a <T, < b) = aPz " v4z+a-

Velja
vdz+a = 1 — bPa+a;

torej lahko izracunamo
1 3 1 3
Pla<T, <b) = <+x> . 1_<+$+a) .
l+z+a l1+z+a+0b

4. (Izpit 26.6.2019) Privzemite, da za zivljenjsko dobo velja Makehamov
zakon z jakostjo smrtnosti

s = A+ Bc®
za s > 0. Privzemite, da so dane verjetnosti 19ps0, 10Ps0 in 10P70-

a. (10) Izracunajte

(108;(101970) — log(10p60) > 1/10
log(10p60) — log(10p50)

Resitev: Po definiciji je

x+t
tPz = €Xp (-/ s ds) .
X

B(Cert _ cz)

log c

Sledi, da je
log (1pz) = —At —

*)

Vstavimo v zgornjo enacbo in dobimo

B0 (020

— —2¢1941) .
log c ¢t +1)

log(10p70) — log(10p60) =
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Podobno dobimo

Be™ 20 10
log(10pe0) — log(10ps0) = — g ¢ (e — 210 1+ 1).
Vstavimo v izraz in sledsi
<log(1op70) — log(10p60)>1/10 .
log(10p60) — log(10p50)

b. (10) Izrazite A in B z danimi verjetnostmi.

Resitev: Zapisemo recimo

B B
log(10p70) = —1014—@(080—070) in  log(10peo) = —1014—@(070—060)-
To je sistem dveh linearnih enacb z dvema neznankama. Dobimo
60

_ Be 20 10
log(10p70) — log(10p60) = 1Ogc( 429 —1).

Sledi

B log ¢

T 00(—¢20 £ 2010 — 1) (log(10p70) — log(10p60)) -

Iz tega izracunamo Se A.



