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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Na razpolago imate 120
minut, dovoljena sredstva sta dva A4 format lista an obeh straneh s formulami in
kalkulator.

Question | a. b. C. d. Total
1. °
2. °
3. ° °
4, ° °
D. ° °
0. ° °
Total
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1. (25) Predpostavite, da so mozni poteki cen dveh delnic za t = 0,1 dani na spodnji
sliki. Prva stevilka vedno predstavlja ceno prve delnice, druga pa druge. Poleg dveh
delnic imamo Se gotovinski racun. Predpostavite, da je obrestna mera enaka r = 0.

Pc
[reds)

l-o L.,

Mozni poteki cen delnic v ¢asih ¢ =0, 1.

a. (10) Pokazite, da model dopusca arbitrazo.

Resitev: pokazati moramo, da za veje v drevesu ne moremo izbrati pozitivnih
verjetnosti py, pe, p3, da bi bile cene delnic (diskontirane cene so za r = 0 enake
nediskontiranim) martingali. Veljati bi moralo

prtp+ps=1
105p; + 99ps + 92p5 = 100
100p; + 110pe + 90p3 = 95

Ta sistem linearnih enacb je enolicno resljiv. Dobimo p; = 1/2,p; = 0 in p3 =
1/2. Ker verjetnosti niso pozitivne, obstaja arbitraza.

b. (5) V ¢asu t = 0 sestavimo portfelj (100, —96,100), kjer prva Stevilka pomeni
gotovino, druga Stevilo prvih in tretja stevilo drugih delnic. Pokazite, da ta

trojica omogoca arbitrazo.
Resitev: v ¢asu t = 0 je vrednost portfelja enaka

100 — 96 - 100 + 100 - 95 = 0.

V ¢asu t =1 so mozZne vrednosti enake:

100 — 96 - 105 + 100 - 100 = 20
100 — 96 - 99 + 100 - 110 = 1596
100 — 96 - 92 + 100 - 90 = 268

Zacnemo s portfeljem vrednim 0, na koncu pa so vrednosti pozitivne.
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c. (10) Najdite se kaksen primer arbitraze.

Resitev: ¢e smo nasli en primer arbitraZe, je wvsak pozitiven veckratnik tudi
primer arbitraze. Sicer pa iséemo trojice (x,y1,Ys), 2a katere je

Vse take trojice so oblike
A(0,—95,100) + p(—100,1,0)

za ustrezna A in . Izbira A\ =1 in p = —2 da trojico (200, —97,100). Preverimo
lahko, da smo nasli arbitraZo.
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2. (25) Predpostavite, da cena delnic Sy, Si, ..., St sledi binomskemu modelu s fak-
torjema d < 1 < 1+1r < u, kjer je r obrestna mera. Digitalna opcija izplaca imetniku
enoto denarja, ¢e cena delnice v celotnem obdobju vsaj enkrat preseze prag a, kjer je
a dano pozitivno Stevilo z a > 0. Bolj matematicno je

VT:1<maxSt2a) )
0<t<T

Privzemite, da je a = u™d* =™ za vnaprej dan 1 < m < T.

a. (5) Privzemite, da S; v nekem trenutku ¢ < T' preseze prag a. Kaksni so pari
(HE7 Ht)7 R (H%7 HT>?

Resitev: ce S; preseZe prag a, potem je izplacilo v tistem trenutku vnaprej znano
i neodvisno od gibanja cene delnice od trenutka t naprej. Sledi, da je

1

H =
N

m HtIO

b. (10) Predpostavite, da se na vsakem koraku cena delnice mnozi z u z verjetnostjo
p in z d z verjetnostjo q. Predpostavite, da poznate verjetnosti

— k jT—k
p(kvpa T) =P <Olgti§5t > SOU d )

za vse mozne p. Izrazite V| za digitalno opcijo.

Resitev: naceloma je
Vo= (Vr)

kjer se racunange pricakovane vrednosti nanasa na martingalski verjetnosti p* in

*

q*. V nasem primeru je to

1
_ * > m jT'—m
Vo —(1 n r)TE (1 (Jg&ép Sy > Spu™d )) )

Z zgornjimi oznakama sledi

1
Vo= )Tp(m,p*, T).

(I+r

c. (10) Izracunajte Hy.

Regitev: naj bo V1(S1) vrednost digitalne opcije vt = 1 v odvisnosti od Sy. Vemo,
da je . .
Vi(uSo) — Vi(dSp)

USO — dSO)
Ker je m > 1, imamo v primeru, da se cena premakne v uSy v rokah spet
digitalno opcijo, vendar mora ta doseci le prag Sou™ *d*—=™. V primeru, da se
cena premakne na dSy, pa je razmislek enak, le prag je Sou™ td¥=2=™. V obeh
primerih je dospelost v casu T — 1. Sledi

1

(1+7)(u —d)Sy

Hy =
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3. (25) Naj bo Xy ~ U(0,1) in Z ~ U(0,1) neodvisna od Xy. Definiramo

1
X = §(X0 + 7Z1)

a. (10) Izracunajte F(X1]|Xj).

Resitev: zaradi linearnosti je

1 1
E(X:|Xy) = §X0 + 1

pri cemer smo upoStevalt predpostavko o neodvisnosti.

b. (15) Najdite ¢as ustavljanja v, da bo pri¢akovana vrednost E(X,) najvecja
mozna. Kolik$na je najvecja mozna pricakovana vrednost?

Resitev: za Snellovo ovojnico je Uy = X1 in

1 1
U[) = max <X0, §X0 -+ Z) .

Pravilo odlocanja je naslednje: ce je Xy > %, je v =0, sicer je v = 1. Najvecja
mozna pricakovana vrednost je E(Uy). Racunamo

E(l,) = E((%XoJr%l)'1<X0<%>>+E(X0.1<X02%>)
_ /01/2(%x+i)dx+/1:2ggdx

1 3

1
878 8
5
.
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4. (25) V portfelju treh delnic so pricakovani donosi r; = 0,01, 7 = 0,02 in r3 = 0, 03.
Matrika korelacij med posameznimi donosi Ry, Ry in Rj3 je

0,2 0 0
»=|0 02 -01
0 -0,1 0,3

a. (15) Enoto denarja razmestite med posamezne delnice na tak nacin, da bo imel
portfelj najmanjso mozno varianco. Koliksen je donos takega portfelja?

Resitev: definiramo vektorje

0,01 1
r={0,02 m e= 1|1
0,03 1
Velja
5 0 0
V=S'=|[0 6 2
0 2 4
Izracunamo
a=e'Ve=19, f=e"Vr=0,39 in ~v=r"Vr=0,0089
ter

§=ay—p2=0,017.

Varianca kot funkcija Zelenega donosa p je dana kot

2
ap” —2Bpu+
Funkcija doseze minimum 0,0625 v
= é =0,0205.
Q@
Racunamo naprej
A= 27O G om26 i v M0 .
0 )
Optimalna razmestitev je
0,2632
x =AVe+vVr = | 0,4211
0,3158

b. (10) Privzemite, da smo pripravljeni sprejeti tako tveganje, da je standardni
odklon portfelja ¢ najvec 0,5. KolikSen je najvecji donos, ki ga lahko dosezemo
pri tej omejitvi?
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Resitev: ce Zelimo najvecji moZen donos, moramo izbrati portfely na ucinkovito-
stni meji, kar pomeni, da mora tocka (o, i) ustrezati enacbi

_ \/ ap? — 2B+

5 )
Kvadriramo in dobimo kvadratno enacbo, ki ima dve resitvi za . Izberemo vecjo
resitev in dobimo p = 0,0338.



