Kazalo

1

Verjetnost
1.1 Normalna porazdelitev . . . . . . ... ... ... ... ....
1.2 Generiranje sluc¢ajnih spremenljivk s pomocjo enakomerne po-
razdelitve . . . . .. Lo
1.3 Pricakovana vrednost in varianca . . . . . . .. ... .. ...
1.4 Vsota diskretnih sluc¢ajnih spremenljivk . . . . . .. ... ...
1.5 Vsota zveznih slucajnih spremenljivk . . . . .. ... .. ...
1.6 Vsota dveh odvisnih spremenljivk . . . . ... ... ... ...
1.7 Porazdelitev povprecja . . . . . . ..o
1.8 Razvrscanje . . . . . . . ..o
1.9 Centralni limitni izrek . . . . . . .. ... ... ...

Vzorcenje

2.1 Vzorcenje - neskonéna populacija . . . . . ... .. ...
2.2 Vgzorcenje - kon¢éna populacija . . . . . .. ...
2.3 Ocena kovariance . . . . . . .. .. ...
2.4 Enostavni sluc¢ajni vzorec, Se enkrat . . . . . . . ... ... .
2.5 Vzorcenje po skupinah . . . . ... ... oo

Metoda najvecjega verjetja

3.1 Ocenjevanje deleza . . . . . . . . ... ...
3.2 Povezanost dveh spremenljivk . . . .. ... 00000
3.3 Moc testa . . . . ...

Test razmerja verjetij
4.1 Test razmerja verjetij . . . . . . .. ..o

Linearna regresija

5.1 Linearna regresija . . . . . . . . . . ...
5.2  Matriéno racunanje . . . . . ... ..o
5.3 Predpostavke linearne regresije . . . . .. .. ... ... ..

26
26
30
32
37
39

43
43
46
90

52
52



Statistika Gradivo za vaje

1 Verjetnost

1.1 Normalna porazdelitev

Vemo, da je vrednost hemoglobina pri nedopingiranem $portniku! porazde-
ljena normalno s povpreé¢jem g = 148 in varianco o2 = 85.

e [zracunajte verjetnost, da je posameznikova vrednost vecja od 166. V
ta namen izpeljite formulo:

— Naj bo X ~ N(u,0?), kako je porazdeljena porazdeljena slucajna
spremenljivka Y = a X + b, kjer je a > 07

Fy(y) = PY <y)=PlaX+b<<y)=PaX <y-—>b)
= P <0 = ()
1 y—>b
frly) = an( a )

Za normalno porazdeljeno X torej velja:

1 Y — m?
Krly) = W—WGXP{—T‘Q}
_ 1 eXp{_[y— (b+au)]2}

27(a - 0)?

Torej, Y ~ N(a-u+b,(a-0)?).

— Kaj moramo vzeti kot a in b, da bo Y standardizirana normalna
spremenljivka.
a mora biti enak %, b pa —*. Uporabiti moramo torej transforma-
cijoY = % in nato verjetnosti odcitati iz tabel za standardi-
zirano normalno porazdelitev (oz. uporabiti ustrezno numeri¢no

'Krvni doping je metoda, pri kateri si §portnik kri najprej odvzame, nato pa si jo vérpa
pred pomembnim nastopom in tako umetno poveca stevilo rdecih krvnick ter si s tem iz-
boljsa trenutno pocutje in vzdrzljivost. Ker ni udelezenih tujih substanc, krvnega dopinga
ni mogoce neposredno odkriti. Zato ga skusSajo odkrivati s statisticnimi metodami - do-
ping naj bi nakazovale vrednosti krvnih parametrov (hemoglobina), ki pretirano narastejo
(vérpanje) oz. padejo (odvzem).
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metodo).
V nasem primeru je X = 166 in zato ¥ = X\;%lg = 16?/;%48 =

1,95. Iz tabel za standardizirano normalno porazdelitev (ali pa
s pomocjo racunalnika) izvemo, da je P(X < 166) = P(Y <
1,95) = 0,974, zato je verjetnost P(X > 166) = 0,026.

e Izracunajte (simetricne) meje, ki jih nedopingiran $portnik preseze z
verjetnostjo manj kot 0,01.

Naj bo Z standardizirana normalna spremenljivka, zanimajo nas meje,
izven katerih je vrednost te spremenljivke z verjetnostjo 0,01. Ce zelimo
postaviti simetricne meje, to pomeni, da nas zanimata tisti vrednosti,
izven katerih je v repih na vsaki strani verjetnost 0,005. 1z tabel izvemo,
da je P(Z > 2,57) = 0,995, ustrezna mejna vrednost standardizirane
normalne spremenljivke je torej +2,57.

Z = X\;slg‘s, zato
X — 148 X — 148
0,995 = P(——— <2,57)+ P(——— > —2,57)

V85 V85
= P(X <148 +2,57-/85) + P(X > 148 — 2,57 - V/85)
P(X <171,1) 4+ P(X > 124,3)

e Naj bodo meje take, kot ste jih izracunali v prejsnji tocki. Sportnika
testiramo 10x na leto. Kaksna je verjetnost, da vsaj enkrat preseze
meje (pri tem predpostavimo, da so meritve narejene v dovolj velikih
casovnih presledkih, da so med seboj neodvisne)?

Naj bo X Bernoullijevo porazdeljena spremenljivka X ~ Ber(0,01),
kjer je {X = 1} = {vrednost je izven meja}. Imamo 10 neodvisnih
realizacij te slucajne spremenljivke, X;, ¢ = 1,...,10, za vsako ve-
lija P(X; = 1) = 0,01. Ker so neodvisne, velja P(X; = 0,X, =
0,...,X10 = 0) = {P(X; = 0)}° Verjetnost, da v 10 meritvah ne
preseZe meja je torej P = 0,99'°, verjetnost, da jih vsaj enkrat preseze,
je P =1-0,991° = 0,096.

e Izracunajte porazdelitev slucajne spremenljivke X?. Katero znano po-
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razdelitev dobite?
Fz(z) = P(Z<2)=P(X*<2)=P(—vVz< VX <V?)
= Fx(Vz)— Fx(—V>)
f2(5) = ——fx(/2) + %m—ﬁ)

2¢/z
1

= m[fx(\/z) + fx(—V2)]

1

1
. —2/2 —2/2] _ —2/2
= ———e +e =——e¢
2\/2-27r[ ] Vz-2m
Gama porazdelitev ima gostoto fr(t) = % Ce vzamemo, da je

o = 1 in A = 1 ter upoStevamo, da je I'(3) = /7, dobimo natanko

gornjo formulo. Torej je X? ~ I'(3, %) (to je hkrati tudi porazdelitev
2

X1)-

e Raziskovalci na podrocju Sporta so dokazali, da je pri biatloncih hemo-
globin izven tekmovalnega obdobja porazdeljen kot N(150,80), med
tekmovalnim obdobjem pa kot N (146, 80). Tekmovalno obdobje je pri
teh Sportnikih dolgo priblizno pol leta. Zanima nas porazdelitev hemo-
globina, ¢e ne vemo, kdaj je bil vzorec odvzet. Ali je ta porazdelitev
Se vedno normalna?

Definiramo Bernoullijevo porazdeljeno spremenljivko Y, ki naj oznacuje
obdobje (0=izven, 1=tekme, verjetnost vsakega izida je 0,5). Poznamo
pogojni porazdelitvi:

ZlY =0~ N(150,80), Z|Y =1 ~ N(146,80). Porazdelitev Z je torej
(uporabimo namig, kjer je By = {Y =0} in By = {Y = 1}, namesto z
verjetnostmi pisemo z gostotami)

fz2(2) = fzy=0(2)P(Y =0) + fzy=1(2) P(Y = 1)

= fZ|Y_0<Z)% + fZ|Y_1(Z)%

1 _ (2—146)2 16—8(z—146)

e 280 |1 4+e” 2-80
2v/2780 |

Ta spremenljivka v sploSnem ni normalno porazdeljena.
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1.2 Generiranje slucajnih spremenljivk s pomocjo ena-
komerne porazdelitve

Generator (psevdo)slucajnih vrednosti iz enakomerne spremenljivke zgene-
rira zeljeno Stevilo vrednosti x;, ki so porazdeljene kot X ~ UJ0, 1].

e Kako bi s pomocjo tega generatorja dobili 10 realizacij Bernoullijevo
porazdeljene spremenljivke Y, pri kateri je P(Y =1) = 0,17

Generiramo? 10 vrednosti npr.:

> set.seed(4)

> runif (10)
[1] 0.585800305 0.008945796 0.293739612 0.277374958
[6] 0.813574215 0.260427771 0.724405893 0.906092151
[9] 0.949040221 0.073144469

Vrednostim, ki so pod 0,1 damo vrednost 1, ostalim pa 0, torej:

> set.seed(4)
> (runif (10)<0.1)*1
[11 0100000001

e Recimo, da imamo spet 10 enot, vendar jim zelimo dati razlicne verje-
tnosti, da bodo izzrebane. Prvih pet enot zelimo izzrebati z verjetnostjo
0,3, drugih pet pa z verjetnostjo 0,1 (kot primer si zamislimo zreb, v
katerem zelimo dati prednost Zenskam. Verjetnost za vsakega posa-
meznika v nasem vzorcu dolo¢imo glede na spol - prvih pet je zensk,
drugih pet je moskih). Kako bi iz istim generatorjem zagotovili ustre-
zno porazdelitev?

> set.seed(4)
> (runif(10)<c(0.1,0.

1,0.1,0.1,0.1,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3))*1
[11 0100010001

2Kot resitev vseh prakti¢nih nalog bo v tem gradivu podana koda za statisticni paket R
(prostodostopen na http://cran.r-project.org/), ki je trenutno med statistiki najbolj
razsirjen.
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e Najbo Z = F(X), kjer je F' porazdelitvena funkcija slucajne spremen-
ljivke X.

— Narisite ustrezen graf (na abscisi so vrednosti X, na ordinati pa
Z)

— Kaksne vrednosti lahko zavzame spremenljivka Z7
Med 0 in 1

— Naj bo X ~ N(0,1). Pri kateri vrednosti X bo Z = 0,57 Kaksna
je torej verjetnost, da je Z < 057
Verjetnost je enaka 0,5

— Naj bo X ~ N(0,1). Pri kateri vrednosti X bo Z = 0,9757
Kaksna je torej verjetnost, da je Z < 09757 Verjetnost je enaka
0,975. Vrednosti Z so kvantili porazdelitve X.

— Teoreti¢no izpeljite Fiz(z) za poljuben F' (predpostavite, da je F~*
definiran za vse vrednosti, ki jih lahko zavzame X).

Fy(z) = P(Z<2)=P(Fx(X)<2)=PX < Fy'(2)
= Fx(Fy'(2)) =2
Spremenljivka Z je enakomerno porazdeljena.

e Naj bo U ~ Ul[0,1] in X = F~1(U). Pokazite, da je F porazdelitvena
funkcija spremenljivke X.

P(X <x)=P(F*U)<z)=PU<F(z)) = F(x)
F' je torej kumulativna porazdelitvena funkcija spremenljivke X.

e Zelimo simulirati vrednosti iz eksponentne porazdelitve (f(z) = Ae ™,
za x > 0). Kako bi jih lahko simulirali z uporabo prej omenjenega
generatorja?’

Najprej potrebujemo funkcijo F":

z

Fz(2) = /)\e_’\"”dx
0
A —Az

= —e

—A 0
= —le™-1]=1-¢e™

z
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Inverzna porazdelitev F'~! je enaka:

u = 1—e™
l—u = e
—log(1—u) = A\
—loa(1 —
. = —log(l—u)

Ce so vrednosti u torej realizacije enakomerno porazdeljene slucajne
spremenljivke U, so z realizacije eksponentno porazdeljene spremen-
ljivke X.

Kako bi hkrati simulirali vrednosti za posameznike z razlicno vredno-
stjo A?

Podobno kot zgoraj - le da so vrednosti A lahko razlicne.

1.3 Pricakovana vrednost in varianca

Raziskovalci na podroc¢ju Sporta so dokazali, da je pri kolesarjih hemoglobin
izven tekmovalnega obdobja porazdeljen kot N(150,7?), med tekmovalnim
obdobjem pa kot N(140,11?). Vzemimo, da tekmovalno obdobje traja 9 me-
secev. Zanimata nas pricakovana vrednost in standardni odklon za naklju¢no
odvzeti vzorec.

Namig: Zanima nas slucagna spremenljivka Y, vemo {Y'|X = 0} ~ N (150, 7%)
in {Y|X =1} ~ N(140,112?), P(X =1) = 0,75

e Skicirajte porazdelitev Y in skuSajte oceniti pricakovano vrednost ter
standardni odklon

Zgenerirajmo veliko Stevilo vrednosti in si oglejmo njihovo porazdelitev

> set.seed(1)

> a <- rnorm(1000000,mean=140,sd=11) #generiram vrednosti Y|X za tek. obd.
> b <- rnorm(1000000,mean=150,sd=7) #vrednosti Y|X za ne-tek. obd.

> x <- sample(0:1,size=1000000,replace=T,prob=c(0.25,0.75)) #porazdelitev X - obdobje

>y <- a*xx+b*(1-x) #slucajna spremenljivka Y

> hist(y,prob=T) #narisemo spremenljivko

> mean(y) #ocena povprecja

> var(y) #ocena standardnega odklona

Dobljena ocena povprecja je 142,5, variance pa 121,87.
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Slika 1: Porazdelitev nove spremenljivke Y .

e Na danem primeru razlozite formulo E(Y') = E[E(Y|X)]. Je E(Y|X)
slucajna spremenljivka ali konstanta? Izracunajte pricakovano vre-
dnost spremenljivke Y.

Z = E(Y|X) je slucéajna spremenljivka, ki lahko zavzame dve vrednosti:
P(Z = 140) = 0,75, P(Z = 150) = 0,25. Pricakovana vrednost te
spremenljivke je torej
E(Z) = 140-P(Z = 140)+150-P(Z = 150) = 140-0,75+150-0,25 = 142,5
Torej

E[EY|X) =) E(Y|X =x)-P(X =)

e [zracunajte varianco Y

Pri izracunu variance si bomo pomagali s formulo
var(Y) = var[E(Y|X)] + E[var(Y|X)]

V prvem delu gornje formule nas torej zanima varianca slucajne spre-
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menljivke Z = E(Y|X):

var(Z) = E([Z-E(Z)P)
75%- P(Z - E(Z)) =175 +25 P[(Z - E(Z)) =2,
= 56,25-0,25+ 6,25 0,75 = 18,75

Standardni odklon povprecij v razlicnih obdobjih okrog robnega pov-
precja je torej 4,33.

Clen E[var(Y'|X)] je pricakovana vrednost za varianco Y pri znanem X.
Vemo, da je var(Y|X = 0) = 49 in var(Y|X = 1) = 121. Pricakovana
vrednost je

E[var(Y|X)] =49 - 0,25 + 121 - 0,75 = 103.

Sestavimo oba dela skupaj in dobimo var(Y') = 121,75, sd(Y') = 11,03.
Vrednosti izven tekmovalnega obdobja torej le malo povecajo variabil-
nost rezultatov.

e Izrazite varianco v splosnem ({Y|X = 0} ~ N(po,03), {Y|X =1} ~
N(p,0%), P(X =1) = p)

Vrednost E(Y|X = 0) = o je pricakovana vrednost Y pri X = 0, torej
izven tekmovalnega obdobja, podobno z pu; = E(Y|X = 1) ozna¢imo
pricakovano vrednost Y med tekmovalnim obdobjem. Verjetnost, da je
Sportnik v tekmovalnem obdobju ozna¢imo s p. Ker je X Bernoullijevo
porazdeljena spremenljivka, velja E(X) = P(X = 1) = p. Funkcijo

; X =0
B = { 1 L7

zapisemo kot E(Y|X) = po(1 — X) + 1y X. Pricakovana vrednost
slucajne spremenljivke Z = E(Y|X) je

B(2) = B(E(VIX)) = 30 BWIX =2)P(X =2) = all =) + tap
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Varianca slucajne spremenljivke Z je enaka
var(Z) = Y [E(Y|X =2) - E(Y)]’P(X =)
= [po — po(1 = p) = mp*(1 = p) + [ — po(1 = p) — pup)’p
[=p(po = )P (1 = p) + [(1 = p) (1 — p0)*p
= [ — M0]2 2(1 —p) + [ — po)*(1 —p)’p
11 = pol*p(1 = p)(p +1 = p)
(11 — ﬂo] p(1—p)

Izrazimo Se drugi del, sluc¢ajna spremenljivka var(Y|X = 0) je enaka

var(Y]X) = o2; z verjetnostjo (1 — p)
) ok z verjetnostjo p

Spremenljivka var(Y| X) je torej Bernoullijevo porazdeljena, njena pricakovana
vrednost je F(var(Y|X)) = 02(1 — p) + oip.
Zdruzimo oba dela skupaj in dobimo

var(Y) = [un — pol*p(1 = p) + 05 (1 —p) + o1p

e Izracunajte kovarianco X in Y. Izrazite je splosno ({Y|X = 0} ~
N (po, 03), {Y|X =1} ~ N(pm, 07), P(X =1) = p).
Kako je kovarianca odvisna od parametrov? Kaj pa korelacija?

cov(X Y) =
= ElX- E(X))(Y E(Y))]
//x_ (y — E(Y))fxy(z,y)dzdy

Zanima nas torej pricakovana vrednost glede na skupno porazdelitev
X in Y (lahko bi pisali Exy). Pri izra¢unu uporabimo, da velja
Ixy(x,y) = fyix(y|z) fx(x), in najprej izracunamo integral po y

cov(X,Y) =
= [ | [0 - B pxtolaan] fxta)ie

- / (z — BE(X)) { / (y— E(Y)) fY|X(y|$)dy] Fr(@)da

10
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V integralu [ E(Y) fy|x (y|z)dy lahko vrednost E(Y') izpostavimo, saj
je konstanta. Funkcija fy|x(y|z) predstavlja pogojno gostoto - pri vsaki
vrednosti z imamo torej neko sluc¢ajno spremenljivko U = Y|x—, z
gostoto fy(u) = fy|x(y|z). Zato je integral pri dani vrednosti  enak

[ frix(ylz)dy = 1, torej

con(X,Y) =
= [te— 5000 | [ upxtoas — )] sty

_ / (x — B(X)) [B(Y[X) — BE(Y)] fx(x)dz

V nasem primeru je X diskretna spremenljivka, integral po X lahko
torej zamenjamo z vsoto dveh clenov:

cov(X,Y) =
= (0= EX)[EY[X =0) - EY)]P(X
(1 - EX))EYIX =1) - E(Y)|P(X

0) +
1)

Vrednost E(Y|X = 0) = o je pricakovana vrednost Y pri X = 0, torej
izven tekmovalnega obdobja, podobno z u; = E(Y|X = 1) oznac¢imo
pricakovano vrednost ¥ med tekmovalnim obdobjem. Verjetnost, da je

Sportnik v tekmovalnem obdobju ozna¢imo s p. Ker je X Bernoullijevo
porazdeljena spremenljivka, velja E(X) = P(X = 1) = p. Zato

cov(X,Y) =
—plpo — pJ(1 —p) + (1 — p)[pa — plp
= p(1 —p)(—po+ )

in
1— _
cor(X, V) = p(1—p)(p1 — po)
VvarY y/p(1 — p)
V naSem primeru cov(X,Y) = 0,75 % 0,25 % (140 — 150) = —1,875,
cor(X,Y) = —frmonssos = 0,392.

Kovarianca in korelacija sta odvisni od razlike med povpre¢jema - vecja
kot je razlika, vecji sta (po absolutni vrednosti). Ce bi bila razlika 0,

11
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torej povprecje neodvisno od obdobja, bi bili tudi korelacija oz. kovari-
anca enaki 0. Vrednosti sta negativni, kadar ve¢ji X pomeni manjsi Y.
Odvisni sta tudi od p - najvecji sta, kadar je p = 0,5, torej kadar obe
obdobji enako prispevata k skupnemu povpreéju (¢e bi bilo vrednosti
v enem obdobju zelo malo, bi bila korelacija majhna). Dodatno je ko-
relacija odvisna tudi od variabilnosti v enem in drugem obdobju. Ce
bi bila ta variabilnost velika v primerjavi z razliko med povprecjema,
spremenljivki ne bi bili mocno povezani.

e Koliksne so vrednosti variance, kovariance in korelacije, ¢e sta povprecji
v tekmovalnem in izven tekmovalnega obdobja enaki? Ali sta spremen-
ljivki X in Y tedaj neodvisni?

Ce je razlika enaka 0, torej povprecje neodvisno od obdobja, je va-
rianca Y enaka var(Y) = 02(1 — p) + o3p, korelacija in kovarianca pa
sta enaki 0. Vendar pa to ne pomeni, da sta spremenljivki X in Y nista
neodvisni - od vrednosti X je odvisna varianca Y. Porazdelitev Y je
torej odvisna od X, ¢etudi X ne vpliva na povprecje. Torej, vemo, da
je korelacija enaka 0, ¢e sta spremenljivki neodvisni, vendar obratno ni
nujno res.

1.4 Vsota diskretnih slu¢ajnih spremenljivk

Naj bosta X in Y neodvisni Bernoullijevo porazdeljeni spremenljivki, B(p).

e Kako je porazdeljena njuna vsota?
Oznac¢imo Z = X + Y. Verjetnost, da je P(Z = z) za nek z zapisemo
kot vsoto verjetnosti vseh kombinacij X = x in Y = y, ki dajo vsoto
enako z (lahko sestevamo, saj so dogodki nezdruzljivi):

P(Z=2)=P(X+Y =2)=) P(X=z—y|Y =y)P(Y =y)

Za neodvisni X in Y torej velja

P(Z=2)=P(X+Y =2)=) P(X=z-yPY =y)

12
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V nasem primeru:

Velja torej
2 z 2—z
P(z=z) = (_Jrr(1-p)

e Kako pravimo porazdelitvi vsote n i.i.d. Bernoullijevih spremenljivk?

Oznacimo Z = > X;, i =1,...,n, X; ~ B(p). Z je porazdeljena
binomsko, Z ~ Bin(n, p).

1.5 Vsota zveznih slucajnih spremenljivk

Poleg posamicnih vrednosti, zelijo pri Sportnikih proucevati tudi zaporedje
vecih meritev. Zanima nas porazdelitev vsote kvadriranih standardiziranih
odmikov od povprecja pri nicelni domnevi, da Sportnik ni kriv. Naj bo torej Z
standardizirani odmik od povprecja (po predpostavki normalno porazdeljen),
zanima nas » , 72 (gledamo vsoto kvadriranih odmikov, saj so vrednosti lahko
negativne ali pozitivne).

e Najprej nas zanima, kako je porazdeljena vsota dveh neodvisnih zve-
znih spremenljivk (izpeljite formulo za dve zvezni spremenljivki, tore;
Z = X +Y, primerjajte jo s formulo za diskretne)

Zapisemo ustrezno kumulativno porazdelitveno funkcijo kot integral

13
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vecrazsezne porazdelitve v ustreznih mejah:

0o z—Y
Pz<s) = P4y <2 = [ [ ooy
= //fX,Y(U_yay>dvdy

pri ¢emer smo naredili substitucijo x = v — y. Sedaj lahko integrala
zamenjamo in odvajamo (privzamemo, da je zunanji integral zvezen v
z) ter dobimo:

z

P(Z <z) = /]Ofx,y(v—y,y)dydv

—0o0 —00

fz(z) = /fX,Y(Z—y,y)dy

f2(2) = / Fx(z — )y (9)dy

(zadnja vrstica velja, ¢e sta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki).
Dobili smo rezultat, ki je analogen diskretni verziji.

e Kako se porazdeljuje S = Z2 + Z2, ¢e sta Z; in Z, porazdeljena stan-
dardno normalno?

Izpeljali smo Ze, da je Z% ~ x3, oziroma Z? ~ I'(1, 1), tore]

fz2(2) = \/%exp{—g}; z>0

[zracunajmo gostoto vsote Z7 + Z2. Za dano vrednost s vemo, da
mora biti vrednost z; med 0 (z; in 25 ne moreta biti negativni) in s
(ker sta obe pozitivni in je njuna vsota enaka s), zato morajo biti meje
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integracije med 0 in s.

fs(s) = /szf<5_22)fzg(22)d22

1 /S 1 S — 29 1 { z2}d
= — ————eXp ———— p ——exXp —— o dz
2 Jo S — 22 P 2 A/ 22 P 2 2
1
= —expy—

_}/ R R
27 2) Jo Vs— iz 2

Naredimo substitucijo zo = sv, dzy = sdv, meje so torej od 0 do 1:

-

fs(s) = / ﬁ%zdv

<'|D <'|D
" ”
T T

/—M\

}/¢—

I

DO |

[©]

"

e
,_/H 'U

bJ —

/—"\
;“FJtolm tolm tolm

W—/

hﬂ

Gostota gama porazdelitve je
Aaxaflefo

l&@%:—fﬂy—

;x>0,A>0,a>0

Dobljeni rezultat je torej porazdelitev gama z \ = % ina=1.

e Denimo, da so $portnikovi standardizirani odmiki (vrednosti Z) na pe-
tih merjenjih naslednji: 1,6;1,5; —1,6;1,8;1,4. Kaj lahko sklepamo?

Uporabimo da je vsota n neodvisnih enako porazdeljenih spremenljivk
X; ~ I'(3,3) porazdeljena kot >°" | X; ~ I'(%,3) (dokazali smo le za
n=2).

> vr <- ¢c(1.6,1.5,-1.6, 1.8, 1.4)
> rez <- sum(vr~2)

> rez

15
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[1] 12.57
> 1-pgamma(rez, 2.5, 0.5)
[1] 0.02775943

Nasa nicelna domneva je, da Sportnik ni kriv. Pod to nicelno do-
mnevo se vsota kvadriranih odmikov porazdeljuje po gama porazdelitvi

I'(3,3). Verjetnost, da je vsota 12,57 ali ve¢, je priblizno 0,03.

1.6 Vsota dveh odvisnih spremenljivk

Naj bosta X in Y neodvisni standardizirani normalni spremenljivki, Z pa
enaka |Y], ce je X >0, in —|Y| ¢e je X < 0.
e Kako je porazdeljena spremenljivka Z7
Najprej narisimo simulirane vrednosti z R-om:

> set.seed(1)

> x <- rnorm(1000,0,1) #1000 realizacij normalne spremenljivke, povprecje=0, sd=1
> y <- rnorm(1000,0,1)

> z <- abs(y) #z = |yl

> z[x<0] <- -z[x<0] #z =-lyl, ce je x<0

> hist(z,main="",ylab="Delez",prob=T) #histogram z

Slika 2: Porazdelitev spremenljivke Z .

Sedaj 8e izpeljimo porazdelitveno funkcijo. Naj bo z < 0 (torej X
negativen), uporabimo, da sta spremenljivki X in Y neodvisni:

Fy(z) = P(Z<z)=P(X<0,—|Y|<2)

= P(X <O)[P(Y <2)+P(Y > —2)]
= SR P(Y <)
= PY <z2)=F(z)

16
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Na enak nacin izpeljemo se P(0 < Z < z) = P(0 <Y < y) za z >
0. Pokazali smo, da je porazdelitvena funkcija Z enaka porazdelitveni
funkciji Y, Z je torej standardizirana normalna spremenljivka.

e Skicirajte skupno porazdelitev spremenljivk X in Z. Ali sta spremen-
ljivki neodvisni?

> plot(x,y)
> plot(x,z)

Ocitno je, da spremenljivki nista neodvisni, vedno imata enak pred-
znak.

Slika 3: Razsevni diagram realizaciy X in'Y ter X in Z.

e Ali je vsota X + Z porazdeljena normalno?

Iz slike je ocitno, da porazdelitev vsote ni normalna. Vsota dveh nor-
malnih spremenljivk torej ni nujno normalna, ¢e spremenljivki nista
normalni (dana naloga je protiprimer).

> hist(x+z,main="",prob=T,ylab="Delez")

17
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Slika 4: Porazdelitev vsote X + Z.

1.7 Porazdelitev povprecja

Vrnimo se spet k primeru odkrivanja dopinga. Izkaze se, da ima vsak posame-
znik sebi lastno povprecje hemoglobina in da se te vrednosti med posamezniki
precej razlikujejo. Da bi dosegli vecjo obcutljivost testa, zato uvedemo pol-
letno testno obdobje, v katerem vsakega Sportnika testiramo petkrat. Pov-
precje teh petih meritev bomo vzeli kot oceno za posameznikovo povprecje pri
testih v prihodnosti (meje bomo postavljali glede na to povprecje). Recimo,
da vemo, da se vrednosti vsakega Sportnika okrog njemu lastnega povprecja
porazdeljujejo normalno z varianco o2 = 52.

e Pokazite, da je vsota dveh neodvisnih standardiziranih normalnih spre-
menljivk spet normalna. Za vsoto dveh splosnih normalnih spremen-
ljivk izpeljite le pricakovano vrednost in varianco

Naj bosta X ~ N(0,1) in Y ~ N(0,1), uporabimo formulo za gostoto
vsote dveh neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk.

f2(z) = / Fx(z = y) fr (y)dy

- Joee S e e

1 T 22
= %/exp{—E}exp{—gf}exp{zy}dy
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Sedaj dele izraza, v katerih nastopa y, zapisemo kot kvadrat neke vsote:
9 2 z 2\ 2 2\ 2
Y Y Yy 92 + 5 5

2\2 22
O

Gornji integral torej prepisemo v

120 = o [ew{-Zhewt= (v-2) Ve hay

I / -3,
TP PUT2r g

1 22
T Va2 v {‘ﬁ}
V predzadnji vrstici smo pod integralom dobili ravno gostoto normalne
porazdelitve (N (3, (\/g)Q)), njen integral je zato 1 (ne glede na vre-
dnost z, ki je znotraj tega integrala konstanta). Spremenljivka Z je
normalno porazdeljena, Z ~ N (0, (v/2)?).

Naj bosta X ~ N(uy,0%), Y ~ N(usz,03) in med seboj neodvisni:
E(X+Y) = EX)+EY) =+ u
var(X +Y) = var(X) +var(Y) = o7 + 05
Opomba: Neodvisnost smo potrebovali pri izra¢unu variance, medtem

ko bo pricakovana vrednost vsote vedno vsota pricakovanih vrednosti.

e Naj bodo X;, i« = 1,...,n, neodvisne, enako porazdeljene slucajne
spremenljivke. Kaj lahko recete o pricakovani vrednosti in varianci nji-
hovega povprecja? Oznacite E(X;) = p in var(X;) = o2 za vsak 1.
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NajboX:%

)

Xii
1

n

i=1 i=1

e [zracunajte meje okrog ocenjenega povprecja, znotraj katerih naj bi pri
Sesti meritvi nedopingiran $portnik ostal z verjetnostjo 0,99 (prvih pet
meritev uporabimo za oceno $portnikovega povprecja).

Namig: uporabite rezultat, da je vsota neodvisnih normalno porazdelje-
nih spremenlyivk spet normalna.

Vrednosti posameznika so porazdeljene kot X ~ N(u,0?) (0 = 5).
Zanima nas odstopanje Seste meritve od ocenjenega povprecCja v pr-
vih petih meritvah, torej razlika Z = Xg — %Zle X;. To je raz-
lika dveh normalnih spremenljivk z enakim povprecjem, ena ima va-
rianco o2, druga pa o?/n. Spremenljivka Z je torej porazdeljena kot
Z ~ N(0,0% + 0?/n) = N(0,30). Vrednost zynos = 2,57, meje so torej
IS X, £2,57 % /30.

1.8 Razvrscéanje

Na podlagi nekega kazalnika zelimo ocenjevati kreditno sposobnost posame-
znika, zelimo jih razvrstiti v dve skupini - tiste, ki bodo kredit odplacali, in
tiste, ki ga ne bodo. Kot uc¢ni vzorec imamo na razpolago vrednosti tega
kazalnika za posameznike, ki so lansko leto najeli enoletni kredit in podatke
o tem, ali je letos kredit odplacan ali ne. Predpostavimo, da so vrednosti
kazalnika porazdeljene pri obeh skupinah posameznikov priblizno normalno.
Na podlagi letosnjih podatkov ocenimo povprec¢no vrednost kazalnika za po-
sameznike, ki so kredit odplacali (Z,), in za posameznike, ki ga niso (Z). Ti
dve oceni sedaj uporabimo za razvrscanje strank: napovemo, da bo nek po-
sameznik uspel odplacati kredit, ce je trenutna vrednost njegovega kazalnika
blizja x4 kot Z,.

Raziskati zelimo lastnosti takega razvrséanja. Recimo, da smo v ucni vzo-
rec zajeli ng = 750 posameznikov, ki so kredit odplacali in ny = 250, ki ga
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niso. Recimo, da je kazalnik povsem neuporaben za nas namen, torej da je
njegova porazdelitev enaka pri “dobrih” kot pri “slabih” strankah (torej Xj
in X, enako porazdeljena, oznac¢imo kar z X: X ~ N(50,15%)). Ugotoviti
zelimo, kaksna bo verjetnost, da neko nakljucno stranko na podlagi danasnje

vrednosti njenega kazalnika razvrstimo med “dobre”.
e Kaksna je porazdelitev X, (v splosnem, torej za neko varianco o2 in

neko §tevilo slabih ng v uénem vzorcu)?

X, ~ N(u,c?). Vemo, da je povprecje neodvisnih normalnih spremen-
ljivk normalno porazdeljeno ter da velja X, = n% > Xsi~ N(p, Z—i)

e Kaksna je porazdelitev X — X,?
Iz prejsnje naloge vemo, da velja X — X, ~ N (0,02 + 2—2)

e Ozna¢imo Z = X — X, in Y = X — X,;. Zapisati zelimo formulo za
gostoto fzy(z,y).
V ta namen izracunajte kovarianco spremenljivk X — X, in X — X,.
Poizkusite skicirati nekaj realizacij teh dveh slucajnih spremenljivk za
ns = ng = 10 (z razsevnim diagramom). Izracunajte korelacijo med
spremenljivkama za ny = ng. Kako je korelacija odvisna od velikosti
ucnega vzorca?

Nova vrednost X je neodvisna od vzorénih povprecij, povprecji pa sta
med seboj prav tako neodvisni. Zato velja

cov[X — X, X — X,] = cov[X, X] = var(X) = o°
Korelacija je enaka

_ _ o2

cor[X — X, X — Xy =
VoL ) oL+ )
1

\/(1 + nis)\/(1+ 1)

Ce sta velikosti vzorca med seboj enaki, velja

Mg

cor[X — X, X — Xy = T
nS
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Ko vzorca narascata, gre korelacija proti 1. To je intuitivno jasno,
saj z narasCanjem vzorca oceni povpre¢ij postaneta zelo natanéni (v
primerjavi s posamezno vrednostjo sta skoraj konstanti).

> set.seed(1)

> slabi <- rnorm(10) #10 vrednosti kazalnika za slabe

> dobri <- rnorm(10) #10 vrednosti kazalnika za dobre

> nov <- rnorm(1) #ena vrednost za novega posameznika

> plot(nov-mean(slabi) ,nov-mean(dobri),ylim=c(-3,3),x1lim=c(-3,3)) #razdalja vrednosti od obeh povprecij
> abline(0,1) #simetrala

> for(it in 1:99){ #ponovim 100x, vsakic znova simuliram 10 dobrih

+ slabi <- rnorm(10) # in 10 slabih, ter enega novega, ki ga na podlagi
+ dobri <- rnorm(10) # dobljenega kriterija uvrstim

+ mnov <- rnorm(1)

+ points(nov-mean(slabi) ,nov-mean(dobri))

+}

nov - mean(dobri)

nov - mean(slabi)

Slika 5: Razsevni diagram razlik za 100 realizacij slucajne spremenljivke.

Zapisimo Se skupno gostoto (gostota bivariatne normalne spremen-
ljivke):

1 1 (z—pz)?  (y—py)?
fzy(z,y) = exp | — +
zv(zy) 2rozoyy/ 1 — p? 2(1 —p?) 0% oy

C2p(2 = p2) (Y — py)
Oz70y

1 2y 2pzy

1
2o2sdy/1 — p? P T 202(1—p?) |82 + d? sd ’

. . - 1 - o 1 .. . . nem .
kjer je s = \/1+n—s ind= ’/1+n_d' Oznacéimo Se ¢ = 1/m in
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dobimo

2 5 ( 21+ns+ 214ng _o )
nd

620'

fZ,Y<Z7y) = 202

e Zanima nas verjetnost P(|X — X,| < |X — X,|). Kako bi jo izracunali
(skicirajte obmocje, ki nas zanima, nastavite integral in meje)?

Slika 6 prikazuje obmocje integracije. Integral, ki ga moramo izracunati

3y

Slika 6: Obmocje |Z| < |Y|, za ng = 10, ng = 20.

je enak:

P(Y]|>|Z]) = //Y|>|Z| fzy (2, x)dzdz

21+ns 2 + d
+z —2yz
w u?) dzdy

e 20'2

27TO' [Y|>|Z|

Zaradi simetrije je integral za pozitivne y (glej sliko 6) enak kot za
negativne, zato je dovolj, da integriramo le gornji del (in mnozimo z 2).
Gornja kraka dodatno razdelimo na negativne in pozitivne vrednosti z

c2 1+ns 1+n
P(Y|>|2)) = / / e Wt )
ixex

2 21+n 21+ 1tng
e 202 s T2 2yz)dzdy
7702
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[zracunamo zgornje integrale in dobimo

1 1 s
P(Y|>|Z) = - (arctan (—,/%) +
T Ny ng + N,
1+2ng | .
+ arctan ( + 2N falt )) .
nq 14+ng+n,

Za ng = ng je rezultat 0,5, za n, = 250,ny = 750 pa 0,49. Ce sta
vzorca enako velika, bo ta nacin razvrScanja enote v vsako skupino
razvrstil z verjetnostjo 0,5, kar je smiselno (saj kazalnik ni¢ ne pove
o kvaliteti). Cim pa vzorca nista enako velika, verjetnost ne bo veé
enaka 0,5, niti ne bo proporcionalna velikosti vzorca. Za neenake ve-
likosti vzorcev (neuravnotezene podatke), to razvrscanje torej ne daje
zelenih oz. pricakovanih rezultatov (bodo pa podatki morali biti zelo
neuravnotezeni, da bo verjetnost bistveno razlicna od 0,5).

1.9 Centralni limitni izrek

V nekem kraju zelijo zgraditi obvoznico, zanima jih delez ljudi, ki to gradnjo
podpirajo. V ta namen izvedejo anketo. Recimo, da je verjetnost, da se po-
sameznik strinja, enaka 0,65. Kaksna je verjetnost, da bo med 6 posamezniki
vecina za gradnjo?

e Naj bo X = I{posameznik se strinja}, X je Bernoullijevo porazdeljena
spremenljivka. Kako je porazdeljena vsota Sg = 2?21 X;? Izracunajte
pricakovano vrednost in standardni odklon.

Pricakovana vrednost Bernoullijeve spremenljivke je:

E(X) = 0-P(X=0)+1-P(X=1)=p
var(X) = E(X?)-EX)?=12-PX=1)-p*=p—p*=p(1l —p),

za vsoto pa velja:

n

E(S,) = E(Z X;) = Z E(X;) = np
var(S,) = Var(z X;) = Zval“(Xi) =np(1 —p)

i=1 i=1
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Vsota neodvisnih enako Bernoullijevo porazdeljenih spremenljivk je po-
razdeljena binomsko, verjetnost posameznega izida je

Ps, =) = ()=

e [zracunajte verjetnost, da so vsaj 4 posamezniki za gradnjo.

Z uporabo formule za binomsko porazdelitev:

6

P(S,>3)=>_ <2) (0,65)%(0,35)°% = 0,647

k=4

e Aproksimirajte to verjetnost Se s pomocjo centralnega limitnega izreka.

Vemo, da —22="2_ konvergira (v porazdelitvi) proti standardni nor-
\/m g (vp ) P

malni spremenljvki Z. Poglejmo, kako dobra bo aproksimacija z nor-
malno porazdelitvijo pri n = 6:

Sp — 3,5 —
np S np

P(S, > 35) —
( ) =) -1
3.5—-39

e Oglejte si, kako dobra je aproksimacija za razlicne velikosti vzorca in
razlicne vrednosti p.

> win.graph(height=6,width=12) #pripravimo okno za risanje

> par (mfrow=c(1,2)) #narisali bomo dva grafa na isto sliko
> p <- 0.65 #verjetnost, da je posameznik za

>n <- 6 #velikost vzorca

> verb <- dbinom(0:n,n,p) #verjetnosti posameznih izidov

> barplot(verb,space=0,width=1,ylim=c(0,.4)) #stolpicni diagram

> sd <- sqrt(n*p*(1-p)) #standardni odklon

> e <- n*p #pricakovana vrednost

> vern <- dnorm(0:n,e,sd) #vrednost gostote v posameznih tockah
> points(0:n+.5,vern,pch=16) #dorisemo vrednosti na graf

> sek <- seq(0,n+1,length=100) #dodamo se kup tock, v katerih nas zanima gostota
> vern <- dnorm(sek,e,sd) #vrednost gostote v izbranih tockah

> lines(sek+.5,vern,lwd=2) #dorisemo krivuljo na graf
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>n <- 50 #se enkrat za vecji vzorec

> verb <- dbinom(O:n,n,p) #verjetnosti posameznih izidov

> barplot(verb,space=0,width=1) #stolpicni diagram

> sd <- sqrt(n*p*(1-p)) #standardni odklon

> e <- n*p #pricakovana vrednost

> vern <- dnorm(0O:n,e,sd) #vrednost gostote v posameznih tockah
> lines(0:n+.5,vern,lwd=2) #dorisemo vrednosti na graf

2
0.06
I

0.02
I

0.00
L

Slika 7: Aproksimacija binomske porazdelitve z normalno za p = 0,65 in
(a)n=6, (b)n=>500.

Sliko ponovimo Se za druge vrednosti p, vidimo, da je aproksimacija
nekoliko slabsa, ¢e je porazdelitev bolj asimetri¢na, a Se vedno zelo
dobra.

2 Vzorcenje

2.1 Vzorcenje - neskon¢na populacija

Oceniti zelimo znizanje vrednosti pritiska pri pacientih z esencialno hiperten-
zijo po treh mesecih jemanja nekega zdravila. V ta namen smo zbrali vzorec
25 bolnikov, naj bo X; vrednost razlike pri i-tem bolniku nasega vzorca.
Predpostavimo, da so slucajne spremenljivke X; neodvisne in enako poraz-
deljene.

e Pokazite, da je povprecje nasega nakljucnega vzorca nepristranska ocena
povprecnega znizanja v populaciji bolnikov (to oznac¢imo z p).
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Slika 8: Aproksimacija binomske porazdelitve z mormalno za p = 0,9 in
(a)n=6, (b)n=>500.

Povprecje vzorca je % Z?:l X, povprecje populacije ozna¢imo z pu.
Predpostavljamo, da je vzorec nakljucen, torej da so vrednosti X; enako
porazdeljene, za vse velja E(X;) = p.

ZX :%Z (Xi)zinuzu

=1
e Kaj lahko recemo o cov(X;, X;), ¢e je i # j?

Ker so vrednosti bolnikov med seboj neodvisne, je kovarianca enaka
0

e Naj bo varianca v populaciji enaka o?. Kaksna je standardna napaka
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nase ocene?

n n

var[X] = cov[%zn:Xi,%zn:Xj] = %COU[Z X ZXj]
i=1 Jj=1

i=1 j=1

1 n n
= EZ{CO’U[X“X,L']—F Z cov[ X;, X;]}
i=1

=1,

= % Z{cov[Xi, Xi] + (n — 1)cov[ Xy, Xj]}

Uporabimo, da so vrednosti med seboj neodvisne, torej da je cov[X;, X;| =
0 za vsak i # j.

var[X] = %Z{COU[X%XJ}

1
= — -ncov[X;, X;] = —var[X|]
n

e Na podlagi nasega vzorca zelimo oceniti o?. Naj bo nasa cenilka

02 = c¢> o (X; — X)% Kaksna mora biti vrednost konstante ¢, da
bo nasa ocena nepristranska?

Vemo, da velja 0% = F(X?)—E(X)?, torej E(X?) = 02+ p? in podobno
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tudi SE? = var(X) = £ = E(X?) — B(X)?, torej B(X?) = 12 + 2

n n

n n

Ele) (Xi—X)’] = cBE> {X}-2X;X + X*}]

=1 =1

= cE[zn:Xi2 —nX?
~ B[ (X - X

— Y (B - BLX?)

2

: Z o) =+ 7]

= cn {0—2(1 - %)}

= o*(n—1)c

Ker zelimo, da velja E(5%) = ¢, mora biti ¢ = —L=.

e Na vzorcu smo dobili naslednje rezultate: z = 4, 6 = 20. Ocenite
standardno napako (torej standardni odklon vzorénega povprecja). Ali
boste na podlagi podatkov lahko trdili, da se tlak zniza tudi v popula-
ciji?

Ocena standardne napake je enaka SE = \/iﬁ = % = 4. Znizanje priti-
ska je enako standardni napaki - prave razlike ne moremo razloc¢iti od
naklju¢éne variabilnosti. V ta namen bi potrebovali precej vecji vzorec.

Povzemimo rezultate naloge: e je populacija neskonéna in enote v vzorcu
neodvisne, velja:
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2.2 Vzorcenje - kon¢na populacija

Oceniti zelimo povprecno Stevilo zaposlenih v podjetjih neke panoge ob zacetku
letosnjega leta. Panoga je razdeljena na podskupine, v eni izmed skupin je le
11 podjetij. Uspeli smo pridobiti podatke za nakljuc¢en vzorec Sestih izmed
teh podjetij. Naj bo X; stevilo zaposlenih v i-tem podjetju nasega vzorca.

e Naj X; in X, oznacujeta vrednosti prvih dveh naklju¢no izbranih pod-
jetij. Kaj lahko recemo o cov(X;, X3)? Kaj pa za splosen i # j7?

Populacija konc¢na, oznac¢imo vrednosti v populaciji z z, i = k,...,11.
Izberimo po nekem vrstnem redu vseh 11 podjetij, prvih 6 naj jih pred-
stavlja vzorec, X; oznacuje Stevilo zaposlenih v ¢-tem izbranem pod-
jetju. Ker je vsak izmed X; ena od vrednosti x; in imajo vse enako
verjetnost, je cov(Xy, X2) = cov(X;, X;) za poljubna razlicna i in j.
Vendar pa sedaj X; in X nista neodvisni sluc¢ajni spremenljivki - ce je
X; =z, X; ne more zavzeti k-te vrednosti.

Ker je vsota vseh vrednosti konstanta, je zgornji izraz enak 0, torej

N
cov( X, ZXj) = cov(X;, X;) + (N — 1)ecov(X;, X;) =0

Jj=1

In zato (za i # j)

02

CO’U(XZ', X]) = —m

Spremenljivki sta torej negativno povezani. Ta povezanost je seveda
Sibka, korelacija je enaka

o? 1

orlXeX) = TN D T N1

Korelacija je torej odvisna izkljuéno od velikosti populacije.
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e Izracunajte standardno napako nasega vzorca (privzemite da poznate
0?). V drugi skupini imamo 100 podjetij. Kako velik vzorec moramo
vzeti iz te skupine, da bomo dobili priblizno enako veliko standardno
napako (privzemimo da je varianca tudi v tej skupini enaka 02)?

. 1 < 1 < 1 1 <
var[X] cov[n ; - ; ] ol cov| - ; ]

= %{CO’U[XZ', Xz] + (n - l)COU[Xi7Xj]}

1., o> . 0°> N—n
R A L) )

Za N = 11 in n = 6 dobimo SE? = %2% = ‘1’—; Ce je populacija
vecja, bomo za enako standardno napako potrebovali ve¢ enot. Pri

N = 100, dobimo zeljeno velikost napake z vzorcem velikosti 11.

e Kaksna mora biti vrednost konstante ¢, da bo cenilka 0 = ¢ > | (X;—
X)? nepristransko ocenila vrednost o?

Ponovimo izracun iz zadnje tocke prejsnje naloge, upostevamo, da je
e 2
B(X?) = + &

n

Bled (X;— X)) = eB[Y_{X?- %%

= o> {wren -+ TR

=1

2 N(n—1)

= O'C]\/,_1

Ker Zelimo, da velja E(G%) = 0%, mora biti ¢ = — =, torej

1 N-1g —
~2 2
_ - X, — X
o n—1 N i:l( )
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e ZapiSite Se nepristransko cenilko za standardno napako

Zdruzimo dosedanje rezultate in dobimo
~ 2 d%(N —n) I N-1¢ — o (N —mn)
S N -1 n—1 N Z< ’ )

2N —n

n N

kjer je s* = - 37" (X; — X)2.

=1

Povzemimo rezultate naloge: ce je populacija koncna, velja:
Vrednosti izbrane v vzorec navkljub nakljuénemu izbiranju med seboj niso
neodvisne, kovarianca med enotami je enaka:

0.2

N -1

varianca povprecja in nepristranska cenilka za varianco v populaciji pa sta
enaki

cov(X;, Xj) = —

_ o2 N—n 1 N-1g _

X)=— .52 N=- X, — X)2

var(X) n N—l’a n—1 N £ (Xi )
=1

2.3 Ocena kovariance

V nekem podjetju velikosti NV so izvedli izobrazevanje za nakljucen vzorec
n zaposlenih. Ob koncu izobrazevanja so novo znanje preverili s testom.
Podjetje se zeli odlociti, ali je smiselno uvesti izobrazevanje za vse zaposlene,
zato jih zanima povezanost med starostjo zaposlenega (X;) in rezultatom na
testu (Y;).

Za vsakega posameznika iz vzorca imamo torej par sluc¢ajnih spremenljivk

e Utemeljite, da je kolicina cov(X;,Y;) za poljubna i # j enaka.

Vzoréenje si lahko predstavljamo tako, da smo populacijo naklju¢no
uredili, nato pa v vzorec zajeli prvih n posameznikov. Ker imajo vsi
vrstni redi enako verjetnost, bo na i-tem mestu z enako verjetnostjo
katerikoli posameznik. Vsi pari (X;,Y;) imajo tako enako porazdelitev
in zato je enaka tudi kovarianca X; in Y.
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e Naj bo v = cov(X;,Y;). Izracunajte kovarianco cov(X;,Y;) za i # j.

Vsota vseh vrednosti iz populacije je konstanta, zato velja

cov(X;, Y ;) = cov(X;, V) + (N — 1)cov(X;,Y;) = 0.

iy Lj

Velja torej (za i # j)

cov(X;,Y;) = NW T

e Kovarianca med spremenljivkama X in Y je definirana kot
1 1
cov(X,Y) = cov(Xq,Y7) = N Z[(IZ — )y —v)] = N lezyz — pv,

. . C1s s 1 N . 1 N
kjer smo z p in v oznacili povprecji p = &> .0, xinv = 5> .0 v

Na vzorcu bi kovarianco radi ocenili s cenilko 7 = ¢ [}7 | X;¥; — nXY].
Dolocite vrednost konstante ¢, da bo cenilka nepristranska.

Pricakovana vrednost cenilke je
= Z E(X.Y;) —nE(XY) (1)

Zaradi simetrije je E(X,Y;) = E(X;Y;) za poljubna i in j. Vemo, da
velja

cov(X;,Y;) = BE(X}Y;) — E(X;)E(Y;) = BE(X}Y;) — uv

Torej je E(X;Y;) = pv + . Oglejmo si Se drugi ¢len na desni strani
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3

n

1
L2 X DY

i=1 j=1

1 n
— EEZ

&
>
=
I
2
S

XV + X, z”: Y;

=1 j=1i#j
1 n n
= S |EEY)+ Y E(XY))
=1 j=1i#j
1 n
= 3 [E(X,Y;) + (n — 1) E(X;Y))]

=1

Uporabimo rezultat

cov(X;,Y;) = E(X;Y;) — E(X;)E(Y;)

v
E(X;Y;) = =

n zato

E(XY) = %n {W +y+(n—1)(ur + _—7)}

N —1
1 (n—1)
- = 1—
1 n N —n
T on i 7N—l
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To vstavimo v enacbo (1)

E@) = ¢ _zn:(W+v)—n% {”MV+7N—:TH

Li=1

[ N —n
= c n,uu+n’y—n/w—ny_1}
: N —n
= c|ny—
_7 7N—1

N -1 N -1
N(n—1)
N -1

{nN—n N—n}
oy
g C/y

¢ mora biti torej enak —1-~=1
n—1 N

e Kako bi ocenili korelacijo? Ali je taka ocena korelacije nepristranska?
Preverite s simulacijo.

Uporabimo izpeljane formule za oceno kovariance in varianc:

Nepristranskosti te ocene Se nismo dokazali, saj pricakovana vrednost
kvocienta ni enaka kvocientu pricakovanih vrednosti. Ker ne vemo, ali
je ocena pristranska ali ne, pristranskost preverimo s simulacijo:

Vzamemo populacijo velikosti N = 300, vzorci naj bodo velikosti n =
10. Naj bo X starost porazdeljena enakomerno med 25 in 65, uspeh
na testu pa negativno povezan s starostjo, tako, da je v povprecju
enak 100 — starost (predpostavimo, da so odstopanja od tega povprecja
razprsena s standardnim odklonom 20)
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> set.seed(1)

> xi <- runif (300)*40+25 #300 posameznikov, starosti 25-65 let
> yi <= 100 - xi + rnorm(300)*20 #rezultat na testu za populacijo

> cov(xi,yi) #kovarianca v populaciji

[1] -136.8110

> cor(xi,yi) #korelacija v populaciji

[1] -0.5207052

> runs <- 10000 #stevilo korakov simulacije

> cova <- cora <- rep(NA,runs) #sem bomo zapisali rezultate simulacije
> for(it in 1:runs){ #simulacija po korakih

+ inx <- sample(1:length(xi),size=10,replace=F) #izberemo vzorec 10-ih

+ xa <- xi[inx] #pogledamo njihove starosti

+ ya <- yil[inx] #pogledamo njihove rezultate

+ covalit] <- 1/9%299/300%

+ sum( (xa-mean(xa))*(ya-mean(ya))) #izracunamo kovarianco

+ cora[it] <- sum( (xa-mean(xa))*(ya-mean(ya)))/

+ sqrt(sum( (xa-mean(xa)) 2)*sum((ya-mean(ya))~2))  #izracunamo korelacijo
+ 3

> mean(cova) #povprecna kovarianca

[1] -135.4745

> mean(cora) #povprecna korelacija

[1]1 -0.5034081

Vidimo, da sta obe vrednosti nekoliko manjsi od populacijskih, preve-
rimo ali je odstopanje veliko glede na standardno napako, ki jo lahko
pricakujemo pri takem Stevilu simulacij:

Zanima nas ali povpreéna kovarianca (mean(cova)) bistveno odstopa
od prave vrednosti (cov(xi,yi)). Povpreéna kovarianca je slucajna
spremenljivka, ¢e bomo vnovi¢ pognali simulacijo (vseh 10000 kora-
kov), bomo dobili drugo vrednost. Predpostavimo, da je priblizno nor-
malno porazdeljena, ocenimo njeno varianco (varianca povprecja n i.i.d
spremenljivk je varianca spremenljivk deljeno z n, pri nas je n stevilo
korakov simulacije). Nic¢elna domneva, ki jo preverjamo, je: Hy : pov-
precna kovarianca je enaka populacijski vrednosti.

> (mean(cova)-cov(xi,yi))/sqrt(var(cova)/runs)
[1] 1.509540

Ta rezultat je v okviru pricakovanj, saj smo teoreticno pokazali, da je
ocena kovariance nepristranska. Enako ponovimo za korelacijo:

> (mean(cora)-cor(xi,yi))/sqrt(var(cora)/runs)
[1] 6.66459

Odstopanje pri korelaciji je bistveno vecje, verjamemo, da se v nasi
simulaciji ni zgodilo po nakljuc¢ju, temvec je ocena dejansko pristranska.
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24

Enostavni slu¢ajni vzorec, Se enkrat

Vzemimo Se enkrat enostavni slucajni vzorec velikosti n iz populacije N,
vrednosti v populaciji oznacimo z z;;¢ = 1,..., N, populacijsko vrednost
povpreéja oznac¢imo z jui, variance pa z o2. Definirajmo slu¢ajno spremenljivko
I; = Ijj je izbran v vzorec] 111 zapiSimo cenilko populacijskega povprecja p kot C' =

1 N
=i Lizs.

Koliko je vsota Zf\;l I;? Kaksna je verjetnost P(I; = 1)7?

Vsota Zf\il I; = n, saj smo vzeli vzorec velikosti n. Izracunajmo Se
verjetnost, da bo izbran element ¢:

Jemljem vzorce velikosti n in iz populacije velikosti N. Vseh moznih
kombinacij je (]T\L[ ), kaksno je stevilo tistih vzorcev, v katerih je element
17 Pri teh vzorcih en element Ze poznamo, izmed ostalih N — 1 smo jih
izbrali n — 1. Torej je iskana verjetnost enaka:

(h1) _

)N

Pokazite, da je cenilka nepristranska.

P, =1)=
Radi bi ocenili y = + Zf\il x;

Ker lahko I; zavzame le vrednosti 0 in 1, je E(;) = P(l; = 1) = %
(vzorec je slucajen, zato so verjetnosti za vse i enake), zato dobimo

1 o= 7 1
i=1

i=1
Izracunajte var(/;) in cov(;, I;).
Spremenljivka I; je Bernoullijeva, z verjetnostjo P(/; = 1) = &. Njena
varianca je zato enaka

n n N —n

var(I;) N(l_N>:% -
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Kovarianco izra¢unamo tako, da upostevamo cov(ly, I + ...Iy) =
cov(Iy,n) = 0 in cov(l;, I;) je enaka za vsak i # j:

n N—n
— N —n)
[i ) = — N N — _ n(
coollinlj) = =N =9 = ~ NN =1y
e Pokazite Se, da je varianca tako zapisane cenilke enaka var(C') = %ZN—:?

var(C) = —cov Z[mz,Z[x]
| N
= ﬁZcov(Iixi,lexj)
i=1 j=1

LT N
= — cov(Lix;, Lix;) + Z cov(xili,fjxj)]

n? 4 e
=1 | ]71]§£’L

N T
1
= — .CC Cov IIL,[ Z Z; :CJCOU [Z7[ )]

n? 4
i=1 | j=1,57#1i

Populacijska varianca definirana kot:
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[zpeljimo varianco:

var(C) = %Z [x var( Z Ti%j 5 var le)]
var(/; a
. n(N_[ . Zx D3 3 m]

N —n 2 2 al al 2
= NN D) (N—=1)N(u +0)—Z[$¢Z%’—$i]]

L i=1  j=1

N
N —n
= —— [(N-1)N Nup—
N2n(N —1) ( JN(p” +07) ;[mz = ;]
= N NS NG 4 o) — N2+ N+ 0?)]
N2n(N —1)
N —n
— —N2 2
Nan(N—1) °
B J_QN—n
- nN-1

2.5 Vzorcenje po skupinah

Oceniti zelimo dosezek ljubljanskih sedmosolcev na nekem testu znanja, ki
ga izvajajo v vecih drzavah. Populacijo N = 2800 ucencev te starosti bomo
vzorcili po Solah (K = 46). V vzorec bomo najprej slu¢ajno (in neodvisno od
stevila (V;) sedmosolcev na Soli) vzoréili £ = 10 Sol, nato pa bomo na vsaki
Soli izbrali vzorec n = 15 ucencev. Naj p oznacuje populacijsko povprecje
dosezka na testu, p; pa naj bo povprecje za vsako Solo posebej. Vzorcenje
znotraj Sol je neodvisno od vzorcéenja na prvem koraku.

e ZapiSite nepristransko cenilko za .

Najprej izrazimo p s povprecji sol, torej p;. Naj bo x;; vrednost j-
tega ucenca na i-ti Soli. Velja

1 K N; 1 K
:N;;%j:N;Ni‘M (2)
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Ozna¢imo ocenjeno povpreéje vsake sole z X;, I; pa naj bo indikatorska
spremenljivka, ki je enaka 1, ¢e je Sola izbrana v vzorec. Nasa cenilka
naj bo enaka

Dolociti moramo vrednost konstante ¢;, tako da bo cenilka nepristran-
ska. Upostevamo, da smo na vsaki Soli vzeli nakljucni vzorec in zato

velja E(X;) = ;. Ker je vzorcenje na drugem koraku neodvisno od
vzor¢éenja na prvem, velja E(;X;) = E(I;)E(X;). Ker smo na prvem

koraku vzoréili vse $ole z enako verjetnostjo, je E(I;) = & za vsak i.
Uporabimo vse nasteto in dobimo
K K
E(X) = ) «E(LX) =) aE(L)E(X))
i=1 i=1
L
- : 'LK/’LZ
=1
Zaradi (2) mora veljati ;2 = It zato je naSa cenilka enaka
_ K1 _
X=—=-)> NIX,

e Kako bi ocenili populacijsko povprecje, ¢e bi imele vse Sole enako Stevilo
ucencev L?

Ker velja N = Zfil N;, za enake N; = L velja N = KL in zato

K K
Z LI X; = Z X,
=1 =1

e Ali je za nepristranskost pomembno, koliko ucencev z vsake Sole vza-
mete?

- 1
X =

|
| =
| =

Ne, X; je nepristranska cenilka ji; ne glede na velikost vzorca. Seveda
pa velikost vzorca vpliva na standardno napako te cenilke.
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e ZapiSite varianco cenilke s pomocjo varianc in kovarianc

K
X) = ——
var(X) VarNkZNIX

K\2 K B
— (N_k) Z[N%arzx Z N;N,cov(I; X;, I, X;)

J=Li#j

e Oznacimo varianco znotraj vsake sole z 07, = - ZN (i — )2 Kaj
je var(L;X;) in kaj cov([; X;, I;X;)?

Uporabimo, da je vzorcenje na drugem koraku neodvisno od vzorcenja
na prvem in da je [? = I; (12 =1, 0> =0):

var([,X;)) = E(I?)X?) - E(I,X,)? = E(I)E(X?) — E(I,*B(X,)?
ko oy N,
= ?E<Xi)_ (ﬁ) %

Upostevamo se, da je F(X?) = var(X;) + E(X;)? = %% fion 4 i
dobimo

_ k (02 N;—n kY2 k(K —k
VaF(IiXi)Zg(n N~—1+M?)_(E) Mz_uzg—i—

Sedaj izrazimo Se kovarianco:

Upostevamo neodvisnost vzorcenja na prvem in drugem koraku in dej-
stvo, da je povprecje na eni Soli neodvisno od povprecja druge Sole:

cov(IiXi, I;X;) = E(Lily)pip; — E(L)E(1;) pip

k(K — k)

= pipcov(ly, ;) = MR 1)
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e Izpeljite formulo za varianco cenilke v primeru, ko so vse vrednosti N;
enake L in je varianca znotraj Sole enaka za vse Sole, varianco med
Solami oznacite z o7.

K

2
var(X) = ( ) Z[[ﬂvar L X;) Z L*cov(I; X;, I; X;)
=1 1=1,i#j
B QXK: )+ ko>L—n
B — K2 KnL-1

=1

_ Z i = R)

2 _
oy E=D)
Velja
K K K
k(K — k) k(K — k)
2
Z'ui K2 _Z Z 'ui'quQ(K_l)
i=1 i=1 j=1,i#j]
k(K ]{3) B K K K K )
= (K=1)» pui—( Lhi [ 1)
KK —F) | L a2 %
= M (K —1 2 _ K ;
KR 1) ( );uz u +;uz)
KK —Fk) o o KkK—FK) ,
pr— —K p—
KK -1 T (k-1
in zato
K
_ 1 kK—Fk) , ko L-—n
X - 7/ S Tw
var(X) k2;{(K—1)06+KnL—1
KkE-k , KkoL-n

e Kaj bi se razlikovalo v nasih izracunih ¢e bi Sole vzor¢ili proporcionalno
glede na njihovo velikost, tako da bi bila verjetnost, da je izbrana Sola
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3

. kN; 9
7 enaka N

Ce bi bile vse Sole enako velike, bi se spremenil le izra¢un kovariance.
Ker ne vemo, kaksna bo velikost vzorca, vsota I; ni ve¢ konstanta, zato
ne moremo kovariance izracunati z istim “trikom” - potrebno jo bo
izracunati po definiciji.

Metoda najvecjega verjetja

3.1 Ocenjevanje deleza

Naj bodo x1, ... x, neodvisne realizacije Bernoullijevo porazdeljene slucajne
spremenljivke X. Radi bi ocenili parameter p.

e Recimo, da je n = 5 in da smo dobili naslednjih 5 vrednosti: 1,0,1,1,1.

Kaksna bi bila verjetnost tega dogodka, ¢e bi bil p = 0,27 Kaj pa za
p = 0,757 Narisite krivuljo verjetnosti tega dogodka glede na p. Kako
bi izracunali njen vrh?

Verjetnost dogodka izracunamo kot 0,2%0,8, torej p*(1 — p)"~*, kjer
je k stevilo enk. Oznacimo z A dogodek A = {X; =1, X, =0, X3 =
1,X, = 1,Xs = 1}. Za p = 0,2 dobimo P(A) = 0,00128, za p = 0,75
dobimo P(A) = 0,079. Narisemo krivuljo za vrednosti p med 0 in 1:

> p <- seq(0,1,length=100) #za 100 vrednosi p med 0 in 1
>y <- p“4*(1—p) #za vsako vrednost izra'cunam verjetnost
> plot(p,y,type="1") #narisem in povezem s krivuljo

Vrh funkcije lahko poiséemo z odvajanjem - odvajamo funkcijo p*(1 —
p)" % po p in izenacimo z 0 (lokalni maksimum). Vrh ni odvisen od
vrstnih redov.

Podatke, ki jih dobimo na nekem vzorcu, ozna¢imo z xy, . . ., z, (v zgor-
njem primeru je bil n =5, z; = 1 in x5 = 0). Za vsako enoto zapisite
P(X; = z;|p), torej verjetnost, da se je zgodil dogodek, ki smo ga videli.
Zapisite funkcijo verjetja.

P(X; = z;lp) = p"' (1 — p)' ™"
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0.08

0.06

0.02

0.00

Slika 9: Verjetnost opaZenega dogodka glede na p.

Funkcija verjetja je produkt posameznih verjetnosti (predpostavili smo,
da so slucajne spremenljivke X; neodvisne), torej

Lp,x) = P(Xy=a1,.... X, =z|p) = [[p"(1-p)'™"

i=1
— pZ?:I T4 (1 _ p)n_zyzl T4
e Poiscite oceno za p po metodi najvecjega verjetja

Ker je logaritem monotona funkcija, lahko namesto lokalnega maksi-
muma te funkcije gledamo raje maksimum logaritma:

n

log L(p,x) = Zx log(p) + (n— ) x;)log(1 —p)

i=1
alogL(p, :[) _ Z?:l Z; n— 2?21 T;
dp p 1—p
_ Do i =Py = pln— > x)
p(1—p)
_ i i pn
p(1—p)

Odvod logaritma verjetja bo enak 0 pri pn = Y | z;. Ocena po metodi
najvecjega verjetja je torej p = %Z?:l x;. Ocena je ravno delez enk v
VZOrcu.
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e Ali je ocena nepristranska?

Metoda najvecjega verjetja zagotavlja le doslednost (nepristranost, ko
gre n — 00), v nasemo primeru dobimo

. 1 < 1 < 1<
E(p) = E(EZ%‘) = EZE(%‘) = HZP =p
i=1 i=1 i=1
V naSem primeru je torej ocena nepristranska.

e ZapiSite oceno standardne napake

Varianca ocene je enaka %](p)*l, kjer je
0? 0 ?
I(p)=—-FE [ap2 Og(f(X,p))] E {6]3 Og(f(X,p))]

V naSem primeru sta izracuna po obeh formulah enako tezka, upora-
bimo prvo formulo:

f(Xlp) = p*(1—p'~

Ip) = -E % 1og<f<X|p>>}

Il

|
=

4
—
>
)
o

3
+
—

|
s
)
PN
—

|
)

L,

(1 —p)(~1) — (1 —2p><X—p>}

- Y (1 —pp
_ _E_—p+p2—X+2pX+p—2p2}
i p*(1 —p)?
_ _g —pz—X—i-QpX]
p*(1 —p)?
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Pri ra¢unanju pricakovane vrednosti upostevamo, da je E(X) = p, ker
je X le v imenovalcu, dobimo

1 = [T
p(1—p)

e Oceniti zelimo delez volilcev nekega kandidata. Na vzorcu n = 500
zanj glasuje 29 % volilcev. Podajte 95 % interval zaupanja za to oceno.

Vzoréna ocena je p = 0,29. Standardno napako (torej standardni od-
klon cenilke) na vzorcu ocenimo s pomocjo p, ocena standardne napake

je torej enaka
~ 1 (1 —p
SE = Y b(Ch ) NYS
nl(p) n

Teorija nam pove, da je p — p priblizno normalno porazdeljena, zato je
kvocient % porazdeljen po t porazdelitvi z 499 prostostnimi stopnjami

(ocenili smo 1 parameter). Ustrezna mejna vrednost t je torej 1,965.
95 % interval zaupanja je enak [0,25,0,33].

3.2 Povezanost dveh spremenljivk

Zanima nas, kako je prihodek podjetja v neki panogi odvisen od Stevila za-
poslenih. Predpostavimo, da je prihodek podjetja normalno porazdeljen s
povprecjem By + £1X, kjer je X logaritem Stevila zaposlenih. Denimo, da
imamo podatke o Stevilu zaposlenih in prihodku za vzorec podjetij, radi bi
ocenili parametra 5y in ;.

e ZapiSite porazdelitev prihodka podjetja, ¢e vemo, da je varianca enaka

a2

Predpostavljamo, da je Y ~ N (B + 51X, 0?), torej

1 (Y —Bo—81 X)*
Y, X|Bo, f1,0) = e 202
f( |ﬁ0 51 ) \/ﬁd
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e Zapisite funkcijo verjetja. Kaj je funkcija, ki jo moramo maksimizirati?
Dani so podatki (z;,v;),i=1,...,n.

1 (yi—Bo—B1z;)?
L(y,z, Bo, Br,0) = e 22
( ) ) ) ) ) Z:1 \/%O_
1 72?:1(%—50—51%)2
— ey 4 202
(V2mo)n

Logaritem te funkcije je

Z?:l(yi — Bo — 51%‘)2

202

n
IOgL(y, z, 507 617 U) = _E 10g(271'0’2) -

Ker nas zanimata le parametra 3, in 1, je prvi del funkcije konstanta,
maksimizirati je potrebno le izraz

- Z(yz — Bo — Pri)’
i=1
e Izracunajte oceni 3y in 57 po metodi najvecjega verjetja

Najprej za (y:

9% ; (yi — Bo — Biz;)

= -2 Z (i — Bo — Prs)
i=1

Ce zgornji izraz izenacimo z 0, dobimo (izraz je enak ni¢ za posebni
vrednosti By in f1, ki ju ozna¢imo s stresico)

—2 (Zyz —nfy — 512%) =0
i=1 i=1
BO = % (Zyz - 312%)
i—1 =1
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Sedaj odvajamo Se po [:

8 n
GIA Z (yi — Bo — 51961‘)2

i=1
n
= =2 Zl‘z (yi — Bo — Brs)
i=1
_ -z(zxiyi—ﬁozxi—ﬁlzﬁ)
i=1 i=1 i=1
Ce zgornji izraz izena¢imo z 0, dobimo
n o n
Ty — Bo Y T
= i=1 i=1
B = a
>

i=1

Zdruzimo obe izpeljavi in (po malce premetavanja ¢lenov) dobimo

n n n
Ny TYi — > Ti Y Yi
B B i=1 i=1  i=1
1 = n

e [zracunajte standardno napako za obe oceni.

Za Fisherjevo matriko informacije moramo izra¢unati druge odvode.
Logaritem funkcije verjetja je enak

(Y — fo — B1X)*

202

log f(Y, X|Bo, B1,0) = —%log(%mz) —
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Prva odvoda sta enaka

9 1
a7 \or (V. X1 o) =
P X
o5 08V X1 o) = 2

Drugi odvodi so potem

2

0
a_ﬂglogf(Y7X|6()vﬁlao-) =

2

0
Tﬁ%logf(Y7X|5075170—> =

2

96150

log f(Y> X‘507 515 U) =

Y -

(Y -

60 - BIX)
50 - 51X>

Cleni Fisherjeve matrike informacije so negativne pricakovane vrednosti
drugih odvodov. Ker pri¢akovane vrednosti X oziroma X2 ne poznamo,

ju ocenimo iz podatkov:

1 1 z
I(Bo, B1) = 2 |z 1i$2
=
Inverz te matrike je potem
2 1 zn: 2
_ o = Ty —Z
I (Bo, 1) = — =T
tya-a|
i=1
in zato
21 N~ 2
R -[1_11 1 o n z:lmz
1=
Var(ﬂo) = — = ;
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ter

var(f) = =

3.3 Moc testa

Iz literature lahko povzamemo, da se Sportnikovo povprecje hemoglobina
ob vsaj 14-dnevnem bivanju na visini nad 1500m zvisa za 2 g/1, medtem ko
visinski treningi ne vplivajo na varianco njegovih vrednosti. Ob obicajnih tre-
ningih se posameznikove vrednosti porazdeljujejo normalno, X ~ N(juq,5%),
kjer je p; Sportnikovo povprecje.

Sportnik pogosto opravlja visinske treninge, vendar v krajsih intervalih. Za-
nima ga, ali se njegovo povprecje hemoglobina v obdobju visinskih treningov
kljub temu zvisa. V sezoni opravi 12 meritev, 8 med obdobjem visinskih pri-
prav in 4 sicer. Kaksna bo mo¢ njegovega testa, ¢e bo pri sklepanju uporabil
stopnjo znacilnosti o = 0,057

e Kaj je sportnikova nicelna in kaj alternativna domneva?

Predpostavljamo, da se hemoglobin v obdobju visinskih priprav po-
razdeljuje kot N(u9,5%). Nicelna domneva je:

Hy: Povprecje hemoglobina v obeh obdobjih je enako, p; = po.
Alternativna domneva je, da je o > p1, zanima ga torej le enostranski
test.

e Kaksno testno statistiko bo uporabil za preverjanje nicelne domneve?

Sportnik bo izra¢unal razliko povpredij na vzorcih, ki je porazdeljena
kot

_ _ o? o2
RZX?_XINN(M—M,—‘F—)
ny no
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Testna statistika

X, — X
m

je torej pod nic¢elno domnevo porazdeljena standardno normalno. Ker
ga zanima le enostranska alternativna dommneva, bo ni¢elno domnevo
zavrnil, kadar bo Z > z,, torej Z > 1,64.

e [zracunajte moc testa, torej verjetnost, da bo ni¢elno domnevo zavr-
nil, ¢e se mu povprecje hemoglobina v obdobju visinskih priprav zares
poveca za 2 g/17

Zanima nas P(Z > 1,64), torej P(R > 1,64 - 0,/ + L), torej v
nasem primeru P(R > 5,02). Pod alternativho domnevo je R ~
N (2, Z—j + Z—z) in zato

1 1 Xo— X, —2 2
P(R>1,64~a —+—> = P %>1,64— ——
n n o o o o
b i i
2
P|lU>164— ,
1 1
O/ g

kjer je U standardna normalna spremenljivka. V nasem primeru:

PlU>164— ———— :P(U>099):0,16 (3)
5 l+l
8 4

Moc¢ testa je zelo majhna - pri tako majhnem Stevilu meritev je le
majhna verjetnost, da bo $portnik zavrnil ni¢elno domnevo (cetudi se
mu povprecje dejansko zares zvisa za 2 g/1).

e Kako bi se moc¢ testa spremenila, ¢e bi imel na voljo enako stevilo me-
ritev v vsakem obdobju?
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4

Ce bi imel po 6 meritev v vsakem obdobju, bi bila mo¢ enaka

PlU>164— ———= | =P(U >0,95) =0,17
5v/5+ %

e Kako je moc testa odvisna od variance posameznikovih meritev in kako
od dejanske velikosti razlike v populaciji?

Iz enacbe (3) je oc¢itno, da vecja razlika pomeni vecjo moc - ¢e je dejan-
ska razlika med obdobjema vecja, jo bomo lazje opazili na podatkih.
Ce bi bila varianca posameznikovih meritev manjsa, bi imeli manjso
standardno napako in zato ve¢jo moc testa.

Test razmerja verjetij

4.1 Test razmerja verjetij

Zanima nas ali imajo zares vsi §portniki enako variabilnost hemoglobina. Pri-
merjati zelimo meritve k Sportnikov, naj bodo vrednosti i-tega Sportnika (i =

1

P

., k) porazdeljene normalno, torej X;; ~ N(u;,0?), kjer j = 1,...,n;

oznacujejo meritve pri posamezniku. Predpostavimo, da so vse meritve med
seboj neodvisne.

e ZapiSite nicelno in alternativno domnevo

Nicelna domnevas:
L2 2 _
Hy:0{=05=... =0}

Alternativna domneva:
H, : ¢ niso vse enake
e Najprej vzemimo, da imamo le enega Sportnika in n njegovih meritev.
Kako bi ocenili njegova parametra p in 02 z metodo najvecjega verjetja?
Funkcija verjetja je enaka

n

1 (z; — p)
L(z,p,0) = exp ——2 ,
(z, 1, 0) };[1 o P
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del njenega logaritma v katerem nastopata parametra, ki ju zelimo
oceniti pa je enak

n

1

202 4
J=1

2

log L(z,pu,0) = —nlogo — (xj — p).

Pois¢imo maksimum po pu:

dlog L(z, j1, 0)

Pa se za varianco:

0log L(z, i, 0)
do

no 1g g2
—g—ég(%—ﬂ)g =0

n
—on + Z(xj —n)? = 0
j=1
~2 1 ~\2
5 = =Y (¢, — 1)
e Utemeljite, da so pod alternativno domnevo ocene parametrov enake

1

i = n_@ inj

o = %i(%’ — ju)?
L)
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Funkcija verjetja pod alternativno domnevo je enaka

1 (25 — 1)
L(l",/% U) = HH \/%0" eXp_]QT

i=1j=1

Funkcijo logaritmiramo, del v katerem nastopata parametra za nek ¢
je neodvisen od ostalih delov in zato enak tistemu, kar bi dobili, ¢e bi
imeli le posameznika 7. Zato dobimo gornji oceni.

e Kaksna je ocena povprecij pod ni¢elno domnevo?
Pod nicelno domnevo je o; enak za vse 7, zato ga v logaritmu funkcije
verjetja lahko izpostavimo in ne vpliva na naso oceno posameznih pov-
precij. Ocena posameznih povprecij je zato enaka kot pod alternativno
domnevo.

e Kaksna je ocena variance pod ni¢elno domnevo?
Del logaritma funkcije verjetja, ki nas zanima, je enak

k. n;
log L(z, 1,0 Zm logo = 55 3~ > (o — )?

i=1 j=1
Odvod po ¢ izena¢imo z 0 in dobimo

[z

k
A2 o
i D MR,
Z Ci=1 j=1

e Kako bi ni¢elno domnevo preverili s testom razmerja verjetij?

Zapisemo Wilksov A (zgoraj je funkcija verjetja pod alternativno do-
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mnevo, spodaj pod nicelno):

3

o P
—s

T 377, /‘Lz)
1< 215 eXp{ ] }>

135

.
Il

>

I
oL
S

(-le NOz)

1 <\/ﬂao ex p{ 267 })

=

1j

<.
Il

7

kong ;(wirﬁi)Q
HH\/ﬂE Hexp{ ; 262 }

i=1j=1 3

—_

(zli[l ijl Var 3) xpi= Z Z %20@01 }

1=1j=

Vstavimo ocene za variance v eksponent in tako v stevcu kot tudi v
k

imenovalcu dobimo exp{—% > n;}, ki se zato pokrajsa. Logaritem A
i=1
je enak

logA = — (Zzilog(ai)) + <Zzilog(30))

i=1 j=1

= <Z n; log(&o)) - (Z n; 10%(3i)>

— an log (o) — log(d;)]

Dvakratna vrednost logaritma verjetij je porazdeljena kot x%_,, saj smo
pod alternativno domnevo ocenili £—1 parametrov vec¢ kot pod nicelno.

5 Linearna regresija

5.1 Linearna regresija

Zanima nas povezanost Stevila ur ucenja na teden z rezultatom na izpitu iz
statistike. Vzemimo, da vemo, da se rezultat na izpitu v populaciji porazde-
ljuje pogojno normalno: Y| X ~ N(By + 51X, ?).
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e Naj bo X enakomerno porazdeljena spremenljivka (med 0 in 20, zao-
krozena navzdol), By = 15, 81 = 4, 0 = 10. Generirajte vzorec velikosti
10, narisite podatke in vrisite populacijsko ter ocenjeno vrednost pre-

mice.

> set.seed(1)

> n <- 10 #velikost vzorca

> betal <- 15

> betal <- 4

> sigma <- 10

> x <~ floor(runif (n)*20) #navzdol zaokrozene vrednosti x

> x <- sort(x) #uredimo podatke po velikosti x

> y <- rnorm(n,mean=betal+betal*x,sd=sigma) #generiramo iz normalne porazdelitve

> plot(x,y) #narisemo tocke

> popul <- beta0 + betal*x #populacijska vrednost premice

> lines(x,popul,col="grey",lwd=2) #dodamo populacijsko vrednost premice v sivi barvi
> fit <- 1lm(y~x) #ocenimo premico na podatkih

> summary (fit) #ogledamo si ocene koeficientov

> betaOh <- fit$coef[1] #ocenjena betal

> betalh <- fit$coef [2] #ocenjena betal

> napoved <- betaOh + betalh*x

> lines(x,napoved,lwd=2) #vrisemo ocenjeno premico na sliko

100
I

Slika 10: Tocke na vzorcu, ocenjena premica (¢rna) in populacijska premica

(siva).

e [z spodnjega izpisa preberite ocene populacijskih parametrov. Inter-
pretirajte rezultate, katere nicelne domneve so testirane in kako?

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
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Min 1Q Median 3Q Max
-20.683 -4.746 2.844 4.512 14.693

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 19.2049 7.5172 2.555 0.033921 *
X 3.6850 0.6217 5.927 0.000351 **x*
Signif. codes: 0 ‘x**> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ *> 1

Residual standard error: 11.44 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8145, Adjusted R-squared: 0.7913
F-statistic: 35.13 on 1 and 8 DF, p-value: 0.0003508

Ocene parametrov so 30 = 19,2, Bl = 3,7, 0 = 11,4. Testirani sta dve
nicelni domnevi: Hy;pe : B9 = 0 in Hy @ f; = 0. Pri linearni regresiji
nas ponavadi zanima le druga - saj ta govori o povezanosti med spre-
menljivkama v populaciji. Metoda najvecjega verjetja nam pove, da se
ocene parametrov okrog prave vrednosti porazdeljujejo priblizno nor-
malno (za dovolj velik n). Standardna napaka je ocenjena iz podatkov,
uporabimo test t:

7= 3T 59
SE, 06

Vemo, da je slucajna spremenljivka 7" porazdeljena priblizno kot ¢ z 8
stopinjami prostosti (pri ocenjevanju SE porabimo dve stopinji prosto-
sti). Ta test se imenuje Waldov test.

e Kako bi nicelno domnevo Hy : 81 = 0 preverili s testom razmerja ver-
jetij?
Uporabite rezultat, da ocena @ po metodi najvecjega verjetja ni nepri-
stranska in je enaka

Z(yz - Bo - fEiBl)Z

n

[zracunati moramo vrednost maksimuma funkcije verjetja pod nicelno
in alternativno domnevo. Funkcija verjetja je enaka:

exp{ Zz_ ( _Blmi) }

202

L(y,x, Bo, B1,0) (\/—0)
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Maksimum funkcije verjetja je enak

~ o~ 1 e yi—g—gxiQ
Ly, x, fo, 61,0) = (Vo P -l 2320 =
1 " i—A —B i)?
= ———exp —nzﬁfl(y go 5155)
( 27T0)n 2Zi:1(yi_50_ﬁlxi)2

Logaritem funkcije verjetja v ocenjenih vrednostih je zato enak
IOg L(y7 xz, 607 517 a) =

— —g log(27) — log[Z(yi _ Bo _ 51961')2] +logn — 1

=1

Vrednost maksimuma pod alternativno domnevo izracunamo tako, da
vstavimo ocenjene 3y in 1, za izrac¢un vrednosti pod ni¢elno domnevo
moramo oceniti Se By v nicelnem modelu. Dobljeni Wilksov A se po-
razdeljuje kot x?.

> £fit0 <- 1m(y~1) #ocenimo premico pod nicelno domnevo - le konstanta
> resO0 <- y - fitO$coef #ostanki pod nicelno domnevo

> resA <- y - betaOh - betalh*x #ostanki pod alternativno domnevo

> loglO <- .5*n*(-log(2*pi) - log(sum(res0~2))+log(n) - 1 )  #loglik pod nicelno

> loglA <- .5*n*(-log(2*pi) - log(sum(resA~2))+log(n) - 1 )  #loglik pod alternativno

> Lambda <- 2*(loglA-loglO) #Wilksov lambda

> 1-pchisq(Lambda, 1) #likelihood ratio test

[1] 4.048e-05

5.2 Matriéno racunanje

Vrednosti neodvisnih spremenljivk zdruzimo v matriko X (design matrix),
vrednosti odvisne spremenljivke ter koeficientov predstavljajo vektorja Y in

5:

1 11 ... Tip le 60
X = 1 R (P Y2 ;6= 5.1
| Y, By
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Matrika X je dimenzije n x (p 4 1), kjer je p &tevilo spremenljivk. Ce nas
model ne bi vseboval konstante, bi prvi stolpec X izpustili. V nasem primeru
imamo le eno neodvisno spremenljivko, matrika X je enaka:

> X <- cbind(1,x) #zlepimo dva stolpca
> X
X

(1,1 1 1

2,71 3

[3,1]1 5

4,11 7

5,11 7

[6,] 1 8

[7,] 1 11

[8,]1 1 16

(9,1 119

[10,]1 1 19
> round(y) #zaokrozimo za vecjo preglednost

[1] 11 36 42 49 56 78 71 77 65 98

e Zapisite vsoto vrednosti Y Y;? v matri¢ni obliki.
i=1

YIV=[vi Yo ... V]| [ | =Y2+Y2+... 4+

e Kaj dobimo, ¢e matri¢no pomnozimo X 37

1z Bo + Bi EM))
X5 = 1 $:2 [ g(l) ] _ Bo "‘:51552 _ E(Y2) _ B(Y)

e V matricni obliki oceno koeficientov po metodi najmanjsih kvadratov
(= po metodi najvecjega verjetja) zapisemo kot f = (XTX) ' XTY.
Pokazite, da za p = 1 dobite oceni:

Ny TYi — > Tiy Yi
-~ i=1 i=1 =1
51 = n n
nywd— (3 wi)?
i=1

i=1
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3
3
3

n

B =1 i=1 i=1 i=1
0o — n n
ny af— (3 @)
i=1 i=1

Izracunajmo najprej X7 X:

1]31 n
n Z;
T 11 ... 1 1 Z; ¢
1 T2 ... ITn - S 2

1 =z, i=1 i=1

Inverz te 2 X 2 matrike je enak:

(XTX)—I — i=1 i=1

Izracunajmo se XY

1 1 ... 1 Yy Lyt
T, __ _ i=1
Y, i=1 it

Velja torej

(XTX)fleY — - — i }n ' i=1 ’;L;,:l
Tl;ﬂ? _(Z:lxz)2 i _;xl n ;IJ/@
X Sy Y- Y a Y ey,

n;x?—(ZxZP = w Yy Yi+ny xY;

= L =1 =l i=1
Zgornja vrstica pri tem predstavlja oceno Bo, spodnja pa Bl.
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e Izpeljite oceno po metodi najmanjsih kvadratov Se v matri¢ni obliki.
Pri tem boste potrebovali naslednje formule za matricno ra¢unanje:

opTA A 0BT AT AB
op ap

Namig: Kaj minimiziramo? Kako zapisemo vsoto kvadriranih ostankov
v matricni obliki?

(A+B)T = AT+B"; (AT)T = A; (AB)" = BT A", — 24T AB

[stemo minimum funkcije

Y -XB)'(Y-Xp8) = (Y -p"X")(Y - Xp)
= Y'Y -8'X"Y - YTXB+ BT XX
= YTy — 28T XTY + pTXT X,
Pri ¢emer smo v zadnji vrstici uporabili, da je (87 XTY)T = gTXTY
saj je matrika dimenzije 1 x 1. Sedaj odvajamo po 3

%(YTY —28TXTY + pTXTXB) = —2X'Y +2XTXp

in izenac¢imo z 0:
—2XTY +2XTXB = 0
XTXB = XTy
B = (XTX)'XTy

e Pokazite, da je ocena koeficientov nepristranska (vzemite, da so vre-
dnosti x-ov dane in torej ne slucajne).

E(B) = (X"X)'X"E(Y) = (X"X)'X"X3=4

e Izpeljite formulo za standardno napako ocenjenih koeficientov v ma-
triéni obliki. Intuitivno razlozite od ¢esa je odvisna standardna napaka
koeficienta f; (za p =1).

Uporabite, da velja var(cY) = ¢ varYcT.

61



Statistika Gradivo za vaje

var(8) = var[(X"X)'XTY] = (XTX) "' X TwarY [(XTX) ' XT)T
AXTXH)IXTX(XTX) P =2 XTX) ™!
Izpeljali smo varian¢no-kovarianéno matriko, variance so na diagonali.
Standardna napaka SEj, je torej enaka

o2

SEs = \|—0
B (XTX)53

no?

\ z< — 72

o? o
= /—=—
no?  oz./n

Standardna napaka koeficienta je tako kot vedno odvisna od velikosti
vzorca n ter razprSenosti podatkov. Vrednost o je standardna napaka
ostankov okrog premice - vecja kot je, bolj se lahko zmotimo pri oceni
premice. Vendar tu ni pomembna absolutna velikost variance ostankov,
zanima nas variabilnost ostankov glede na variabilnost neodvisne spre-
menljivke. Ce je razpon z-ov majhen, je nasa ocena pri isti variabilnosti
ostankov manj natancna. Razlozimo to na nasem primeru - ¢e bi v vzo-
rec zajeli le posameznike, ki so se ucili 3-5 ur, bi bila povezanost med
spremenljivkama (npr. merjena s korelacijskim koeficientom) pri istih
regresijskih koeficientih dosti manjsa in zato mozna vecja odstopanja
pri ocenjevanju.

e Kako bi izracunali interval zaupanja za napovedano premico v nasem
primeru (p = 1)7 Dodajte ga na sliko

[zracunamo standardno napako za vsako tocko posebej.

var(y;) = Var(go + Bga:i) = var(gg) + x?var(gl) + Qxicov(go, Bl)
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Matriéni izracun (za vse tocke naenkrat):
var(;) = var(X ) = Xvar(B) X" = X (X" X) ' X7
[zracun v R-u za nas primer:

X <- cbind(1,x)

sigma <- summary(fit)$sigma

inv <- solve(t(X)%*%X)

mat <- X/*%invixit (X)

se <- sigmaxsqrt(diag(mat))
betah <- c(betalOh,betalh)
plot(x,y)

lines(x,X%*%betah)

t8 <- qt(.975,8)
lines(x,X)*%betah - t8%*se,col=2)
lines(x,X%*/%betah + t8*se,col=2)

V VVVVVVVYVVYV

Slika 11: Tocke na vzorcu in ocenjena premica z intervalom zaupanja.

e Recimo, da nas zanima, kako sta stevilo ur ucenja in spol (0=zenski,
1=moski) povezana z rezultatom na izpitu iz statistike. Predpostavimo
model, ki vkljucuje interakcijo. Kako bi preverili, ali je Stevilo ur ucenja
pri moskih povezano z rezultatom na izpitu?

Model, ki ga prilagodimo podatkom, zapiSemo kot:
Y = By + Bispol + Boure + B3(ure * spol)

Nicelna domneva, ki jo zelimo preveriti, je torej Hy : B2 + B3 = 0.
Zapisemo v matri¢ni obliki. Naj bo vektor a? = [0,0,1,1], zanima
nas Hy : ¥ = 0. Varianca o’ je enaka var(a’3) = a’varBa, za
preverjanje nicelne domneve uporabimo test ¢.
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5.3 Predpostavke linearne regresije

Z osnovnim modelom linearne regresije naredimo stiri predpostavke:

Ostanki so okrog premice porazdeljeni normalno

Varianca ostankov ni odvisna od vrednosti neodvisne spremenljivke
(homoskedasti¢nost)

Ostanki so med seboj neodvisni.
e Povezanost med X in Y je linearna

Kaj se zgodi z ocenami koeficientov, njihovo pri¢akovano vrednostjo, standar-
dno napako in z intervali zaupanja, e je katera izmed prvih treh predpostavk
krsena?

e Kaj se spremeni v izpeljavah, ¢e ostanki okrog premice niso porazde-
ljeni normalno?

Najprej vzemimo, da ostanki okrog premice niso porazdeljeni normalno.
V tem primeru ocena koeficientov po metodi najvecjega verjetja ni
enaka oceni po metodi najmanjsih kvadratov. Ocena po metodi naj-
manjsih kvadratov bo identi¢na kot do sedaj, enaka bo tudi ocena stan-
dardne napake. Prav tako bo ocena po metodi najmanjsih kvadratov
nepristranska ocena populacijskih vrednosti. Ne moremo pa o popu-
lacijskih vrednostih sklepati ni¢esar vec¢, saj ne poznamo porazdelitve
ocene okrog prave vrednosti.

e Recimo, da je varianca ostankov odvisna od .

Ce varianca ostankov ni enaka za vsak x, moramo varianco pisati v
matriéni obliki, npr.

0 w9 .0 0
Y=o ) .
0 0 .0 w,
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Varianca sicer ne vpliva na oceno koeficientov po metodi najmanjsih
kvadratov, vendar pa se spremeni ocena po metodi najvecjega verjetja,
saj moramo maksimizirati funkcijo

—2(Y — XB)TEH(Y — XAB):

(Y = XB)'S (Y - XB) =
= (YT =-pTXTn (Y - Xp)
= YIyly —pgTXTe Yy — YIS X+ 8T XTE1Xp
= YISy — 28T XTIy Yy 4+ gTXTS 1 X3

in zato

—2XTy Y 4 2XTy X3 0
XTy1X3 = XTyly
B = (X" 'x)IXTyly

Ustrezno se spremeni tudi varianca ocene:

var(B) = var[(XTS ' X) ' XTS Y]
= (X' X)) ' XTwarY [(XT2 X)) XT]E
= AXTSI X)X (X))
— O_Q(XTZ—IX)—I

Ce so vrednosti w; znane, se v ocenjevanje koeficientov in standardne
napake torej le vrine diagonalna matrika. Statisti¢no sklepanje je enako
kot do sedaj.

e Kaj pa ce ostanki med seboj niso neodvisni?
Potem varianéna matrika 3 ni ve¢ diagonalna (je npr. blo¢éno dia-

gonalna). Rezultati bodo podobni tistim v prejsnji tocki, bo pa seveda
ocenjevanje odvisno od tega, kaj vemo o elementih 3.
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