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1 Vsota diskretnih slucajnih spremenljivk

Naj bosta X in Y neodvisni Bernoullijevo porazdeljeni spremenljivki, B(p).

e Kako je porazdeljena njuna vsota?
Oznacimo Z = X + Y. Velja

P(Z=2)=P(X+Y =2)=) P(X=z—y|Y =y)P(Y =y)

Za neodvisni X in Y torej velja

P(Z=2)=P(X+Y =2)=) P(X=z—yPY =y)

V nasem primeru:

Velja torej
2 z 2—z
P(Z=z) = |_|r(l-p)

e Kako pravimo porazdelitvi vsote n i.i.d. Bernoullijevih spremenljivk?

Oznac¢imo Z = > "  X;, i =1,...,n, X; ~ B(p). Z je porazdeljena
binomsko, Z ~ Bin(n,p).
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2 Vsota zveznih sluc¢ajnih spremenljivk

Poleg posami¢nih vrednosti, zelijo pri Sportnikih proucevati tudi zaporedje
vecih meritev. Zanima nas porazdelitev vsote kvadriranih standardiziranih
odmikov od povprecja pri nicelni domnevi, da Sportnik ni kriv. Naj bo torej Z
standardizirani odmik od povprecja (po predpostavki normalno porazdeljen),
zanima nas » Z°.

e Kako se porazdeljuje vsota dveh neodvisnih zveznih spremenljivk (iz-
peljite formulo za dve zvezni spremenljivki, primerjajte jo s formulo za
diskretne)

Zapisemo ustrezno kumulativno porazdelitveno funkcijo kot integral
vecrazsezne porazdelitve v ustreznih mejah:

00 z—Y
Pz<s) = P4y <2 = [ [ ooy
= //fX,Y(U_yay)dvdy

pri cemer smo naredili substitucijo z = v — y. Sedaj lahko integrala
zamenjamo in odvajamo (privzamemo, da je zunanji integral zvezen v
z) ter dobimo:

z

P(Z<z) = / 7fx,y(v — Y, y)dydv

—0o0 —0O0

fz(z) = /fX,Y(Z_%y)dy

f2(2) = / Fx(z — )y (9)dy

(zadnja vrstica velja, ¢e sta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki).
Dobili smo rezultat, ki je analogen diskretni verziji.
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e Kako se porazdeljuje S = Z2 + Z27?
Izpeljali smo ze, da je Z% ~ x3, oziroma Z? ~ I'(1, 1), tore]

fr2(2) = —217rz exp {—%} ;2>0

[zracunajmo gostoto vsote Z2 + Z2:

fs(s) = /szf<5_22)fzg(22)d22

1 /S 1 S — 29 1 { Zg}d
= — exp{ — ——expy —— ¢ dz
2 Jo /S — 22 P 2 NE 4 2 2

—dZQ

B %exl’{‘g}/o ﬁ}

Naredimo substitucijo zo = sv, dze = sdv, meje so torej od 0 do 1:

1

Is(s) = 5. OXP
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Gostota gama porazdelitve je
)\axa—le—km

fx(ZE) = F(CL)

cx>0,A>0,a>0

Dobljeni rezultat je torej porazdelitev gama z A = % in a = 1.

2

e Denimo, da so Sportnikove vrednosti na petih merjenjih naslednje:
1,6,1,5,—1,6,1,8,1,4. Kaj lahko sklepamo?

Uporabimo da je vsota n neodvisnih enako porazdeljenih spremenljivk
X; ~ I'(1,1) porazdeljena kot >°7 | X; ~ I'(2, 1) (dokazali smo le za
n=2).
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> vr <- ¢c(1.6,1.5,-1.6, 1.8, 1.4)
> rez <- sum(vr~2)

> rez

[1] 12.57

> 1-pgamma(rez, 2.5, 0.5)

[1] 0.02775943

Nasa nicelna domneva je, da Sportnik ni kriv. Pod to nicelno do-
mnevo se vsota kvadriranih odmikov porazdeljuje po gama porazdelitvi

F(g, %) Verjetnost, da je vsota 12,57 ali ve¢, je priblizno 0,03.
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3 Vsota dveh odvisnih spremenljivk

Naj bosta X in Y neodvisni standardizirani normalni spremenljivki, Z pa
enaka |Y], ¢e je X >0, in —|Y| ¢e je X < 0.

e Kako je porazdeljena spremenljivka Z7

Najprej narisSimo simulirane vrednosti z R-om:

> set.seed(1)

> x <- rnorm(1000,0,1) #1000 realizacij normalne spremenljivke, povprecje=0, sd=1
> y <= rnorm(1000,0,1)

> z <- abs(y) #z = |yl

> z[x<0] <- -z[x<0] #z =-lyl, ce je x<0

> hist(z,main="",ylab="Delez",prob=T) #histogram z

Slika 1: Porazdelitev spremenljivke Z.

Sedaj Se izpeljimo porazdelitveno funkcijo. Naj bo z < 0, velja:
Fz(z) = P(Z<z)=PX<0,|Y|>]2)
= PX<0)[PY <z2)+ P >|z2])]
[2-P(Y < 2)]
= P(Y <2z2)=Fy(z)

l\')lr—\

Na enak nacin izpeljemo se P(0 < Z < z) = P(0 <Y < y) za z >
0. Pokazali smo, da je porazdelitvena funkcija Z enaka porazdelitveni
funkciji Y, Z je torej standardizirana normalna spremenljivka.

e Skicirajte skupno porazdelitev spremenljivk X in Z. Ali sta spremen-
ljivki neodvisni?
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> plot(x,y)
> plot(x,z)

Ocitno je, da spremenljivki nista neodvisni, vedno imata enak pred-

znak.

Slika 2: Razsevni diagram realizaciy X in'Y ter X in Z.

e Ali je vsota X + Z porazdeljena normalno?

Iz slike je oc¢itno, da porazdelitev vsote ni normalna.

> hist(x+z,main="",prob=T,ylab="Delez")
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Slika 3: Porazdelitev vsote X + Z.



