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1 Linearna regresija

Zanima nas povezanost stevila ur uc¢enja na teden z rezultatom na izpitu iz
statistike. Vzemimo, da vemo, da se rezultat na izpitu v populaciji porazde-
ljuje pogojno normalno: Y |X ~ N(By + 51X, 0?).

e Naj bo X enakomerno porazdeljena spremenljivka (med 0 in 20, zao-
krozena navzdol), By = 15, 81 = 4, 0 = 10. Generirajte vzorec velikosti
10, narisite podatke in vrisite populacijsko ter ocenjeno vrednost pre-

mice.

> set.seed(1)

>n <- 10 #velikost vzorca

> betal <- 15

> betal <- 4

> sigma <- 10

> x <~ floor(runif (n)*20) #navzdol zaokrozene vrednosti x

> x <- sort(x) #uredimo podatke po velikosti x

> y <- rnorm(n,mean=betal+betal*x,sd=sigma) #generiramo iz normalne porazdelitve

> plot(x,y) #narisemo tocke

> popul <- betaO + betal*x #populacijska vrednost premice

> lines(x,popul,col="grey",lwd=2) #dodamo populacijsko vrednost premice v sivi barvi
> fit <- 1lm(y~x) #ocenimo premico na podatkih

> summary (fit) #ogledamo si ocene koeficientov

> betaOh <- fit$coef[1] #ocenjena betal

> betalh <- fit$coef [2] #ocenjena betal

> napoved <- betaOh + betalh*x

> lines(x,napoved,lwd=2) #vrisemo ocenjeno premico na sliko

100
I

Slika 1: Tocke na vzorcu, ocenjena premica (érna) in populacijska premica

(siva).
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e [z spodnjega izpisa preberite ocene populacijskih parametrov. Inter-
pretirajte rezultate, katere nicelne domneve so testirane in kako?

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-20.683 -4.746 2.844 4.512 14.693

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 19.2049 7.5172 2.555 0.033921 =*
X 3.6850 0.6217 5.927 0.000351 **x
Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x’> 0.056 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 11.44 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8145, Adjusted R-squared: 0.7913
F-statistic: 35.13 on 1 and 8 DF, p-value: 0.0003508

Ocene parametrov so 30 = 19,2, B\l = 3,7, 0 = 11,4. Testirani sta dve
nicelni domnevi: Hy;pe : B9 = 0 in Hy @ S = 0. Pri linearni regresiji
nas ponavadi zanima le druga - saj ta govori o povezanosti med spre-
menljivkama v populaciji. Metoda najvecjega verjetja nam pove, da se
ocene parametrov okrog prave vrednosti porazdeljujejo priblizno nor-
malno (za dovolj velik n). Standardna napaka je ocenjena iz podatkov,
uporabimo test t:

T2 3T gy
SEs 06

Vemo, da je slucajna spremenljivka T' porazdeljena priblizno kot ¢ z 8
stopinjami prostosti (pri ocenjevanju SE porabimo dve stopinji prosto-
sti). Ta test se imenuje Waldov test.

e Kako bi nic¢elno domnevo Hy : 1 = 0 preverili s testom razmerja ver-
jetij?
Uporabite rezultat, da ocena @ po metodi najvecjega verjetja ni nepri-
stranska in je enaka

n o~ A~

2(% —Bo — $zﬂl)2

n
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[zracunati moramo vrednost maksimuma funkcije verjetja pod nicelno
in alternativno domnevo. Funkcija verjetja je enaka:

exp{ E:L,( —‘51$0 }

202

l(yvxaﬁmﬁlyo-) = (\/—0_)

Maksimum funkcije verjetja je enak

PN 1 Zﬁ— (Z/z - BO - lei)2
l — _ i=1
(yv'r?BO?BhO-) ( 27'('6'\)" exXp 2/0-_\2
1 " (s — By — Bixy)?
SRS SN (15 o107 il
( 27”7)" 2 Zi:l(yi — o — 5196@')2

T 2;’0\)71 P {_g}

Logaritem funkcije verjetja v ocenjenih vrednostih je zato enak
1Og l(y7 z, /807 /617 8) -
- —g log(2m) — log[;(yi _ B\o _ //6\1931')2] +logn — 1

Vrednost maksimuma pod alternativno domnevo izracunamo tako, da
vstavimo ocenjene 3y in [, za izra¢un vrednosti pod ni¢elno domnevo
moramo oceniti Se Jy v nicelnem modelu. Dobljeni Wilksov A se po-
razdeljuje kot x?.

> £fit0 <- 1m(y~1) #ocenimo premico pod nicelno domnevo - le konstanta
> resO <- y - fitO$coef #ostanki pod nicelno domnevo

> resA <- y - betaOh - betalh*x #ostanki pod alternativno domnevo

> 1loglO <- .5*n*(-log(2*pi) - log(sum(res0~2))+log(n) - 1 )  #loglik pod nicelno

> loglA <- .5*n*(-log(2*pi) - log(sum(resA~2))+log(n) - 1 )  #loglik pod alternativno

> Lambda <- 2*(loglA-loglO) #Wilksov lambda

> 1-pchisq(Lambda, 1) #likelihood ratio test

[1] 4.048e-05
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Matriéno racunanje

Vrednosti neodvisnih spremenljivk zdruzimo v matriko X (design matrix),
vrednosti odvisne spremenljivke ter koeficientov predstavljajo vektorja Y in

B:

1 11 .- Tpl }E ﬁ%
X = 1 R L (P Y2 ;8= 6.1
1 2, ... Zpy Y., Bp

Matrika X je dimenzije n x (p 4 1), kjer je p &tevilo spremenljivk. Ce nas
model ne bi vseboval konstante, bi prvi stolpec X izpustili. V nasem primeru
imamo le eno neodvisno spremenljivko, matrika X je enaka:

> X <- cbind(1,x) #zlepimo dva stolpca
> X
b4

[1,] 1 1

2,11 3

[3,1]1 5

4,11 7

6,171 7

6,11 8

7,71 11

(8,1 116

[9,1 119

[10,] 1 19
> round(y) #zaokrozimo za vecjo preglednost

[1] 11 36 42 49 56 78 71 77 65 98

n
e Zapisite vsoto vrednosti Y Y;? v matri¢ni obliki.
i=1

e Kaj dobimo, ¢e matricno pomnozimo X 37
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e V matricni obliki oceno koeficientov po metodi najmanjsih kvadratov
(= po metodi najve¢jega verjetja) zapisemo kot 8 = (XTX)1XTY.

Pokazite, da za p = 1 dobite oceni:

n n n
Ny XY — DT Y
i=1 =1 =1

51 = n n
ny wi— (3 wi)?
i=1 i=1
n n n n
ZI?Z%— Ty Tl
Bo _i=l =l i=1  i=1

Izrac¢unajmo najprej X7 X:

1 1 ... 1 1z o2t

T _ _ =1
XX = Tl To ... Tp S - - o
- 2T Y,

1 =z, i=1 i=1

Inverz te 2 X 2 matrike je enak:

(XTX)fl — 1 i:'ln =1
nYa?—(La) | —Xaw o
i=1 i=1 i=1
Izracunajmo se XY

Y zn: v
1 1 ... 1 Ys Lt

XTy = = | =t

T Ty ... Ty : ED?
Y., i=1
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