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FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
ODDELEK ZA MATEMATIKO
VERJETNOST
TEORETICNI IZPIT

14. FEBRUAR 2025

NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 10, ocena pa je
enaka navzgor zaokrozenemu Stevilu pravilnih odgovorov.
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1. Vsak dogodek iz druzine {A, B,C,ANB,ANC,BNC, AN BNC} je neodvisen
od vsakega dogodka iz druzine {D, F, D N F'}. Ali sta dogodka

ANnB°NC in DU F*
neodvisna? Utemeljite odgovor.
Resitev:
Prva moznost: ker je
(ANB‘NC)U(ANBNC)=ANC
m sta dogodka v uniji disjunktna, je

P((ANB°NC)N(FND))+P(ANBNC)N(FND))
=P((AnC)n(FNnD)).

1z predpostavk sled:

P((ANB°NC)N(FnND))
=P((AnC)n(FND))—-P(ANBNC)N(FND))
=P(ANC)P(FND)—-P(ANBNC)P(FND)
= (P(ANC) - P(ANBNCQC))P(FNC)
=PANB‘NC)P(FND).

Dogodka AN BN C in FF'N D sta torej neodvisna. A ce sta dogodka Ay, Ay
neodvisna, sta neodvisna tudi Ay, A5. Komplement dogodka F N D je F°U D¢,
kar potrjuje, da sta neodvisna tudi zahtevana dogodka.

Druga moznost: obe druzini sta w-sistema. Po izreku s predavanj so neodvisni
vsi dogodki, ki jih lahko iz dogodkov ene ali druge druZine sestavimo z unijami,
preseki in komplementiranjem.



2. Naj bo X ~ HiperGeom(n, B, N). Navedite porazdelitev slucajne spremenljivke
Y=B-X.

Regitev: iz posode z B+ R = N kroglicami nakljucno izberemo n kroglic. Stevilo
belih med izbranimi je X ~ HiperGeom(n, B, N). Kroglice, ki ostanejo v posodi,
so prav tako nakljucno izbran vzorec velikosti N — n izmed vseh kroglic, Y pa
steje stevilo belih kroglic v tem vzorcu. Sledi Y ~ HiperGeom(N — n, B, N).



3. Naj bo U ~ U(0,27) in a,b € R stevili z a* + b* = 1. Najdite gostoto slucajne
spremenljivke
X =acosU +bsinU .

Namig: adicijski izrek.
Resitev: obstaja o € [0,27), za katerega je a = cosa in b = sina. Zapisemo
lahko

X =cosacosU +sinasinU = cos(U — a) .

Zaradi periodicnosti kosinusa in enakomernosti porazdelitve slucajne spremen-
ljivke na intervalu, katerega dolZina je enaka periodi, je porazdelitev X neodvisna
od a. Iséemo torej porazdelitev slucajne spremenljivke cosU. Za —1 < x <1
dobimo

F(z) := P(cosU < z) = P(arccosx < U < 2m — arccosz) = 1 — arccos
T
in opazimo Se, da je F(—1) = 0 in F(1) = 1. Kumulativna porazdelitvena

funkcija slucagne spremenljivke X je torej zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva,
torej je slucajna spremenljivka X porazdeljena zvezno. Odvajanje nam da gostoto

1

fx(@) = i

za —1 < x < 1, sicer pa je fx(z) =0.



4. Slucajni vektor (X,Y’) naj ima gostoto oblike
fxy(@,y) = g(a* — 2y +y?)
za dano funkcijo g: R — R. Pokazite, da je gostota vektorja
(U,V)=(3V3X,Y - 1X)
rotacijsko simetri¢na, in izracunajte

P(X >0,Y >0).

Resitev: preslikava

je linearna z inverzom

O (u, v) = (% v+ %)

JO H(u,v) = % :

m

Sled: 5
fov(u,v) = gu® +v*) - —

7

kar pomeni, da je porazdelitev (U, V') res rotacijsko simetricna. Sledi

P(X>0,Y>0=PLlV3Xx>0Y-1x>-1X)

:P(U>0,V>—£>
V3

= / fov(u,v)dudv
u>0,0>—u/V3

B 1 <7r+7r>
21 \2 6

1

7"
Upostevali smo dejstvo, da je integral rotacijsko simetricne funkcije po obmocju,
ki ga omejujeta poltraka iz izhodisca, sorazmeren kotu, ki ga oklepata ta poltraka.



5. Naj bodo X, X, ..., X, neodvisne z X; ~ exp(\;) za i = 1,2,...,n. Najdite
verjetnost
P(X; = min(X, X, ..., X,)).

Resitev: racunamo

P(X; = min(Xy, Xs,..., X,))
=P(X;1<X5,..., X, £X,)
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6. Dan naj bo r-dimenzionalen sluc¢ajni vektor X ~ Multinom(n, p). Izracunajte

E(Xy Xo- - X,).

Resitev: rac¢unamo

B(X, X --X,)
= Y ke kPXi =k, X =k)

k17k27'~~7k7‘
kitko+-+kr=n

Z n! & k
—= k‘l...kr.ﬁpll...pr'f
kil k!
k1,k2,... kr
ki+ko+-+kr=n
n!

_ k1 k-
— Z kl"'kr'mﬁ“'pr

k1>0,k2>0,...,kr->0
g

=nn—1)--(n—r+1)p;--p, X

(n—r1)! k1—1 kr—1
2 (ki — Dl (B, — 1Pt

k1>0,k2>0,...,kr->0
ki+ko+4--+kr=n

= nln— 1)+ (n=r+ Dpr-opr.

Zadngja vsota je enaka 1, saj je to vsota vseh verjetnosti v porazdelitvi
Multinom(n — r, p).



7. Slucajne spremenljivke Xo, X1, ..., X, najimajo pricakovano vrednost 0 in vari-
anco 1. Nadalje naj bodo slucajne spremenljivke Xy, X; — pXo, ..., X, — pX,_1
neodvisne. Izracunajte cov(Xy, X,,).

Resitev: racunamo

cov(Xo, X,,) = cov(Xo, X,y — pXpo1 + pXn1)
= cov(Xo, X;, — pXn_1) + pcov(Xg, X—1)
= pcov(Xo, Xp_1) -
Po indukciji je
cov(Xo, X,) = p" cov(Xg, Xo) = p".



8. Za celostevilski slucajni spremenljivki X in Y z E(X?) < oo in E(Y?) < oo velja
PY=1|X=k)=g(l —ak)

za neki a € Z in vsaki mozni vrednosti k,[ € Z slucajnih spremenljivk X in Y,
pri ¢emer je g: Z — R dana funkcija. Izrazite cov(X,Y) z a in var(X).

Resitev: racunamo zan € Z
PY—-aX=nX=k)=PY —ak=n|X=kPX=k),
kar se poenostavi v
PY=n+ak| X =k)P(X =k)=gn)P(X =k).
Slucajni spremenljivkt X in'Y — aX sta neodvisni. Sledi

cov(X,Y) =cov(X,Y —aX + aX)
=cov(X,Y —aX) + cov(X, aX)
=acov(X, X)
= avar(X).



9. Naj bodo X,Y in Z diskretne s kon¢nimi zalogami vrednosti. Privzemite, da je
cov(Y,Z | X =2)=0

in
EY|X=2)=FEZ|X=12)=ax

za neki a € R in za vse mozne vrednosti spremenljivke . Izrazite cov(Y,Z) z a
in var(X).

Resitev: 1z predpostavk sledi, da je
EYZ|X=2)=EY | X=2)E(Z|X =2) =d*2*.
Formula za popolno pricakovano vrednost da
E(YZ)=dE(X?).
Po drugi strani formula za popolno pricakovano vrednost implicira
EY)=E(Z)=aFE(X).

Sleds
cov(Y, Z) = a*(E(X?) — E(X)?) = a® var(X).



10. Naj bosta a,b € (0,1) in N nenegativna celostevilska slucajna spremenljivka. Za
s € (—1,1) naj velja

G'y(s)(1—as) = (a+b) Gn(s).
Izracunajte var(N).
Resitev: velja

ligl Gy(s)(1—as) = li%lll(a +b)Gy(s)=a+Db.

Sledt

a+b
E(N):l—a'

Za |s| < 1 lahko odvajamo $e enkrat in dobimo
G (8)(1 —as) —aG'\(s) = (a + b)G'y(s) .
Ko gre s 11, sled:

BE(N(N=1))(1-a) - a(1a_+ab) _ (altl;)

ali
E(N(N 1)) = a(a+<li)_+a(;+b)

Sleds 9
var(N) = E(N(N — 1)) + E(N) — (E(N))",

kar se poenostavi v
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ODDELEK ZA MATEMATIKO - PEDAGOSKA MATEMATIKA
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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 10, ocena pa je
enaka navzgor zaokrozenemu Stevilu pravilnih odgovorov.
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4. Slucajni vektor (X, X5) naj ima na R? gostoto oblike

le,X2<x17 l’z) = h(l’% + x%) )

kjer h funkcija ene spremenljivke. Tedaj ima za vsaki stevili a,b z a® + 0* = 1
slucajna spremenljivka Y = aX; + bX, enako gostoto. Utemeljite, da trditev
drzi.

Resitev: definiramo preslikavo
(Y1, Y2) > (aXy + bXy, —bX; + aXs) .
Ker je a®> + b* = 1, je Jacobian preslikave identicno 1, velja pa

q)_l(y1>y2) = (ay; — bya, bys + ays) .

Sledi, da je
R AR h(@/% + y%) .

Zanima nas gostota Yo, ki je robna gostota te zadnje gostote. Ta pa je neodvisna
od a,b.



10. V procesu razvejanja Zy, Z1, ... naj bo

G(s) =Gz(s)=1—35v1—5s.

1
2
Navedite verjetnost, da bo proces razvejanja izumrl pred 3. generacijo.

Resitev: iséemo verjetnost P(Zs = 0), kar je G3(0), pri éemer vemo, da je
G3 = GoGoG. Z vstavljanjem dobimo

1
Gole) = 1= gV~
Posledicno je
1
P(Zy=0)= — =277/
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