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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 165 minut.
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1. (20) V dobro premesanem kupu 52 kart je 13 src in 13 pikov.

a. (15) Koliksna je verjetnost, da so vsa srca med vrhnjimi 27, vsi piki pa med
spodnjimi 27 kartami?
Resitev:

Prvi na¢in. Kup razdelimo na vrhnjih 25, srednji 2 in spodnjih 25 kart. Ce se
zgodi dani dogodek, je stevilo pikov in src v posameznem delu kupa natancno
doloceno Ze s stevilom pikov in src v srednjem delu z dvema kartama. Tam pa
tmamo naslednje moznosti:

e brez src in pikov — verjetnost tega dogodka je
25\ 2 26 24
Gs) () ()
52\ (39 (52 50\
(5)(G) (5) (a)
e natanko eno srce in brez pikov ali pa natanko en pik in brez src — verjetnost
tega dogodka je

2 (O, 132 ()
2 2
(1) () ) G)
e cno srce in en pik — verjetnost tega dogodka je
2-(3)° _13-13 (1)
2 2 ’
G0 ) G)
e dve srci ali dva pika — verjetnost tega dogodka je
2 (D), )6, () @)
52 :
13) (13) (%) Gs) ) G
(1) (
Ker se te moznosti med seboj izkljucugejo, je verjetnost danega dogodka vsota
zgornjih verjetnosti, ki je enaka

13-26 (5) |

) G

61 (25)2-26! s
L T s 4571078,
7 (12)2- 52 710

Drugi nac¢in. Srcem pripisemo zgornjo, pikom pa spodnjo polovico kupa, nakar
lo¢imo moznosti, ali katero srce oziroma pik prestopi pripisano polovico kupa:

® vsa srca SO v 2gorngi, vsi piki pa v spodnji polovici — verjetnost tega dogodka

je
2
() _ ()
() () Go)
e srce prestopi, pik pa ne, ali pa obratno — verjetnost tega dogodka je

L6 1 ()1 G,

YO TRE 2
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e prestopi tako eno srce kot tudi en pik — verjetnost tega dogodka je

(5 _13-13 ()
(52) (39) T 52.51 (50) ’

13/ \13 25

Tudi ti dogodki se med seboj izkljucujejo in njthova vsota pride ista kot prej.

Tretji nacin. Locimo glede na stevilo src med srednjima dvema kartama:

e brez srca — verjetnost tega dogodka je
(2)Gs) _ () _ Gl
2 2 2\
G G G
e natanko eno srce — verjetnost tega dogodka je

2 ()G, 18 (), 13 (D)
(73) () 52 () 52 ()
e dve srci — verjetnost tega dogodka je
G _G) G)_ () G
G G G () G

Tudi ti dogodki se med seboj izkljucujejo in njthova vsota pride ista kot prej.

. (5) Recimo, da so res vsa srca med vrhnjimi 27 in vsi piki med spodnjimi 27
kartami. Koliksna je pogojna verjetnost, da je 26. karta z vrha srce, 26. karta z
dna (tj. 27. karta z vrha) pa pik?

Resitev: Dogodek, da so vsa srca med vrhngimi 27 in vsi piki med spodnjimi 27
kartami, obenem pa je 26. karta z vrha srce, 26. karta z dna (tj. 27. karta z vrha)
pa pik, se ujema z dogodkom, da je 12 src med zgornjimi 25 kartami, sledita srce
in pik, med spodnjimi 25 kartami pa je 12 pikov. Verjetnost tega dogodka je

() _13-13 (%)
()G () G
iskana pogojna verjetnost pa je (Ce se opremo na drugi nacin reSitve prejsnje
tocke)

2
(%) _ ! _ o115,
C+2-CHE) +(3) (B)+2-B+1 6l
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2. (20) Posten kovanec mecemo n-krat z n > 3. Naj bo A dogodek, da se v teh n
metih pojavi vzorec GSS. Meti so med sabo neodvisni.

a. (10) Definirajte dogodke
A; = {metid, i + 1,4+ 2 so enaki GSS}
za1=1,2,... ,n— 2. KolikSne so mozne verjetnosti
P(A;,NA,N---NA;)
zal) <ig < -+ <i.inr<n-—27

Resgitev: ce imata mnozici {i,i+ 1,14+ 2} in {j,7+ 1,7 + 2} za i # j neprazen
presek, je P(A; N Aj) = 0. Verjetnost preseka bo pozitivna, ¢e bodo mnoZice
{ig,ix + 1,0 + 2} disjunktne za k =1,2,...,r. To pomeni, da je 3r < n. Zaradi
neodvisnosti je

1

3r
P(A,NA, N NA) = (5) .

b. (10) Izracunajte verjetnost dogodka A. Vsot vam ni treba poenostavljati.

Namig: da prestejete izbire mnozic {i,i + 1,9 + 2}, i = 1,2,...,r, ki se ne
prekrivajo, zdruzite vsako od izbranih mnoZic v en sam element.

Resitev: velja, da je A = U'"2A;. Za 3r < n moramo presteti, na koliko nacinov
lahko izberemo r disjunktnih podmnoZic treh zaporednih Stevil. Mislimo si lahko,
da izberemo r stevil 1zmed n — 2r Stevil in vsakemu 1zbranemu Stevilu dodamo Se
dve. Torej je izbir (”727"). Po formuli za vkljucitve in izkljucitve dobimo

T

P e () (5)

r; 3r<n
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3. (20) Igralci A, B in C' igrajo naslednjo igro: v posodi je a belih in b ¢rnih kroglic.
Igralci izbirajo kroglice nakljuéno z vracanjem v vrstnem redu ABCABC ... !

a. (10) V igri zmaga igralec, ki prvi izvleée belo kroglico. Izracunajte verjetnosti
za 7zmago za posamezne igralce.

Resitev: oznacimo p = a/(a +b) in ¢ = b/(a +b). Ker kroglice vrac¢amo,
so posamezne izbire med sabo neodvisne. Ce oznacimo z X Stevilo kroglic do
vkljucno prve bele, je X ~ Geom(p). Racunamo

P(zmaga A) = P(X =3k +1 za neki k > 0)

:ip(xz%ﬂ)

~ala+0b)?
N
(a+ b)?
a? 4+ 3ab + 362

Lahko pa tudi razmislimo, da lahko igralec A zmaga Ze v prvi rundi ali pa najprej
vsi trije izvlecejo ¢rno kroglico, nakar se vse zacne ma movo in v tem novem
poteku A zmaga. Tako dobimo

P(zmaga A) = p+ ¢* P(zmaga A).

Ko razresimo, dobimo isti rezultat kot prej. Podobno dobimo

Pq ab(a + b) b(a +b)
P B) = = B
(zmaga B) 1— ¢ (a+b®—b a2+ 3ab+ 302
mn g’ ab? b?
P(zmaga C) = = -

1—¢> (a+b3 -0 a®>+3ab+30*
b. (10) Spremenimo pravila igre tako, da vsak, ki izvlece ¢rno kroglico, to vrne in
doda sSe eno ¢rno kroglico. Izracunajte verjetnost dogodka
A,, = {igra se ne konca do vkljuéno n-tega koraka} .
Utemeljite, da je A; D Ay D ---, in dokazite, da je

P ({igra se nikoli ne konc¢a}) = P (N;2,A,) =0.

'Problem iz knjige Christian Huygens: De ratiociniis in ludo aleae, 1657. Christian Huygens
(1629-1695), nizozemski matematik.
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Namig: lahko uporabite neenacbo 1 —x < e™".

Resitev: dogodki Ay, As, ... so padajoci in velja
{igra se nikoli ne konca} = N2, A,

Torej je
P({igra se nikoli ne konca}) = lim A, ,
n—oo
se pravi, da je dovolj dokazati, da je lim, .., A, = 0. Velja

b b+1 b+n—1
a+b a+b+1 a+b+n—1"

P(An) =

Da je limita enaka nic, lahko vidimo na vsaj dva nacina. Lahko zapisemo in

ocenimo
k:1< a+b+k:—1)
- a
< - 1.
—eXp< Za+b+k—1>

k=1

Ker wvrsta ) 7 54— divergira, je res lim, .o P(A,) = 0. Lahko pa tudi
12racunamo

b+n—D!(a+b-1)!
b—Dla+b+n—1)
(a+b-—1)! 1
-1 (b+n)b+n+1)--(b+nt+a—1)"

P(An) =

od koder se prav tako vidi, da je lim, ., P(A,)=0.
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4. (20) Standardno kocko n-krat vrzemo, meti so neodvisni. Oznaé¢imo jihz 1,2,... n.
Za k =1,2,...,n oznaCimo z A dogodek, da je v k-tem metu prvi¢ padla ena pika,
z B; pa oznac¢imo dogodek, da je v [-tem metu zadnji¢ padlo Sest pik.

a. (5) Za vse k in [ izracunajte P(Ay) in P(By).

Resitev: Dogodek Ay pomeni, da v pruvih k — 1 metih ni bilo enice, da pa je
padla v k-tem metu; torej je P(Ay) = (%)k_l . %. Dogodek B; pa pomeni, da v
zadngih prvih n — [ metih ni bilo Sestice, da pa je padla v [-tem metu; torej je

P(B)=1-(3)""

6

b. (15) Dolocite, za katere k in [ sta dogodka Ay in B; neodvisna.
Resitev: Locimo tri primere.

e Za k <[ dogodek Ay N By pomeni, da v prvih k — 1 metih ni bilo enice, v
k-tem metu je padla enica, v [-tem metu je padla Sestica in v zadnjih n — [

metih ni bilo Sestice. Torej je P(AxNB;) = (%)k_l (%)2(%)n_l, kar je enako

P(Ay) P(By), torej sta dogodka Ay, in B; neodvisna.

e Za k > 1 dogodek Ar N By pomeni, da v prvih [ — 1 metih ni bilo enice, v
[-tem metu je padla Sestica, v vmesnih k — 1 —1 metih ni bilo niti enice niti
Sestice, v k-tem metu je padla enica, v zadnjih n—k metih pa ni bilo Sestice.
Torej je P(Ar N B)) = (%)nikﬂfl (%)kilil(%){ kar ni enako P(Ay) P(By),
torej sta dogodka Ay in B; odvisna.

e Za k =1 je dogodek Ay N B; nemogoé, torej je P(Ax N By) = 0, kar spet
pomeni, da sta dogodka Ay in B odvisna.
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5. (20) Iz posode, v kateri je sprva a belih in b > 2 ¢rnih kroglic, na slepo vlecemo
kroglice. Vsakic, ko izvlecemo kroglico, jo ne glede na njeno barvo zamenjamo z belo
kroglico. Vlecenja so med seboj neodvisna. Naj bo X Stevilo izvlecenih kroglic do
vkljuéno prve ¢rne, Y pa naj bo stevilo kroglic med prvo in drugo izvle¢eno ¢rno,
vklju¢éno z drugo, ne pa tudi s prvo ¢rno kroglico.

a. (10) Poiscite skupno porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: mozne vrednosti slucagnega vektorja (X,Y') so vsi celostevilski pari (k, 1)
s k,l > 1. Dogodek {X = k,Y =1} se zgodi, ¢e najprej izvlecemo k — 1 belih
kroglic, nato ¢rno kroglico, nato | — 1 belih kroglic in nazadnje ¢rno kroglico.
Torej velja

P(X:k:,Y:l):( ¢ )kl b (a+1>“ b—1

a+b “a+b \a+b a+b’

kar se poenostavi v

a*Y(a +1)=1b(b — 1)

P(X =kY =1)= CEDE

Z drugimi besedami, X in'Y sta neodvisni z X ~ Geom(ﬁ)) ny ~ Geom(%).

b. (10) Izra¢unajte verjetnost P (X >Y).

Resitev: z uporabo neodvisnosti racunamo

P(X>Y)= ) PX=FkY=1)

k>1>1

=1

> () () G5)
(b—1)(a+0)
" (a+b)2—ala+1)

(b—1)(a+0b)
b2 +2ab—a




Verjetnost, 2023/24, M. Perman, M. Rai¢

6. (20) V skrinji je n kovancev. Med njimi je a zlatnikov, b kovancev cesarja Bazilija
in ¢ zlatnikov cesarja Bazilija (seveda je vsak zlatnik kovanec). Iz skrinje drugega
za drugim na slepo in brez vracanja jemljemo kovance, dokler ni zunaj tako vsaj en
zlatnik kot tudi vsaj en kovanec cesarja Bazilija. Naj bo X stevilo kovancev, ki smo
jih vzeli iz skrinje.

a. (15) Izracunajte porazdelitev slucajne spremenljivke X. Posebej zapisite, katere
vrednosti lahko zavzame.

Regsitev: ée definiramo M := n — min{a, b} + 1, lahko slucajna spremenljivka
X zavzame vrednosti 1,2,..., M, ¢e jec > 0, in 2,3,...,M, ¢e jec =10. Za
1zracun porazdelitve za k =1,2,3, ... definirajmo naslednje dogodke:

Ay, = {k-ti kovanec je zlatnik} ,
A} = {med prvimi k kovanci ni zlatnikov} ,
By, := {k-ti kovanec pripada Baziliju}

By, := {nobeden izmed prvih k kovancev ne pripada Baziliju} .

Posebej definirajmo Se Ajy in B kot gotova dogodka. Nadaljujemo lahko na vec
nacinov, pri vseh pa upostevamo standardna dogovora, da je (8) =11 (Tj”) =0,
brz ko je j izven mnozice {0,1,...,m}.

Prvi na¢in. Dogodek {X = k} je disjunktna unija naslednjih treh dogodkov:
o (A, _yUB;,_{)N(ArN By), cigar verjetnost je
n—a n—>b n—a—b+c
(kfl) + (kq) B ( k-1 ) c

(") k1

o (A, ,\ B, ;)N (Ax\ By), c¢igar verjetnost je

D -0 a-c

(") h—kt1

o (B \Al_)) N (Bx\ Ay), cigar verjetnost je

(o) —("2™)  b—c
(k:‘l) n—k+1’

Sestejemo in dobimo
a(i1) G — (a+b =) (")
(n—k+1)(,",)

V skladu z omenjenima standardnima dogovoroma za binomske simbole je ta
verjetnost pozitivna le za k = 1,2,..., M, ¢cejec >0, mm zak =2,3,..., M, ce
jec=0.

P(X =k) =

Drugi na¢in. Definirajmo se dogodek

Dy, := {k-ti kovanec je bodisi zlatnik bodisi pripada Baziliju, ni pa oboje}
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M 12razimo
{X =k} = (A1 NAY) U (B, NB)) \ (A1 N By NDy).

Ker je Dk Q Ak U Bk, j@ tudi A?cfl N Bllﬁfl N l)]C Q (A;cfl N Ak) U (Bl/cfl N Bk)
Torej je
P(X =k)=P(A,_{NAy) + P(B,,_;NBy) — P(A,_, N AN B,,_; N By)
- P(A;cfl N Bl,efl N Dk)
n—a n—>b n—a—b+c
_ (k—l) ) a i (k—l) ) b _ ( k—1+) ) ¢
(kﬁl) n—k+1 (kﬁl) n—k+1 (kﬁl) n—k+1
(") a+b—2e
(.") n—k+1

k—1
G e ) b () atboc
(") n—k+1 () n—k+1 (") n—k+1’

kar je isto kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin. Zacnemo tako kot pri drugem nacinu, nakar opazimo, da sta si
dogodka Ay N By in Dy, disjunktna in velja (A N By) U Dy, = Ay U By. Torej sta
si tudi dogodka Aj,_; N Ay N B, N By in A}, N B, N Dy disjunktna in velja
(A, NANB,_ NBr)U(A,_ NB,_NDy)=A,_NB,_,N(AUBy). Sledi

P(X =k)=P(A,_,NA) + P(B,,_yN By) — P(A;_l N B, N (AU Bk)) .

Verjetnosti teh dogodkov lahko sedaj izracunamo malo drugace, in sicer tako,
da si predstavijamo, da kovance najprej povsem nakljucno uredimo, nakar jih
vlecemo skladno s tem vrstnim redom. Ko urejamo, pa je pri vsakem dogodku,
ki ga potrebujemo, dovolj lociti le kovance dolocene vrste (recimo zlatnike) od
ostalih. Dobimo

G Casbes)

G G

Cetrti nacin. Za k= 0,1,2,... izrazimo {X > k} = A, U B}, nakar izracunamo

P(X > k)= P(A,) + P(B},) — P(A., N By)
)+ =)
(%)
n—k n—k
— 4 ( b ) . (a+bfc)

G) (b

Za k=1,2,3,... je seveda

10
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kar lahko izracunamo bodisi kot
(1) + Go) = ()
(")
D) - )
(7)
_ oD+ G - ()
(1)

nfa;k%l (’Z:Cll) + nfb;k%l (Z:lli) i nfabekaJrl (n—;j:i)—i-c)
n—k+1 (n—l)
k k—1
o) +0(2) — (at+b—o) (")
(n—k+1)(") ’

P(X =k) =

kar je isto kot pri pruih dveh nacinih, bodisi kot

" - Gt — (Rl
(3) (asb—c)

G e )

= -+ —

G ()

kar je isto kot pri tretjem nacinu.

pix— = (B = (9

+

. (5) Naj bo F dogodek, da je zadnji kovanec, ki smo ga vzeli iz skrinje, zlatnik
cesarja Bazilija. Za vsak k, za katerega ima izraz pomen, izracunajte

P(F| X =k).

Resitev: Velja FN{X =k} = (A4},_,UB,_;) N (AN By), torej je

D+ G) -0 e
(kfl) n—k+1
(e ) Gt ¢
RGN )
G
(:

P(FN{X=k}) =

~—

11
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Zan=1,2,...,n—min{a,b} + 1 torej velja

e[+ (7D = ()]

a() +b(0) = (a+b—o) (")

P(F|X=k) =

o I B v
O T T la) e

L6 Watk) n—k+1
O O

G e G ¢ (L) e
() () b (upo) atb—c

a+b—c

Gor) | Gon) _ (aboen)

GG ()

Opomba. Za k = 1 razberemo ociten rezultat P(F | X = 1) = 1.

12
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4. (20) Posten kovanec mecemo toliko ¢asa, da dobimo grb, ki mu sledi Stevilka.
Privzamemo, da so meti med sabo neodvisni. Naj bo X stevilo metov, vklju¢no z
zadnjo stevilko.

a. (15) Izracunajte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.

Resitev: slucagna spremenljivka X lahko zavzame vrednosti 2,3,4, ... Dogodek,
da je X = k, pa je unija dogodkov Aji, da v prvih j metih pade Stevilka, v
naslednyih k — 5 — 1 metih grb in v k-tem metu Stevilka, ko j pretece vrednosti
0,1,...,k — 2. Dogodki Ajj. so paroma disjunkini in vsak ima verjetnost 27"

Sledi:
k—1

b. (5) Za vse pare (j, k), kjer sta j in k naravni stevili in j < k, izracunajte pogojno
verjetnost dogodka, da v j-tem metu pade grb, glede na dogodek {X = k}.

Resitev: gre za pogojno verjetnost

P(Ap UAU---UA;_ '
P(AoUAwU U Ay | X = k) = D00 P&:k) Jl,k):kir

14



