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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Veliko uspehal!
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1. (20) Na okensko polico povsem nakljuéno razporedimo b begonij, f fuksij in k
kalanhoj.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da so vse begonije skupaj, prav tako pa tudi vse
fuksije?

Resitev: Ce vse cvetlice med seboj locimo, je vseh moznih razporeditev b+ f+
k)! in vse so enako verjetne. Presteti moramo $e vse razporeditve, pri katerih
so begonije in fuksije skupaj. Le-te lahko obravnavamo kot dva bloka; skupaj s
kalanhojami je to k + 2 enot. Nato pa moramo Se razporediti begonije in fuksije
znotraj bloka. Dobimo, da je moznih razporeditev (k+2)!b! fl. Iskana verjetnost

je torej enaka
(k+2)!b! f!

b+ f+k)"

b. (10) Koliksna je verjetnost, da niti za begonije niti za fuksije niti za kalanhoje
ne velja, da so skupaj?

Resitev: Oznacimo z B, F in K dogodke, da so begonije, fuksije oziroma kalan-
hoje skupaj. Po nacelu vkljucitev in izkljucitev je iskana verjetnost enaka

P(B°NF°NK® =1-P(B)— P(F)— P(K)
+P(BNF)+P(BNK)+P(FNK)—P(BNFNF)
1
@:7:Bﬂ@+f+m!
—(f+k+DD = b+E+1D) 1=+ f+ 1)K
+%k+2ﬂ&ﬂ+%f+2ﬂwkb%w+2ﬂﬂkL—$Mf%q.
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2. (20) V kolektivu je n delavcev, med katerimi je tudi Zdravko. Vsi opravijo test
za novi koronavirus SARS-Cov-2. Pri okuzenih je test pozitiven z verjetnostjo a,
pri neokuzenih pa z verjetnostjo 1 — b. Stevilu a pravimo obcutljivost, stevilu b pa
specificnost testa. Vsak od delavcev je okuzen z verjetnostjo p, neodvisno od vseh
ostalih. Privzamemo Se, da so testiranja posameznih oseb med seboj neodvisna.

a. (5) Koliksna je verjetnost, da je Zdravkov test pozitiven?

Resitev: Oznacimo s Kz dogodek, da je Zdravko okuzen, s Ty pa dogodek, da je
Zdravkov test pozitiven. Tedaj je P(Kz) =p, P(Ty | Kz) =a in P(T7 | K3) =
1 —b. Po izreku o popolni verjetnosti je

b. (15) Izkaze se, da je bilo pozitivnih natanko k delavcev, a ni znano, kateri so to
bili. Koliksna je pogojna verjetnost, da je Zdravko okuzen?

Resitev:

Prvi nac¢in. Pri vsakem delavcu je izvid pozitiven z verjetnostjo t := ap + (1 —
b)(1 — p) in negativen z verjetnostjo 1 —t = a(l — b) 4+ bp. Nadalje naj bo T
dogodek, da je pozitivnih natanko k delavcev. Zaradi neodvisnosti je

P(T}) = (Z) (1 — )k
Za iskano pogojno verjetnost P(Ky | Ty) je treba izracunati e

P(KzﬂTk) = P(KzﬂTzﬂTk> +P(KzﬂT§ﬂTk)
=P(Kz)P(Ty | Kz) P(T}, | Kz NTy)
+ P(Kz) P(Ty | Kz) P(T). | KzNTy).
Oznacimo s T] dogodek, da je, ¢e izvzamemo Zdravka, izvid pozitiven pri natanko
l delavcih; posebej definiragmo Se 1", kot nemogoé dogodek. Ce je Zdravkov
izvid pozitiven, se dogodek Tj, ujema z dogodkom T}_, in iz neodvisnosti dobimo
P(T, | KzNTy) = P(T)_, | KzNTy) = P(T}_,) = ()" 11— )~ *. Ce
pa je Zdravkov izvid negativen, se dogodek Ty ujema z dogodkom T}, zato je
P(Ty | KzNTg) = P(T, | Kz NTg) = P(T}) = (")) t*(1 — t)"~*=1. Sleds

P(Kz;NTy) = pa (Z : 1)tk_1(1 . t)n—k; 4 p(1 - a) (n ; 1)tk(1 _ t)n—k—l ’
iskana verjetnost pa je enaka
P(KzNTg)
P(Tk)
Cpa(p ) = )R 4 p(1 — a) (" )R — )R
R

B ka+n—k1—a
=P nt n 1—t/)°

P(Kz | Ty) =
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Drugi na¢in. Uporabimo naslednjo pogojno razlicico izreka o polni verjetnosti:
P(Kz |Ty) = P(Kz | Tz) P(Tz | Ti) + P(Kz | T7) P(T7 | T) - (%)

Ta enakost sicer v splosnem ne velja, zato jo je treba za dani primer posebej
utemeljiti. Se prej pa poracunajmo do konca. Najprej iz simetrije dobimo, da je
P(Ty | Ty) = k/n, torej P(TS | Ty) = (n — k)/n. Nato pa po Bayesovi formuli
12racuUnamo

P(Ty | Kz) P(Kz) _ ap

PRz ==,y
P(Ky | TS) = P(Ty |P[({ZZ;)P<KZ) _ (11__61)]).

Sledi N ki )
ap n— —a)p

P(K, |T) =22
(Kz | Tk) nt+ n T—¢

kar je isto kot prej.

A utemeljiti moramo Se enakost (). Izrek o popolni verjetnosti nam da
P(K;NTy)=P(Kz | Tz NTy) P(TzNTy)+ P(Kz | T;NTy) P(T; N Ty) .
Delimo s P(Ty) in dobimo
P(Kz|Ty) =P(Kz | Ty NTy) P(Ty | Ty) + P(Kz | Ty NTy) P(Ty | Ty) ,

kar Se ni (x): utemeljiti je treba Se, da je P(Kz | T, NTy) = P(Kz | Tz) in
P(Kyz | T5NTy) = P(Kz | Tz). Za to pa podobno kot pri pruvem nacinu opazimo,
daje TyNTy, =T, NT_, inTgNT, =T;NT,. A dogodka Ty in T]_, sta
neodvisna, prav tako tudi T in T}. Prav tako sta neodvisna dogodka Kz N1y in
T, ter dogodka K, NT5 in T;. Sledi

P(Kz;NT;NT}_,) P(K;NTy) P(T}_,)

Pz [ T2 01) = PRz | T2 0 1) = = S~ =~ py) P
k—1 k—1

= P(Kyz | Ty)
m podobno

) . P(K,NT5NT))  P(K,NTS) P(T))
P<KZ ’ TZ N Tk) = P<KZ | TZ N TIQ) = P(Tc ﬂZT/) £ = P(Tc) FZ)(T/) :
Z k Z k

=P(Kz|T7).

Enakost (%) je s tem utemeljena, s tem pa tudi legitimnost celotnega izracuna.
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3. (20) Dano je zaporedje metov, kjer v vsakem metu hkrati vrzemo eno ali veé¢
standardnih kock. V prvem metu vrzemo eno kocko. Ce v posameznem metu na vseh
kockah pade Sestica, dodamo Se eno kocko, sicer pa pustimo isto stevilo kock. Vsi meti
kock so neodvisni.

a. (10) Zapisite porazdelitev stevila metov, v katerih smo metali manj kot tri kocke.

Resitev: Oznacimo stevilo metov z X3. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame
vrednosti 2,3,4... Slucajna spremenljivka X3 oznacuje met, po katerem smo
dodali tretjo kocko. Splosneje, naj X,, oznacuje met, po katerem smo dodali
m-to kocko.

Najbon =2,3,4... Ce je X3 =n, je X, lahko enak 1,2,...,n — 1. Opigimo
dogodek { Xy = k, X3 = n}. To pomeni, da v prvih k metih ni padla Sestica, v
k-tem metu pa je padla, nakar smo dodali novo kocko. V nadaljnjih n —k — 1
metih se ni zgodilo, da bi na obeh kockah padla Sestica, v (n — k — 1)-tem metu
pa je na obeh kockah padla Sestica. Sledi

5 k-1 1 35 n—k—1 1

Sestejemo in dobimo

n—1
P(Xs=n)=)» P(Xy=k X5=n)
k=1
@ -
63 35 _ 5
36 6

S -6)]

. (10) Koliksna je verjetnost, da je Stevilo metov, pri katerih smo metali dve kocki,
strogo vecje od Stevila metov, v katerih smo metali eno kocko?

Namig: pogojujte na stevilo metov, v katerth smo metali eno kocko.

Resitev: Oznacimo z A dogodek, da je stevilo metov, pri katerih smo metali dve
kocki, strogo vecje od Stevila metov, v katerih smo metali eno kocko. Stevilo
metov, v katerth smo metali eno kocko, je natanko Xs. Pogojno na Xy = k se
dogodek A ujema z dogodkom, da se mikoli v prvih k metih, ko smo metali dve
kocki, ni zgodilo, da bi na obeh padla sestica. Torej je

P(A| Xy = k) = (%)k
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4. (20) Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto

1
— ;x>0
fx(@) =< (1+x)?
0 ; sicer
Definirajmo Se sluc¢ajno spremenljivko YV = T x

a. (15) Izracunajte kumulativni porazdelitveni funkciji slucajnih spremenljivk X in
Y.

Resitev: Za x > 0 velja

Toodt T
F =P(X <zx)=
x(z) = P(X < ) /0(1+t)2 14z
torej je v splosnem
0 <0
FX(JC): xr ,Z‘ZO
1+z

Nadalje je treba izracunati

) =P <) =P (X AL g <)

za to pa je treba predvsem resiti ustrezno neenacbo.

Ceje X <1, Jje zgornja neenacba ekvivalentna neenacbi X < (1 — X)y oziroma
X(y+1) <y. Ce je y > —1, je to ekvivalentno neenacbr X < - +1, cejey < —1,
pa neenacbi X e . Za y = —1 neenacba ne drzi. Zay > —1 je torej

P(X<1,Y§y)=P(X<1 X<L>
y+1

Toda za y > —1 je 7 <1, zato je
P(X<1,Y§y)=P<X<—).

Za y > 0 je torej

T y
P(X<1’Y§y)ziy+jt1:2y+1’

za —1 <y <0 paje P(X <1,Y <y)=0; to potem velja tudi za y < —1.

Ce je X > 1, je obravnavana neenacba ekvivalentna neenachi X > (1 — X)y

oziroma X(y + 1) > y. Ce je y > —1, je to ekvivalentno neenacbi X > +1, ce

jey < —1, pa neenacbi X <7 . Za y = —1 neenacba drzi. Za y > —1 je torej

)
PX>1LY<y=PlX>1X>——
( ) ( Y 1)

6
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—1 je ¥ )
Toda za y > —1 je o < 1, zato je

1
P(X>1,Y§y)=P(X>1):§.
Rezultat velja tudi zay =1. Zay < —1 je

HX>LY§w=P(X>LX§—L>.
y+1

Ker je = > 1, je nadalje

y+1
y s 1
PX>1LY<y)=P(l<X<-Z J=_¥t _~__
( <) ( _y+1) Tl 2 dyte2
Sestejemo in dobimo
r 1 . 1
wrez U=
Fr)) =PX<LY <+ PX>1LY <y ={ o -1<y<0
dy+1
\ 4y—i—2 ’ o

. (5) Dokazite, da je Y porazdeljena zvezno, in izracunajte njeno gostoto.

Resitev: Slucajna spremenljivke Y je porazdeljena zvezno, ker je funkcija Fy
zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva. Po odvajanju dobimo gostoto:
1

frly) =4 @2y+1)
0 ; —1<y<0.

sy< —1laliy>0
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5. (20) Pri testiranju generatorjev slucajnih stevil pride do naslednjega vprasanja:
imamo m kartic, osteviléenih z 1,2, ..., m. Kartice izbiramo naklju¢no z vracanjem,
tako da so izbire med sabo neodvisne, pri vsakem izbiranju pa so vse kartice enako
verjetne. Izbiranje ponavljamo, dokler ni Stevilo na izbrani kartici manjse ali enako tis-
temu na predhodno izbrani kartici. Naj bo X dolzina niza kartic s strogo narasc¢ajoc¢imi
Stevili, Y pa Stevilo na zadnji izbrani kartici.

a. (15) Navedite vse mozne pare, ki so lahko vrednosti para (X,Y), in izracunajte

P(X=kY =1).

Namig: strogo naraicajoci nizi k $tevil iz mnoZice {1,2,... ,a} so v bijektivni
korespondenci s kombinacijamsi velikosti k iz iste mnoZice.

Resitev: Mozni pari so (k,l) z1 < I,k < m. Dogodek {X = k,Y =1} se zgodi,
ce je v mizu k strogo narascajocih Stevil zadnje vecje ali enako [, naslednje pa
je 1. Presteti moramo, koliko je strogo narascajocih nizov k stevil, v katerih je
zadnge | ali vec. Strogo narascajoci nizi dolZine k so v bijektivni korespondenci s
kombinacijami elementov. Vseh strogo narascajocih nizov dolzine k 1z mnoZice
{1,2,...,m} je (TZ), odsteti pa moramo tiste, ki vsebujejo samo elemente iz
{1,2,...,1—1}, torej (121). Binomski simbol (Z) za b > a interpretiramo kot 0.
Verjetnost, da dobimo katerega koli od konkretnih nizov k + 1 §tevil ki ustrezajo
dogodku {X = k,Y =1}, je zaradi privzetka neodvisnosti enaka —iw. Sledi

wecarn-gal()-(2))

b. (5) Najdite verjetnost P(Y = m).

Resitev:

Prvi nacin. Iz formule za robne porazdelitve sled:

P(Y:m):éP(X:kY m) ;:mkﬂ[( >—(mk_1)}.

k

Opazimo, da lahko sestevamo Ze od k = 0 naprej, saj je ustrezni clen enak nic.
Nato sestejemo po binomski formuli in dobimo

(1ed) "= ()] - e

Drugi nac¢in. Zacnemo tako kot pri prvem nacinu, nakar uporabimo Pascalovo

P(Y =m) = —

m
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identiteto in prav tako sestejemo po binomski formuli:

po = =3[0 ()]

Il
RNgE
3
E) -
s
— N
= 3
Lo
==
N——

Tretji nacin. Oznacimo z A dogodek, da se najdaljse zacetno strogo naraséajoce
zaporedje oznak izbranih kartic konca z m. Tako zaporedje je lahko dolgo najvec
m, torej je dovolj presteti vsa zaporedja Stevil od 1 do m dolZine m, ki imajo
to lastnost, da se najdaljse zacetno strogo narascajoce zaporedje oznak izbranih
kartic konca z m. IzkaZe se, da so taka zaporedja v biyjektivni korespondenci s
funkcijami iz {1,2,...,m — 1} v {0,1,...,m}. Vsaki taki funkciji f namrec
zaporedje z zahtevano lastnostjo priredimo na naslednji nacin: ée je f~1({0}) =
{iv,ig, .. yip1 ) in fHAL, 2,0 00,m)) = {41, J2s -y Jmei ), Kjer je 1 <y <y <
e <1 <m—=—1inl1<j1<jo<: -+ <Jmrir <m—1, izberemo zaporedje

il,ig, s 7ik—17ma f(]l)a f(.]?)a s >f(jm—k) :

Ni tezko preveriti, da je ta predpis res bijekcija med ustreznima mnoZicama. Tako
dobimo, da je zaporedij z iskano lastnostjo natanko (m + 1)™=1. Sledi P(A) =
(m+1)""Y/m™. Dogodek {Y = m} pa pomeni, da se zgodi A in da najdaljsemu
zacetnemu strogo narascajocemu zaporedju oznak izbranih kartic, ki se konca z
m, sledi Se ena kartica z oznako m. Sledi P(Y =m) = (m + 1)™'/m™ | kar
je isto kot prej.
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6. (20) V skupini je n moskih in n zensk. Teh 2n oseb lahko naklju¢no razmestimo
po parih na 7(12,7;),1 nacinov. Privzemite, da so vse razmestitve enako verjetne. Naj bo

X stevilo parov, v katerih sta osebi razlicnega spola.

a. (10) Izracunajte p, = P(X = 0). Binomskih simbolov in vsot vam ni treba
poenostavljati.

Resitev:

Prvi nacin. Dogodek {X = 0} pomeni, da so vse Zenske v paru z Zenskami in vsi
moski z moskimi. To je mozno je, ¢e je n sod: za lih n je torej P(X =0) =0,
za sod n pa je

n! ’
<<%>! ~ W) (n))*
D=0 = = T )Py

nl.2n

Drugi nacin. Ostevil¢imo, recimo, vse Zenske z © = 1,2,....n. Naj bo
A; = {Zenska i je v paru z moskim} .

Velja P(X > 0) = U, A;. Zaradi simetrije je oseba v paru z Zensko i nakljucno
1zbrana izmed ostalih 2n — 1 oseb. Sled:

Po istem kopitu je

n—1

Dobimo
i1

P(Am---mAi):H%.

Zaradi simetrije je verjetnost preseka katerih koli i dogodkov enaka. Po formuli
za vkljucitve in izkljucitve dobimo

P(Ua) =y () 5
torej B |
P(X =0) = g(—w(?) 1;[0% .

Opomba: ce je n lih, je dogodek {X = 0} nemogoé, zgornja formula pa Se vedno
velja.

10
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b. (10) Izrazite porazdelitev slucajne spremenljivke X z verjetnostmi py za k =
1,2,...,n.

Resitev: Mozne vrednosti slucajne spremenljivke X so naceloma k =0,1,...,n,
vendar so verjetnosti razlicne od 0 le za tiste k, za katere je n — k sodo Stevilo.
Dogodek {X = k} se zgodi, ce je natanko k moskih in k Zensk v parih, v os-
talih parih pa sta osebi istega spola. Presteti moramo, koliko razmestitev us-
treza temu opisu. Izberemo k moskih in k Zensk, kar lahko naredimo na (Z)2
nacinov. Izbrane osebe lahko razmestimo v mesane pare na k! nacinov. Ostale

osebe moramo razmestiti v pare tako, da med njimi ne bo mesanih parov. To

lahko naredimo na
2
I [((n—=k)') (2(n — k))!
) T e

nacinov. Sledi

k !
nl.2n ’
ali tudi
LR
(N T = R)l2n k28 (nl)3 - (20 — 2K)!
PX=Fk= (k) & (2n)! T2l K [ R

nl.2n

11



