FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
ODDELEK ZA MATEMATIKO
VERJETNOST
2. KOLOKVI1J
22. 1. 2024

NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 resenih nalog
pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. c d.
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4, ° °
D. ° °
0. °

Skupaj
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1. (20) Sluc¢ajna spremenljivka T' z vrednostmi v [1,00) je porazdeljena zvezno z gostoto,
ki je na omenjenem poltraku enaka

Za T > 1 se da enoli¢no zapisati
T=(D+R)-10V,

kjerje D € {1,2,...,9},0< R<1in N € {0,1,2,...}. Tako smo definirali nove slucajne
spremenljivke N, D in R.

a. (10) Dolocite skupno porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk N in D.
Regsitev: Zan € {0,1,2,...} ind € {1,2,...,9} je

P(N=nD=d)=P(d-10"<T < (d+1)-10")

(d+1)-10™ 1
d-10m 4

! 1
T d-10" (d+1)-107
B 1
Cd(d+1)-1077

sicer pa je PIN =n,D =d) = 0.
b. (10) Dolocite porazdelitvi slu¢ajnih spremenljivk N in D.

Resitev: Ker je P(N =n, D = d) produkt funkcije samo spremenljivke n in funkcije
samo spremenljivke d, sta slucajni spremenljivki N in D neodvisni. Skupne verjet-
nosti tako razpadejo na produkt robnih, dolociti je treba le Se konstanti. To storimo
tako, da izracunamo vsoto

—~ 1 10
anlO" 9
ali vsoto
! _i(i_;>_ 19
= d(d+1) =~ d d+1 10 10
Dobimo: 9
P(N:TL)_W7 n—0,1,2,.
n 10
P(D=d) = =1,2 9
( ) 9d(d+1)’ T
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2. (20) V posodi je sprva a belih in b ¢érnih kroglic. Privzemite, da je n = a + b sodo
stevilo in oznacite m = n/2. Iz posode povsem nakljuéno in brez vrac¢anja izbiramo pare
kroglic, dokler ne izberemo vseh parov. S tem smo kroglice razmestili po parih tako, da
je vseh n!/(m! - 2™) razmestitev enako verjetnih. Naj bo X stevilo parov, v katerih sta
obe kroglici beli, Y pa Stevil parov, v katerih sta obe kroglici ¢rni.

a. (10) Izracunajte E(X).

Resitev:

Prvi nacin: definiramo

j 1 kroglici v k-tem izvlecenem paru sta beli;
T 00 sicer.

Velja X = > 0" I in posledicno E(X) = ;" E(I). Nadalje lahko kroglici v
k-tem izvlecenem paru zaradi simetrije obravnavamo kot povsem nakljucno izbran
par izmed vseh kroglic. Sledi

B() = Pl = 1) = 20,

kar nam da (@—1) (@1
EX)=m =D " 2n—1)

Drugi nac¢in: bele kroglice ostevilcimo 2 1,2,...,a in za k iz te mnoZice definiramo

j 1 k-ta bela kroglica je v paru z belo kroglico,
ke 0 sicer.

Tedaj je X = 1577 _ | I} in posledicno E(X) =157 _| E(I}). Zaradi simetrije je

a—1

E(I}) = P(I,=1) =

kar nam da

to pa je isto kot prej.

a

2) in za k iz te

Tretji nacin: wvse mozne pare belih kroglic ostevilcimo z 1,2,. .. ,(
mnoZice definiramo

. { 1 k-t par belih kroglic je bil izvlecen skupaj;
kT

0 sicer.
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(2:)1 Il in posledicno

Podobno kot pri prvem nacinu je X =
E(X) = Z,gi)l E(I}!). Zaradi simetrije je

E(L) = P(Iy =1) =

kar nam da

to pa je spet isto kot prej.
. (10) Izracunajte E(XY).
Resitev:

Prvi nacin: poleg indikatorjev iz prvega nacina resitve prejsnje tocke definiramo Se

7 - 1 kroglici v [-tem izvlecenem paru stacrni;
T 00 sicer.

Pisimo .
XY = Z[kjk + Z 1. J,
k=1

1<k,I<m
k#l

i opazimo, da je Iy J, = 0 za vse k. Podobno kot prej z uporabo linearnosti dobimo,
da je
E(XY)= Y E(J).

1<k, l<m
k#l

Vemo, da je

E(lyJ)) =PI, =1,J,=1).

Spet lahko kroglice v k-tem in l-tem izvlecenem paru zaradi simetrije gledamo kot
nakljucno izbrano cetverico kroglic. Verjetnost, da sta prvi dve beli, drugi dve pa
érni, je

a(a—1)b(b—1)

Pl=1 =1 = =9 —3)"

Vseh parov s k # 1 je m(m — 1). Sledi

afa—1)b(b—1)  ala—1)b(b—1)

By =l = =9 —3) ~ dm—-1)n—3)"

Drugi nac¢in: Se ¢rne kroglice osteviléimo z1,2,...,bin zal iz te mnoZice definiramo:

7 { 1 [-ta ¢rna kroglica je v paru s ¢rno kroglico;

71 0 sicer,



Verjetnost, 2023/24, M. Perman, M. Rai¢

velja
a b
1 . |
XY:Z E 5 L.J., torej E(XY)=
k=1 1=1 k=1 1=1

m zaradi stmetrije

BULI) = P(IL =1, 7 = 1) = 2= D=1

(n—1)(n—23)
Sledr ; Db — 1
E(XY):CL (a_ )( — )7
4(n —1)(n —3)
kar je isto kot prej.
Tretji nacin: se vse mozne pare ¢rnih kroglic ostevilcimo z 1,2, ..., (g) in za l iz te

mnoZice definiramo:

e { 1 [-ti par érnih kroglic je bil izvlecen skupayg;

0 sicer,
velja
() () () ()
XY = Ly, torej E(XY)= E(I )
k=1 I=1 k=1 I=1

mn zaradi simetrije

1
(n—1)(n—3)

70 =(3) (o) =0m=m = i

kar je spet isto kot prej.

BT = PUL = 1,0 = 1) =

Sleds
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3. (20) Slucajni par (7', X) naj ima gostoto

t,x) = e 2. e 2t
frx(t,@) 2mt3 V2mt

zat > 0in x € R; sicer je gostota enaka nic.

a. (10) Naj bosta para (7, X) in (7", X’) neodvisna z enako gostoto. Oznacite (T +
T X +X')=(5,Y). Izracunajte

fsy(s,y)
fs(s)
Resitev: definiramo preslikavo
O(t,x, t',2") = (t,a, t +t, 0+ 2).
m opazimo, da je ® bijekcija iz mnozice
A= {(t,z,t,2); z,2' €R, t,t' >0}

na Mmnozico
B = {(t,x,s,y); r,yeER 0<t< S}.

Nadalje za vse (t,x,s,y) € B velja
Yt x,5,y) = (t,x,5 —t,y — 1),
Jacobijeva determinanta pa je enaka 1. Za (t,x,s,y) € B je torej
frxsy(t, @, s,y) = frx(t,z) frx(s —t,y —x).

Iskana gostota je robna gostota, zato moramo integrirati po t in r. Racunamo

fsy(s,9) / / frxsy(t,z,s,y)dedt

1
2 e T 2(s—t) .

V2 t3 \/ (s —1t)3

z2 (y=2)%
e 26-0 dxdt
/ \/27? \/27r (s —1t)

“ e dt

V2 t3 \/ (s —t)3
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Upostevali smo, da je notranji integral konvolucija dveh normalnih gostot, zunanji
pa konvolucija gostot T in T'. Torej je

fS,Y(Say): 1 e’%.

fs(s)  Vorms

. (10) Kot znano privzemite, da imata slu¢ajni spremenljivki 47" in S enako gostoto.
Izracunajte gostote slu¢ajnih spremenljivk X, X" in X + X"

Resitev: gostoto slucajne spremenljivke X oziroma X' dobimo kot robno gostoto para
(T, X), torej kot integral

* 1 1422
= - t dt
fx(@) /0 w2 ¢

S substitucijo u = (1 + 2%)/(2t), du = —(1 + x2)/(2t*) dobimo

fx(z) ;)/000 e “du= ﬂ;

T (142 1+ a2)

Iz vnaprej znanega dejstva sledi

2 2
fS Ss) = e s,
(5) V2mrs3
1z prvega dela naloge pa nato
]_ 74+y2
S = — 2s
fS,Y( ) y) 52 €

Gostoto slucajne spremenljivke Y dobimo kot robno gostoto gostote iz prvega dela
naloge. Podobno kot prej nam integracija da

2
fr(y) = At
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4. (20) Naj bosta n < N naravni stevili. Slucajne spremenljivke Xi, Xs, ..., X, 11 naj
imajo skupno porazdelitev, dolo¢eno s

1
[¢4]
za (n + 1)-terice (ki,. .., kni1) celih stevil, za katere je k; > 0 in 327 k; = N — n; sicer
je P(Xl :klw--an—l-l :kn+1) = 0. NaJ bo 1 Smgn

P(Xl = kla"'7Xn+1 = kn+1) =

a. (b) Izracunajte pricakovano vrednost E(X; + Xo + -+ + X;n).

Namig: uporabite simetrijo.

Resitev: zaradi simetrije imajo vsi Xy enako porazdelitev in posledicno enako pri-
cakovano vrednost. Ker je

EXi+- -+ Xpn)=N—n,

je
N —n

BX) = n+1°

Sledi
m(N —n)

B+ X oo X)) = —

b. (15) Poiscite porazdelitev vsote X1 + Xo + -+« + X,,.

Namag: lahko si pomagate s porazdelitvijo izvirnega slucajnega vektorja.

Resitev: dogodek, da je dana vsota enaka [, je moZen le, ¢e je 0 < | < N — n.
Ker so vse mozne (n + 1)-terice (ki,...,ky,y1) enako verjetne, moramo le presteti
vse tiste, pri katerih je ky + -+ kyp =1l in kypoy + -+ ko1 = N—n—10. Iz
kombinatorike (kombinacije s ponavljanjem) ali izvirne porazdelitve dobimo, da je
takih (n + 1)-teric

A ) = L) UL
- () O

()




Verjetnost, 2023/24, M. Perman, M. Rai¢

5. (20) Posoda sprva vsebuje a > 1 belih in b > 1 érnih kroglic. Na vsakem koraku iz
posode nakljucno izberemo kroglico, tako da ima vsaka enako verjetnost, da bo izbrana,
neodvisno od prejsnjih izbir. Ko izvle¢emo kroglico, v posodo vselej dodamo belo kroglico;
tako je skupno Stevilo kroglic med izbiranji ves cas enako, stevilo belih kroglic pa se ne
more zmanjsati.

a. (10) Naj bo X}, stevilo belih kroglic v posodi po k-tem koraku. Pokazite, da je

1 \*
E(Xg) = b—b|1— .
(Xe) =t ( a—l—b)
Namig: izracunajte E( Xy | Xk = 7).

Resitev: poglejmo najprej E(Xy). Slucajna spremenljivka Xy ima ali vrednost a z
verjetnostjo a/(a +b) ali a + 1 z verjetnostjo b/(a + b). Sledi, da je

E(Xl) =a-

a b 1
a+b+(a+1)~a+b—a+b—b(1—a+b).

Zak>1wma<j<a+k pavela

, : J , : N a+b—j
P =1 Xe=j)= =15 i POa=j+1] Xe=j)= "1,
torej
. . ] . a+b—j , 1
B [ Xe=0) =7 g+ U+ D — 5~ :1”<1‘—a+b>‘

Po formuli za popolno pricakovano vrednost je

E(Xi) = ZE(XkH | X = J)P(X) = Jj)

QS
> 8

+

;{14—]’(1—%%)}P(Xk:j)

(1) o

Formula za E(Xy) drzi za k = 1, naprej pa jo preverimo z indukcijo.

1

+

b. (10) Izra¢unajte verjetnost, da pri k-tem izbiranju izberemo belo kroglico.

Resitev:
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Prvi na¢in. Naj bo Ay = { pri k-tem izbiranju izberemo belo kroglico}. Po formuli
za, popolno verjetnost je

at+k—1
P(Ap) = Y P(Ay| Xpoy = j) P(X4mr = )
j=a
a+k—1 ]
:]Zaa—f-bP(Xk_l:J)
- B
a+b hl

b 1\ k1
=1- 1— .
a—l—b( a~|—b)

Drugi nac¢in. Opazimo, da je Xy — Xy_1 indikator komplementa dogodka Ay. Sledi

P(A) =1 — B(Xy — X41)
= BE(X)_1) — B(X)) + 1

— B(Xp,) - (1 - a%b) E(X 1)
1
T a+b E(Xe),

kar je isto kot prej.

10
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6. (20) Naj bodo Y1, Ys, ..., Y, slucajne spremenljivke z var(Y},) = o2 zavsek =1,2,...,n
in corr(Yy,Y]) = p za k # [; pri tem sta o2 in p konstanti. Oznacimo Y = %22:1 Y.

a. (5) Izracunajte cov(Yy,Y) in var(Y).

Resitev: iz bilinearnosti kovariance sleds

cov(Y, Y E cov(Yy, Y,

_ %(w )+ 3 eon(rini)

112k

2(1 n—1 )
n n

_ _ - 1 —1
var(Y) = cov(Y,Y) ZCOV Ye,Y)=o0 ( 4+ p) :
n n

i nadalje:

b. (5) Dokazite, da obstaja tak ¢ € R, da je cov(Y}, — cY,Y; —cY) =0 za vse k # [.
Resitev: velja

cov(Yy — ¢V, Y, — ¢Y)
= cov (Y, V)) — 2¢- cov(Y, Y) + &% - var(Y)

9 1 n—-1 o (1 n—1
=0 |p—2c|—+——p|+c| =+ pll-
n n n n

Dobili smo kvadratno enacbo z diskriminanto

D:4<l+n;1p)2—4p(%+n;1p>:%(1+(n—1)p)(1—p).

n

Desni faktor je vedno menegativen, saj je wvselej —1 < p < 1. Levi faktor pa je
nenegativen za p > —1/(n—1): le takrat bo imela kvadratna enacéba realno resitev.

c. (10) Oznacimo E(Y}) = py in privzemimo, da je > ;_, ur = 0. Vzemimo Stevila

C1,C2, ..., Cn, za katera velja > 7| cpp = 1. Naj bo
Z = ZCkYk .
k=1

Definirajmo se

3

S = ui,  ch =M :chZYk.

11



Verjetnost, 2023/24, M. Perman, M. Rai¢

Izracunajte cov(Z — Z*, Z*) in od tod sklepajte, da je var(Z) > var(Z*).

Resitev: s pomocjo bilinearnosti izracunamo

oz -2, 2 =[S (= i+ p Yl — )| -

k=1 k£l

S (R) SCEIALETD RCEs) i

k=1 k=1

Iz predpostavke, da je Y ;_, u, =0, sledi, da je tudi Y ,_, ¢ = 0. Nadalje je:

T 1
CKCL = 5 Cpll = = -

To velja tudi za ¢y = c. Sledi Y ") _ (cx — i)y =0 in cov(Z — Z*,Z*) = 0. Spet iz
bilinearnosti kovariance koncéno dobimo

var(Z) =var(Z — Z* + Z%) = var(Z — Z*) + var(Z").

Ker so variance vedno nenegativne, sklep sledi.

12
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5. (20) Ehrenfestov model opisuje prehajanje molekul iz enega predela dvodelne posode
v drugega. V obeh predelih je skupaj N molekul. Na posameznem koraku se povsem
naklju¢éno izbere kroglica (torej vsaka z enako verjetnostjo, ne glede na to, v katerem
predelu je), nakar se ta kroglica prestavi v drug predel posode, ostale pa ostanejo tam,
kjer so. Recimo, da ima posoda levi in desni del. Za n = 0,1,2,... naj bo X,, stevilo
molekul v levem predelu posode po n korakih.

a. (b) Zavsen=0,1,2,...in k=0,1,2,...,m izracunajte F(X, 1 | X,, = k).

Resitev: 1z modela razberemo, da je

P(Xnﬂ:k—l]Xn:k):% in P(Xn+1=k—1|Xn:k;):¥7

od koder sledsi

k N —k 2
EX | Xn=k=k-1)—+(k+1)—=(1——=)k+1.
(o | % = K) = (6= 1) 4 G4 ) 2 = (1= 2 e
b. (10) Privzemimo, da na zacetku, torej pri n = 0, v levem delu posode ni molekul.
Izracunajte E(X;), E(X») in E(X3).

Resitev: po formuli za popolno pricakovano vrednost je

E<Xn+1) = XN:P(XH = k)E(XnJrl | X = k)

k=0

S n (i )i

= <1_%>E(Xn)+1.

Nadalje je E(Xy) = 0. Od tod izracunamo

2 6 4
E(Xy)=1 E(Xy)=2—-— EX3)=3——+—.
( 1) 9 (2) N7 (3> 3 N+N2

c. (5) Izracunajte lim, o, £(X,). Kot znano privzemite, da ta limita obstaja.

Resitev: ce iskano limito oznacimo z L, mora zanjo veljati zveza

2
L=(1-=)L+1.

Razresimo in dobimo L = %

14



