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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b.
1.

e o o o o0 | 0 O
o o o 0o 0 0 —~

O Ot i o o

Skupaj
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1. (20) V standardnem kupu 52 kart so stirje asi. Karte dobro premesamo in za¢nemo
deliti z vrha. Naj bo X stevilo kart, ki jih razdelimo do prvega asa, pri ¢emer ne
stejemo prvega asa.

a. (10) Izracunajte E(X).

Namig: indikatorsi.

Resitev:
Prvi nacin. Ostevilcimo karte, ki niso asi, s k =1,2,...,48 in definirajmo
j 1, ce se k-ta karta pojavi pred prvim asom;
R 0, sicer.
Velja X = 1) + -+ + Iyjs.  Zaradi simetrije bodo imeli vsi indikatorji enako
pricakovano vrednost. Za izracun E(Iy) = P(I; = 1) so merodajne relativne

pozicije prve karte in stirih asov. Vse inducirane permutacije teh kart so enako
verjetne, zato je verjetnost, da je prva karta pred vsemi asi, enaka % Sledi

Drugi na¢in. Za i1 =1,2,...,48 definirajmo

v 1, ce med prvimi i izvlecenimi kartami Se ni asa;
! 0, sicer

in opazimo, da je X =Y, + Yo+ --- + Yis. Ce si predstavljamo, da v kup kart

. 2 .. .
razporejamo ase na (54) nacinov, dobimo

torej je

kar je isto kot pri prvem nacinu.
b. (10) Izra¢unajte var(X).

Resitev:
Prvi nac¢in. Uporabimo formulo var(X) = E(X?) — (E(X))2 Pigimo

48 48 48 48
E(X*) =) > E(LI)=)_ > Pli=1L=1).
k=1 1=1 k=1 1=1
Za k =1 iz reditve prejsnje tocke poberemo P(I, = I, = 1) = % Za k # 1 pa

podobno opazimo, da se dogodek {I, = I} = 1} nanasa le na razporeditev asov
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ter k-te in l-te karte: to je dogodek, da sta k-ta in l-ta karta pred vsemi Stirimi

ast. Zamislimo si lahko, da najprej izberemo na katerih dveh izmed Sestih moznih

poziciy bosta ti dve karti. Vseh mozZnih razporeditev je (g) = 15, ugodna pa je

samo ena. Zato je P(Iy = I, = 1) = & in
= 48 4847
E(X*) =) P(Iy=1 P(ly=0=1)=—+——— =160.
()Z(k )+Z (Ih=10=1) T 60
k=1 1<k,1<48
kol
Konéno je
48\* 1696
X)=1060—|— ) =—=6784.
var(X) <5) o ,

Drugi na¢in. Uporabimo formulo za varianco vsot. Zaradi simetrije so vse vari-
ance enake, prav tako pa so enake tudi vse kovariance. Pruvih je 48, drugih pa
48 - 47. Iz prvega dela sledi, da je

var(l) = E(I?) — (E(I))* = P(I, = 1) — (P(l, = 1)) = —.

1 1
cov(ly, L) = E(IiI) — E(L)E(Ly) = P(I; = I, = 1) — (P(I = 1))* = T on
2
G
Zaradi simetrije je var(Iy) = 55 za vse k in cov(Iy, 1)) = = za vse k # 1. Sledi
48
48 -4 48-47-2 1696
Var( ) ZV&I( k') + Z COV( k> l) 25 + 75 25 )
k=1 1§Z,;§48

kar je isto kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin. Tako kot pri drugem nacinu resitve tocke a. pisimo X = Z?il Y;,
kjer je Y; indikator dogodka, da med prvimi i izvlecenimi kartami Se ni asa.
Podobno kot pri prvem nacinu pisimo

48 47 48

E(X*)=> PYi=1)+2) > PY;=Y;=1).

k=1 i=1 j=i+1
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Nadalje je
47 48 47 48
YD PMi=Y=1)=> > PY;=1
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
1 - = (52—
EECD
(4) i=1 j=i+1
1 — o {(534) (52—2'”
"2l ) U
1 & (52—])
G
_ 1 S [(53 -5\ (52—
() =L\ 6 6
_ &)
2
)
4847
5.6
Sledi 48 2.48.47
s 48 24847 _
B(X?) = - 5 160,

kar je isto kot pri prvem nacinu.
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2. (20) Nenegativni celostevilski slucajni spremenljivki X in Y naj imata skupno
porazdelitev, podano s predpisom

(k+l)!

za k, 1 > 0.

a. (10) Poiscite porazdelitev vsote Z = X + Y.

Resitev: Zan =0,1,2,... izracunamo

:iP(X:k,Y:n—k)

1

—Z | 5

§<>
i)

C,o

g

b. (10) Izra¢unajte porazdelitev slucajne spremenljivke X.

Namig: Newton pravi

(1_x>7a:Za(a+1)(a+2)--~(a+n—1)x”

Resitev: Po formuli za robno porazdelitev je

:iP(X:k:,Y:l)

=0
0l kD) (k+2) (kD)
_3k+1z I3
=0
1 1 —k—1
EETESI 1_§
1
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3. (20) Slucajni spremenljivki Y in W naj bosta neodvisni z ¥ ~ exp(1) in W ~
N(0,1). Naj bo
X =0Y + VYW,
kjer sta # > 0 in ¢ > 0 dani konstanti.
a. (10) Poiscite gostoto para (Y, X).

Resitev: Zamislimo si preslikavo

Dy, w) = (y, Oy + o /yw) .
Na odprti mnozZici U = {(y,w): y > 0} je preslikava bijektivna in preslika U
nase. Racunamo 0
_ xr —uvy
o ! Yy, r) = <y7 ) .
)= (0 2

Predpostavke o zvezni odvedljivosti so izpolnjene in izracunamo

1
Jq>71 (y,ZL’) = 0_—\/@ .

Sledi
x— 0y

=), g,

Zaradi neodvisnosti je fyw(y, w) = fy(y) fw(w). Sledi, da za (y,x) € U velja

Fyx(y.2) 1 . 1 /x—0y 2 1
= — X — _— - —_—
v.x\Y, o 27ry P Y 2 O'\/g O'\/g’

sicer pa je seveda fy x(y,z) =0.

frx(y,z) = fyw (y,

b. (10) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke X. Kot znano privzemite, da za
a>0in b > 0 velja

—ay—t
e yydy:ﬁ672\/a'

o VY Va

Resitev: Gostoto X izracunamo kot robno gostoto. Racunamo

fx(z) = /000 fyix(x,y)dy

1 <1 x? N Ox 6%y
= — —exp|—Yy—=—+———
oV2r Jo VY PLATY 202y 02?202 y
1 Jpo/o? * 1 (_ a? (0 +202)y> dy

— exp

o227 o VY
1 2 02 + 202
_ eex/0.2 ﬁ exp _2\/1' \/ + 20
oV 2w 024202 202 202

202

1
= —6_(

|z|v/02+202—0x) /o2 )
V0? + 202
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4. (20) Predpostavite, da za zaporedje celostevilskih slu¢ajnih spremenljivk Xy, X7, ...
velja Xo=7€{0,1,...,N} in

- ()3 ()

za 0 <[ < N. Interpretiramo 0° = 1.

a. (10) Definirajte

X, (N - X,
Yn == ( T\ )
(1-%)
Izracunajte
EY,1|X,=k).
Resitev:

Prvi nacin. Iz definicije vidimo, da je pogojno na {X, = k} porazdelitev sluc¢ajne
spremenljivke X, 1 binomska s parametroma N in k/N. Torej je

E (XX, = k) =k

m
k k E\?
2 _ _ n _ v 2
E(XnH]Xn_k)_N(N) (1 N)+N (N) |
Racunamo
E(Xpi1(N — Xp1)|Xn =k) = E(NX,s1 — X2, | X0 = k)
k k , (kY
v n (1) (%) - ()
K2,
= Nk — T
b=kt 5~k
_ (N=1DE(N — k)
_ ~ ,
Sledi
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Drugi na¢in. Neposredno izracunamo

E(Xni1(N = Xp1)| X, = k)

N —k N —2 TN —E\VT?
—N(N-1)— "~ -
( ) N —= r ( N >
(N = 1)k(N — k)
N M

kar se ujema z ustreznim vmesnim rezultatom iz prvega nacina.
. (10) Izracunajte var(X,).

Resitev: Tako kot pri prvem nacinu resitve tocke a. opazimo, da je
E(Xui1|Xn = k) = k. Iz izreka o popolni pricakovani vrednosti sledi

N N
E(Xp41) =Y E(Xpu|Xo = k) P(X, = k) = > kP(X, =k) = B(X,),
k=0
torej je E(X,) = E(Xo) = j. Podobno je

E<Yn+1> = i E(Yn+1|Xn = k) P(Xn = k)

-4 _1L)” ék(zv — k) P(X,, = k)
=7 _1%),1 E(X.(N - X,))
= E(Ya),
zato je tudi E(Y,11) = E(Yy) = §(N — j). To pomeni, da je
E(Xu(N - X)) = (1 - %)nj(N —j).

Koncno je

2

var(X,) = N B(X,) — E(Xn(N — Xn)) - (E(Xn))

- p-(-3)]
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5. (20) Za neodvisni nenegativni slucajni spremenljivki X in Y najza Z = X +Y

velja
E(SX\Z:n):<1;—S) in E(3Y|Z:n):<1gs)

zan=0,1,...

a. (10) Utemeljite, da velja

G2l = (15

Resitev: Po formuli za popolno pricakovano vrednost je

(e e}

Gx(s) =) E(s%|Z=n) P(Z=n)
:i (1-55)”]3(2:”)
()
o t3)

in podobno za Gy (s). Zaradi neodvisnosti je Gz(s) = Gx(s) Gy(s). Sestavimo
in zahtevana enakost sleds.

b. (10) Privzemite, da je limgq G%(s) = A, kjer je A € (0,00). Poiscite Gz(s) in s
tem porazdelitev slucajne spremenljivke Z.

Namig: definirajte F(s) =log(Gz(s)) in z indukcijo izpeljite, da velja

“F(s) = 2" (F(l) _F <1 - 1;)) |

Kam konvergira desna stran, ko gre n — oo?

Resitev: Iz prvega dela naloge sledi, da je Gz(s) > 0 za vse s € (—1,1), tako da
je funkcija F' dobro definirana. Funkcijska enacba iz prvega dela preide v

1
F(s) :2F< +3) .
2
LIzpeljimo zdaj zvezo iz namiga. Ker je F(1) =0, se ta zveza prevede na

F(s) = 2"F (1 - 12_713) .

Zan =1 je ta zveza ekvivalentna prejsnji zvezi. Za indukcijski korak z n na
n + 1 wzracunamo

. 1—s . 141 L= . 1—s
o2 (1 127) <o (ML) g (1120,

9




Verjetnost, 2020/21, M. Perman, M. Rai¢

Dokazali smo torej, da za vse n € N velja

_F(s) =2 <F(1) _F (1 - 12_”3» .

Posljimo n — oo in po definiciji odvoda dobimo
!
1
—F(s)=(1—-3s)F'(1)=(1-25) GZEl; =A1-39).
z

Sledi, da je Gz(s) = e 21=%) torej je Z ~ Po(\).

Q

10
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6. (20) Opica tipka na pisalni stroj, ki ima 25 velikih ¢rk. Zaporedne ¢rke izbira
neodvisno, vse crke pa imajo enako verjetnost. Neko¢ v prihodnosti bo opica prvic
natipkala besedo AHA. Naj bo X potrebno stevilo ¢rk, vkljucno s ¢rkami besede AHA.

a. (10) Definirajmo simbol X7, X, ..., X,, za ¢rko, ki ni nobena od ¢rk Xy, ..., X,,.
Za prvih nekaj érk so moznosti A, AHA, AHA, AAH, AAAH, AAHA, AAHA,
AAAAH, AAAAHA, AAAHA, AAAAAH, AAAAAHA, AAAAAHA, ...
Konstruirajte tako particijo verjetnostnega prostora na dogodke zgornjega tipa,
da se bodo dale pogojne pricakovane vrednosti slucajne spremenljivke X glede
na elemente particije izraziti z brezpogojno pricakovano vrednostjo te slucajne
spremenljivke. ZapiSite te izrazave.

Resitev: Particijo lahko dobimo tako, da locimo, po koliko praviinih zaporednih
¢rkah 1z vzorca se vse skupaj spet pricne na novo, seveda pa se lahko zgodi tuds,
da opica dano besedo natipka. Zaradi neodvisnosti je:

o B(X|A) =1+ E(X).

o B(X|AAA...AAH) =k + E(X), kjer je k > 2 stevilo ¢rk v pogoju.

o E(X|AAA...AHA) =k + E(X), kjer je k > 3 stevilo ¢rk v pogoju.

o F(X|AAA...AHA) =k, kjer je k > 3 stevilo ¢rk v pogoju.

Dogodki na desnih straneh pogojnih verjetnosti res tvorijo particijo.

11
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b. (10) Izra¢unajte E(X). Kot znano privzemite, da za |a| < 1 velja

N = . a™a+m—am)
= ka” = .
D A

Resitev: Po formuli za popolno pric¢akovano vrednost je

E(X) = (1+E(X)).§_§+Z(k:+E(X)).;_;+22iy€+z(k+E(X>).22_;'

Sledi enacba

24 K23 = 24 24 SN2k = k
EX)|1—-=—=-3y = N | === - .
O35~ g D] =3 g e

_25+242-25+242-25’

24 23 1 24 49 - 23 73
Ex)(1-2 -2 )=
25 24-25 252

kar po krajsem racunu da E(X) = 16.250.

12



