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1. (20) V standardnem kupu 52 kart so štirje asi. Karte dobro premešamo in začnemo
deliti z vrha. Naj bo X število kart, ki jih razdelimo do prvega asa, pri čemer ne
štejemo prvega asa.

a. (10) Izračunajte E(X).

Namig: indikatorji.

Rešitev:

Prvi način. Oštevilčimo karte, ki niso asi, s k = 1, 2, . . . , 48 in definirajmo

Ik =

{
1 , če se k-ta karta pojavi pred prvim asom;
0 , sicer.

Velja X = I1 + · · · + I48. Zaradi simetrije bodo imeli vsi indikatorji enako
pričakovano vrednost. Za izračun E(I1) = P (I1 = 1) so merodajne relativne
pozicije prve karte in štirih asov. Vse inducirane permutacije teh kart so enako
verjetne, zato je verjetnost, da je prva karta pred vsemi asi, enaka 1

5
. Sledi

E(X) =
48

5
= 9,6 .

Drugi način. Za i = 1, 2, . . . , 48 definirajmo

Yi =

{
1 , če med prvimi i izvlečenimi kartami še ni asa;
0 , sicer

in opazimo, da je X = Y1 + Y2 + · · · + Y48. Če si predstavljamo, da v kup kart
razporejamo ase na

(
52
4

)
načinov, dobimo

E(Yi) = P (Yi = 1) =

(
52−i

4

)(
52
4

) ,

torej je

E(X) =
1(
52
4

) 48∑
i=1

(
52− i

4

)
=

1(
52
4

) 48∑
i=1

[(
53− i

5

)
−
(

52− i
5

)]
=

(
52
4

)(
48
4

) =
48

5
,

kar je isto kot pri prvem načinu.

b. (10) Izračunajte var(X).

Rešitev:

Prvi način. Uporabimo formulo var(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
. Pǐsimo

E(X2) =
48∑
k=1

48∑
l=1

E(IkIl) =
48∑
k=1

48∑
l=1

P (Ik = Il = 1) .

Za k = l iz rešitve preǰsnje točke poberemo P (Ik = Il = 1) = 1
5
. Za k 6= l pa

podobno opazimo, da se dogodek {Ik = Il = 1} nanaša le na razporeditev asov

2



Verjetnost, 2020/21, M. Perman, M. Raič

ter k-te in l-te karte: to je dogodek, da sta k-ta in l-ta karta pred vsemi štirimi
asi. Zamislimo si lahko, da najprej izberemo na katerih dveh izmed šestih možnih
pozicij bosta ti dve karti. Vseh možnih razporeditev je

(
6
2

)
= 15, ugodna pa je

samo ena. Zato je P (Ik = Il = 1) = 1
15

in

E(X2) =
48∑
k=1

P (Ik = 1) +
∑

1≤k,l≤48
k 6=l

P (Ik = Il = 1) =
48

5
+

48 · 47

15
= 160 .

Končno je

var(X) = 160−
(

48

5

)2

=
1696

25
= 67,84 .

Drugi način. Uporabimo formulo za varianco vsot. Zaradi simetrije so vse vari-
ance enake, prav tako pa so enake tudi vse kovariance. Prvih je 48, drugih pa
48 · 47. Iz prvega dela sledi, da je

var(I1) = E(I2
1 )−

(
E(I1)

)2
= P (I1 = 1)−

(
P (I1 = 1)

)2
=

4

25
.

Enako kot pri prvem načinu izračunamo P (I1 = I2 = 1) = 1
15

. Sledi

cov(I1, I2) = E(I1I2)− E(I1)E(I2) = P (I1 = I2 = 1)−
(
P (Ik = 1)

)2
=

1

15
− 1

25

=
2

75
.

Zaradi simetrije je var(Ik) = 4
25

za vse k in cov(Ik, Il) = 2
75

za vse k 6= l. Sledi

var(X) =
48∑
k=1

var(Ik) +
∑

1≤k,l≤48
k 6=l

cov(Ik, Il) =
48 · 4

25
+

48 · 47 · 2
75

=
1696

25
,

kar je isto kot pri prvem načinu.

Tretji način. Tako kot pri drugem načinu rešitve točke a. pǐsimo X =
∑48

i=1 Yi,
kjer je Yi indikator dogodka, da med prvimi i izvlečenimi kartami še ni asa.
Podobno kot pri prvem načinu pǐsimo

E(X2) =
48∑
k=1

P (Yi = 1) + 2
47∑
i=1

48∑
j=i+1

P (Yi = Yj = 1) .
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Nadalje je

47∑
i=1

48∑
j=i+1

P (Yi = Yj = 1) =
47∑
i=1

48∑
j=i+1

P (Yj = 1)

=
1(
52
4

) 47∑
i=1

48∑
j=i+1

(
52− i

4

)

=
1(
52
4

) 47∑
i=1

48∑
j=i+1

[(
53− i

5

)
−
(

52− i
5

)]

=
1(
52
4

) 47∑
i=1

(
52− j

5

)

=
1(
52
4

) 47∑
i=1

[(
53− j

6

)
−
(

52− j
6

)]
=

(
52
6

)(
52
4

)
=

48 · 47

5 · 6
.

Sledi

E(X2) =
48

5
+

2 · 48 · 47

30
= 160 ,

kar je isto kot pri prvem načinu.
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2. (20) Nenegativni celoštevilski slučajni spremenljivki X in Y naj imata skupno
porazdelitev, podano s predpisom

P (X = k, Y = l) =
(k + l)!

k! · l! · 3k+l+1

za k, l ≥ 0.

a. (10) Poǐsčite porazdelitev vsote Z = X + Y .

Rešitev: Za n = 0, 1, 2, . . . izračunamo

P (Z = n) =
n∑
k=0

P (X = k, Y = n− k)

=
1

3

n∑
k=0

n!

k! · (n− k)! · 3n

=
1

3n+1

n∑
k=0

(
n

k

)
=

1

3
·
(

2

3

)n
.

b. (10) Izračunajte porazdelitev slučajne spremenljivke X.

Namig: Newton pravi

(1− x)−a =
∞∑
n=0

a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1)xn

n!
.

Rešitev: Po formuli za robno porazdelitev je

P (X = k) =
∞∑
l=0

P (X = k, Y = l)

=
1

3k+1

∞∑
l=0

(k + 1)(k + 2) · · · (k + l)

l! · 3l

=
1

3k+1
·
(

1− 1

3

)−k−1

=
1

2k+1
.
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3. (20) Slučajni spremenljivki Y in W naj bosta neodvisni z Y ∼ exp(1) in W ∼
N(0, 1). Naj bo

X = θY + σ
√
YW ,

kjer sta θ > 0 in σ > 0 dani konstanti.

a. (10) Poǐsčite gostoto para (Y,X).

Rešitev: Zamislimo si preslikavo

Φ(y, w) =
(
y, θy + σ

√
yw
)
.

Na odprti množici U = {(y, w) : y > 0} je preslikava bijektivna in preslika U
nase. Računamo

Φ−1(y, x) =

(
y,

x− θy
σ
√
y

)
.

Predpostavke o zvezni odvedljivosti so izpolnjene in izračunamo

JΦ−1(y, x) =
1

σ
√
y
.

Sledi

fY,X(y, x) = fY,W

(
y,

x− θy
σ
√
y

)
· JΦ−1(y, x) .

Zaradi neodvisnosti je fY,W (y, w) = fY (y) fW (w). Sledi, da za (y, x) ∈ U velja

fY,X(y, x) =
1

σ
√

2πy
exp

(
−y − 1

2

(
x− θy
σ
√
y

)2
)
· 1

σ
√
y
,

sicer pa je seveda fY,X(y, x) = 0.

b. (10) Poǐsčite gostoto slučajne spremenljivke X. Kot znano privzemite, da za
a > 0 in b ≥ 0 velja ∫ ∞

0

e−ay−
b
y

√
y

dy =

√
π√
a
e−2
√
ab .

Rešitev: Gostoto X izračunamo kot robno gostoto. Računamo

fX(x) =

∫ ∞
0

fY,X(x, y) dy

=
1

σ
√

2π

∫ ∞
0

1
√
y

exp

(
−y − x2

2σ2y
+
θx

σ2
− θ2y

2σ2

)
dy

=
1

σ
√

2π
eθx/σ

2

∫ ∞
0

1
√
y

exp

(
− x2

2σ2y
− (θ2 + 2σ2)y

2σ2

)
dy

=
1

σ
√

2π
eθx/σ

2

√
π√

θ2+2σ2

2σ2

exp

(
−2

√
x2

2σ2
·
√
θ2 + 2σ2

2σ2

)

=
1√

θ2 + 2σ2
e−(|x|

√
θ2+2σ2−θx)/σ2

.
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4. (20) Predpostavite, da za zaporedje celoštevilskih slučajnih spremenljivk X0, X1, . . .
velja X0 = j ∈ {0, 1, . . . , N} in

P (Xn+1 = l|Xn = k) =

(
N

l

)(
k

N

)l(
1− k

N

)N−l
za 0 ≤ l ≤ N . Interpretiramo 00 = 1.

a. (10) Definirajte

Yn =
Xn(N −Xn)(

1− 1
N

)n .

Izračunajte
E(Yn+1|Xn = k) .

Rešitev:

Prvi način. Iz definicije vidimo, da je pogojno na {Xn = k} porazdelitev slučajne
spremenljivke Xn+1 binomska s parametroma N in k/N . Torej je

E (Xn+1|Xn = k) = k

in

E
(
X2
n+1|Xn = k

)
= N

(
k

N

)(
1− k

N

)
+N2

(
k

N

)2

.

Računamo

E
(
Xn+1(N −Xn+1)|Xn = k

)
= E

(
NXn+1 −X2

n+1|Xn = k
)

= Nk −N
(
k

N

)(
1− k

N

)
−N2

(
k

N

)2

= Nk − k +
k2

N
− k2

=
(N − 1)k(N − k)

N
.

Sledi

E (Yn+1|Xn = k) =
1(

1− 1
N

)n+1

(N − 1)k(N − k)

N
=
k(N − k)(
1− 1

N

)n .
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Drugi način. Neposredno izračunamo

E
(
Xn+1(N −Xn+1)|Xn = k

)
=

N∑
l=0

l(N − l) N !

l! (N − l)!

(
k

N

)l(
N − k
N

)N−l
=

N−1∑
l=1

N !

(l − 1)! (N − l − 1)!

(
k

N

)l(
N − k
N

)N−l
= N(N − 1)

k

N

N − k
N

N−1∑
l=1

(
N − 2

l − 1

)(
k

N

)l−1(
N − k
N

)N−l−1

= N(N − 1)
k

N

N − k
N

N−2∑
r=0

(
N − 2

r

)(
k

N

)r (
N − k
N

)N−r−2

=
(N − 1)k(N − k)

N
,

kar se ujema z ustreznim vmesnim rezultatom iz prvega načina.

b. (10) Izračunajte var(Xn).

Rešitev: Tako kot pri prvem načinu rešitve točke a. opazimo, da je
E(Xn+1|Xn = k) = k. Iz izreka o popolni pričakovani vrednosti sledi

E(Xn+1) =
N∑
k=0

E(Xn+1|Xn = k)P (Xn = k) =
N∑
k=0

k P (Xn = k) = E(Xn) ,

torej je E(Xn) = E(X0) = j. Podobno je

E(Yn+1) =
N∑
k=0

E(Yn+1|Xn = k)P (Xn = k)

=
1(

1− 1
N

)n N∑
k=0

k(N − k)P (Xn = k)

=
1(

1− 1
N

)n E(Xn(N −Xn)
)

= E(Yn) ,

zato je tudi E(Yn+1) = E(Y0) = j(N − j). To pomeni, da je

E
(
Xn(N −Xn)

)
=

(
1− 1

N

)n
j(N − j) .

Končno je

var(Xn) = N E(Xn)− E
(
Xn(N −Xn)

)
−
(
E(Xn)

)2

= j(N − j)
[
1−

(
1− 1

N

)n]
.
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5. (20) Za neodvisni nenegativni slučajni spremenljivki X in Y naj za Z = X + Y
velja

E
(
sX |Z = n

)
=

(
1 + s

2

)n
in E

(
sY |Z = n

)
=

(
1 + s

2

)n
za n = 0, 1, . . .

a. (10) Utemeljite, da velja

GZ(s) = G2
Z

(
1 + s

2

)
.

Rešitev: Po formuli za popolno pričakovano vrednost je

GX(s) =
∞∑
n=0

E
(
sX |Z = n

)
P (Z = n)

=
∞∑
n=0

(
1 + s

2

)n
P (Z = n)

= E

[(
1 + s

2

)Z]

= GZ

(
1 + s

2

)
in podobno za GY (s). Zaradi neodvisnosti je GZ(s) = GX(s)GY (s). Sestavimo
in zahtevana enakost sledi.

b. (10) Privzemite, da je lims↑1G
′
Z(s) = λ, kjer je λ ∈ (0,∞). Poǐsčite GZ(s) in s

tem porazdelitev slučajne spremenljivke Z.

Namig: definirajte F (s) = log(GZ(s)) in z indukcijo izpeljite, da velja

−F (s) = 2n
(
F (1)− F

(
1− 1− s

2n

))
.

Kam konvergira desna stran, ko gre n→∞?

Rešitev: Iz prvega dela naloge sledi, da je GZ(s) > 0 za vse s ∈ (−1, 1), tako da
je funkcija F dobro definirana. Funkcijska enačba iz prvega dela preide v

F (s) = 2F

(
1 + s

2

)
.

Izpeljimo zdaj zvezo iz namiga. Ker je F (1) = 0, se ta zveza prevede na

F (s) = 2nF

(
1− 1− s

2n

)
.

Za n = 1 je ta zveza ekvivalentna preǰsnji zvezi. Za indukcijski korak z n na
n+ 1 izračunamo

F (s) = 2nF

(
1− 1− s

2n

)
= 2n · 2F

(
1 + 1− 1−s

2n

2

)
= 2n+1F

(
1− 1− s

2n+1

)
.

9
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Dokazali smo torej, da za vse n ∈ N velja

−F (s) = 2n
(
F (1)− F

(
1− 1− s

2n

))
.

Pošljimo n→∞ in po definiciji odvoda dobimo

−F (s) = (1− s)F ′(1) = (1− s) G
′
Z(1)

GZ(1)
= λ(1− s) .

Sledi, da je GZ(s) = e−λ(1−s), torej je Z ∼ Po(λ).
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6. (20) Opica tipka na pisalni stroj, ki ima 25 velikih črk. Zaporedne črke izbira
neodvisno, vse črke pa imajo enako verjetnost. Nekoč v prihodnosti bo opica prvič
natipkala besedo AHA. Naj bo X potrebno število črk, vključno s črkami besede AHA.

a. (10) Definirajmo simbol X1, X2, . . . , Xm za črko, ki ni nobena od črk X1, . . . , Xm.
Za prvih nekaj črk so možnosti A, AHA, AHA, AAH, AAAH, AAHA, AAHA,
AAAAH, AAAAHA, AAAHA, AAAAAH, AAAAAHA, AAAAAHA, . . .

Konstruirajte tako particijo verjetnostnega prostora na dogodke zgornjega tipa,
da se bodo dale pogojne pričakovane vrednosti slučajne spremenljivke X glede
na elemente particije izraziti z brezpogojno pričakovano vrednostjo te slučajne
spremenljivke. Zapǐsite te izražave.

Rešitev: Particijo lahko dobimo tako, da ločimo, po koliko pravilnih zaporednih
črkah iz vzorca se vse skupaj spet prične na novo, seveda pa se lahko zgodi tudi,
da opica dano besedo natipka. Zaradi neodvisnosti je:

• E(X|A) = 1 + E(X).

• E(X|AAA . . . AAH) = k + E(X), kjer je k ≥ 2 število črk v pogoju.

• E(X|AAA . . . AHA) = k + E(X), kjer je k ≥ 3 število črk v pogoju.

• E(X|AAA . . . AHA) = k, kjer je k ≥ 3 število črk v pogoju.

Dogodki na desnih straneh pogojnih verjetnosti res tvorijo particijo.
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b. (10) Izračunajte E(X). Kot znano privzemite, da za |a| < 1 velja

∞∑
k=m

ak =
am

1− a
in

∞∑
k=m

kak =
am(a+m− am)

(1− a)2
.

Rešitev: Po formuli za popolno pričakovano vrednost je

E(X) =
(
1+E(X)

)
· 24

25
+
∞∑
k=2

(
k+E(X)

)
· 23

25k
+
∞∑
k=3

k

25k
+
∞∑
k=3

(
k+E(X)

)
· 24

25k
.

Sledi enačba

E(X)

[
1− 24

25
−
∞∑
k=2

23

25k
−
∞∑
k=3

24

25k

]
=

24

25
+
∞∑
k=2

23k

25k
+
∞∑
k=3

k

25k−1
.

Z uporabo formul iz namiga dobimo

E(X)

(
1− 24

25
− 23

24 · 25
− 1

252

)
=

24

25
+

49 · 23

242 · 25
+

73

242 · 25
,

kar po kraǰsem računu da E(X) = 16.250.
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