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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. c d.
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4.
D. ° °
0. °

Skupaj
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1. (20) Celostevilski slucajni spremenljivki X in Y naj imata porazdelitev

P(X=kY=1)= (l)ml (k)

za k,l > 0, kjer je

(a), =ala+1)---(a+n—-1)
Pochhammerjev simbol, pri ¢emer razumemo (0)y = 0. Kot znano privzemite, da za
|z] < 1in 1> 0 velja

o0

Z bt =1zl — )™

k=0

pri ¢emer Stejemo 0! = 1.
a. (10) Najdite porazdelitev slucajne spremenljivke Y.

Resitev: Po formuli za robne porazdelitve za vse | > 0 velja

~
=| ~
[~
VR
AN -

ol
=

=|
=
e~ =

) |
N N~
—_

|
] =
~

|

|

—

1\ 144N
~\2) 4 3\3
2[
3+
b. (10) Za a,b € (0, 1) izracunajte
E[aXbY}.
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Resitev: racunamo
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2. (20) Naj bo II nakljuéno izbrana permutacija stevil {1,2,...,n}. Privzamemo, da
vsako permutacijo izberemo z enako verjetnostjo. Recemo, da se pri elementu ¢ zacne
narascajoce zaporedje dolgo vsaj k, ¢e za 1 = 1 velja

(1) < I1(2) < --- < II(k),
zat1=2,3,...,n—k+1pa
e —1) > I06) <M+ 1) < - - <i+k—1).

Naj bo X}, stevilo elementov v {1,2,...,n}, pri katerih se za¢ne naras¢ajoce zaporedje
dolzine vsaj k, Y; pa stevilo elementov, pri katerih se zacne narascajoce zaporedje
dolzine natanko k.

a. (10) Izracunajte E(Xy).
Resitev: fiksirajmo k in definirajmo

j 1 ce se v1i zacne zaporedje dolZine vsaj k
T 0 sicer.

Velja Xy, = Iy + I+ -+ I n—y1. Spomnimo se, da se dogodek {Ij1 = 1} zgodi,
ce je II(1) < I1(2) < --- < II(k). Vsi vrstni redi elementov I1(1),11(2),. .., II(k)
so enako verjetni, saj vsak vrstni red velja v enako mnogo, tj. (k+1)(k+2)---n =
n!/k! permutacijah 11 (predstavijamo si lahko, da nadaljnje elemente vrivamo).

Zato je
1

k!
Podobno so enako verjetni tudi vsi mozni vrstni redi elementov I1(i—1),11(7), ...,
(i + k — 1), izmed (k 4+ 1)! moznih vrstnih redov pa je k takih, pri katerih je
O —1) > T0() <M +1) < --- <II(i + k — 1) (II(¢ — 1) lahko vrinemo med
(i), (i + 1), ..., 1I(i + k — 1) na k ugodnih nacinov). Zato je

P(Iy = 1)

k

Pl =1) = (k+1)

Sestejemo in dobimo

1 k nk—k+k+1
E(X)) = — + (n — _
(Xe) =+ (=R (k+1)!

b. (10) Izracunajte E(Y%).

Resitev:

Prvi nacin: opazimo, da je Yy, = Xy — Xgi1, pri cemer X, 11 interpretiramo kot
0. Zaradi linearnosti je

BE(Y;) = B(Xy) — E(Xjs1) -
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Vstavimo rezultat 1z prvega dela naloge in za k = 2,3,...,n dobimo

nk—k2+k+1_nk—k2+n—k‘+1

E(Yy) =

(k+1)! (k +2)!
_nk* =K +nk—n+4k+1
(k+2)! ’
medtem ko je
1

E(Y.)) = B(X,) = —.

Drugi nac¢in: Slucajna spremenljivka Y,, je kar indikator dogodka, da je 11(i) =1
za vse i, torej je

B(Y,) =

=
Zak=1,2,...,n—1 pa podobno kot pri prvem nacinu pisemo Y, = Jp1 + Jpo +
o Jkn—kt1, kjer je

g 1 ce se vi zacne zaporedje dolZine natanko k
* 7 0 sicer.

Ugotovimo, da se dogodek {Jx1 = 1} zgodi, ce je II(1) < II(2) < --- < I(k) >
II(k+1), dogodek {Jyn, = 1} pa, cejell(n—k) >M(n—k+1) <I(n—k+2) <
-+« < II(n). Podobno kot pri prejsnji tocki izrayunamo

k
(k+ 1)

P(Jin =1) = P(Jin = 1) =

Zai=2,3,...,n— 1} pa se dogodek {Jy; = 1} zgodi, ¢e je II(i — 1) > II(i) <
Hi+1) <---<I(i+k—1) >1(i + k). Izracunajmo

P(Ju =1)
=1-P(II(—1) <H@) <I(i+1) <--- <T(i + k1))
— P(II(i) <T(i +1) <--- <H(i + k — 1) < (i + k))
+P(I(i—1) <TI(i) <H(i+1) < <I(i+k—1) <II(i + k))

_1_g. F -

(k+1)!  (k+2)!
R FE-1
 (k+2)!

Sestejemo in dobimo

k E+k—1 nk>—k+nk—n+4k+1

R A ) (k+2)! !

E(X;) =2-

kar je isto kot pri prvem nacinu.
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3. (20) Naj bodo &;,&,...,&,41 neodvisne z & ~ exp(l) zai = 1,2,...,n+ 1. Za
k=1,2,...,n+ 1 definirajte

Xp=&+ -+ &
zak=1,2,...,n pa

Xiy1

Y

a. (10) Izracunajte gostoto vektorja (X, Xo, ..., X,41). Navedite natanéno, kje je
ta gostota razlicna od 0.

Regsitev: Preslikava ®(t1,ta, ... tyr1) = (t1,861 + to, ..., t1 +to + -+ + tpy1)

mnozico (0,00)" "t bijektivno preslika na mnozico A := {(x1, 29, ..., Tns1); 0 <
x1 < Ty < -+ < Tpy1}, njen inverz pa je enak
-1
O (21,29, ..., Tpy1) = (1,02 — T1,T3 — XTa, ..., Tpy1 — Tny)

Jacobian tega inverza pa je

1 0 0 0 0
-1 1 0 - 0 O
0 0 0 -1 1

Transformacijska formula nam torej da
FX1 X X (1, .. Tpsy) = e T (@2—a1) o= (w3—22) | | o= (@nt1=Tn) _ o—Tnt1
za (1,2, ..., Tny1) € A, drugje pa je iskana gostota enaka nic.
b. (10) Poiscite gostoto vektorja (Y1,...,Ys).

Resitev: glede na to, da ima iskani vektor eno dimenzijo mang, ga razsirimo
za eno komponento, nakar poiscemo robno gostoto. Navedli bomo dve moznosti
razsiritve.

Prva moznost: zamislimo si preslikavo W: A x (0,00) — (0,1)" x (0,00), dano
s

Ty T2 Ln
\Il<x1a"'7xn7xn+l) =\ s T Tntl .
T2 I3 Tn+1

Preslikava U je prav tako bijektivna, inverzno preslikavo pa dobimo kot

U Y, Yns Yns1) = (V1% YnWnsts Y2 YnYnts - YnYntts Ynr) -

V tem primeru je odvod preslikave zgornje trikoten, zato je determinanta Se vedno
zmnozek diagonalnih elementov. Dobimo

n+1
Jor (W Uni) = W2 Ynoatn) W3 Y1) - Unoatn) v = [ [ b
k=1
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Sledi, da je gostota vektorja (Yi,...,Yny1) na (0,1)" x (0,00) enaka

n+1
— o, Yn+1 k—1
fY17Y2,---7Yn+1(ylv SR 7yn+1) =€ H Ye s

drugje pa je enaka ni¢. Dobimo, da so Y1,Ys, ..., Y11 neodvisne z gostotam:i
kyb=t s 0<y<1
Fry) = { 0 : sicer

zak=1,2,....n1in

Lyre ¥ sy >0
el ={ 771

; SiCer.

Z drugimi besedami, Yy ~ Beta(k,1) za k = 1,2,...,n in Y,y ~T(n+1,1).
(slednje mora veljati, saj je Y1 = X,i1). Iskano gostoto torej dobimo kot
ustrezni produkt — za 0 < y1,va, ...,y < 1 je enaka

n

fY17Y27---7Yn (y) =n! H yllz_l )

k=1
drugje pa je enaka nic.

Druga moznost: zamislimo si preslikavo V: A x (0,00) — (0,00) x (0,1)", dano

s
1 T2 g
qj($l7"'axnaxn+l): (wla Ty Ty e ) .
Ty T3 Tn41
Preslikava ¥ je prav tako bijektivna, inverzno preslikavo pa dobimo kot
- Yo Yo Yo
v 1(y07y17"'ayn):(y07 R _7"'7—) :
Y1 Y1y2 Yiyz- -y

V tem primeru je odvod preslikave spet spodnje trikoten, zato je determinanta Se
vedno zmnoZek diagonalnih elementov. Dobimo

Tt (os s ) = 1- ( yO) (_%)(_ v 2)
Y Y195 Y1y2 - Yn-1Yy

n

n—k+2
:( 1) Yo yk( )'
k=1

Sledi, da je gostota vektorja (Yo, Y1, ..., Y,) na (0,00) x (0,1)" enaka

n
(n— k+2)
fY07Y1,Y2,~~-,Yn (yOJ Yty - - 7yn) =€ o/ lyyzein) H
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drugje pa je enaka nic. Iskano gostoto dobimo z integracijo — za
0<y1,¥yo,...Yn <1 pride

le,Yg,...,Yn (yl’ Yoy oo ’yn) — (H yk(nkJrQ)) / yg e—yo/(ywz...yn) dyO
k=1 0
—(n—k+2 n
— (Hyk( i )) nl (e yn)"
k=1

n
k-1
=n! H vy,
k=1

drugje pa je enaka nic¢. Seveda pride isto kot pri prvem nacinu, pripomnimo pa
naj, da komponente razsirjenega vektorja (Yo, Y1,...,Y,) tu niso neodvisne, tako
da se neodvisnost slucajnih spremenljivk Y1,Ys, ..., Y, pokaZe sele na koncu.
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4. (20) Naj bodo \; > 0 za i = 1,2,...,r. Definirajte X\ := Ay + --- + A,. Slucajne
spremenljivke Y, Y7, Y5, ... Y, naj imajo porazdelitev dano s

T )\kz
“A\n i
P(Y =nYi=h... Y, =k) =\ ][ 7755

i=1
zan,k;>0ind . ki =n.
a. (5) Najdite porazdelitev vektorja (Y,...,Y;).
Resitev: zaradi omejitev pri zalogi vrednosti je Y =Y, + --- + Y,.. Sledi, da je
PYi=k,....Y, =k)=PY =Y kpYi=k,....Y, =k) .
Prepisemo v

T —\. ;
e )‘1)\?1

P(}/l:kh?}/T:kT):H L

=1

za k; >0 zai=1,2,...,r. Spremenljivke Y; so neodvisne z Y; ~ Po()\;).

b. (5) Izracunajte pogojno porazdelitev vektorja (Yi,...,Y,) glede na dogodek
{Y =n}.

Regitev: ker je Y =Y +---+ Y, in so Y; neodvisne, je Y ~ Po()). Racunamo

P(Y=nYy=Fk,....Y, =
P(Y1=k’1,...,Yr:k;r’Y:n): ( n, Yy =ki,....Y, kr)

kar se poenostavi v

! AN "
P(mzkl,...,n:kr]Y:@:ﬁ(f) (71)

za k; >0 1in Yy ., ki =n. Pogojna porazdelitev je multinomska s parametri n in

c. (5) Naj bo ¢, = cov(Y;,Y; | Y =n). Utemeljite, da velja

- e A" i)
D o= A\
0 n:

Resitev: dano vsoto najprej prepisemo v
ZCOV(Y;,Y} Y =n)P(Y =n).
n=0

Po definicigi je

cov(Y,Y; | Y =n) = E(YY; | Y =n) - E(Y | Y =n) E(Y; | Y =n).
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Najprej izracunamo

S B, Y = n) PY = n) = E(YY,) = B(Y) E(Y;) = Ay

n=0

Za izracun vsote
SOEMG Y =) B | Y =n) P(Y =n)
n=0

pa upostevamo, da so robne porazdelitve multinomske porazdelitve binomske, zato

je E(Y; | Y =n) =n\/\. Sledi

A =

S E(Y;|Y=n)E(Y;|Y =n)PY =n) = " n?* P(Y =n)
n=0 n=0
Ail\j
= B
Aij
= A_; (A2 4+ )

1

Odstejemo in dobimo Zeleni rezultat.
. () Izracunajte c,,.
Namig: primerjajte koeficiente pri ™.

Resitev: ce Zelimo primerjati koeficiente potencnih vrst, moramo enakost zas-
taviti tako, da so mjihovi koeficienti konstantni, spremenljivka pa mora preteci
neizrojen interval. Kovariance ¢, so natancéno dolocene z razmerji py,pa, ..., Py
Privzemimo torej, da so ta razmerja konstantna. Kolicina \ je lahko pri tem
se vedno poljubno Stevilo iz intervala (0,00). To kolicino torej vzemimo kot
spremenljivko. Vse izraze moramo torej prikazati kot funkcije spremenljivke A,
seveda pa lahko v njih nastopajo tudi konstante py,pa,...,p.. Tako enakost iz
prejsnje tocke prepisemo v obliki

0 Cn)\n \ 0 /\k—i—l 0 A"

Z ol —Ae"pip; = —pip; T —PiPj Z m

n=0 ’ k=0 ’ n=1 )
Razberemo c,, = —np;p;.

10
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5. (20) Naj bodo I, Is,... neodvisne enako porazdeljene slucajne spremenljivke z
I}, ~ Bernoulli(d). Vzemimo m > 0. Naj bo N sluc¢ajna spremenljivka, ki je neodvisna
od Iy, I3, ... in ima porazdelitev, podano s formulo

v =)= (" )y

zak=0,1,2,...

a. (15) Poiscite porazdelitev spremenljivke X = [} + .-+ + Iy. Kot znano lahko
privzamete, da po Newtonu za m > 0 in |z| < 1 velja

(1—a) ™= i (‘?)(-1)%‘6 _ i (””: - 1)xk.

k=0 k=0

Resitev: najlaze bo z rodovnimi funkcijami. Vemo, da bo Gx(s) = Gy(Gr,(s)).
Velja
Gr(s)=1—0+0s.

Potrebujemo se Gy(s). Racunamo

GN(S):isk(m+:_1>pm(l—p)k: P

Sledi

m

p
(1-(1-p)(1—0+0s)""

Za rekonstrukcijo verjetnosti posameznih vrednosti imamo vsaj dve moznosti.

Gx(S) =

Prvi nacin. Z odvajanjem:

p™((1—p)o)"

B (s) = m(m m cee(m —
Ge) = mim-+ D+ (m k=) T e

dobimo
G¥(0)
k!
(m+k— 1) p™((1—p)o)
k (1-(-p)(—o)""

(") ) ()

Dobljena porazdelitev je torej enake oblike kot porazdelitev slucajne spremenljivke
N, le da p zamenjamo s

k

_p
0+p—6p -~
Drugi nac¢in. Funkcijo Gx razvijemo v potencéno vrsto. Za ta namen opazimo,
da je osnova potence v imenovalcu prav tako linearna funkcija spremenljivke s.

11
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To pomeni, da lahko spet uporabimo Newtonovo formulo, za to pa je ugodno
1zpostaviti svobodni clen. Pisimo torej

_ P
Gxls) = (0+p—6p—(0—06p)s)™
=
N o—op \"°
(1 ~ O+p—0p 8)
Ce zapisemo Se
Gx(s) = b

(0+p—0p—(0—0p)s)™
(=)
(- (o))

opazimo, da je dobljena rodovna funkcija enake oblike kot rodovna funkcija slu-
cajne spremenljivke N, le da p zamenjamo s -—L—. Sledi, da za k =0,1,2, ...

. O+p—0p -
velja

m-+k—1 P " 0 —6p F
P(X =k) = _ P
( ) ( k ) (9+p—9p> (9+p—9p> ’

kar je isto kot pri prvem nacinu.

. (5) Naj bosta Nj in N, neodvisni in enako porazdeljeni ter naj ima N; + Ny
enako porazdelitev kot N. Poisc¢ite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Vj.

Resitev: Iz lastnosti rodovnih funkcij dobimo
G, (s)? = Gnl(s)

ali P
G (s) =p™*(1 = (1—p)s) """

Tudi tokrat dobimo porazdelitev iste vrste, le da namesto m dobimo m/2, se pravi

O A e

12
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6. (20) Dan je kup n kart, ki so ostevilcene s stevilkami od 1 do n. Sprva so karte
zlozene po vrsti, tako da je na vrhu karta 1, na dnu pa karta n. Kup zacnemo po korakih
mesati. Na k-tem koraku (k = 1,2,3,...) najprej vrhnjih V} kart v nespremenjenem
vrstnem redu prestavimo na mizo, nato pa nanje polozimo preostale karte v obratnem
vrstnem redu. Po prvem koraku imajo tako karte z vrha proti dnu stevilke:

n,n—1, ..., Vi+1,1,2, ..., V;.
Pri tem so Vi, V5, ... neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene enakomerno na
mnozici {1,2,...,n}. Ce je torej Vi = n, na k-tem koraku ne naredimo nicesar.

Oznacimo z X}, stevilko karte na vrhu, z Y}, pa stevilko karte na dnu kupa po k-tem
koraku; definiramo tudi Xy =1 in Yy = n.

a. (5) Dolocite porazdelitve slu¢ajnih spremenljivk Y7, Y5, Vs, ...

Resitev: Slucajna spremenljivka Yy je kar enaka Vi, torej je porazdeljena enako-

merno na mnozici {1,2,...,n}. Se splosneje je P(Yy = j | Yio1 = i) = % za
vsei,j =1,2,...,ninwvse k=1,2,3,... Sledi, da so vse slucajne spremenljivke
Y1,Ya, ... porazdeljene enakomerno na mnozici {1,2,...,n}.

b. (10) Za j = 1,2,...,nin k = 0,1,2,... naj bo pj == P(Xy = j). Za k > 2
1zrazite pji S pjr—1-

Namig: pogojujte na Vj.

Resitev: Ce geVi=1,2,....n—1, je Xy = Yr_1, ceje Vi = n, pa je X = Xi_1.
Ob upostevanju neodvisnosti in rezultata iz prejsnje tocke dobimo

pix =Y Pk =i)P(Xy = j | Vi = 1)
=1

n—1
1 , , 1 .
:EZP(Yk,lzj]Vk:2)+;P(Xk,1:]]Vk:n)
=1
n—1 . 1 .
= P(Yi1 =j) + = P(X4—1 = j)
n n

n—1 e
_ . _}_p],k’l‘
n n

c. (5) Dolocite porazdelitve slu¢ajnih spremenljivk X7, X, X3, . ..

Namzig: glejte pj, — % i pazite na to, da zveza iz prejsnje tocke velja samo za
k> 2.

Regitev: Ce definiramo djk = Djk — %, nam rezultat prejsnje tocke za k > 2 da

0jk—1
Ojk = ]T )
torej za k =1,2,3,... velja
Ojk = nk—1

13
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Iz
1 n—1
(X, ) ~in (X1 =n) -

dobimo 61y =0, 0,1 =2 in0jy = —= zaj=2,3,....n—1. Zak=1,2,3,...
je torej

1 1 n-—2

(Xx=1) ~ (Xx =n) e
m
. 1 .
PXp=j)=——— 2aj=23,...,n-1
n o n

14



