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FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
ODDELEK ZA MATEMATIKO
VERJETNOST
2. KOLOKVI1J
13. 1. 2023

NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. C. d.
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4, °
D. ° °
0. ° °

Skupaj
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1. (20) Naj bo A > 0. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno exp(A),

tj. zvezno z gostoto
e ™™ x>0

f(z) = { 0 ; sicer.
Naj bo Y :=ctg X.
a. (15) Izracunajte kumulativno porazdelitveno funkcijo slu¢ajne spremenljivke Y.

Resitev: privzamemo lahko, da X zavzame vrednosti izkljucno na uniji
Urco (lmr, (k+ 1)7r). Za poljuben y € R je potem Y < y natanko tedaj, ko obstaja
tak k € {0,1,2,...}, da je arcctgy + km < X < (k+ 1)m. Torej je

NE

Fy(y) = P(arcctgy + kr < X < (k+ 1)m) =
k=0
S (k+1)m
=\ Z/ e Mdr =
k=0 arcctg y+km
_ Z e—k7r)\ (e—/\arcctgy . 6—7r/\> _
k=0
6—)\arcctgy o e—7r)\
N 1—e ™

b. (5) Utemeljite, da je Y porazdeljena zvezno, in dolocite njeno porazdelitveno
gostoto.

Resitev: porazdelitev je zvezna, ker je kumulativna porazdelitvena funkcija zvezno
odvedljiva, iskana gostota pa je njen odvod:

A 67)\ arcctgy

(1 — e—”’\)(l +y?)

py(y) =



Verjetnost, 2022/23, M. Perman, M. Rai¢

2. (20) Naj bo 8 > 0. Slucajni spremenljivki X in Y naj bosta neodvisni in enako
porazdeljeni ter naj za k= 0,1,2,... velja

()"

a. (10) Izracunajte porazdelitev vsote X + Y.

(3)-44

kjer je (a)r Pochhammerjev simbol:

Namig: prepricajte se, da je

(a)p =ala+1)(a+2)---(a+k—1), (a)=1.

Kot znano potem privzemite, da je

Resitev: najprej za k = 1,2, ... izracunamo

1y 1-3-5---(2k—1) (2k)! (2K K2k

2), 2k S 2k.2.4.6---(2k) 4k k! 4R\ k)7
Obrnemo in dobimo enakost iz namiga. Ob dogovoru, da je (8) =1, le-ta velja
tudi za k= 0.
Zdaj pa zan =0,1,2,... wzracunamo

P(X+Y:n):2n:P(X:k:)P(Y:n—k)

e S ()

k=0

B g" R 1 1\ (1
T 4n(1 4 p)ntt 4 ; k'(n — k)! (é)k <§>n_k

- () (2), ).

/877/
n! (1 + )+t (D,
__s"
A+ p

Se drugace, velja X +Y + 1 ~ Geom(ﬁ).
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b. (10) Izracunajte var(X).

Resitev: vemo, da je varianca slucajne spremenljivke, porazdeljene geometrijsko
1

Geom(p), enaka %. Vstavimo p = 1 in dobimo
var(X +Y) =var(X +Y +1)=8(1+5).
Ker je var(X) = var(Y') in je zaradi neodvisnosti
var(X +Y) = var(X) + var(Y),

je var(X) = 18(1 + ).
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3. (20) Slucajne spremenljivke Z, S in X naj bodo neodvisne. Naj bo Z ~ exp (1/2),

S naj ima gostoto
1 !
fs(s) = e 4
(®) PAVECE

za s > 0 in 0 sicer ter X ~ N(0,1). Kot znano privzemite, da za a > 0 in b > 0 velja

Cay_t
(A Y Yy dy _ ﬁ6_2m
0 VY Va
Definirajte
VZ

U=—2X.
S

a. (15) Izracunajte gostoto slucajnega vektorja (S, U).

Resitev: definiramo preslikavo ® s predpisom

®(z,8,2) = (2,8,2v2/s) .

Ta preslikava mnoZico (0,00)? x (—o0,00) bijektivno preslika samo vase in je s
svogim inverzom vred parcialno zvezno odvedljiva. Inverz

D (2, 5,u) = (z,s,su/\/z)
ima Jacobijevo determinanto

Jo-1(z,s,u) = =

NE

Gostota slucagnega vektorja (Z,S,U) je torej za s,z > 0 in u € R enaka

Faslzu) = == 122 fs(o) fx (%) _ ﬁ R

sicer pa je enaka nic.

Gostoto slucajnega vektorja (S, U) dobimo kot robno gostoto. Z uporabo integrala,
navedenega na zacetku, za s > 0 i u € R izracunamo

fS,U(S,U) = /OOO fZ,S,U(Z,S,u) dz

1 _ 1 & _5_52u2 d
= € 4s e 2 2z z
471'\/ 2s 0
1 1

= —¥ 6743 78‘“'

sicer pa je gostota enaka nic.

b. (5) Izracunajte gostoto sluc¢ajne spremenljivke U.
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Resitev: z upostevanjem prvega dela naloge dobimo

fo(u) = fsu(s,u)ds

Dobljena gostota je definirana za vse u € R razen za u = 0, a slednje si lahko
PTIVOSCIMO.
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4. (20) Zaporedoma mecemo posteno kocko in privzamemo, da so meti neodvisni.
Rec¢emo, da na k-tem koraku dobimo sosledje, ¢e v metih k — 5,k — 4, ...,k dobimo
stevila pik 1,2,3,4,5,6. Naj bo X stevilo metov, dokler prvi¢ ne dobimo sosledja,
vkljucno s sosledjem samim.

a. (5) Naj bo B = {prvi met je 1}. Poiséite zvezo med E(X) in E(X | B).
Resitev:
Prvi nacin: po formuli za popolno pricakovano vrednost je
E(X)=FE(X |B)P(B)+ E(X | B°) P(B°).

Ce na prvem metu ne pade ena pika, zaradi neodvisnosti ponovno zaénemo cakati
na sosledje, zato je E(X | B¢) =1+ E(X). Ce to uporabimo v zgornji formuli,
sledi
E(X)=1E(X|B)+3+2E(X)
m po ureditvr
E(X)=FEX|B)+5.

Drugi nacin: ce je Y Sstevilo metov, preden prvi¢ vrzemo eno piko, za vsak
k=0,1,2,... velja E(X | Y = k) = k+ E(X | B). Po formuli za popolno
pricakovano vrednost je

EX)=S"EX|Y =k PY =k

1M

NE

(k+E(X | B)) P(Y = k)

e
Il
o

=EY)+ E(X |B).
Ker je Y +1 ~ Geom(1/6), je E(Y) =6 —1 =5 in dobimo isto kot pri prvem
nacinu.
b. (5) Za j = 1,2,...,6 naj bo C; = {X > 6} N {Sesti met je j}. Izracunajte
P(Cj).

Resitev: za j = 1,2,...,5 je P(C;) = %. Dogodek Cg se zgodi, ce na Sestem
metu dobimo Sest pik, na prvih petih pa ne dobimo po vrsti 1,2,3,4,5 pik. Zaradi

neodvisnosti sled:
pc = (1- (1)) .2
o) 6 6

Resitev: naj bo Bj dogodek, da v prvih j metih dobimo zaporedje 1,2,...,7: velja
torej By = B. Nadalje naj bo B;, dogodek, da v prvih j metih dobimo zaporedje
1,2,...,4, v(j+1)-tem metu pa dobimo k. Tedaj je:
E(X|Bj1)=j+EX|B)=j—-5+E(X),
E(X | Bjj+1) = E(X | Bj11),

c. (10) Izracunajte E(X).
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za k €{1,2,3,4,5,6}\ {1,574+ 1} pa je:
E(X | Bjr)=j+1+EX).

Lotimo se zdaj racunanja pogojnih pric¢akovanih vrednosti E(X | B;). Ocitno je
E(X | Bg) =6, za j=1,2,3,4,5 pa izhajamo iz:

6
E[X1p] ZE (X1,
k=1

torej
6
(X‘B ZEX|BM (B]k),
k=1
kar nam da
6
P(Bj)
E(X | B;j) =) E(X|Bjx) 5=
=2 " P(B))

T
I

NE

E(X | Bjx) P(Bj | By)
(]—5+E(X))+1E(X| 1)+ 30+ 1+ EX))

;T EX) +3 E(X|Bj+1)

D:l

[eN [ RN
.

I

|

+

Dobili smo rekurzivno zvezo med temi pogojnimi verjetnostmi. Induktivno lahko
dokazZemo, da je '
E(X|Bj)=j+ (1-6"°)E(X).

Za j =1 je torej
E(X|B)=1+(1-6")E(X),

obenem pa tudi

E(X|B)=EX|B)=E(X)-5.

Izenacimo, razresimo in dobimo E(X) = 6°.
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5. (20) V kupu a + b kart je a belih in b rdec¢ih. Karte premesamo, tako da je vsaka
permutacija enako verjetna, nakar jih z vrha polagamo na mizo. Naj bo X stevilo
belih kart pred prvo rdeco, Y pa stevilo belih kart za zadnjo rdeco.

a. (10) Izracunajte cov(X,Y).
Resitev: bele karte osteviléimo od 1 do a. Definiramo

ja 1 ce je k-ta bela karta pred prvo rdeco;
70 sieer;
m
g 1 ce je k-ta bela karta za zadnjo rdeco;
7l o0 sicer;

Velja X =53 I, inY =31 J.

Ce gledamo samo prvo belo karto in rdece karte, so te nakljuéno permutirane.
Verjetnost, da je prva bela karta pred vsemi rdecimi, je tako

1
P(l=1)=——.
(h=1=37
Zaradi simetrije velja isto za Jy. Nadalje je

. 1
P([1:17J1:1):0 m P([1:1,J2:1):m
Nadaljujemo lahko na vsaj dva nacina.
Prvi nac¢in: wzracunamo

E(X)=E(Y)=—" i E(XY)_%,

i sleds

cov(X,Y) = BE(XY) — B(X)E(Y)

~ale-1)  d®
C(+D(b+2)  (b+1)?
ala+b+1)

b+ 1)2(b+2)
Drugi nac¢in: upostevamo bilinearnost kovariance in simetrijo. Tako velja
cov(X,Y) = Z cov (I, Jp) .
k=1

Zaradi simetrije so za k # | vse kovariance enake, prav tako so enake vse ko-
variance, ko je k = 1. Sledi

cov(X,Y) =acov(ly, 1)+ ala —1)cov(ly, Ja) .
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Ker je I1J; =0, je

1
cov(ly, J1) = R
Nadalje je
1 1 1
covih, k) = G+00+2) G+ (b+120+2)
Dobimo
B a ala —1) ala+b+1)
COV<X7 Y) - _<b+ 1)2 - (b_|_ 1)2(b_|_2) o _<b—i— 1)2(b+2) ’

kar je isto kot prej.

. (10) Privzemite, da je b > 2 in je Z stevilo belih kart med prvo in drugo rdeco

karto. Za [ < a izracunajte

cov(X,Y | Z=1).

Namag: pomislite na pogojno porazdelitev, preden greste racunat.

Resitev: mislimo st lahko, da iz kupa odstranimo bele karte med prvo in drugo
rdeco karto, z drugo rdeco karto vred. Ostane a — 1 belih in b — 1 rdecih kart in
vsaka izvirna razporeditev, pri kateri je Z = I, ustreza natanko eni razporeditvi
a — [ belth in b — 1 rdecih kart. Torej morajo biti tudi te razporeditve nakljucno

permutirane. Iz prvega dela naloge tako razberemo

cov(X,Y | Z=1)=—

(@a—la+b—1)

10

(b + 1)
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6. (20) Posteno kocko me¢emo, dokler ne dobimo vseh moznih izidov. Zai=1,2,...,6
naj bo Xj; stevilo pojavitev izida ¢ v vseh metih, vklju¢no z zadnjim.

a. (10) Izracunajte porazdelitev slucajnega vektorja (X, Xo, ..., Xs). Posebej na-
vedite, katere vrednosti lahko zavzame.

Resitev: mozne vrednosti slucajnega vektorja so Sesterice (ki, ..., ke), za katere
je ki > 1 in je vsaj en k; enak 1. Naj bo (kq,..., ke) taka Sesterica. Oznacimo
n==k +ky+- -+ ks in naj bo r Stevilo komponent, enakih 1. Dogodek
{X1 =Fky,..., X6 = k¢} selahko zgodi tako, da je eden od izidov i, za katerega je
ki = 1, na zadnjem mestu, ostalih pet izidov pa je razmescéenih med prvimi n — 1
1z1di. Razlicnih razmestitev je

(n—1)!

kil kgl
ker Stejemo permutacije s ponavljanjem petih elementov in tista enka, ki bi jo
morali naceloma izpustiti, pomeni deljenje z 1. Sledi

(n—1)! /1\"
PXi=k,.... X¢=kg)=r - —-- (=] .
(K =k Xo = ko) =7 kil kgl \ 6

b. (10) Izracunajte porazdelitev slucajnega vektorja (X, Xs,..., X5), pri ¢emer
spet navedite, katere vrednosti lahko zavzame.

Resitev: naj bo (1,1, ...,l5) peterica celih Stevil vecjih ali enakih 1. Vse take
peterice so mozne vrednosti. Oznacimo m = ky + -+ -+ ks in naj bo s stevilo enk
med komponentami (Iy,...,ls). Lo¢imo dva primera:

(1) Ce je s =0, je
P(Xl:ll,...,X5:l5):P(Xl:ll,...,X5:l5,X6:1),

toreg

m' 1 m+1
P(Xlzll,,X5:l5):ll'—l5'<6> .

(2) Ce je s >0, pa je
P(Xy=1,..., X5 =1l5)

=P(X1=h,...,Xs =15, Xe=1)+ Y P(Xy=h,..., X5 =15, X = j).

=2
Pruvi clen je

m' 1 m+1
P(Xlzll,...,Xg,:lg,,XG:l):(S—{—l)'ﬁ(6) R
e sl

11
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druga vsota pa je enaka

f:s m+]_1) (é)m+j

Jj=2

() (7))
-(5) = |) 5]

Sestejemo in poenostavimo v

(m—=1D!Ts s m
PXi=l,...,.Xs5=;)=—-"|— — — .
Xy =l - Xs =) = 97— |5 ~ g T gt

12
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FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
ODDELEK ZA MATEMATIKO
PEDAGOSKA MATEMATIKA

VERJETNOST
2. KOLOKVI1J
13. 1. 2023

NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b.
1.

Skupaj

o o o |0 0| 0 O
o o o0 0 o —~

O Ot i o o

Skupa]
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4. (20) Za slucajni spremenljivki X in Y z vrednostmi v mnozici {0,1,2,...,m} naj
velja
k(m —k
P =kt1]X = k) = F—k)
m
/{32 —k 2
p(yzk|X:k):$
m
P(Y:k—1|X:k):—k(m;k)
m
zak=0,1,...,m.
a. (10) Izrazite E(Y) z E(X).
Resitev: Po definiciji je
k(m — k) k* + (m — k)?) k(m — k)

E(Y|X:k):(k+1)-7+k- — +(k_1).7'

Z nekaj racunanja sledi, da je E(Y | X = k) = k. Po formuli za popolno

pricakovano vrednost je

E(Y)=> E(Y|X=FkPX =k)
k=0
=Y kP(X =k)
k=0
= E(X)
b. (10) Izrazite var(Y') z varianco var(X) in pricakovano vrednostjo E(X).

Resitev: Racunamo

B(Y?| X = k) = (k+1)? k(":n; K)okt (ZQ_ k)?)

2mk + k*(m? — 2)

Sleds

B(Y?) = i E(Y?| X = k)P(X = k) = 2 E(X) + <1 - i) B(X?).
Ker je E(X?) = var(X) + E(X)?, dobimo
var(Y) = BE(Y?) — BE(Y)?

_ %E(X) + (1 _ i) (var(X) + B(X)2) — E(X)? =

m2

_ EE(X) + (1 - i) var(X) — iE(XQ)-

m m2 m2

14



