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1. (20) Butalci oni dan najdejo n > 2 zakladov in jih skrijejo v n skrivalis¢ — v vsako
skrivalis¢e po en zaklad. Podnevi si svoje zaklade ogledujejo, ponoci pa spijo. Tepanjcani
vsako noc iscejo zaklade ter vsak Se neodkrit zaklad najdejo in ukradejo z verjetnostjo p.
Privzamemo, da so vsa odkritja neodvisna tako med dnevi kot tudi med skrivaliséi.

a. (5) Oznac¢imo z A; dogodek, da so imeli Butalci i-ti dan po odkritju v rokah Se
natanko en zaklad. Izracunajte P(A;).

Resitev: vsak zaklad je i-ti dan po odkritju Se na mestu z verjetnostjo (1 — p)* in
ukraden z verjetnostjo 1 — (1 — p)'. Torej je P(A;) =n(1—p)'(1— (1 — p)i)n_l

b. (5) Za i < j izracunajte P(A; N A;).

Resitev: ce je posamezen zaklad i-ti dan Se na mestu, je tudi j-ti dan Se na mestu
s pogojno verjetnostjo (1 — p)?~*. Torej je P(A;|A4;) = (1 — p)?~" in konéno

P(A; N A;) =n(1—p) (1 —(1—p))" .

c. (10) Izracunajte verjetnost dogodka, da so imeli Butalci vsaj en dan v rokah natanko
en zaklad. Dovolj je, da rezultat zapisete v obliki vrste.

Namig: enkrat mora biti prvic.
Resitev: oznacimo z B; dogodek, da se je i-ti dan po odkritju prvic¢ zgodilo, da so

1meli Butalct v rokah natanko en zaklad. To pomeni, da prejsnje dni to ni bilo res,
a dovolj je, da to ni bilo res en dan prej. Torej je B; = A; \ Ai—1 in sledi

P(B) = P(4;) = P(Ai s N A) = (1= p) | (1= (1=p)")" " = (1= (1= p))""]
(racun je pravilen tudi za i = 1). Dogodek, da so imeli Butalci vsaj en dan v

rokah natanko en zaklad, je disjunktna unija dogodkov By, Bo, Bs, . . ., zato je njegova
verjetnost enaka

nz 1-p 1-p —nz (1-p)i(1—(1—p )" =
=nY (1-p)(1—(1—-p))" —nz Py (1—(1—-pH)" =
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Potenco lahko razvijemo in tako dobimo alternativno obliko v obliki koncne vsote

npg;a S (o

- np:§§§;<1>k (7) -
_ np:z;é(—l)l ()
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2. (20) V r skatel mecemo n kroglic. Meti so med sabo neodvisni, posamezno $katlico pa
zadenemo z verjetnostjo 1/r. Privzemite, da je n > r. Naj bo A; dogodek, da je po n
metih v k-ti skatlici vsaj ena kroglica za k =1,2,...,7.

a. (10) Izracunajte P(A; U Ag U ---U Ag).

Resitev: zgornja unija je dogodek, da je v vsaj eni od prvih k skatlic vsaj kaksna
kroglica. Pri vsakem metu je verjetnost, da zadenemo kaksno od prvih k skatlic
enaka k/r. Ker so meti neodvisni, sledi

]{: n
PASASA - N AS) = (1—;> .

Sledi N
P(AJUAU---UA) =1— (1——) .

r

b. (10) Izracunajte
P(AiNAyN---NA4,).

Dobljene vsote vam ni treba poenostaviti.

Resitev: laZe bo poiskati verjetnost nasprotnega dogodka. Po formuli za vkljucitve in
1zkljucitve in z uporabo simetrije je

P(ATUASU---UAY)
= rP(AS) - (DP(A; N AS) + <;> P(AS N AS N AS) —

o (=D)TIP(ASN - N A9
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3. (20) Naj bo II nakljuéno izbrana permutacija stevil {1,2,...,n}. Privzamemo, da
vsako permutacijo izberemo z enako verjetnostjo. Recemo, da se pri elementu ¢ zacne
narascajoce zaporedje dolgo vsaj k, ¢e za 1 = 1 velja

(1) < I1(2) < --- < I(k),
zat=2,3,...,n—k-+1pa
e —1)>10) <6+ 1) < - - <i+k—1).

Naj bo X, stevilo elementov v {1,2,...,n}, pri katerih se zacne narascajoce zaporedje
dolzine vsaj k.

a. (b) Izracunajte verjetnost dogodka, da se v i = 1 zaCne narascajoce zaporedje dolzine

vsaj k.
Resitev: presteti moramo ugodne permutacije. Stevila {1,2,...,k} se preslikajo
v podmnozico {1,2,...,n}, ki jo lahko izberemo na (Z) nacinov. Ko jih enkrat

1zberemo, j7th uredimo po wvelikosti. Ostalih n — k stevil lahko poljubno premutiramo.

Ugodnih permutacij je
(Z) (n— k).

Za verjetnost delimo z n! in dobimo %

b. (5) Izracunajte verjetnost dogodka, da se vi > 1 za¢ne narascajoce zaporedje dolzine

vsaj k.

Resitev: mnoZzico stevil, v katere se preslikajoi—1,1,...,i4+k—1 lahko izberemo na
(kil) nacinov, Stevilo i —1 se lahko preslika v katerokoli razen najmanjsega, torej je
tevilo moznosti za 11(i — 1) enako k, ostala Stevila pa morfajo biti v naraséajocem
vrstnem redu. Ostala Stevila lahko poljubno permutiramo na (n — k — 1)! nacinov.

Ugodnih permutacij je
n
ck-(n—Fk—1)
(k: + 1) (n )

- : k
m s tem verjetnost enaka =5k

c. (10) Izracunajte E(Xy).
Regitev: fiksiraymo k in definirajmo

j 1 ce se v zacne zaporedje dolZine vsaj k
ik 0 sicer.

V€leL Xk = [kl +Ik2 -+ .- 'Ik,nkarl- Kerje

1
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m i
(i = 1) (k+1)!
za 1 > 1, sestejemo in dobimo
1 k nk—k*+k+1
E(Xy) = — —k =
(Xe) =+ (=R (k+1)!
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4. (20) Naj bo a,b > 0 in X slucajna spremenljivka, porazdeljena zvezno z gostoto
() = ce 1

za x > 0 (sicer pa je gostota enaka ni¢). Konstanta c je izbrana tako, da je integral gostote
enak 1. Sluc¢ajno spremenljivko Y definiramo kot

Y =aX-0/X.
a. (10) Dolocite gostoto fy(y) slucajne spremenljivke Y.

Resitev: pomagamo si lahko s kumulativno porazdelitveno funkcijo. Za x > 0 velja
Fx(x) = c/ e P gy
0

Funkcija h(x) = ax —b/x je strogo narascéajoca in bijektivno preslika (0,00) na celo
realno os. Torej za vse y € R velja

W) 212 12 /42 ) 2
Fy(y) = Fx(h™'(y)) = c/ et gt = c/ e~ (h0)"=2ab gy
0 0
S substitucijo

Vu? + 4ab Vu? + 4ab
w=h(t), t:h_l(u):u+ u—l—a’ dt:u+ u—l—adu
2av/u? + 4ab

dobimo

Vut+vVurt+dab e oy,
Fy(y)=c e du .
0o 20V u? + 4ab

Slucajna spremenljivka Y je torej porazdeljena zvezno z gostoto

foly) = WIVEAAD) ey

Y = .
2a+/y? + 4ab

b. (5) Slucajna spremenljivka W naj bo porazdeljena zvezno z gostoto

fr(w) + fr(-w)

fw(w) = 5

Poimenujte to porazdelitev.

Resitev: velja

C —wW~—za
fw<w):%€ 2 2b’

to pa je normalna porazdelitev s pric¢akovano vrednostjo 0 in varianco 1/2.
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(o @]
c. (5) Izracunajte integral/ e—a’z?=b?/x? g
0
Resitev: gostota mormalne porazdelitve s pric¢akovano vrednostjo 0 in varianco 1/2
Je:
1 2
fw(w) = —=e"".

/T

Izenacimo z izrazom 1z prejsnje tocke in dobimo

i 6_2ab — L
2a NZ3

oziroma

Sleds . ot
/ e_a2$2_b2/$2 d:L‘ _ ﬁe .
0

2a
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5. (20) V posodi je B > 2 belih in R rdecih kroglic. Kroglice iz posode izbiramo zapovrstjo
nakljucéno brez vracanja. Naj bo X stevilo izbiranj do vkljuéno prve bele kroglice, Y pa
stevilo izbiranj do vkljuéno druge bele kroglice.

a. (10) Izracunajte skupno porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: mozni pari vrednosti za slucajni spremenljivks X in'Y so vsi celostevilski
pari (k,1), za katere je 1 < k <1 < R+2. Ce naj se dogodek {X = kY =1}
zgodi, moramo najprej dobiti k — 1 rdecih kroglic, belo, | — k — 1 rdecih in spet belo.
Oznacimo N = B + R. Verjetnost danega dogodka lahko izracunamo kot
R R-1 R—k+2 B
Pk Y =0 = N " Nohy2 Nkl
R—-—Fk+1 R—-1+3 B-1
" N—k  N—-I+2 N—I+1
B(B—-1)R!(N —=1)!

~ (R—1+2)!N!

ali kot
N —1

B—Z) _ B(B—1)R!(N —1)!

(g)  (R=1+2)!N!

PX=kY=1I)= (

b. (10) Utemeljite, da za vse [ =2,3,...,R+2in k=1,2,...,1 — 1 velja

PX=kY=0)=—PY=1).

Resitev: uporabimo formulo za robno porazdelitev

I—
P(Y=0)=) PX=FkY =1
k=1

in opazimo, da so vse verjetnosti v vsoti enake (neodvisne od k). Trditev sledi.
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6. (20) Tri kobilice sedijo v ogliscih enakostrani¢nega trikotnika. Tik pred trenutki n =
1,2,... se vsaka odloci, da skoci v eno od sosednjih oglis¢. Vsako od oglis¢ izbere z
verjetnostjo %, neodvisno od ostalih dveh kobilic in neodvisno od prejsnjega dogajanja.
V prvem scenariju je na zacetku vsaka kobilica v svojem oglis¢u. S p,, oznacite verjet-
nost, da se bodo kobilice v trenutku n ali prej srecale v enem od oglisc.
V drugem scenariju sta na zacetku dve kobilici v istem oglis¢u, ena pa v svojem. S g,
oznacite verjetnost, da se bodo kobilice v trenutku n ali prej srecale v enem od oglisc.

a. (10) Za n > 2 izrazite p, S pp—1 i G,_1 ter ¢, S Pu_1, ¢p_1 in ulomki.

Resitev: ce so na zacetku vse kobilice v razlicnih ogliscih, je po prvem koraku osem
moznosti. Mislimo si, da vsaka kobilica vrie svoj kovanec. Ce dobi grb, se premakne
v smeri urinega kazalca, ¢e stevilko, pa v smeri nasproti urinega kazalca. Dve od
moznostt vodita do tega, da so kobilice Se vedno vsaka v svojem ogliscu, ostale pa
do tega, da ste dve v enem, ena pa v svojem. Verjetnosti za ti dve mozZnosti sta %1
in 3. Iz tega tudi izhaja, da je p1 = 0. Z upostevanjem neodvisnosti vseh metov po

4
formuli za popolno verjetnost sledi

1 n 3
Pn = 4pn71 4Qn71 .
Podobno za drugo izhodiséno razmestitev ugotovimo, da je po prvem koraku ali vsaka
kobilica v svojem ogliscu, dve v skupnem in ena v svojem ali so vse tri v istem oglicsu.
5 .01

Verjetnosti za te dogodke so po vrsti %, ¢ i 5. Upostevanje neodvisnosti nam da

2 ) 1

Gn = épn—l + gCIn—l + g .

1z zgornjega tudi izhaja, da je q; = é.
b. (10) Oznacite

2 3+VH7T . =347

a=— =—— in y=———
N AW 1=

ter
T+ 5T
16

_T—/5T
16

A in 1

Kot znano privzemite, da lahko v matri¢ni obliki napisemo
P _ (e =Bla) (A 0) o B (o (O
In 1 1 0 p) \—a 7v) \ g 1/8)
v/a =Bja) o B) _ (1 0
1 1 —a v/ \0 1)°

10

kjer je
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Izrazite p, in g, s a, 5,7, A in p.

Regitev: iz prvega dela vemo, da je py = 0 in ¢ = 1/8. Ce napisemo rekurzijo

stmbolicno kot
Pn -1 [ Pn—1 0
=PDP + ,
<Qn) <Qn—1) (1/8>

(o) =ror () + ()

p3y _ -1 1 (0 (0 0
(1) = PopPoent () poet () + (1)
kar je enako
2p—1 0 —1 0
PD°P (1/8) + (I—I—PDP ) (1/8) :
Po indukciji je

n\ _ n—1p—1 0 -1 n—2p—1 0
(qn>—PD P (1/8)+(I+PDP +---4+PD" P ><1/8>’

12 cesar razberemo p, in qy.

dobimo po vrsti

11
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1. (20) Standarden kup 52 kart dobro premesamo in za¢nemo deliti karte z vrha kupa.
a. (b) Izracunajte verjetnost, da so prve tri karte rdece.

Resitev: oznacimo A; = {i-ta karta je rdeca}. Racunamo

P(A N AsNA;) = P(A)P(As|A)P(A5| A N Ap)
26 25 24

52 51 50

b. (5) Izracunajte pogojno verjetnost, da so prve tri karte rdece pri pogoju, da je prva
karta as.

Regitev: Naj bo B = {prva karta je as}. Racunamo

P(AiNAy;NAsN B)
P(B)

P(A;NAyN A3|B) =
Vemo, da je P(B) = 4/52. Podobno kot v prvem delu naloge, je

P(AiINAsNAsNB)= — - — - — .

AnAnA&NB) =5 55

c. (5) Izracunajte pogojno verjetnost, da so prve tri karte rdece pri pogoju, da je tretja
karta as.

Resitev: Naj bo B = {tretja karta je as}. Zaradi simetrije je P(B) = 4/52. Zaradi
simetrije je

d. (5) Izrac¢unajte verjetnost, da najprej razdelimo vse karte ene barve in nato vse karte
druge barve.

Resitev: Verjetnost, da nagprej razdelimo vse rdece karte je

26 25 1
P(najprej vse rdece karte) = =5

Dogodek, da najprej razdelimo vse ¢rne karte ima enako verjetnost in je disjunkten
od dogodka, da najprej razdelimo vse ¢rne karte. Sledi
26 25 1

P(najprej razdels kart b =2 — - —.
(najprej razdelimo vse karte ene barve) 05l >
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2. (20) V r skatel mecemo n kroglic. Meti so med sabo neodvisni, posamezno $katlico pa
zadenemo z verjetnostjo 1/r. Privzemite, da je n > r. Naj bo A; dogodek, da je po n
metih v k-ti skatlici vsaj ena kroglica za k =1,2,...,7.

a. (10) Izracunajte P(A; U Ag U ---U Ag).

Resitev: zgornja unija je dogodek, da je v vsaj eni od prvih k skatlic vsaj kaksna
kroglica. Pri vsakem metu je verjetnost, da zadenemo kaksno od prvih k skatlic
enaka k/r. Ker so meti neodvisni, sledi

]{: n
PASASA - N AS) = (1—;> .

Sledi N
P(AJUAU---UA) =1— (1——) .

r

b. (10) Izracunajte
P(AiNAyN---NA4,).

Dobljene vsote vam ni treba poenostaviti.

Resitev: laZe bo poiskati verjetnost nasprotnega dogodka. Po formuli za vkljucitve in
1zkljucitve in z uporabo simetrije je

P(ATUASU---UAY)
= rP(AS) - (DP(A; N AS) + <;> P(AS N AS N AS) —

o (=D)TIP(ASN - N A9
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3. (20) Naj bo II nakljuéno izbrana permutacija stevil {1,2,...,n}. Privzamemo, da
vsako permutacijo izberemo z enako verjetnostjo. Recemo, da se pri elementu ¢ zacne
narascajoce zaporedje dolgo vsaj k, ¢e za 1 = 1 velja

(1) < I1(2) < --- < I(k),
zat=2,3,...,n—k-+1pa
e —1)>10) <6+ 1) < - - <i+k—1).

Naj bo X, stevilo elementov v {1,2,...,n}, pri katerih se zacne narascajoce zaporedje
dolzine vsaj k.

a. (b) Izracunajte verjetnost dogodka, da se v i = 1 zaCne narascajoce zaporedje dolzine

vsaj k.
Resitev: presteti moramo ugodne permutacije. Stevila {1,2,...,k} se preslikajo
v podmnozico {1,2,...,n}, ki jo lahko izberemo na (Z) nacinov. Ko jih enkrat

1zberemo, j7th uredimo po wvelikosti. Ostalih n — k stevil lahko poljubno premutiramo.

Ugodnih permutacij je
(Z) (n— k).

Za verjetnost delimo z n! in dobimo %

b. (5) Izracunajte verjetnost dogodka, da se vi > 1 za¢ne narascajoce zaporedje dolzine

vsaj k.

Resitev: mnoZzico stevil, v katere se preslikajoi—1,1,...,i4+k—1 lahko izberemo na
(kil) nacinov, Stevilo i —1 se lahko preslika v katerokoli razen najmanjsega, torej je
tevilo moznosti za 11(i — 1) enako k, ostala Stevila pa morfajo biti v naraséajocem
vrstnem redu. Ostala Stevila lahko poljubno permutiramo na (n — k — 1)! nacinov.

Ugodnih permutacij je
n
ck-(n—Fk—1)
(k: + 1) (n )

- : k
m s tem verjetnost enaka =5k

c. (10) Izracunajte E(Xy).
Regitev: fiksiraymo k in definirajmo

j 1 ce se v zacne zaporedje dolZine vsaj k
ik 0 sicer.

V€leL Xk = [kl +Ik2 -+ .- 'Ik,nkarl- Kerje

1
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m i
(i = 1) (k+1)!
za 1 > 1, sestejemo in dobimo
1 k nk—k*+k+1
E(Xy) = — —k =
(Xe) =+ (=R (k+1)!
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4. (20) Naj bo a,b > 0 in X slucajna spremenljivka, porazdeljena zvezno z gostoto
() = ce 1

za x > 0 (sicer pa je gostota enaka ni¢). Konstanta c je izbrana tako, da je integral gostote
enak 1. Sluc¢ajno spremenljivko Y definiramo kot

Y =aX-0/X.
a. (10) Dolocite gostoto fy(y) slucajne spremenljivke Y.

Resitev: pomagamo si lahko s kumulativno porazdelitveno funkcijo. Za x > 0 velja
Fx(x) = c/ e P gy
0

Funkcija h(x) = ax —b/x je strogo narascéajoca in bijektivno preslika (0,00) na celo
realno os. Torej za vse y € R velja

W) 212 12 /42 ) 2
Fy(y) = Fx(h™'(y)) = c/ et gt = c/ e~ (h0)"=2ab gy
0 0
S substitucijo

Vu? + 4ab Vu? + 4ab
w=h(t), t:h_l(u):u+ u—l—a’ dt:u+ u—l—adu
2av/u? + 4ab

dobimo

Vut+vVurt+dab e oy,
Fy(y)=c e du .
0o 20V u? + 4ab

Slucajna spremenljivka Y je torej porazdeljena zvezno z gostoto

foly) = WIVEAAD) ey

Y = .
2a+/y? + 4ab

b. (5) Slucajna spremenljivka W naj bo porazdeljena zvezno z gostoto

fr(w) + fr(-w)

fw(w) = 5

Poimenujte to porazdelitev.

Resitev: velja

C —wW~—za
fw<w):%€ 2 2b’

to pa je normalna porazdelitev s pric¢akovano vrednostjo 0 in varianco 1/2.
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(o @]
c. (5) Izracunajte integral/ e—a’z?=b?/x? g
0
Resitev: gostota mormalne porazdelitve s pric¢akovano vrednostjo 0 in varianco 1/2
Je:
1 2
fw(w) = —=e"".

/T

Izenacimo z izrazom 1z prejsnje tocke in dobimo

i 6_2ab — L
2a NZ3

oziroma

Sledt

2a

o) —2ab
12,2 12/..2 e
/ LR I Gy
0
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5. (20) V posodi je B > 2 belih in R rdecih kroglic. Kroglice iz posode izbiramo zapovrstjo
nakljucéno brez vracanja. Naj bo X stevilo izbiranj do vkljuéno prve bele kroglice, Y pa
stevilo izbiranj do vkljuéno druge bele kroglice.

a. (10) Izracunajte skupno porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: mozni pari vrednosti za slucajni spremenljivks X in'Y so vsi celostevilski
pari (k,1), za katere je 1 < k <1 < R+2. Ce naj se dogodek {X = kY =1}
zgodi, moramo najprej dobiti k — 1 rdecih kroglic, belo, | — k — 1 rdecih in spet belo.
Oznacimo N = B + R. Verjetnost danega dogodka lahko izracunamo kot
R R-1 R—k+2 B
Pk Y =0 = N " Nohy2 Nkl
R—-—Fk+1 R—-1+3 B-1
" N—k  N—-I+2 N—I+1
B(B—-1)R!(N —=1)!

~ (R—1+2)!N!

ali kot
N —1

B—Z) _ B(B—1)R!(N —1)!

(g)  (R=1+2)!N!

PX=kY=1I)= (

b. (10) Utemeljite, da za vse [ =2,3,...,R+2in k=1,2,...,1 — 1 velja

PX=kY=0)=—PY=1).

Resitev: uporabimo formulo za robno porazdelitev

I—
P(Y=0)=) PX=FkY =1
k=1

in opazimo, da so vse verjetnosti v vsoti enake (neodvisne od k). Trditev sledi.



Verjetnost, 2025/26, P. L. Larsen, M. Perman

6. (20) Porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X naj bo dana z

g*-ala+1)---(a+n—1)
nl.(1+ﬂ)a+n

P(X =n)=

zan=0,1,2,..., kjer sta a,8 > 0. Za n = 0 razumemo produkt a(a+1)---(a +n—1)
kot 1.

a. (5) Preverite, da za n > 1 velja

a+n—1)

nP(X:n):( 115 P(X=n-1).

Resitev: Enacbo preverimo z neposrednim racunom.
b. (15) Izracunajte E(X). Kot znano privzemite, da je EF(X) < oo.

Resitev: Sestejemo leve in desne strani enacbe za n =1,2,.... Dobimo

E(X) = inP X =

a+n—1)P(X:n—1)

(n—1)P —n—l)—{—aiP(X:n—l))
= (B(X

1+

-
s

1

= +
=

=

Upostevali smo, da se verjetnosti v porazdelitvi sestejejo v 1. Linearno enacbo za
E(X) resimo in sledi

E(X):%.



