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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 resenih nalog
pa je ze 100%. Na razpolago imate 165 minut.
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1. (20) Pri igri Bingo75 dobi igralec kartico s 25 razlicnimi stevili med 1 in 75 kot na
spodnji sliki. Na kartici sta oznacena vzorca Diagonala s petimi polji. V igri potem
nakljucno izberejo 50 stevil med 1 in 75, tako da so vsi nabori 50 Stevil enako verjetni.
Igralec dobi izplacilo, ¢e so izbrana vsa Stevila na vsaj eni Diagonali.

16 10 72 75 2 16 10 72 75 2
50 39 34 42 47 50 39 34 42 47
48 5 43 40 44 48 5 43 40 44
32 57 3 62 4 32 57 3 62 4
73 30 19 65 21 73 30 19 65 21

Slika 1: kartica, ki jo dobi igralec, z oznacenima diagonalama.
a. (10) Z binomskim simboli izrazite verjetnost, da igralec dobi izplagilo.

Resitev: oznacimo z A dogodek, da so izbrana vsa Stevila na prvi diagonali, in z B
dogodek, da so izbrana vsa stevila na drugt diagonali. Velja

e ) (5) _sot7o!
r ™)~ (7))  45l750
Podoben razmislek da
panp) < ) _ () _ soee!

41
() () 4u7st
Iskana verjetnost je

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

b. (10) Manjso tolazilno nagrado dobi igralec, ¢e je v vsaki vrstici izbrano Stevilo z
vsaj ene diagonale. Z binomskimi simboli izrazite verjetnost, da se to zgodi.

Resitev: za 1 =1,2,3,4,5 naj bo
A; = {w i-ti vrstici je izbrano Stevilo z vsaj ene diagonale} .

I5¢emo verjetnost dogodka P(A1NA;NA3NALNAs). Pritem se splaca pogojevati na
As, ne pa tudi na ostale dogodke, saj Stevilo pokritih polj, ki jih zadevajo, ni fiksno.
Pisimo torej

P(AlﬂA2ﬂA3HA4ﬂA5):P(Ag)P(AlﬁAgﬂA4ﬂA5‘Ag)

Velja P(As) = 2/3, pogojno na As pa je aktualnih Se 74 Stevil, med katerimi se jih
1zbere 49 in vse mozne izbire so enako verjetne.
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Za dogodke Ay, As, Ay in As velja, da je laZje racunati verjetnosti presekov njihovih
komplementov kot verjetnosti presekov teh dogodkov samih. Zato uporabimo formulo
za vkljucitve in izkljucitve (pogojno na As). Upostevajoé simetrijo, dobimo

P(AlﬂAgﬂA4ﬂA5 | Al)
=1— P(ASU AU AS U AS | A3)
4 4 4
=1 ()P + (5)peasnag g~ (3)peas nagn a5 | a0
+ P(AS N AN AS N AL | As).

Koncno je
P(AiNAyNA;NA3N As)
9 i (72) (70) (68) (66)'
=Z211-4 49 16 49/ 4 49 + 49
31 () G (G ()]
9 i (25) (25) (25) (25)'
—211-4 2 4 6 4/ 4 6 4 8
s (5 @) @) (D]
_21_4.25-24 .25-24-23~22_ '25-24-23-22~21-20
3 7473 74-73-72-71 74-73-72-71-70-69

+25-24-23-22-21-20-19-18
74-73-72-71-70-69-68-67 |
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2. (20) Posten kovanec mec¢emo, dokler ne padeta dve zaporedni Stevilki. Meti so med
seboj neodvisni. Oznacimo z N Stevilo metov.

a. (10) Izrazite verjetnosti P(N = n), n = 2,3,4,..., s Fibonaccijevim zaporedjem
Fy=F = L, Fo=F, 1+ FLo.

Namig: pogojujte na prva dva meta.

Regitev: Dogodek {N = 2} se ujema z dogodkom, da je v prvem in drugem metu
padla stevilka. Dogodek {N = 3} pa se ujema z dogodkom, da je v prvem metu padel
grb, v drugem in tretjem metu pa Stevilka. Sledi

Zan=3,4,... pa dogodek {N = n} razdelimo na dva poddogodka:
— V prvem metu pade grb, nato pa potrebujemo se natanko n—1 metov, da padeta
dve zaporednu stevilki.
— V prvem metu pade stevilka, v drugem grb, nato pa potrebujemo Se natanko

n — 2 metov, da padeta dve zaporedni stevilki.

Od tod dobimo rekurzivno formulo

P(N=n—-1) P(N=n-2)
2 * 4 '

P(N =n)=
Zaporedje a, = 2" P(N = n) torej zadoséa rekurzivni zvezi

ay =az =1, Ap = Ap—1 + Ap_2,

anl
on

od koder dobimo, da je a, = F,,_y oziroma P(N =n) =

b. (5) Izrazite s Fibonaccijevim zaporedjem Se repne verjetnosti P(N > n), n =
1,2,3,... Izraz mora biti sklenjena formula s konstantnim Stevilom racunskih op-
eracij.

Namag: resujte na podoben nacin kot prejsnjo tocko in neodvisno od nje.

Resitev: Dogodek {N > 1} je gotov, dogodek {N > 2} pa se ujema z dogodkom, da
je prvem in drugem metu nista padli zaporedni stevilki. Sledi

3
P(N>1)=1, P(N>2):z_1'

Zan=4,5,... pa dogodek {N = n} razdelimo na dva poddogodka:

— V prvem metu pade grb in v nadalynjih n — 1 metih ne padeta dve zaporedn:
stevilki.
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— V prvem metu pade stevilka, v drugem grb in v nadaljnjih n—2 metih ne padeta
dve zaporedni stevilki.

Od tod dobimo rekurzivno formulo

P(N>n—-1) P(N>n-2)

P(N >n) = 5 + 1

Zaporedje b, == 2" P(N = n) torej zadoséa rekurzivni zvezi
b1:27 b2:37 bn:bn—1+bn—27

Fn+2
A

od koder dobimo, da je b, = F, 1o oziroma P(N > n) =
. () Izracunajte E(N).

Resitev:

Prvi nacin. Definirajmo naslednje tri hipoteze:

H, = {v prvem metu pade grb} .
Hy = {v prvem metu pade Stevilka, v drugem pa grb} .
Hjz = {v prvih dveh metih pade stevilka} .

Ce se zgodi Hs, je ocitno N = 2 in torej tudi E(N | Hs) = 2. Ce pa se zgodita
Hy ali Hy, je nadaljnje dogajanje spet zaporedje neodvisnih metov kovanca, zato je
E(N | Hy) =1+ E(N)in E(N | Hy) =2+ E(N). Sledi:

E(N)==(1+ E(N)) + i(2+E(N)) + }1-2,

N | —

od koder dobimo E(N) = 6.

Drugi nacin. Uporabimo formulo
E(N) =) _P(N >n)
n=0
in opazimo, da je P(N >n) =8 P(N =n+3) zavsen=0,1,2,... Sledi

E(N)zSiP(N:n+3):8P(N>1):6.
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3. (20) Naj ima slucajna spremenljivka X Weibullovo gostoto, dano z
a—1 z\ &
fxlz) =2 (f) (%)
o \o

za x > 0, sicer pa naj bo gostota enaka 0; privzamemo, da je a;,0 > 0.

a. (10) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke
X [e%
y = (_) |
o

Prvi naéin: uporabimo transformacijsko formulo. Funkcija ®(x) = (xz/0)* poltrak
(0,00) bijektivno preslika samega nase, njen inverz ®~(y) = oy'/* pa je zvezno
odvedlyiv z odvodom (@‘1),(34) = gy(l_a)/a. Sledi, da je slucajna spremenljivka Y
porazdeljena zvezno z gostoto, ki je za y > 0 enaka

Resitev:

o
fr(y) = =y fy (oy/®) = eV,
[0}

drugje pa lahko postavimo fy(y) = 0. Z drugimi besedami, velja Y ~ exp(1).

Drugi nacin. Opazimo, da za x > 0 velja

T/t (z/0) e
FX<:U) = 2 - —(t/o)* dt = e *ds=1— e_(?) .
oJo \o 0

Za y > 0 pa izracunamo

||
I/\ q|><
\/
QE
N———

(X Soy
:1—6_<#)
=1—eY

Iz monotonosti kumulativne porazdelitvene funkcije sledi, da mora za y < 0 veljat
Fy(y) = 0. Funkcija Fy je torej zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, kar pomeni,
da je 'Y porazdeljena zvezno z gostoto, ki je za y > 0 enaka

fr(y)=e.

sicer pa je fy(y) = 0. Seveda smo dobili isto kot prej.
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b. (10) Naj bo U ~ U(0, 1). Pokazite, da ima slucajna spremenljivka
Z =0 (—logU)"*
za o, 0 > 0 Weibullovo gostoto.

Resitev: enako kot pri prejsngi tocki lahko tudi to resimo na dva nacina.

Prvi nacin: wuporabimo transformacijsko formulo. Funkcija W(u) = o(—logu)¥/®

interval (0,1) bijektivno preslika na poltrak (0,00), njen inverz W=1(z) = e~ (*/2)"
pa je zvezno odvedljiv z odvodom (\11*1)/(2) = %(5)0_1. Sledi, da je slucajna spre-

o

menljivka Z porazdeljena zvezno z gostoto, ki je za z > 0 enaka

fa(z) =2 (i)al fu (e = a (i)al ,

g \O 0O \O

drugje pa lahko postavimo fz(z) = 0. To pa pomeni, da je Z porazdeljena enako kot
X.

Drugi na¢in. Za z > 0 izracunamo

P(Z <z)=

[
e B - . v

1—e(5)

in dobimo isto kumulativno porazdelitveno funkcijo, kot smo jo dobili pri drugem
nacinu resitve tocke a. za spremenljivko X (in za z > 0 lahko argumentiramo na
enak nacin kot tam). Spet smo dobili, da je slucajna spremenljivka Z porazdeljena

enako kot X.
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4. (20) V posodi imamo kroglice m razli¢nih barv. Stevila kroglic posameznih barv so
By, By, ..., B,,. Oznacimo N = By + By +- - -+ B;,,. Iz posode naklju¢no in brez vracanja
izberemo n kroglic, tako da so vsi nabori n kroglic enako verjetni. Z X oznacimo Stevilo
kroglic prve barve, z Y pa Stevilo razlicnih barv med izbranimi kroglicami.

a. (15) Za k =1,2,...,n definirajte

| 1 ce je k-ta izbrana kroglica prve barve;
71 0 sicer,

zal=1,2,...,m pa

J { 1 ce je [-ta barva zastopana med izbranimi kroglicami;
1= .
0 sicer.

Izracunajte cov (I, J;).

Resitev: vemo, da je k-ta kroglica z enako verjetnostjo katera koli kroglica, zato je

B
E(ly) =PI, =1) = Wl
Ce 2z X, oznacimo Stevilo kroglic barve 1, je X, ~ HiperGeom(n, B;, N). Posledi¢no
je
(.

()

Potrebujemo Se E(I.J;). Zapisemo
B J) =PIy =1,Ji=1) = P(J;=1| I, = 1) P(I; = 1).
Ocitno je
PLh=1|L=1)=1,
medtem ko za | > 2 velja X, | I, = 1 ~ HiperGeom(n — 1, B;, N — 1). Posledicno je

("2

n—1

Sleds B
E(IJi) = B(Iy) =
mn S B, (N;LBI)
Vilk, J1) = =+ N 9
No()
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za l > 2 pa je

E(IyJ)) = % <1 - —( (élll_) )>

n—1

B N-B,—1 N-B; BB N-—B;—1
cov (I, Jy) :Wl (_( ]73;11 ) I (", )) _ ]ipl ((le)) '

G ) a1

. () Izracunajte cov(X,Y’). Dovolj je, da rezultat izrazite z enojno vsoto.

m

Resitev: velja X = Y _ I, inY = Y "", Ji. Z uporabo bilinearnosti kovariance
sleds

cov(X,Y) ZZCOV Iy, Ji)

k=1 I=1
= ZCOV ]k;J1 +iiCOV ]k;Jl
k=1 1=2

N
=2 —
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5. (20) V igri na sreco je mozno zadeti dve bonus igri, torej to, da igramo dvakrat brez
placila stave. Natancneje, zadenemo dve igri ali pa nobene. Verjetnost za zadetek bonus
igrer je p < % Bonus igri sta identi¢ni izhodiséni igri, tako da lahko znotraj njiju spet
zadenemo bonus igri. Predpostavljamo, da v primeru, ko igralec zadene bonus igro,
odigra to igro in vse morebitne vgnezdene bonus igre, preden gre naprej. Izidi vseh iger
so neodvisni med sabo.

a. (5) Naj bo X stevilo vseh iger, ki jih bo igralec odigral s prvo stavo, in naj bo Y

Stevilo bonus iger na prvem koraku. Izracunajte
E(s*|Y=0) in EY|Y=2).
Pri izrazavi lahko uporabite (brezpogojno) rodovno funkcijo slu¢ajne spremenljivke

X.

Resitev: besedilo je identiéno procesu razvejanja, pri katerem je stevilo potomcev nic
z verjetnostjo ¢ = 1 — p ali dva z verjetnostjo p. Iscemo porazdelitev stevila vseh
posameznikov v procesu razvejanja. Naj bo 'Y Stevilo bonus iger na prvem koraku.

Velja
E(s¥|Y=0)=s in E(s*|Y=2)=sGx(s),

ker se v primeru bonus igre pojavita neodvisni identicni drevesi se enkrat.

. (15) Za rodovno funkcijo slucajne spremenljivke X izpeljite primerno funkcijsko
enacbo in izracunajte P(X = 7).

Resitev: po formuli za popolno pricakovano vrednost velja
Gx(s) = (1 —p)s+psGi(s).

Enacbo resimo in dobimo

14 /1 —4p(1 —p)s?

Gx(s) 2ps

Iz Newtonove formule sledi, da moramo pri resitvah kvadratne enacbe vzeti minus.

Sledr
— (1/2
Gx<8) _ kzl ( ]{: >(_1>k122k1pk1(1 . p>k82k71 '
Iskana verjetnost je koeficient vrste na desni pri s*, kar ustreza k = 4. Tako dobimo:

P(X=T7)=— (112> 27’ (1 = p)*

(=) (E3)(H5) o
2-3

p'(1—p)*

Rezultat pa lahko dobimo tudi tako, da prestejemo drevesa s sedmimi predstavniki,
pri cemer locimo vozlisca.

10
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6. (20) Naj bo gostota sluc¢ajne spremenljivke X dana z

a a?
fa r) = e 2
(@) V2mad
za x > 0 in 0 sicer. Slucajna vektorja (X,Y) in (W, Z) naj bosta neodvisna z gostotama
1 7(y—#2)2
fxy(@,y) = falz) - e =

2mx

g

n
(z—pw)?
6_ 2w

w, z) = fi(w) -
fWZ( ) fb( ) \/m
za x,w > 0,y,2z€R, a,b, >0, sicer pa naj bo gostota enaka 0.
a. (10) Poiscite porazdelitev slucajnega vektorja (X +W, Y+Z). Kot znano privzemite,

da je za neodvisni slucajni spremenljivki z gostotama f, in f;, gostota vsote enaka

faer'
Resitev: oznacimo (X + W, Y + Z) = (U, V). Oglejmo si preslikavo

O(z,y,w,2) = (z,y,z+w,y+ 2).
Preslikava je linearna in obrnljiva, zato lahko uporabimo transformacijsko formulo.
Ugotovimo, da je

‘I)fl(ﬂf?y’%“) = (xayau -,V — y)
m

Jo-1(z,y,u,v) = 1.
Sleds
Ixyuv(@,y,u,v) = fxy(@,y) fwz(u — 2,0 —y).

Gostoto slucajnega vektorja (U, V') dobimo kot robno gostoto. Za u > 0 in v € R
12racunamo

fov(u,v)
/ / P (5,9) fua(u — 2,0 — y) dy d

/ fa() folu —x)x

_ (—u)? 1 M

X P — e 2z — 2(u d d:C
/ V2 27 (u — x) Y

1 _(o—pw)?
= f / fa(x) fo(u — x)dx
27Tu
1 _ (w—pu)?
g (A 2u a u
\/% f+b( )
_a+b _<vﬂw>§7+<a+b>2

2mu? ’

11
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drugje pa lahko postavimo fyy(u,v) = 0. Upostevali smo, da je notrangi integral
konvolucija dveh normalnih gostot.

. (10) Pokazite, da imata slu¢ajna vektorja

a?’ a

X Y —uX . X+W Y+Z—puX+W)
(a+0b)?’ a+b

enako gostoto.

Resitev: dovolj je pokazati, da je gostota prvega slucajnega vektorja neodvisna od a:
trditev potem sledi iz prvega dela naloge. Iz transformacije

\P(J:)y) = (;» a ) )

ki je linearna z inverzom
Ut s) = (a’t,as + a’put)
in JU1 = a3, dobimo, da je gostota prvega slucajnega vektorja enaka

1 32 1 52
f(t,s) = a*fxy(a’t,as + aut) = a®fu(a®t) i SRR )

V2ma?t 2Tt

kar je res neodvisno od a in trditev sleds.

12
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6. (20) Predpostavite, da sta slucajni spremenljivki U in Z neodvisni z U ~ exp(1) in
Z ~ N(0,1). Kot znano privzemite, da za a > 0 in b > 0 velja

>~ 1 b (s
—au—qy oy — o —2\/ab.

a. (10) Poiscite gostoto para (U, X) in nato izpeljite gostoto slucajne spremenljivke X .

Definirajte X = 2U Z.

Resitev: definirajmo preslikavo
D (u, z) = (u, 2uz> :

Preslikava mnoZico (0,00) x R bijektivno preslika samo nase, njen inverz

o (u, 1) = (u %)

pa je parcialno zvezno odvedljiv z

1
J¢—1(u,x) = E .
Zau>01maxelR je torej

1 2
fU,X(u>$) - 2\/ﬁ

e 4u’

drugje pa lahko postavimo fy x(u,x) = 0.

Gostoto X 1zracunamo kot robno gostoto. Iz omenjenega znanega integrala razbere-
mo, da je
fx(z) = %e—\xl )

b. (10) Naj bosta X in Y neodvisni in enako porazdeljeni. Izrac¢unajte gostoto vsote
S=X+Y.

Namig: racunajte po formuli

fs(s) = /oo fx(z) fy(s—z)dx.

14
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Regitev: zaradi simetrije bo fs(s) = fs(—s), zato bo gostoto dovolj izracunati za
s > 0, tedaj pa velja

/_Z fx(@) fy(s —z)dx

_ i/oo o—lol g—la—sl gy
1 _OOO s o)
=7 (/ eQmsdx—l—/ esdx—i—/ eZHde)
—0o0 0 s
B 1/1 _, 4oset 4 1
=7l5¢ se 5 €
1
= Z<1 + 8) 678 .

Sledi )
fs(s) = Z(l + [s]) el

15



