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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4, ° °
D. ° °
0. ° °
Skupaj | e o o o
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1. (20) Radoslav in Stanislav meceta (skupno) kocko. Radoslav vztraja, da se mece,
dokler ne pade liho stevilo pik, Stanislav pa, dokler ne pade Sestica. Meceta, dokler
vsaj eden od njiju vztraja. Predpostavljamo, da je kocka poStena, meti pa neodvisni.
Najbon=1,2,3,...

a. (10) Koliksna je verjetnost, da sta kocko vrgla vsaj n-krat?

Resitev: Dogodek M, da sta kocko metala vsaj n-krat, je unija nasledngjih dveh
dogodkov:

o R, :={v vsakem izmed prvih n — 1 metov je padlo sodo Stevilo pik};

e S, :={v nobenem izmed prvih n — 1 metih ni padla Sestica}.

Iskana verjetnost je enaka

P(M,) = P(Ry) + P(S,) — P(Ry () Sy) = (%)n_l + (g)n_l - (%)n_l |

b. (10) Privzemimo, da sta kocko vrgla vsaj n-krat. Koliksna je pogojna verjetnost,
da je Stanislav vztrajal dlje?

Resitev: Ce z S oznacimo dogodek, da Stanislav vztraja dlje, je to dogodek, da
liho stevilo pik pade pred prvo Sestico. Nadalje se na dogodku S stevilo metov
ujema s prvim metom, pri katerem pade sestica. Dogodek SNM,, je torej dogodek,
da je Sestica prvi¢ padla v n-tem metu ali kasneje, pred njo pa je Ze vsaj enkrat
padlo liho mnogo pik. Se drugace, to je dogodek, da obstaja tak k > n, da je v
k-tem metu padla Sestica, v nobenem izmed prvih k — 1 metov ni padla Sestica,
obenem pa ni res, da je v vsakem izmed prvih k metov padlo sodo mnogo pik.
Tako dobimo

1 [e'¢) 5 k—1 1 k—1 5 n—1 1 1 n—1
P S ﬂ MTL - = — — — = — — - — ,
s =316 -6) -6 5 6)
1skana verjetnost pa je enaka

P(S N M,) sl gn—3 gn-1_3.9gn-3
P(S | Mn) = P(Mn) = 3n—1 + 5n—1 —9n-1 =1- 3n—1 + 5n—1 — 9on-1 '
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2. (20) Naj bo a,b € (0,1). Neodvisna para nenegativnih slu¢ajnih spremenljivk
(X1,Y1) in (X, Y3) naj imata enako porazdelitev, dano s formulo

k
P(X;=kY;=1)=(1—a)d"- (l)bl(l—b)
za0<[<kini=1,2.

a. () Za splosna neodvisna slucajna vektorja (Xi,Y)) in (X, Y2) z nenegativnimi
celostevilskimi komponentami utemeljite, da je

0<i<k
0<j<l

Resitev: zapisemo lahko

(Xi+ X =kVi+Ye=1}= | J{Xi=iVi=jXo=k—iYy=1—j}.
0<i<k
0<j<
Dogodki v unigi so disjunktni, formula pa sledi, ¢e upostevamo neodvisnost.

b. (15) Poiscite porazdelitev para (X; + X, Y] + Y5).
Namig: ena od vsot, ki se pojauvi, je zelo podobna vsoti vseh verjetnosti v hiper-
geometrijski porazdelitvi.

Resitev: fiksiraymo k,1 > 0 z 1 < k in racunamo

PXi+Xo=kYi+Yo=1)
= Y PXi=iYi=j)PXo=k—iYy=1-})

0<:i<k
0<5<1
1<t
l—7<k—i

k
1_ Qk’ ll_
a aZ(l>b b

=(k+1)(1 :a())Qak (?) b'(1—b)*

Notranjo vsoto v cetrti vrstici razberemo 1z vsote verjetnosti v hipergeometrijski
porazdelitvi HiperGeom(l, i, k).
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3. (20) Naj bodo X7, X5, X3, ... neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene eks-
ponentno exp(1). Zan =1,2,3,... definirajmo

n

S, = szXk.

k=1

a. (10) Za vsak n € N izracunajte gostoto slucajnega vektorja (S1, S, ..., S,).

Regitev: slucajni vektor (X1, X, ..., X,) ima skupno gostoto
—x1—To——T
Ix1 X X0 (T1, T2, .o T) = €172 "
20 X1, %2, ...,y > 0, sicer pa lahko postavimo fx, x,.. x,(%1,%2,...,x,) = 0.

Preslikava ®, definirana po predpisu
O(xy,...,x,) = (21‘1, 2x1 + 419, 2w1 + 4wy + 823, ..., 201 +4x0 + - + 2”$n) ,
mnozico (0,00)" bijektivno preslika na mnoZico

B = {(81,82,--.,%); Sp > Sp_q1 > > S >O}

i je zvezno parcialno odvedljiva. Njen inverz je preslikava

D (51,89, ..., 8n) = (%, 52;81 , 83;52 R _2:"1)
z Jacobijevo determinanto
21 0 0o - 0 0
-27%2 22 0 .. 0 0
Jp-1 = 0 _2,73 273 O 0 = o n(nt1)/2
o 0 0 e
0 0 o ... =2 27"
torej je iskana gostota za (si,Sa,...,s,) € B enaka
F50,80,080 (81, 80, ., 8) = e S/ AT 8T mon a2 men /2T
drugje pa lahko postavimo fs, s,...s,(S1,52,...,5,) = 0.

b. (10) Izracunajte gostoto slucajne spremenljivke Ss.

Resitev: iskano robno gostoto dobimo z integriranjem:

Fsy(s3) = / / 270 emn AT /ST B sy dsy
$3>82>51>0

fs,(s3) = i e—53/8 /33 o—s2/8 /32 os1/4 ds, dss
64 0 0

— 1_16 6*33/8 /53 (6752/8 . 6—352/8) dsz
0

1 6783/8 1 6783/4 + 1 6783/2

3 2 6 ’

Za s3> 0 je

drugge pa lahko postavimo fs,(s3) = 0.
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4. (20) V posodi je a rdecih, b belih in ¢ modrih kroglic. Iz posode nakljuéno izbiramo
kroglice brez vracanja, dokler ne izberemo modre kroglice. Naj bo X stevilo belih in
Y stevilo rdecih kroglic med izbranimi. Privzemite, da so rdece kroglice ostevilcene z
1,2,...,ainbelez 1,2,...,b. Za 0 < s < ain 0 <t < b definirajte

ja { 1, c¢e rdeca kroglica z oznako s pride pred prvo izvleceno modro;
1 0 sicer

n

7 { 1, ce bela kroglica z oznako t pride pred prvo izvleceno modro;
t — .
0 sicer.

a. (10) Izracunajte cov(Iy, Jp).

Resitev: muslimo si lahko, da z izbiranjem kroglic nadaljujemo, dokler ne izbere-
mo wvseh kroglic. Na koncu bodo bela kroglica z oznako 1 in vse modre kroglice v
nakljucnem vrstnem redu, bela z oznako 1 pa bo pred prvo modro z verjetnostjo
1/(14c), torej E(Iy) = 1/(14c). Podoben razmislek velja za belo in rdeco kroglico
z oznako 1. Obe bosta na koncu pred prvo modro z verjetnostjo 2/(2+ ¢)(1+c).

Sledi , X
I — —
vl ) = BT T Gror

kar se poenostavi v
c

(c+1)2(c+2)°

COV(Il, Jl) =

b. (10) Izra¢unajte cov(X,Y).

Resitev: velja
b
X=>I, in Y=) .
t=1

Zaradi bilinearnosti kovariance je

a b

cov(X,Y) = Z Z cov(ls, Jp) .

s=1 t=1
Zaradi simetrije so vse kovariance v dvojni vsoti enake in dobimo

abe

cov(X, Y) = (c+1)%(c+2)
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5. (20) Naj bodo Ti,Ts,... neodvisne, enako porazdeljene pozitivne celostevilske
slucajne spremenljivke. Naj bo Sy, =T, + 15 + - - - + T,

a. (10) Za n > 1 naj bo A, = J,—,{Sk = n}. Definirajmo se

_ Z o P(Ty = k) in H(s) = Z s"P(A

Pokazite, da za |s| < 1 velja
G(s)

H(S):l——G(s)'

Namig: Uy {Skx = n} = U, {Th + -+ + Tk = n} — unija je torej v resnici
koncna.

Regitev: Za fiksen n > 1 so dogodki {Sy =n}, k=1,2,... n, disjunktni, saj so

slucagne spremenljivke Ty, pozitivne. Velja

H =Y s P(k I{S’“”})

n=1

= s" PN +To+ - +Tpy=n)
n=1 k=1
=> ZS"P (Ty+To+ -+ T, =n).
k=1 n=k
Ker so slucajne spremenlyivke T\, Ts, ... neodvisne, je rodovna funkcija vsote

Sk =Ty +Ty+ -+ T} kar k-ta potenca funkcije G. Sledi

S r_ G(s)
:;G(s) =TG-

Opomba. Rezultat velja tudi za nenegativne (a Se vedno neodvisne in enako
porazdeljene) slucajne spremenljivke Ty, Ty, ... s P(Ty = 0) < 1, ¢e za funkcijo
H vzamemo H(s) = >~ s"E(X,), kjer je X, Stevilo indeksov k = 0,1,2, ...,
za katere je Sy = n.

b. (10) Privzemite, da je T} ~ Geom(p) za p € (0,1). Izracunajte P(A,) za vse n.

Resitev: rac¢unamo

ps
H(s) = i ’
L= 1
qs
pri cemer je ¢ = 1 — p. Poenostavimo v
ps
H(s) = .
(8) =13

Razvijemo v vrsto in dobimo

= Zps" )
n=1

Sledi P(A,) = p za vse n.
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6. (20) V posodi je a rdecih, b belih in ¢ modrih kroglic. Iz posode nakljuéno izbiramo
kroglice brez vracanja, dokler ne izberemo modre kroglice. Naj bo X stevilo belih, Y
pa Stevilo rdec¢ih kroglic med izbranimi.

a. (10) Poiscite porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y).

Resitev: mozne vrednosti za vektor (X,Y) so pari (k,l) 20 <k <ain0<I[<b.
Dogodek {X = k,Y =1} se zgodi, ée se med izbranimi kroglicami najprej zvrsti
k rdecih in U belih, nakar sledi modra kroglica. Od tod naprej gre na vsaj dva

nacina.
Prvi na¢in. Prvih k + | kroglic se lahko zvrsti na (kzl) = % disjunktnih
nacinov, vsi pa 1majo verjetnost
ala—1)-(a—k+1)-bb—1)---(b—1+1)-c (9 kN ¢
NN=1)...(N=k=I+D)N-k=1)  (N)k+)! N—k=1
kjer je N = a+ b+ c. Sledi
a) (b
P —ky—p- W e
+1

Drugi nacin. Za izracun verjetnosti dogodka, da je med prvimi k + [ kroglicams
k rdecih in | modrih, si predstavljamo, da so vse kroglice oznacene, med njimi
pa naenkrat izberemo k + 1 kroglic. Vseh moznosti je (kJL), ugodnih pa je (Z) (ll’)
Pogojno na omenjeni dogodek pa je verjetnost, da je naslednja kroglica modra,

enaka w—5—. Sestavimo in dobimo enako kot pri prejsnjem nacinu.

b. (10) Za 0 <k <ain 0 <! <bizracunajte P(X =k, Y =1| X +Y =n).

Resitev: zgornja pogojna verjetnost je razlicna od 0, ée jen = k+1. Ce vemo, da
prvo modro kroglico izberemo na (k+ 1+ 1)-vem koraku, je zaradi simetrije prvih
k1 kroglic izbranih popolnoma nakljucno izmed a+ b belih in rdecih kroglic. To
pa je predmet hipergeometrijske porazdelitve. Sledi

(X =kY = \X+Y—k’+l)—a—+b.
(1)
Pri tem je (::l) =0, ce je m > n. Omenjgeni rezultat lahko dobimo tudi tako, da

s podobnim premislekom kot v tocki a. izra¢unamo P(X +Y = n), nakar delimo
ustrezni verjetnosti.



