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Verjetnost, 2024/25, M. Perman, M. Rai¢

1. (20) Crke A,A,A,A,A B,B,D.K,R,R nakljuéno permutiramo, tako da je vsak vrstni red

enako verjeten. Oznac¢imo
B = {prva ¢rka v sluc¢ajni permutaciji je A}

n

C' = {slucajna permutacija ¢rk je ABRAKADABRA}.
a. (10) Izracunajte P(C).

Regitev: zacnimo s prvim mestom. Verjetnost, da bo na prvem mestu cérka A, je
5/11. Pogojno na ta dogodek, je verjetnost, da bo na drugem mestu B, enaka 2/10.
Podobno nadaljujemo in dobimo, da je iskana verjetnost enaka

52 141312111 522!

b. (10) Izracunajte pogojno verjetnost P(B | C°).
Regsitev: najprej izracunamo P(B N C*). Ker je C C B, je

P(BNC) = P(C),

torej
5 5!1-21.21
P(BNC*) = — — ————.
( ) 11 11!
Sledi 5 51212
5o o225 01— 50.21. 2
ey 11 -
P(B|C°) = 1 5k2t2l 11— 51.91.91

11!
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2. (20) Pri igri Crni Peter imamo n parov kart. Karti v vsakem paru sta enaki. Pred-
postavite, da imamo m igralcev in je m delitelj stevila 2n. Oznacéimo 2n/m = a. Karte
dobro premesamo in jih razdelimo m igralcem, tako da vsak dobi a kart. Zak =1,2,...,m
naj bo Xy stevilo parov, ki jih dobi igralec k.

a. (10) Izracunajte E(Xy).
Resitev:
Prvi nacin: pare ostevilcimo z 1,2, ..., n in definiramo indikatorje

j 1 ce igralec k ima [-ti par
RETU 00 sicer

Velja Xy, = Iy 1+---+1y . Zaradi nacina deljenja kart bo vsak igralec dobil nakljucne
vzorec a kart izmed vseh 2n kart. Takih nakljucnih vzorcev je (2;) Vzorcev, ki
vsebujejo l-ti par, pa je (2;1__22), tako da je

(%) _ ala-1)

(*™ 2n(2n —1)

a

Sledi ( 0
ala —
E(Xy) = E(luq+ -+ L) = .
(Xk) (Leg + -+ Lip) 2(2n — 1)
Drugi nac¢in: karte, ki jih dobi k-ti igralec, ostevilcimo z 1,2,...,a in definiramo
indikatorje

[ 1 cei-ta in j-ta karta k-tega igralca tvorita par
Ritod 0 sicer.

Tedaj velja

Xp= Y Iy
1<i<j<a
Slucajno spremenljivko Iy ; lahko interpretiramo kot indikator dogodka, da imata
t-ta 1n j-ta karta k-tega igralca isto vrednost. Za i-to karto tmamo 2n mozZnosti in
vse so ugodne, nakar imamo za j-to karto 2n — 1 mozZnosti, izmed katerih pa je le
ena ugodna. Torej je

1
(kHJ) (kmj ) om— 1
Ker je vseh parov (i, j), za katere je 1 <i < j < n, natanko (}) = @, je
ala —1)
EXy) = Y E(lyy) = o=

1<i<j<a

3
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b. (10) Izracunajte cov(Xy, Xa).
Resitev:
Prvi nacin: z indikatorji iz prvega nacina resitve prejsnje tocke nastavimo
E(X1Xs) =) E(IL;).
2%
Zai =7 je I1;I,; =0, saj igralca ne moreta hkrati dobiti istega para. Za i # j pa

je
ala —1) ala—1)

T mn—1) (2n—-2)2n-3)
Vseh moznih urejenih parov (i,7) z1i # j je n(n — 1), torej je

ala —1) ala —1) B a*(a —1)?
2n(2n —1) (2n—2)(2n—3)  4(2n —1)(2n — 3)

E(II’Z'IQ’J') — P<Il,i — 1,]2’3' — 1)

m koncno
cov(Xy, Xo) = E(X1X,) — E(Xh) E(Xs) =
B a*(a — 1) al@—1)\* _
T A2n—-1D(@2n-3) (2(2n — 1)> B
_ a*(a —1)?
2(2n — 1)2(2n—3)

Drugi nacin: Se vedno delamo z indikatoryi iz prvega nacina resitve tocke a., a tokrat
uporabimo bilinearnost kovariance:

cov(Xy, Xo) = Z cov(ly;, 1) .
1<i,j<n
Zai=j jel;lr; =0 in tako
2
cov(Ii, Ios) = —E(I;) E(Ly;) = — (%) .
Za i # j pa tako kot pri prvem nacinu izracunamo
ala —1) ala —1)

Ethilas) = 5000 =1 @n = 2@n —3)

i posledicno

a(a —1) ala—1) a(@—1) \*
cov(li;,1o;) = 2n(@n 1) . (2n —2)(2n —3) - (2n(2n _ 1)) =
(4n — 3)a*(a — 1)?

T A2(n—1)(2n—122n—3)
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V dvogni vsoti je takih kovarianc n(n —1). Sledi

ala—1) (4n —3)a*(a—1)*
2(2n — 1)) =1 e = D(2n—122n—3)
_ a*(a —1)?
2n(2n — 1)2(2n —3)’

cov(Xy, Xo) = —n (

kar je isto kot prej.

Tretji nacin: uporabimo indikatorje 1z drugega nacina resitve prejsnje tocke in nas-

tavimo
E(X1X,) = Z Z E(Lviy i 12503,55) -
1<ii<ji<a 1<iz<jz2<a

Produkt Iy ; lahko interpretiramo kot indikator dogodka, da imata i1-ta in ji-ta
karta prvega igralca isto vrednost, prav tako pa imata isto vrednost tudi io-ta in jo-
ta karta drugega igralca. Spet imamo za ii-to karto prvega igralca 2n mozZnosti in
vse so ugodne, za njegovo ji-to karto imamo 2n — 1 moznosti in le ena je ugodna,
nakar imamo za is-to karto drugega igralca 2n — 2 mozZnosti in vse so ugodne, za
Ja-to karto drugega igralca pa imamo 2n — 3 moznosti in le ena je ugodna. Torej je

1
2n—1)(2n—3)

By gy 12;00.5,) = P(liiy gy = 1, Loy gy = 1) =

Vseh cetveric (i, j1,12,J2), po katerih se sesteva, je (3)2 = M, torej je

4
a’(a —1)?

E(XiX) = A2n—1)(2n—3)

Zakljuc¢imo tako kot pri prvem nacinu.

Cetrti nacin: delamo z indikatorji iz drugega nacina resitve tocke a. in uporabimo
bilinearnost kovariance:

cov(Xy, Xo) = Y Y covig doisg) -

1<ii<ji<a 1<iz<j2<a

Enako kot pri tretjem nacinu izracunamo

1
(2n—1)(2n—3)’

E(Iiy gy I250,5,) =

od koder sledi

cov (I s 12,i5.52) = : _< 1 )2:
P S22l T o —1)(2n—3)  \2n—1
2
(2n —1)2(2n —3)
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a) 2 _ <12((14—1)2

9 kovarianc. Sledi

Tako kot pri tretjem nacinu je v dvojni vsoti (

a*(a —1)?
2n(2n —1)2(2n — 3)’

kar je seveda spet isto kot prej.
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3. (20) Naj bodo U, X,Y neodvisne z U ~ U(0,1) in X,Y ~ N(0,1).
a. (10) Izracunajte gostoto slucajnega vektorja (U, VU X, /1 — UY).

Resitev: preslikava
O (u,x,y) = (u, Vuz, V1 — uy)

preslika (0,1) x R? bijektivno nase, njen inverz

® (u,s,t) = (u % \/115_—“)

pa je parcialno zvezno odvedljiv z

Jop-1(u, s,t) = m

Za (u,s,t) € (0,1) x R? je torej

52 t2
e 2u ei 2(1—u) ,

1
fusr(u,st) = m

sicer pa je fusr(u,s,t) =0.

b. (10) Izracunajte gostoto vektorja (U,\/UX ++v1-UY). Sta komponenti tega

vektorja neodvisni?
Resitev:

Prvi nacin: definirajmo
U(u,s,t) = (u,s,s+1).

Velja
U Hu,v,w) = (u,v,w — 8)
m
Jy-1(u,v,w) =1.
Dobimo

1 2 (w—s)*

U, S, W) = ———————— e 2 g 20-u)
fuswlnsw) = =

Gostoto slucajnega vektorja (U, W) dobimo z integracijo po s. Za (u,w) € (0,1) xR
121racunamo

fU,W(an):/ fusw(u, s, w)ds
o 1

2 _(w=s)?
e 2ue 20-w ds.
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Dobljeni integral je konvolucija dveh normalnih gostot s pricakovano vrednostjo 0 in
variancama u in 1—u, zato je rezultat gostota standardizirano normalne porazdelitve.
Za (u,w) € (0,1) x R je torej

fU,W(U>w):\/12—7T %

e 2,
sicer pa je fuw(u,w) = 0. Dobljena gostota se da izraziti kot produkt funkcije samo
spremenljivke u in funkcije samo spremenljivke w, zato sta komponenti neodvisni.

Drugi nacin: ker so U, X in'Y neodvisne, je tudi slucajni vektor (X,Y) neodvisen
od U, torej se njegova pogojna gostota glede na U = u ujema z brezpogojno: pogojno
na U = u sta X in Y neodvisni in standardni normalni. Slucajna spremenljivka
Z:=vVUX ++1=UY pa je potem spet pogojno na U = u porazdeljena normalno
s pricakovano vrednostjo 0 in varianco u + (1 —u) = 1, torej standardno normalno
— (funkcigsko) neodvisno od u. Drugace povedano, pogojna gostota slucajne spre-
menljivke Z glede na U = u je gostota standardne normalne porazdelitve ne glede
na U. Od tod pa sledi, da je slué¢ajna spremenljivka Z (verjetnostno) neodvisna od
U in tudi brezpogojno porazdeljena standardno normalno.
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4. (20) Naj bodo Xj, ..., X, neodvisne sluc¢ajne spremenljivke. Za k =1,2,...,7 naj bo
Xk ~ PO(/\k) Oznacimo ST = X1 + X2 + -t XT.

a. (10) Izracunajte E(X? | S, = n).

Resitev: Oznacimo

Ak

A=M+- A =
' A VY

Vemo, da sta slucajni spremenljivki S, ~ Po(\) in S, — Xj ~ Po(\ — \;) neodvisni.
Za 0 <1 <n torej velja

P(Xy=1i|S, =n)=

PXy=1,8 —Xp=n—1) (n

(S, =) )p?;(l )",

i

kar pomeni, da je slucajna spremenljivka Xy pogojno na {S, = n} porazdeljena
binomsko Bin(n, py). Torej velja

E(X}?| S, =n) =npi(1 — pr) +n°p} = npx + (n* — n)pj, .

b. (10) Za k # [ izracunajte E(XyX; | S, = n).
Namig: oglejte si E[(Xk + X;)? ‘ S, = n]

Resitev: slucajne spremenljivke X, ..., X, izvzemsi Xy in X; ter vsota Xy + X; so
neodvisne Poissonove slucajne spremenljivke z vsoto S,. Iz prvega dela dobimo

E[(Xk + X;)? | S, = n} =n(pr +m) + (= n)(pe + )%

Po drugi strani pa je zaradi linearnosti pogojne pricakovane vrednosti zgornji izraz
enak
E(X{| S, =n)+2E(X;X; | S, =n)+E(X]| S, =n).

Ko odstejemo zunangi pogojni pricakovani vrednosti, ki ju poznamo iz prejsnje tocke,
dobimo
E(Xi X, | S, =n) = (n*—n)pup: -
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5. (20) Tri kobilice sedijo vsaka v svojem oglis¢u enakostranicnega trikotnika. Tik pred
trenutki n = 1,2, ... se vsaka odloci, da skoci v eno od sosednjih oglis¢. Vsako od oglis¢
izbere z verjetnostjo %, neodvisno od ostalih dveh in neodvisno od prejsnjega dogajanja.
Neko¢ se bodo vse kobilice srecale v enem od oglis¢. Naj bo X trenutek, ko se to prvic
zgodi. Naj bo Gx rodovna funkcija slucajne spremenljivke X.

a. (10) Vzemimo alternativni zacetek, ko najprej dve kobilici sedita v istem ogliscu,
ena pa v svojem; v nadaljevanju se obnasajo enako kot prej. Naj bo Y trenutek,
v katerem se v tem primeru sre¢ajo v enem od oglis¢. Oznacite z Gy (s) rodovno
funkcijo slucajne spremenljivke Y. Poisc¢ite vsaj eno netrivialno zvezo med rodov-
nima funkcijama Gx(s) in Gy (s).

Resitev: po prvem koraku se lahko zgodi dvoje:

(i) Vse kobilice so Se vedno vsaka v svojem ogliscu. To se lahko zgodi na dva od
osmih enako verjetnih nacinov, torej z verjetnostjo 1—11.

(ii) Dve kobilici sta v istem oglis¢u, ena pa v svojem. Verjetnost te moznosti je %.

Ker se dogajange po vsaki izbiri zacne na novo, formula za popolno pricakovano
vrednost da

E(s*) = 1sBE(s*) + 25 E(s")

oziroma

Gx(s) = 1sGx(s) + 3sGy(s).

Alternativno pa lahko izhajamo tudi iz stanja, v katerem dve kobilici sedita v is-

tem, ena pa v svojem ogliscu. Tedaj se lahko po prvem skoku kobilice srecajo v

istem ogliscu, lahko sta dve v istem in ena v drugem, lahko pa je vsaka v svojem.
5

Verjetnosti teh dogodkov so po vrsti %, 3 n %. Sledi

E(s¥)=1is+2sE(s") + 1s E(s)

0ziroma

Gy(s) = g5+ 25 Gy (s) + 35 Gx(s) .

b. (10) Izpeljite, da je rodovna funkcija Gx oblike

1 1
2
Gx(s) =cs (a—s+b+s)

za neke konstante a, b in c¢. Izracunajte jih in z njimi izrazite porazdelitev slucajne
spremenljivke X.

Resitev: Obe prej dobljeni zvezi za rodovni funkciji dasta

3s2

Gx(s) = 32 — 285 — 52

10



Verjetnost, 2024/25, M. Perman, M. Rai¢

Imenovalec ima nicli a in —b, kjer je a = —14 + 257 in b= 14+ 24/57. Sledi

352

R P e

Po razbitju na parcialne ulomke dobimo

A 1
G(S>_a+bs (a—s—i_b—i-s)7

torej je c =3/(a+b) = ﬁﬁ' Iz analize priklicemo, da je

1 _1§:<s>k
G_S—CL a
k=0

za |s| < a in

bis B %;(_Dk (%)k

za |s| < b. Od tod razberemo, da je

za k =2,3,... Sicer je seveda P(X = k) = 0.

11
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6. (20) V posodi so sprva dve beli in ena rdeca kroglica. Na vsakem koraku na slepo
izvle¢emo eno kroglico, jo vrnemo v posodo in dodamo Se eno kroglico enake barve, kot
je bila izvlecena. To delamo, dokler se prvi¢ ne zgodi, da izvlecemo n kroglic iste barve
(ne nujno zaporedoma), kjer je n izbrano naravno stevilo.

a. (15) Dolocite porazdelitev stevila vlecenj. Verjetnosti zapisite v zakljuceni obliki, le
s pomocjo seStevanja, odstevanja, mnozenja in deljenja.

Resitev: naj bo X Stevilo vlecenj. Ta slucajna spremenlyivka lahko zavzame vrednosti
n,n+1,n+2...,2n—1. Za k iz te mnoZice je dogodek {X = k} disjunktna unija
dogodkov
By = {pred k-tim vlecenjem izvlecemo natanko n — 1 belih kroglic,
nakar tudi v k-tem vlecenju izvlecemo belo}
m
Ry = {pred k-tim vlecenjem izvlecemo natanko n — 1 rdecih kroglic,
nakar tudi v k-tem vlecenju izvlecemo rdeéo} :

Verjetnost dogodka, da v prvih n — 1 vlecengih izvlecemo belo kroglico, v nadaljnjih
k — n vlecengih rdeco, v k-tem pa spet belo kroglico, je enaka

2 3 n 1 2 k—n n+1 _ (n+1)!(k—n)
34 n+l n+2 n+3 k+1 k+2 (k+2)!

To pa je tudi verjetnost dogodka, da v poljubnih vnaprej predpisanih n — 1 vilecenjih
1zmed prvih k — 1 vlecenj izvlecemo belo kroglico, v preostalih izmed prvih k — 1
vlecenj rdeco kroglico, v k-tem vlecenju pa spet belo kroglico. Sledi

P(Bk>_2(k—1)(n+1)!(k—n)! 2n(n+1)

(k +2)! o k(k+1D)(E+2)°
Podobno je verjetnost dogodka, da v pruith n — 1 vlecenjih izvlecemo rdeco kroglico,
v nadaljngih k — n vlecengih belo, v k-tem pa spet rdeco kroglico, je enaka
12 n-1 2 3 k—n+1 n  _ nl(k—n+1)
34 n+l n+2 n+3 E+1  k+2 (k+2)!

n—1

i podobno kot prej dobimo

P(Ry) =2 (

Zak=nn+1...,2n—1 je torej

k—1\n!'(k—n+1)! 2n(k—n+1)
) (k+2)! k(k+1)(k+2)

n—1

2n

P(X =k)=P(Bg) + P(Ry) = ma

medtem ko za preostale k velja P(X = k) = 0.

12
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b. (5) Recimo, da smo potrebovali maksimalno stevilo vlecenj. Koliksna je pogojna
verjetnost, da smo izvlekli n rdecih kroglic?

Resitev: iskana pogojna verjetnost je enaka

P(R2n—1> _ n
P(X=2n—-1) 2n+1’

P(R2n71’X22n—1):

13
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2. (20) Za okroglo mizo sedi n > 5 kockarjev. Vsak vrze svojo kocko; privzamemo, da so
vse kocke standardne (kar pomeni, da lahko pade od 1 do 6 pik), postene (kar pomeni,
da so vsa Stevila enako verjetna) in neodvisne. Ozna¢imo z X Stevilo kockarjev, ki vrzejo
enako kot oba soseda, z Y pa sStevilo kockarjev, ki vrzejo strogo ve¢ od obeh sosedov.

a. (10) Izracunajte E(X) in E(Y).
Resitev: velja X =0 _ Iy in Y = > | Ji, kjer je

| 1 ce k-ti kockar vrZe enako kot oba soseda
7Y 0 sicer

m
7 - 1 ¢ée l-ti kockar vrze strogo vec od obeh sosedov
"1 0 sicer.

Ce s Ty, oznacimo Stevilo pik, ki jih je vrgel k-ti kockar, za j = 1,2,3,4,5,6 velja

. N
E(ly [Ty =j) = Py =1 Ty = j) = o=

36
m G 1)
E(J | Ty=5) =P =1|Tp=j) = ]36 .
Sledi 1 12 4+ 22432 +42 4+ 52 55
+22 432424
E(ly) = — ' E(J) = =
) =35 i EU) 216 216
ter koncéno -
BE(X)=2 i BY)=2".
36 216
b. (10) Izracunajte cov(X,Y).
Resitev: zaradi bilinearnosti je
cov(X,Y) = Z Z cov(Iy, J;) .
k=1 I=1

Ce indeksa k in | predstavljata ista ali pa sosednja kockarja, je I.I, = 0, torej je
cov(ly, J1) = —E(I,) E(J;) = —=22. Takih parov (i,7) je 3n. Ce pa za indeksa k in
l to ne drzi, opazimo, da, ¢e s T] oziroma T}" oznacimo Stevilo pik levega oziroma

desnega soseda l-tega kockarja, za poljubne j,7',5" =1,2,3,4,5,6 velja

1

B | Ti= 5.1 =\ T} = ') = P = 1| T = 5. T) = . T} = ") = .

To velja tudi, ¢e imata k-ti in [-tv kockar enega skupnega soseda. To pa pomeni, da
je dogodek {1, = 1} neodvisen od dogodka {1} = j,T) = j', 1] = j"}. Ker je dogodek

15
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{J; = 1} disjunktna unija takih dogodkov, je dogodek {I), = 1} neodvisen tudi od
dogodka {J, = 1}. Z drugimi besedami, slucajni spremenljivki Iy, in J; sta neodvisni,
kar pomeni, da je cov(Iy, J;) = 0. Sledi

95 55n

X.Y)= —3n- __oon
cov(X,Y) "UTTe T 2592

16
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6. (20) Posteno kocko mecemo, dokler se ne zgodi tako, da pade Sestica, kot tudi, da
padeta dve petici. Posamezni meti so neodvisni.

a. (10) Zapisite porazdelitev stevila potrebnih metov.

Resitev: Oznacimo Stevilo metov z X. Dogodek {X = n} se lahko zgodi za n =
3,4,5,..., in sicer na naslednja dva nacina:

o UV n-tem metu pade sestica, prej pa Sestica ne pade, obenem pa padeta vsaj dve
petici; oznacimo ta dogodek z A, .

o V n-tem metu pade petica, prej pa pade natanko ena petica in vsaj ena Sestica,
oznacimo ta dogodek z B,,.

Velja

P(X = n) = P(An) + P(Bn)
-0 e (@R

b. (10) Koliksna je verjetnost, da druga petica pade kasneje kot edina Sestica?

Pomoé: za |q| < 1 velja Zk‘qk_l =7 5
— (1—q)

Resitev: Iskana verjetnost je enaka

S () S0 [ ()]

Opazimo, da je sestevanec za n = 2 enak nic, torej je tudi

(Y B Se ()]

n=2 n=2

()G
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