
Ime in priimek: Vpisna št:
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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reševanja. Nalog je 10, ocena pa
je enaka navzgor zaokroženemu številu pravilnih odgovorov. Ko je ponujenih več
možnosti, je lahko pravilnih odgovorov več. Ko ni ponujenih odgovorov, na kratko
pojasnite vaš razmislek.
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1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

Skupaj



Statistika, 2019/2020, E. Langerholc, M. Perman

1. Naj bo X slučajni vektor dimenzije n z E(X) = a1 in var(X) = I + b11T .
Izračunajte

E

[
XT

(
I− 1

n
11T

)
X

]
.

2. Naj ima par (X, Y ) dvorazsežno normalno porazdelitev z E(X) = E(Y ) = 0 in
var(X) = var(Y ) = 1 ter cov(X, Y ) = ρ ∈ (−1, 1). Kot znano privzemite, da je
E(X4) = 3. Izračunajte cov(X, Y − ρX). Izračunajte

E
(
X2Y 2

)
= E

(
X2(Y − ρX + ρX)2

)
.

3. Naj bo X ∼ N (0,H), kjer je

H = I− 1

n
11T

idempotentna. Navedite porazdelitev W = X2
1 + · · ·+X2

n.

4. Naj bodo Z0, Z1, Z2 neodvisne standardizirano normalne in definirajte

Wk = Z0 + Zk

za k = 1, 2. Izračunajte
E (Z0|W1,W2) .
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5. Naj bodo X1, X2, . . . med sabo neodvisne slučajne spremenljivke z E(Xi) = 0 za
i = 1, 2, . . .. Označimo Sn = X1 + · · · + Xn in naj bo Z ∼ N(0, 1). Naj bo f
trikrat zvezno odvedljiva funkcija na R z |f |, |f ′|, |f ′′|, |f ′′′| ≤M <∞. Označimo
σ2
n = var(Sn). Dokaz centralnega limitnega izreka temelji na neenačbi∣∣∣∣E [f (Snσn

)]
−E [f(Z)]

∣∣∣∣ ≤ 1

6

(
1 +

√
8

π

)
M
(
E(|X1|3/σ3

n))+...+E(|Xn|3/σ3
n)
)
.

Ali centralni limitni izrek še vedno velja, če predpostavljamo neodvisnost spre-
menljivk X1, X2, . . ., predpostavko, da so X1, X2, . . . enako porazdeljene, pa
nadomestimo s predpostavko

n

σ3
n

→ 0 ,

ko n→∞ in E (|Xi|3) ≤ C <∞ za i = 1, 2, . . .. Na kratko obrazložite.

6. Iz populacije velikosti N izberemo verjetnostni vzorec velikosti n. Naj bo Ik
indikator dogodka, da bo k-ta enota v populaciji izbrana v vzorec za k =
1, 2, . . . , N . Privzemite, da imajo vsi pari (Ik, Il) za k 6= l enako porazdelitev.
Naj bo X̄ vzorčno povprečje. Izračunajte var(X̄).

Namig: kaj je I1 + I2 + · · ·+ IN?

7. Predpostavite, da so opazovane vrednosti x1, x2, . . . , xn vzorec iz normalne po-
razdelitve N(µ, 1). Naj bo µ̃ nepristranska cenilka parametra µ. To pomeni, da
je µ̃ funkcija X1, . . . , Xn in velja

µ =
1

(2π)n/2

∫
Rn

µ̃(x)e−
1
2

∑n
k=1(xk−µ)2dx

za vsak µ. Odvajajte obe strani po µ in privzemite, da lahko odvajate pod
integralskim znakom. Sklepajte, da je

cov

(
µ̃(X1, . . . , Xn),

n∑
k=1

Xk

)
= 1 .
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8. Predpostavljamo, da so opazovane vrednosti nastale kot neodvisne, enako po-
razdeljene slučajne spremenljivke X1, X2, . . . , Xn s porazdelitvijo N(µ, 1). Testi-
rati želimo domnevo

H0 : µ = 0 proti H1 : µ 6= 0 .

Po metodi kvocienta verjetja dobimo

λ = nx̄2

z x̄ = 1
n

∑n
k=1 xk. Navedite najprej aproksimativno porazdelitev testne statis-

tike po Wilksovem izreku, če H0 drži. Je ta aproksimativna porazdelitev tudi
eksaktna? Obrazložite odgovor.

9. Privzemite regresijski model

Yk = βxk + εk

za k = 1, 2, . . . , n, kjer so ε1, . . . , εn nekorelirani E(εk) = 0 in var(εk) = σ2 za
vse k = 1, 2, . . . , n. Privzemite, da je xk > 0 za vse k = 1, 2, . . . , n. Oglejte si
spodnje linearne cenilke parametra β. Katera od njih ima najmanǰso varianco?
Utemeljite vaš odgovor

β̂1 =
∑n

k=1 xkYk∑n
k=1 x

2
k

β̂2 = 1
n

∑n
k=1

Yk
xk

β̂3 =
∑n

k=1 Yk∑n
k=1 xk

Namig: na vprašanje lahko odgovorite brez eksplicitnega računanja varianc.

10. Opazimo
Y = Xβ + Vε ,

pri čemer je E(ε) = 0 in var(ε) = σ2I, V pa je znana n × n obrnljiva matrika.
Predpostavljamo, da ima znana matrika X poln rang enak m < n. Zapǐsite
formulo za nepristransko cenilko σ̂2 parametra σ2.
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