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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Za pogzitiven rezultat
morate zbrati vsaj 45 tock od 100 moznih. Veliko uspehal

Naloga | a. b. C.

ol ISl

Skupaj | e ° o o
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1. (25) Ljubiteljski kolesar Bernard vsak dan od ponedeljka do sobote z verjetnostjo
1/2 prevozi 20, z verjetnostjo 1/2 pa 25 km. V nedeljo pa z verjetnostjo 3/4 pociva, z
verjetnostjo 1/4 pa naredi izlet, na katerem prevozi 100 km. Privzamemo, da so vse
Bernardove odlocitve neodvisne.

a. (15) Cim natancéneje izracunajte verjetnost, da v 12 tednih prevozi veé kot
2000 km.

Resitev: Oznacimo z Xy Stevilo kilometrov, ki jih Bernard prevozi l-ti dan k-
tega tedna od ponedeljka do sobote (torej 20 ali 25), z N1y pa Stevilo nedelj v
pruth 12 tednih, ko Bernard naredi izlet. 'V prvih 12 tednih Bernard prevozi
Sio = Tis + 100 N kilometrov, kjer je Tiy = ,1,2:1 216:1 X Glede na to,
da nedeljski kilometri izstopajo, se splaca pogojevati na N, ki je porazdeljena
binomsko Bin(12,1/4). Velja torej

12
P(S13 > 2000) = Y~ P(N =n) P(Siz > 2000 | N =n) =
n=0

12 n 12-n
12 1 3
zz( )(_> (_) P(T1 > 2000 — 100n)
—\n 4 4

slucagna spremenljivka Tis pa je vsota velikega stevila neodvisnih in enako po-
razdeljenih slucajnih spremenljivk, torej je po centralnem limitnem izreku po-
razdeljena priblizno normalno. Ker je

20 + 25 5)°
E(Xkl) == —; == 22,5, V&I‘(Xkl) = (5) = 6,25,
E(Ty5) =12-6-22,5 = 1620 var(Tys) = 12 -6 - 6,25 = 450,

je priblizno

P(Slg > 2000) = P(Slg > 2002,5)

() () () e (B

Tabeliramo ustrezne normalne verjetnosti, zaokroZene na 4 decimalke natancéno:

n 0 1 2 3 4 ] >5
1 — @(F25220) 10,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,7953 | 1,0000

m vidimo, da je edina netrivialna normalna verjetnost pri n = 4, poleg tega pa
se, da se bolj splaca racunati nasprotno verjetnost:

P(S12 < 2000) ~ 23: (f) G)n G)un + (142) (3)4 (2)8 £0,2047

n=0

= (,6886 .

Verjetnost, da Bernard v prvih 12 tednih prevozi vec¢ kot 2000 km, je torej pri-
blizno 0,3114.
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Preprostejsi nacin, ki tipicno da manj natancen priblizek, pa bi bil, da bi zapisali
Sio =Y+ Yo+ - 4+ Yo, kjer je Y, stevilo kilometrov, ki jih Bernard prevozi v
k-tem tednu. Slucajne spremenljivke Y; so neodvisne in enako porazdeljene, jih
je pa le 12, kar je malo. Velja:

1 1 3
E(Y;) =6-2254 100 - 1= 160, wvar(Yx) =6-6,25+ 10000 - 11 19125,
E(S12) =12-160 = 1920, var(Sip) = 1219125 = 22950,
kar nam da priblizek
2002,5 — 1920
P(Slz > 2000) = P(Slg > 2002,5) ~1—-® (7—> = 0,2930 .
22950

Tocen rezultat: 0,3115884.

. (10) Priblizno po koliko tednih postane verjetnost, da prevozi ve¢ kot 20.000 km,
vecja od 95%7

Resitev: Tu uporabimo manj natancni pribliZek iz prve tocke. Upostevajoc

E(S,) =160n in var(S,) =1912,5n,

nastavimo 20002,5 — 160
— n
1—-& . =0,95
( /19125 n ) ’
oziroma

1607 — 20002,5 = ®~1(0,95)4/1912,5 7.

Ce wvedemo u = Vn, dobimo resitvi u; = —10,959 in uy = 11,408. Prava je
refitev s pozitivnim korenom, ker je \/n po dogovoru menegativno Stevilo. Iz
u3 = 130,15 dobimo, da postane verjetnost vecja od 95% po priblizno 131 tednih.

V resnici je 131 tednov potrebnih in zadostnih: po 130 tednih verjetnost pride
0,9480694, po 131 tednih pa 0,9750782.
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2. (25) Populacija velikosti N je za namene vzorcenja razdeljena na K podskupin
velikosti M, tako da je N = K M. Vzorec velikosti n izberemo tako, da najprej izbe-
remo enostavni sluc¢ajni vzorec k izmed K skupin, v vsaki izbrani skupini pa izberemo
enostavni sluc¢ajni vzorec m enot neodvisno do izbir na prvem koraku vzorcenja, tako
da je n = km. Populacijsko povprecje ocenimo z vzorcnim povprecjem. Naj bo u;
populacijsko povprecje, o2 pa populacijska varianca v i-ti skupini za i = 1,2,..., K;
w1 naj bo populacijsko povprecje. Oznacite

1 K
oy =52 > (mi— ).
i=1

Oznacite z X vzoréno povprecje.

a. (b) Utemeljite, da je vzoréno povpreCje nepristranska cenilka populacijskega
povprecja .

Resitev: Ce je x;; vrednost spremenljivke na j-ti enoti v i-ti skupini na populaciji,
je populacijsko povprecje enako

Nadalje, ce z I; oznacimo indikator dogodka, da je i-ta skupina izbrana v vzorec,
z Iij pa indikator dogodka, da je j-ta enota v i-ti skupini izbrana v vzorec, je
vzoréno povprecje enako

Iz vzorénega nacrta sledi, da je E(I;1;) = £ 2 od koder sledi, da je E(X) = p.

b. (5) Definirajte
ja 1 c¢e je i-ta podskupina izbrana
1 0 sicer.

[zracunajte

E<X|Il712,...,][() in VaI'(XlIl,IQ,...,IK).

Resitev: Predstavijamo si lahko, da najprej vzamemo vzorce iz vseh skupin, nakar
upostevamo le izbrane skupine. Naj bo X; vzoréno povprecje v i-ti skupini. Tedaj

je
| K
Iz vzorénega nacrta sledi, da je X; neodvisen od I, . .., Ix. Iz standardne teorije

vzorcengja dobimo
E(XZ|11, e ,IK> = E(XZ) = M,

var(X;|I, ..., Ix) = var(X;) = ————07.
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Torej je tudi
E(X,J]J[l, . ,IK> = ,uzlz m Var(f(i]ﬂ]l, c. 7]K> =

Spet iz vzorénega nacrta sledi, da so slucajne spremenljivke X;I; pogojno na
I, ..., Ix neodvisne. Sledi

K .
X 1 ; 7 -m 1
E( |Il7"'=]K):E E wil; in var(X|h,..., Ig) = —— ( “Tm 5 E
i=1 —

. (10) Naj bo X; vzoréno povprecje v i-ti skupini. Izracunajte

E(X?L) in E(X?).

Resitev: Iz vmesnih rezultatov prejsnje tocke dobimo
E(X?L | L,....Ix) =E(X? | Ii,....Ig)]; =
_ [Var()_(i |1, Ix) + (E()_(Z-|Il,...,IK))2][i

torej je
B(x21) = B(B(X | 1. 1)) = & ((M;m o 4 ;@) |

Podobno iz rezultatov prejsnje tocke dobimo

E(X?| L,....Ix) =var(X | I1,... . Ix) + (E(X|1, ..., Ik))

K K 2
1 M—-—m 9 1
kzm; oili+ (zZ “l‘fi) '

=1
Izracunajmo
K 2 | K XK
E (E Z#zjz) ] = ﬁ ZZ’UZPJ] E([sz)
i=1 i=1 j=1
K
1 9 k—1
=1 1<i,j<K
i#j
K 2 K
E—1 K—k
K(K — 1)k (Z ”i) TRE )k 2h
CK(k=1) , K-k &,
“RE-)" TRE -k D
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Poberemo skupaj in dobimo

B(X?) = B(E(X?| L., Ix))

1 M-m 1) EL

K
K(k— K—Fk
- Kk (M—l)mizlalJrk:(K—l)M +K(K—1)k;‘”'

. (5) Predlagajte nepristransko cenilko koli¢ine o7.
Resitev: Pisimo
| K
2 2_ 2
% = I ;_1 Hi — p

To kolicino bomo znali nepristransko oceniti, ce bomo znali nepristransko oceniti
p? in p?. Kot osnova cenilke za p? se ponuja opazljiva kolicina X2*I;, a njena
pricakovana vrednost se izraza e s o2, kar pa znamo nepristransko oceniti. Iz
teorije vzorcenja namrec¢ vemo, da bi bila kolicina

M
M—-1 -
—E = X)L
M(m— 1) jl(xj ) J

nepristranska cenilka za o2, ¢e bi bila opazljiva; tu si spet mislimo, da iz vsake
skupine vzamemo podvzorec. Opazljiva pa je kolicina

M
M—1 =\
Wom =1y 2@ = X)Ll
j=1
in 1z vzorcnega nacrta sledi, da ima le-ta pricakovano vrednost % o?. Tako do-
bimo, da je

M
-~ K M-1 _
2= v — X)L,
7 k’ M(m—l) ' (x] ) J
7j=1
nepristranska cenilka za o?. Sledi, da je
- K M—-—m ~
2. X[, — 52
Ha k-t (M —1 m i
nepristranska cenilka za p?. Nadalje je
~ k(K =1) 1 M-m <~ K—k <~
2 . X2 2 2
a K(k:—l)( Kk (M—lm; i K(K—l)k;'ul
CRE-1D)(, 1 M-m XK:AZ_ K —k i_gl
K(k—-1) Kk(M—lmizl CORA(K-1) — v

BK=1) oy K-k s=~op. 1 M-m <14
o Jx —>Z i— — e Y 0



Statistika, 2017/2018, M. Perman, M. Rai¢

nepristranska cenilka za p?. Iskana nepristranska cenilka za o? pa je

K(k—1) & K(k—1) K2 (M= 1)m 2=
= M

K—-1 1 _ ~ . M—m )

N zz:; k_l( Z ) ka(m—l);(x” i) U) i



Statistika, 2017/2018, M. Perman, M. Rai¢

3. (25) Prepostavljajte, da so podatki xi,za,..., %, y1,%2,- .., Y, nastali kot med
sabo neodvisne slucajne spremenljivke Xy,..., X, Y1,...,Y, z X} ~ N(u,0?) in
Yi ~ N(pu,7%) za k =1,2,...,n. Za cenilko parametra p predlagamo

X ZZ=1<YI€ — }7>2 +V ZZ:I(Xk‘ — X)Z

: Zzzl(Xk - X)2 + 22:1(3/16 - Y)2
Oznacite _
U— szl (Yk — Y)2 _
Zzzl (Xk - X)2 + Zzzl (Yk - Y)2
in _
Vv ZL (Xk - X)2

B ZZ=1(Xk - X)Q + ZZ:1(Yk - Y)2 ‘
a. (5) Izracunajte E(X|U,V) in E(Y|U,V). Je cenilka ji nepristranska?
Resitev: Vemo, da so slucajne spremenljivke X, Y, U in 'V med sabo neodvisne,

torej je E():(|U, V) = BE(X) = pin BE(Y|UV) = E(Y) = u. Nadalje velja
p=XU+YYV, torej je

E(i)=EX)EU)+ EY)E(\V)=pu(EU)+ EV)).
Ker je U+V =1, je tudi E(U) + E(V) = 1, zato je i nepristranska cenilka za
L.
b. (5) Izracunajte var(a|U, V).
Resitev: Zaradi neodvisnosti je
var(a|U, V) = var(XU + YV|U, V)
= U?var(X|U,V) +2UV cov(X,Y|U,V) + VZvar(Y|U, V)
= U?var(X) 42UV cov(X,Y) + V2 var(Y)

0_2 U2 7_2 VQ

n n

c. (5) Pokazite, da je

0.2

2
-
1) = —E(U*) + —E(V?
var(i) = - B(U%) + - E(V?)
in sklepajte, da je vedno
o? 4 72

n

var(j1) <

Resitev: Velja
var(fi) = E[var(a|U, V)] + var[E(a|U, V)] .

1z prejsnje tocke sledi

2 2

E[var(a|U, V)] = % E(U) + = EB(V?),

n
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1z neodvisnosti pa dobimo

E(QU,V)=UE(X)+V E(Y)=(U+V)u=p,

torej je var [E(,EL|U, V)] = 0. Prova trditev je tako dokazana. Druga trditev pa
sledi iz dejstva, da je U* < 1 in posledicno E(U?) < 1 ter podobno za E(V?).

. (10) Naj bo fi cenilka p po metodi najvecjega verjetja. Cenilke vam ni treba
izracunati, navedite pa aproksimacijo standardne napake z uporabo Fisherjeve
matrike.

Resitev: Lahko si predstavijamo, da so podatki dobljeni kot neodvisni pari
(X1, Y1),..., (X, Ya). Fisherjevo informacijo je zato dovolj izrac¢unati za n = 1.
Za ta primer velja

(z —p)?

2
Yy— K
Up,o,7 | x,y) = —logo — logT — log(2m) — 572 —( 27_2).

Pruvi parcialni odvodi so

ol — — ol 1 — n)? 1 —
_Top Y p I et ) N S s
or T 73

Y

o o2 2 7 Jo o o3
drugt parcialni odvodi pa so

o7 1 1 o? 1 3(x—p)? 0?0 1 3(y—p)?

R R A R R e R - = T
o C2(z—p) o C2(y—p) o
opdo o3 7 Oudr ™ Qo0r

I E(X1) = E(Y1) = p ter E[(X1 — p)?] =02 in E[(Y) — p)?] = 7% dobimo, da
je Fisherjeva matrika za n =1 enaka

S+% 0 0
(p,o,7) = 0 % 0
0 0 %

1z nje dobimo aproksimativno standardno napako

se(fi) ~ \/W.

Opomba. Morda se zdi, kot da je za izracun aproksimativne standardne napake

dovoly izracunati pricakovano vrednost drugega parcialnega odvoda po i, saj je
~1/2

aproksimativna standardna napaka enaka [n E(—g—;ﬁ(u,a,ﬂXl,Yl))} . To
pa ni vedno res. Res je, ce je Fisherjeva matrika diagonalna, kar se zgodi tudi v
nasem primeru. Tega pa ne moremo vedeti vnaprej, zato je treba izracunati celo
Fisherjevo matriko ali pa na dolocen nacin pokazati, da je diagonalna.
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4. (20) Predpostavimo naslednji regresijski model:
Yi =B + e,
Yio = Bria + 1

zai=1,2,...,n. Predpostavljamo, da so pari (€1,m1), . . ., (€4, 7,) med sabo neodvisni
in enako porazdeljeni z E(¢;) = E(n;) = 0, var(e;) = var(n;) = o2 in corr(e;, n;) = p.
Privzemite, da je p znan in |p| < 1.

a. (5) Oglejmo si cenilko

Yoo Yy + Yiows)
Z?:l (%21 + x222)

Je ta cenilka nepristranska? Izracunajte njeno standardno napako.

B =

Resitev: Da je cenilka nepristranska, sledi iz definicije in dejstva, da je E(Y;;) =
Bxij. Za tzracun variance pa cenilko zapisimo kot poseben primer cenilke oblike

B = Z(az‘yﬂ +b;Y).
i=1

2

Iz neodvisnosti ter dejstva, da je var(Y;) = var(Yip) = 02 in cov(Yi, Yi) = po?,

dobimo

var(B) = Y var(a;Yi + biVin) = 02 Y (a2 + 2paib; + 7).

i=1 i=1

V nasem primeru je a; = $i1/2?:1($§1 +a%y) in b = wig) Y (a5 + 1)

Dobimo
R 1 D iy TiYi
Va,l"(ﬁ) _ 0_2 _ + 2p i=1 .
(Zil(xgl +z3,) (X2, (a3 + x?Q))2

b. (5) Enacbi lahko sestejemo in dobimo
Yii + Yie = B(za + 7i2) + &,

kjer je & = €;+mn;. Napake &1, ..., &, so med sabo nekorelirane in velja F(§;) = 0
in var(§;) = 0%(2 + p). Parameter 8 lahko ocenimo kot

Z?:l(yé + Yio)(zi1 + Ti2)
> (T + wi0)? '

Je ta cenilka nepristranska? Izrac¢unajte njeno standardno napako.

B =

Resitev: Tudi ta cenilka je mepristranska, kar se ponovno wvidi neposredno iz
definicije. Za izracun variance pa si pomagamo z nastavkom iz tocke a.: tokrat
je a; = bZ = (l'il + 1712)/ Z?:l(‘rjl + JZjQ)Q. Dobimo

2(1+ p)o?
> it (Tin + 22)?

var(f}) =

10
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c. (5) Drugo enacbo lahko nadomestimo z zvezo
Yio —pYa T — pra Ni — PE&i

V1—p? V1=p*  J1—=p?

V. Yo —pYa
2 — /—1—p2

parameter § pa ocenimo z

Oznac¢imo
- Ti2 — PT41

in xi2:ﬁa

Yoo Yoz + YioZio)
Z?ﬂ(l’% + j122)

Je ta cenilka nepristranska? Izracunajte njeno standardno napako.

B =

Resitev: Tudi ta cenilka je mepristranska, kar se ponovno widi neposredno iz
definicije. Za izracun vartance si lahko tudi tokrat pomagamo z nastavkom iz
tocke a. — cenilka ustreza izbiri

0 = 1 " P Tio o Ti1 — P42

[ n ~ il — — n )
Zj:l(szl + %22) V1—p? Zj:1(x?1 — 2pxj12j0 + -7332)

1 ) Tig — PTi

Z?:l (%21 + j322) V1= p? B Z?:1 (%21 — 2prxjo + x?z) '

Po krajsem racunu dobimo

b =

o*(1 - p%)
Yo (@ = 2pxawi + x3)

Var(B) =

d. (10) Katera od zgornjih cenilk ima po vasem mnenju najmanjSo standardno
napako? Je cenilka z najmanjso standardno napako tudi najboljsa linearna ne-
pristranska cenilka? Utemeljite vas odgovor.

Resitev: Pigimo Yiy = B + n:, kjer je
7 = i — P&
1 /—1 — p2

Krajsi racun pokaZe, da je ta slucajna spremenljivka nekorelirana z €; ter da
je E(f;) = 0 in var(i;) = o2, V primeru c. so tako izpolnjeni pogoji izreka

Gauss—Markova. Ce postavimo

T11 Yil

)N('— Tnl IN’ L }fnl
= | . , = ,

Z12 Yio

_$n2_ _Yn2_

11
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se cenilka iz tocke c. ujema z (XTX)_lfif’, torej je to majboljsa linearna ne-
pristranska cenilka na podlagi opaZenih vrednosti Yi1,...,Y,1 in Yia,... Y. Ta
nabor opaZenih vrednosti pa je v biyjektivni linearni zvezi z izvirnim naborom
Yii,.... Yo in Yio, ..., Y, zato gre v tem primeru tudi za najboljso linearno
nepristransko cenilko v izvirnem modelu, torej tudi za najboljso izmed vseh treh
predlaganih cenilk.

Opomba. Pogoji izreka Gauss—Markova so izpolnjeni tudi pri toc¢ki b., a za
nabor opaZenih vrednosti Yi1 4+ Yia, ..., Y1 + Y. Ta nabor pa ni v v bijektivni
linearni zvezi z izvirnim naborom Yi1,...,Y, in Yo, ..., Y. Cenilka iz tocke
b. je torej najboljsa linearna nepristranska cenilka na podlagi opazZenih vrednosti
Yii+Yio, ..., Yo + Yoo, ni pa nagboljsa linearna nepristranska cenilka na podlagi
izvirnega nabora, ki nudi veé¢ informacije.

12



