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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.
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1. ° °
2. °
3.
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1. (20) Naj bosta (X,Y,Z) in (U,V,W) slucajna vektorja. Privzemite, da so XY
in Z neodvisne, enako porazdeljene strogo pozitivne celostevilske omejene slucajne
spremenljivke. Privzemite, da za vsako omejeno zvezno funkcijo h: R3 — R velja

3X

RUCRE ) e oy

h(X,Y,Z)

a. (10) Utemeljite, da za vsako omejeno funkcijo (Y, Z) velja

E[g(Y,2)|X,)Y + Z]| = E[g(Y,2)]Y + Z] .

Namig: vsako omejeno funkcijo f(x,s) lahko na zalogi vrednosti vektorja (X,Y +
Z) napisemo kot koncéno vsoto

Zflk ) fou(s

kjer so fir in for omejene funkcije.

Resitev: Prvi nacin: upostevamo namig in preverimo po definiciji za f(x,s) =
fi(z) fa(s), pri éemer upoStevamo neodvisnost sluc¢ajnih spremenljivk X in Y + 27 :

E[E[g(Y.2)]Y + Z] fi(X) fo(Y + Z)]
=E[E[g(Y,2)[Y + Z] fo(Y + Z)| E[f1(X))]
=FEg(Y,Z) fo(Y + Z)] E [f1(X)]
=FEg(Y,Z) L(X) (Y + 2)] .

S tem je trditev dokazana.

Drugi nacin: neposredno. Velja:

Elg(Y,Z)|X =2,Y + Z =]
B Elg(Y,Z)1(X =z,Y + Z =35)]
PX =z,Y+7Z=5)
:EﬂaemﬂﬂﬂK@1W+Z:Q}
P(X=x)P(Y +7Z=y5)
Elg(Y,Z)1(Y + Z = s)]
P(Y +Z =s)
=E[g(Y.Z)|Y +Z =s].

b. (10) Naj za omejeno zvezno funkcijo g velja

ElgY,2))Y+Z =Y+ Z).
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Pokazite, da je tudi

ElgV,IMV+W] =V +W).

Namig: v pravem trenutku pogojujte na (X,Y + Z).

Resitev: Racunamo po definiciji za omejeno funkcijo f in upostevamo prvi del
naloge:

E[g(V.W)f(V+W)| =E %

3X
_E|E|—22 sy 2) (Y Z‘XY 7z
5| DI £ 2) | Xy 4 2|

3X

3X
[ 3X
:”?}:7:§Wy+mﬂy+@]

=E[(V+W)f(V+W)].

mxme+Zﬂ

Trditev je s tem dokazana.
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2. (20) Pri revizijah zahtevkov za izplacila iz evropskih strukturnih skladov se upo-
rablja vzoréenje na naslednji nacin: recimo, da je bilo v koledarskem letu N zahtevkov
v viSini v, vg,...,vy. Oznac¢imo vsoto vseh izplacil z v = vy + - -+ + vy. Vzoréimo
tako, da izmed vsemi izplacanimi euri izberemo enostavni slucajni vzorec w < v eurov,
nato pa izberemo zahtevke, na podlagi katerih so bili izbrani euri izplacani. Velikosti
vzorca zahtevkov tako ne moremo doloc¢iti vnaprej. Namen vzorcenja je oceniti delez
na podlagi zahtevkov z nepravilnostmi izplacanih eurov.

a. () Oznacite z S slu¢ajno stevilo zahtevkov, ki bodo izbrani v vzorec. Pokazite,

da je pricakovana velikost vzorca zahtevkov enaka

Namig: definirajte ustrezne indikatorje. LaZe je dolociti verjetnost, da dolocen
zahtevek ne bo izbran, kot da bo.

Resitev: Naj bo I, indikator dogodka, da bo v vzorec izbran k-ti zahtevek. Tedaj
je 8 =N | I, torej je dovolj izracunati E(Iy) = P(I, = 1).

Ce zelimo, da zahtevek ne bo izbran, moramo vse eure izbrati izmed v — vy, eurov,
ki ne pripadajo zahtevku; takih izbir je (”:U”’“). Torej je

E(I)=P(l,=1)=1— Cu)

Pricakovana velikost vzorca zahtevkov je E(S) = Zszl E(1y), kar res pride tako
kot zahtevano.

. (10) Naj bo I indikator dogodka, da bo izbran k-ti zahtevek. Za k # 1
izracunajte cov (I, I;).

Namig:

P(ly=1,1,=1)=1—-P(I, =0) — P(I, =0) 4+ P(I, = 0,1, = 0).

Resitev:

Prvi naé¢in. Potrebujemo P(Iy = 1,1; = 1), to pa skladno z namigom izracunamo
s pomocjo P(Iy = 0,1, = 0), kar je verjetnost dogodka, da vse eure izberemo
1zmed v — v — v; eurov, ki ne pripadajo niti k-temu nite [-temu zahtevku; takih
izbir je (”_”j;_”l). Sledi

V—Vg v—Y; V—VE —V]
P(Ik:1,1121>:1—(W)—(w)—|—( w )

Q) (2
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mn
COV([k,[l) = P([k = 1,[[ = 1) — P(Ik = 1)P([l = 1)

s eoleu)
() (o)’

Drugi na¢in. Upostevamo, da je

COV(Ik,Il) = COV(l — Ik, 1-— Il) = P([k = O,Il = O) — P(Ik = O) P(Il = 0) .
Vstavimo prej izracunane verjetnosti in vidimo, da pride isto kot prej
. (5) Izrazite varianco vsote izplacil T na podlagi zahtevkov, izbranih v vzorec.

.- o N . . . ce e .
Regitev: Pisimo T =) ,_, vgl,. Varianco lahko izracunamo po obic¢ajni formuli
za varianco linearnth kombinaciy slucajnih spremenljivk, Se elegantneje pa gre,

T:ZUk—ZUk(l—[k)

ce zapisemo

M 12Zracunamo

s

:Z’U%P([}i :0)+kale(Ik :O,Il :O)— [ZUkP(Ik:O)]

;vi%Jr;v;vl%;)w) (;vk (”(g);)y |
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3. (20) Privzemite, da so podatki xy, 23, ..., x, nastali kot med sabo neodvisne, enako
porazdeljene slucajne spremenljivke s porazdelitvijo

2z B
- ()2
zax=0,1,...in > 0.
a. (b) Poiscite oceno za 5 po metodi najvecjega verjetja.

Resitev: Logaritemska funkcija verjetja je

C(Blx) = Zlog (x:) —|—logﬁzxk — log4ka —log(1+ p) (mk + 5) .
k=1 k=1 k=1 k

=1

Odvajamo po B in izenacimo z 0. Dobimo enacbo

Sledt

b. (5) Prepricajte se, da je

o0

E(X)) =Y kP(X;=k)

k=0

in pokazite, da je cenilka B po metodi najvecjega verjetja nepristranska.

Resitev: Najprej opazimo, da lahko v formuli za pri¢akovano vrednost izpustimo
vrednost 0 — velja E(X1) =Y ;- k P(Xy1 = k). Nadalje izracunamo
(2K B
(K1)2 4F(1 + B)F+1/2
_ 2k(2k — 1) (2k — 2)! Bk
R2[(k —1)1]° 4R+ B2
(2k—1)(2k—2)! 25 pr=1
[(k—1)1° 41 +8) 41 (14 p)r-1/2
__
A1+ pB)

kP(X, =k) =k

2(k=1)+1]P(X1 =k—1).
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Sleds

k=1
B < _
) lz_;(zz +1)P(X, =1)
B B
T+ 5 YY) s
od koder izracunamo
E(X)) =7

Sledr 25
B(3) = £ (2= 5
torej je cenilka res nepristranska.

c. (5) Izracunajte Fisherjevo informacijo in navedite aproksimativno standardno
napako za 5.

Resitev: Za n =1 izracunamo:

ko k+3
f” k‘ _ v 2
(Bk) = R TEIEE
torej 5 5
B b1 1
o _ 2 _ 273 _ _
OORII= 5 e = 2
Sledi
o) = V2D
d. (5) Prepricajte se, da je
X3 = i E*P(X, = k)
(1+5 > 20k =12 +3(k—1)+ 1] P(Xy =k — 1)
k=1

(1+5 (2E (X7) +3E(X1) +1).

Uporabite to za izracun eksaktne standardne napake za B .
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Resitev: 'V zgornjo enakost se prepricamo podobno kot pri tocki b. 'V formuli za
pricakovano vrednost spet izpustimo vrednost 0 — velja E(X3) =
= > e K*P(Xy = k). Nadalje uporabimo racun iz tocke b.:

EP(X, =k) = ﬁ k(2k —1)P(X; =k —1)
g 2 _
:m[Q(k—l) +3(k—-1)+1|P(X;=k—1).

Nato sestejemo na enak nacin kot pri tocki b. in dobimo zahtevano izraZavo, iz
katere izracunamo

2+3
iy = 28
i posledicno
var (X;) = ﬁ(lT—i_ﬁ)

Eksaktna standardna napaka cenilke B bo torej
. - dvar(Xy)  +/28(1+P)
se(f) = y/var(B) = = ,
n NZD

kar se ujema z oceno na podlagi Fisherjeve informacije.
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4. (20) Privzemite, da so podatki (z1,41),. .., (s, y,) nastali kot med sabo neodvisni
enako porazdeljeni slucajni pari (X1,Y7),...,(X,,Y,) z gostoto
. 1 _w=t2)?
fxy(@y)=e" e 2%
oV 2mx

za o >0,z >0, —00 <y < oo. Zelimo preizkusiti domnevo
Hy:0=0 proti Hy:0#0.
a. (5) Poiscite Wilksovo A testno statistiko.
Regitev: Logaritemska funkcija verjetja je

n

1
0(0,0lx,y) = —glog%r —nlogo — 3 Z {logxk +
k=1

(yx — Ox)?
0'2$k
Nagprej poiscimo maksimum v Sirsem modelu. Parcialno odvajamo in dobimo
O (ye — Ox)
my st
ol - — Ox;)?
_ . n 4 Z (Yk T)

o 3
o o o3z
9 k=1 k

Izenacimo parcialna odvoda z 0. Iz prve enacbe sledi
0 — D et Uk
D ko1 Tk

1z druge pa
n ~ n n 2
52 — EZM _1 Zy_i_ (Xt we)
n e Tk n | = Zzzl T
V ozjem modelu, ko je 8 =0, maksimiziramo samo po o. Z odvajanjem dobimo

n 2
o _ _n Ui
Jdo o o3xy,
k=1

Izenacimo z 0 in sleds
o1 Zn: ?/1%
o°=— =,
n 1 T
Z nekaj racunanja sledsi
A =2[0(0,5]x,y) — €(0,5]x,y)]
= —2nlogd + 2nlogao
n n 2
D ket Tk Dot 3;_];
n n 2 n 2"
Zk:l Lk Zkz:l z—',i - (Zk:1 yk)

= nlog
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b. (5) Predpostavite, da je @ = 0. Definirajte
Y, .
Zk = m Wk =V Xk

za k = 1,2,...,n. Pokazite, da so Zy,...,2Z,,Wy,..., W, neodvisne z Z; ~
N(0, 02).

Resitev: Ker so pari neodvisni, je treba pokazati samo meodvisnost med Zj in
Wy. Splaca se nagprej poiskati porazdelitev slucajnih spremenljivk X,. Ko inte-
griramo po y, opazimo, da po izpostavitvi faktorja e™* preostane natancéno gostota
normalne porazdelitve N(0,0%z). Sledi, da je Xj, ~ exp(1) in Yy | X = xp ~
N(0, 0%zy), torej Zy | Xy, = zx ~ N(0,0?). Ker je pogojna porazdelitev neodvisna
od xy,, sledita obe trditvi.

c. (5) Privzemite, da Hy zavrnemo, ¢e je A > )\, za tako izbran \,, da bo stopnja
tveganja dani o € (0,1). Utemeljite, da je krititno obmocje za tak test enako

(22:1 yk)2 / Zzzl Tk > e
> h—1 Yi/Tn ¢

za ustrezen c,.
Resitev: Wilksovo statistiko prepisemo v obliki
n 2
(Zkzl ?Jk)
n n 2
D ket Th D i’—i
Neenacba A > A, je torej ekvivalentna neenacbi

n 2
(Zk:l Y)
ZZ=1 Lk ZL yl%/xk

A=—-nlog|1—

>1— ¢ te/n,

d. (5) Kot znano predpostavite, da v primeru, ko so 71, ..., Z,, Wi,..., W, neod-
visne, Wy > 0 za vse k in Z ~ N(0, 0?) za vse k, velja

(ZL Zka)2 / ZL Wk2 ~ Beta 1 n—1
2 k=1 Zi 2 2 )
Navedite eksakten test za zgornjo domnevo z uporabo kvantilov porazdelitve

Beta (3, 251).

Resitev: Ce definiramo

Yk ‘
Zp = —F/— N Wk = \/Tg,

10
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dobi kriticno obmocje iz prejsnje tocke obliko
n 2 n
(D1 Z6Wi) /Zkzl w;
> ket %

Ustrezni test dobimo, ce za c, namesto funkcije kvantila porazdelitve hi kvadrat
postavimo kvantil porazdelitve Beta (%, ”T_l) za verjetnost 1 — a.

> Cq -

Opomba. Iz teorije velikih vzorcev torej dobimo, da, ce so &1,&s, ... Slucajne
spremenljivke s &, ~ Beta (%, "T_l), porazdelitve slucajnih spremenljivk

—nlog(l — &,) konvergirajo proti x*(1). Se drugace, e je n, ~ Beta (”T_l, %),
porazdelitve slucagnih spremenljivk —nlog(n,) konvergirajo proti x*(1).

11
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5. (20) Predpostavljamo model linearne regresije
Y =XB+e¢€

z znano fiksno matriko X in F(e) = 0 ter var(e) = 1.
Za dan n-dimenzionalni vektor a # 0 bi radi nasli najboljso linearno cenilko oblike
o = LY z lastnostjo F(LY) = 0 za kolicino v = a’e v smislu, da je kvadrati¢na

napaka
B|( - v)’]

najmanjsa mozna.

a. (10) Pokazite, da je LY = a” <Y - XB) med vsemi cenilkami z navedenimi

lastnostmi najboljsa cenilka za v. Pri tem je B cenilka parametra B po metodi
najmanjsih kvadratov.

Namig: uporabite idejo dokaza izreka Gaussa in Markova.

Resitev: Spomnimo se, da je ,é = (XTX)_lXTY. Od tod sledi, da je dana
cenilka za v res oblike LY, kjer je L =a’ (I —-H) in H = X(XTX)_lXT. Ker
je I-H)X =0, je tudi E (LY) = 0. Naj bo LY konkurencna cenilka z Zelenimi

lastnostmi. Ker je E(LY) = LXB8 = 0 za vse 3, mora veljati LX = 0. Velja
tudi LX = 0. Racunamo

B|(LY - v)| = B[(LY — LY + LY - v)’]
= B|(LY - LY)*| + B[ (LY - v)’|
+2B| (LY - LY) (LY - v) .

Pricakovana vrednost produkta je podobno kot v dokazu izreka Gaussa in Markova
enaka nic. Da to preverimo opazimo, da je enaka kovarianci, saj je E(LY) =
E(LY) = E(v) =0. Torej je

E|(LY ~LY) (LY ~v)| = cov(LY ~LY, LY —v) = cov(LY ~LY, LY ~a’¢) .

Ker se Y in € razlikujeta le za deterministicno kolicino X3, smemo Y nado-
mestiti z €. Sledi

E|(LY = LY) (LY ~ v)| = cov((L - L)e, (L - a’)e)
=(L-L) -0’ (L" - a)

=0’ (L-L)(-H)a
=0

12
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(zadnja enakost sledi iz dejstva, da je LX = LX = 0). Konéno dobimo
B(LY - v)*| = B[(LY - LY)*| + B[ (LY —v)*| > B[ (LY - v)],

kar pomeni, da konkurencna cenilka LY ne more biti boljsa od predlagane cenilke
LY.

. (10) Naj bo 3 cenilka parametra 3 po metodi najmanjsih kvadratov. Izracunajte
E [(aTé — aTe)Q} ,

kjer je é = (I-H)Y in H =X (X"X) ' X7,
Resitev: Z upostevanjem, da je
e—e=XB+e—X(X'X)'X"(XB+€) — e=—He,
12racunamo:
E [(aTé — aTe)Q] =F [(—aTHe)Q]
= var (aTHe)

—a’H- 0%l -Ha

= ¢%a’Ha.

13
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6. (20) Na populaciji, v kateri je N enot, gledamo doloc¢eno lastnost. Vsaka enota ima
to lastnost z verjetnostjo p, ki je ne poznamo. Privzamemo, da so enote pri tem med
seboj neodvisne. Naj bo K S§tevilo enot na celi populaciji, ki imajo dano lastnost.

Iz populacije vzamemo vzorec velikosti n in opazimo, da ima k enot dano lastnost.
Privzamemo, da je vzorcenje neodvisno od zastopanosti dane lastnosti na populaciji.

a. (5) Postavimo se v situacijo, preden vzamemo vzorec, tako da je tudi k sluc¢ajna
spremenljivka. Vzemimo konstanti C, ¢ € R. Izra¢unajte E(ck + CK) in
var(ck + CK).

Namig: oglejte si slucajne spremenljivke I, I, ..., In, kjer je I; indikator do-
godka, da ima j-ta enota dano lastnost.

Resitev: Naj bodo 1,2,...,n enote, zajete v vzorec, n+ 1,n+2,..., N pa enote
1zven vzorca. Tedaj je k = 2?21 I i K = Zjvzl I;. Ker je vzorcenje neodvisno
od zastopanosti lastnosti na populaciji, je E(1;) = p, torej je

E(ck+CK) = (ecn+ CN)p.

Za izracun variance pa upostevamo, da so indikatorji med seboj neodvisni (za
to potrebujemo tako neodvisnost zastopanosti lastnosti po posameznih enotah kot
tudi neodvisnost vzorcéenja od zastopanosti). Pisimo:

n N
ck+CK=(c+C)Y L+C Y I.
j=1

1=n+1

Ker je 377, I; ~ Bin(n,p) in SN I ~ Bin(N,p), je:

i=n+1"J

var(ck + CK) = [(c+ C)*n+ C*(N —n)|p(1 - p).

b. (10) Znano je, da za dovolj velike vzorce velja centralni limitni izrek. Poleg tega
je za velike vzorce znano, da imata slucajni spremenljivki:

ck+CK i ck +CK
VE( - B V(1 —=p)

za poljubni konstanti C', ¢ € R priblizno enako porazdelitev. Privzemimo, da je
vzorec dovolj velik, da v okviru dogovorjene natancénosti velja oboje. Poiscite
taki stevili @ in b (odvisni od N in n), da bo

ak —b\/k(n — k) < K < ak+b\/k(n — k)

pri zgornjih predpostavkah priblizen napovedni interval za K pri dani stopnji
tveganja a, ¢e p ni preblizu 0 ali 1.

14
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Resitev: Glede na to, da je E(k) = np in E(K) = Np, postavimo a = N/n.
Napovedni interval prepisemo v obliki:

K — Nk
—bn? < SRR < bn?.
A(=3)
Po predpostavki ima slucajna spremenlyivka na sredini priblizno enako porazde-

litev kot "E=NE Py centralnem limitnem izreku je torej slucajna spremenljivka
(1-p)
Vp(1-p

nK — Nk porazdeljena priblizno normalno. Pricakovano vrednost in varianco
odcitamo iz prejsnje tocke:

E(nK — NK) =0,
var(nK — Nk) = (n — N)?np(1 — p) + n*(N — n)p(1 — p)
= (N —n)Nnp(1 —p).

nK—Nk nK—Nk

Slucajna spremenljivka i z njo tudi === pa je porazdeljena pri-
] D ] \/m ] \/E pa je p ] p

blizno normalno s pricakovano vrednostjo nic¢ in varianco (N —n)Nn. Napovedni
inteval zdaj prepisemo v obliki:

b n3 - nkK — Nk <b\/T
(N=n)N /(N —n)Nn (N—n)N~

Srednja slucajna spremenljivka je zdaj porazdeljena priblizno standardno nor-
malno. Napovedni interval bo torej imel priblizno dano stopnjo tveganja, ce

bo b = z1_a/2\/(N —n)N/n3, kjer je z1_q/2 kvantil standardne normalne po-
razdelitve za verjetnost 1 — o /2.

. (5) Za aktualnega predsednika ZDA Donalda Trumpa je bilo 9. 11. 2016 ob 7:30
po srednjeevropskem ¢asu znano, da je dobil 245 elektorskih glasov od 460. Vseh
elektorskih glasov je 538. Kaksen bi bil po zgornjem modelu napovedni interval
za skupno Stevilo dobljenih elektorskih glasov, ¢e vzamemo stopnjo tveganja
a = 0,057

Na koncu je Donald Trump dobil 304 elektorske glasove. Mislite, da je zgornji
model ustrezen za predsedniske volitve v ZDA?

Resitev: Vstavimo k = 245, n = 460 in N = 538. Dobimo 277,20 < K <
295,88 oziroma 277 < K < 296. Dejansko stevilo glasov je izven napovednega
intervala, to pa zlahka razloZimo z neustreznostjo zgornjega modela. Elektorski
glasovi mamrec niso neodvisni, saj gredo po drZavah — praviloma vsi elektorji iz
dolocene drzave glasujejo enako.
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